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FROSLOV

Mladen Kos

Matematicar, tiziCar, inZenjer i s'veudilisni profesor akademik Danilo Bla-
nusa velikan je hrvatske znanostii nezaobilazna figura u povijesti Fakulteta
elektrotehnike i1 racunarstva Sveucilista u Zagrebu. Dugogodisniji profesor
1 jedan od utemeljitelja modernog Fakulteta elektrotehnike i raCunarstva
ostao je generacijama inzenjera u sjecanju kao uzoriti sveuciliSn profesor.
Fakultet elektrotehnike 1 racunarstva ovom knjigom Zeli podsjetiti na Zivot
i djelo profesora BlanuSe. Svjestan sam da za one koji su imali srecu i
osobno poznavati uvazenog profesora niti jedna knjiga ne moze biti do-
voljno dobro napisana. Pa ipak, vjerujem da ¢e ova knjiga one koji su
ga poznavali podsjetiti na dio Zivota i rada tog nadasve dragog Covjeka, a
mladima posluziti kao uzor koji treba pokusati slijediti.

I naKraju, zahvalai Cestitke prof.dr.sc. Ivanu IvanSicu koji je okupio brojne
autore 1 uloZio velik trud u priredivanje ove knjige, te uredniku prof.dr.sc.
Nevenu Elezovicu 1 nakladniku Element koji su svoje veliko iskustvo i
znanje uloZili u pripremu i oblikovanje knjige te je uCinili Stivom koje se
¢ita u jednom dahu.






BLANUSINA BIOGRAFIJA

Ivan lvansic

\ rema izvatku 1z matice krstenih
rimokatolicke Zupe “sl. Imena Bl.
1 Dj.Marije” u Osijeku-Donji grad,
Danilo Franjo Duro Blanus$a ro-
diose7.12.1903. godine u Osije-
ku-Donji grad, Slroka ulicabr. 9.
Tijekom svog Zivota sluZio se sa-
mo prvo navedenim imenom Da-
nilo. Njegov otac Isidor Blanusa
(1869.—1940.) bio je u trenutku
njegovog rodenja artiljerijski ka-
petan austrougarske vojske, koji
Je u mirovinu otiSao u ¢inu pu-
kovnika jugoslavenske vojske. 1
djed i pradjed po ocu bili su ofici-
ri u vojsci svog vremena. Majka
Marija, udova Stefinovi¢, rode-
na Muczina (1870. - 1947.) bila
je kucanica. Po majci je imao _ _
starijeg brata Josipa Stefinovica St. 1. Evo me s tatom

koji je bio doktor prava. Otac mu nije imao imetka, dok je majka imala
nesto malo, citiram jedan navod iz [BI]: “otprilike u visini kaucije potrebne
za udaju za oficira”. Tada se oficir’ nije mogao Zeniti siroticom. Taj je
imetak propao za vrijeme Prvog svjetskog rata. Profesor Danilo Blanusa
umro je dana 8. 8. 1987. god. u Stubic¢kim Toplicama .

Skolovanje

Kao dijete oficira Skolovao se u mjestima sluzbe svog oca. Tako je os-
novnu Skolu pohadao od 1909. — 1913. godine u trima mjestima: Becu,
Steyru (Gornja Austrija) i Zagrebu. Sli¢no je i s pohadanjem gimnazije
od 1913. - 1921. Zapoceo je Realnom gimnazijom u Zagrebu, da bi od 6.

Zanimanje opasno po ZIvol
* U I} je pogresno naveden Zagreb
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do 8. razreda nastavio u Osijeku. Maturirao je 1921. godine u Osijeku na
realnom odjelu.

Sl. 2. D. Blanusa kao dak osnovac

Skolske godine 1921./1922. zapoceo je studij elektrotehnike na Tehnickoj
visokoj §koli u Zagrebu da bi sljedece $kolske godine nastavio studij na
Technische Hochschule in Wien, gdje je 1925. polozio I. drZzavni ispit, a
3.7.1934. godine II. drzavni ispit (diplomu) iz elektrotehnike postigavsi
drzavno priznatu titulu “Ingenieur (Ing.)”. Za boravka u Becu zavrsio
je 1924./1925. abiturijentski te¢aj na Trgovackoj akademiji u Becu, kroz
koji je, kao Sto se poznavatelji BlanuSe sjecaju, postao vjest u njemackoj
i hrvatskoj stenografiji. Godine 1925. poloZio je dopunski * ispit zrelosti
iz latinskog jezika na gimnazijskom odjelu Realne gimnazije u Osijeku.
Pored obveznih predmeta na studiju elektrotehnike odslusao je u Zagrebu
i BeCu 14 neobveznih, teorijski orijentiranih predmeta:

e M. Kiseljak: Nauk o skupovima

« A. Smekal: Partielle Differentialgleichungen der Physik

A. Duschek: Differentialgeometrie

F. Jung: Hydromechanik

e Th. Schmidt: Projektive Geometrie

o A.Smekal: Molekulartheorie der Festigkeit

Uvjet za postizanje diplome



Blanusina biografija

o H. Bauer: Vektorrechnung

L. Flamm: Geometrische Optik

e A. Duschek: Der Integralbegriff

L. Flamm: Quantentheorie

H. Mache: Physikalisches Praktikum I

e A. Duschek: Einfiihrung in die Theorie der linearen Integralgle-
ichungen

e W. Gauster: Mechanische Probleme aus der Elektrotechnik

o Th. Radakovich: Variationsrechnung.

Sl 3. Iz studentskih dana u Becu

Notonije sve. Kroz 6 semestara, od 1926./1927. do ukljuéivo 1928./1929.,
bio je izvanredni student Filozofskog fakulteta be¢kog sveucilista, gdje je
sluSao predavanja iz matematike 1 teorijske fizike i aktivno sudjelovao
u Seminaru za teorijsku fiziku profesora H. Thirringa (Seminar fiir sehr
Fortgeschrittene). Evo popisa tih predmeta:

e W. Wirtinger: Funktionentheorie

e Oh. Furtwingler: Algebraische Gleichungen

o H. Thirring: Seminar fiir theoretische Physik (Sest semestara)
o H. Thirring: Theorie der Spektren

o F. Kottler: Hohere Mechanik

H. Thirring: Theorie der Wirme (dva semestra)

E. Kottler: Elektrizitdt und Magnetismus

F. Kottler: Theorie der Strahlung

o H. Thirring: Theoretische Mechanik (dva semestra)
F. Kottler: Optik

F. Kottler: Quantentheorie des Atoms.
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Sl. 4. U mladim danima sa Sofijom

Tako intezivno angaZiranje u matematici i fizici usporilo je studij elektro-
tehnike dovevsi ga u situaciju da je izaSao na diplomski ispit bez poloZenog
ispita iz hidromehanike. Tada je postojala mogucnost izlaska na diplomski
ispit bez jednog poloZenog ispita, ali se nepolozeni predmet polagao pred
diplomskim povjerenstvom. Vladalo je opée misljenje da na taj nacin nije
moguce diplomirati. Veliko znanje koje je stekao omogucilo mu je uspjeh,
pa je na promociji pobrao najjaci pljesak svojih kolega. Iako je to bio
poduZzi period studiranja, u kojemu je BlanuSi pomagao njegov brat po
majci Josip Stefinovi¢” | bio je ispunjen akumuliranjem razli¢itog znanja
iz matematike, fizike i tehnike. To je uz prirodnu sklonost jednom moralo
eksplodirati u plodan, samostalan znanstveni rad.

Bio je vlasnik knjizare u Zagrebu u Bogovicevoj ulici, koju je izgubio poslije 2. svjetskog
rata. Spomenimo da je poslije 2. svjetskog rata uz pomo¢ svojih poznanstava s izdavacima iz
inozemstva osnovao u Zagrebu Internacionalnu stalnu izloZbu publikacija (1SIP) i bio njezin
direktor.
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Zaposlenje

Nakon diplomiranja treba se zaposliti. Stoga je pokrenuo priznavanje ste-
¢ene diplome, koju mu je 13. 11. 1934. god. Savjet Tehni¢kog fakulteta
Univerziteta Kraljevine Jugoslavije u Zagrebu nostrificirao za diplomu in-
zenjera elektrotehnike Tehnickog fakulteta u Zagrebu. Zaposlio se 25. 10.
1934. god. u Gradskoj elektri¢noj centrali i to kao volonter u pogonu cen-
trale, gdje od 1. 4. 1935. god. radi kao pogonski elektroinZenjer. Od 1. 6.
1937. god. premjeSten je u baZdarnicu elektri¢nih brojila iste tvrtke, gdje
je od 1. 8. 1941. god. do 1. 2. 1944:%0d. bio Sef odjela. Pored te duznosti
bila mu je povjerena briga za struno obrazovanje tehnickog osoblja, pa je
odrZao nekoliko tecajeva za tehni¢ko osoblje Gradske elektri¢ne centrale.
Iz ovih nekoliko podataka zakljuCujemo da je bio uspjesan inZenjer. Medu-
tim, istovremeno se u slobodno vrijeme bavio istraZivanjima Besselovih
funkcija izradiv8i doktorsku disertaciju Cisto matematickog karaktera, a
motivaciju je nasao u rjeSavanju telegrafske jednadZbe. U tom se periodu
(2. 10. 1938.) ozenio Sofijom, udovom AmbroZi¢, rodenom Mileusni¢
(1903.-1983.). Po zanimanju je bila kucanica, i s njom je imao pokéerku
Adelu (1926.) i k¢i Maju (1940.).

U to se vrijeme pokusao zaposliti kao nastavnik na Tehni¢kom fakultetu
Univerziteta Kraljevine Jugoslavije. U Zavodu za visoki napon i ener-

Sl. 5. U obiteljskom krugu. Maja, Adela, Sofija, Bogomir Segovic (zet), Danilo
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getiku Fakulteta elektrotehnike i raunarstva sacuvala se nekim nac¢inom
njegova prijava na raspisani natjeCaj za mjesto “‘ukaznog izvanrednog
profesora™ za predmete Elektriéni strojevi i transformatori na Katedri za
teoriju i gradenje elektri¢nih maSina i transformatora. Ta prijava nosi da-
tum 18.12. 1939. god. , kada je i zaprimljena na univerzitetu. Jasno da nije
uspio na natjecaju jer je i dalje radio u Gradskoj elektri¢noj centrali. Zbog
kratkovidnosti na oba oka od preko 4 Dpt, bio je proglasen nesposobnim
za vojsku. Tako je prema rjeSenju Zagrebackog vojnog okruga od 18. 8.
1930. god. proglaSen trajno nesposobnim i otpusten iz vojske. Zbog toga
ga 2. svjetski rat nije povukao u vojsku, nego je i dalje radio u istoj tvrtki.

Dana 12.2.1943. god. obranio je na Tehnickom *fakultetu u Zagrebu diser-
taciju pod naslovom “Jedna vrst integralnih teorema Besselovih funkcija™.
Promoviran je 16. 6. 1943. god. Habilitacijskom postupku pristupio je 17.
12. 1943. god. na TehniCkom fakultetu s pokusnim predavanjem pod na-
slovom “Matematika i njezin odnos spram tehnike i prirodnih znanosti”.
Postavljenje za izvanrednog profesora na Tehni¢kom fakultetu uslijedilo
je 1. 2. 1944. god., a 30. 6. 1945, god. je razrijeSen sluzbe. '

U [BI] postoji list iz kojeg je vidljivo da se krajem 1945. god. prijavljivao
na natjecaj na TehniCkom fakultetu za izvanrednog profesora za predmet
Mehanika i da “nije doSao u obzir”. Ponovno priznanje doktorske diplo-
me i habilitacije uslijedilo je 25. 9. 1946. god. po Komisiji za priznavanje
akademskih naslova, diploma, ispita i semestara pri Ministarstvu prosvjete
Narodne Republike Hrvatske (Broj: 355-1946.). Dana 1. 11. 1945, god.
postavljen je za honorarnog nastavnika predmeta Matematika za arhitekte i

Sl 6. U dobi od 40 godina

Kao diplomirani inZenjer nije mogao doktorirati na Mudroslovnom [akultetu.
Razlog razrjeSenja od siuZzbe bio je opoziv svih postavijenja i akademskih naslova postignutih
tijckom rata.
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kemicare na Tehnickom fakultetu. Osim toga postavljen je i za honorarnog
nastavnika za matematiku na Poljoprivredno-Sumarskom fakultetu. Na te-
melju potrebe postavljen je 5. 2. 1946. god. i za honorarnog nastavnika za
predmet Specijalna poglavlja iz primijenjene matematike na TehniCkom
fakultetu.

1.4.1947. god. ponovno je postavljen za izvanrednog profesora na Tehnic-
kom fakultetu na osnovi rjeSenja Predsjednistva vlade Narodne Republike
Hrvatske od 10. 3. 1947. god. Nadalje, 16. 11. 1950. god. Ministar-
stvo za nauku i kulturu odobrilo mu je honorarno predavanje predmeta
“Visa matematika™ na Prirodoslovno-matemati¢kom fakultetu, pa je na
Prirodoslovno-matematickom fakultetu dugo djelovao kao honorarni nas-
tavnik. Sk. god. 1947./1948. uyeden je na Tehnickom fakultetu predmet
Teorijska elektrotehnika za studente elektrotehnickog odsjeka. Na prijed-
log profesora Josipa Loncara predavanja i iz tog predmeta povjerena su
Blanusi. To je na honorarnoj osnovi predavao tijekom dviju $kolskih godi-
na. Za redovitog profesora Tehnickog fakulteta postavljen je 31. 10. 1947.
god. Diobom Tehnickog fakulteta na vise fakulteta, nastavio je danom
1. 7. 1956. god. raditi na novoosnovanom Elektrotehnickom fakultetu, u
istom zvanju u kojem je ostao sve do umirovljenja 31. 1. 1975. god. Na
fakultet je dolazio redovito dokle god mu je zdravlje dozvoljavalo.

Nastavni rad

Nastavnim radom poceo se baviti §k. god. 1938./1939., kada je kao ho-
norarni nastavnik na Srednjoj tehnickoj §koli predavao nekoliko stru¢nih

SL. 7. D. Blanusa u dobi od 60 godina
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predmeta na veCernjem tecaju za elektrotehnic¢ke poslovode. Postavlja-
njem za izvanrednog profesora na Tehnickom fakultetu zapoceo je preda-
vati matematicke predmete na Sveucili§tu u Zagrebu. U prvom nastavhom
periodu (1. 2. 1944, — 30. 6. 1945.) predavao je predmete : Vektorski
racun, Konformno preslikavanje, JednadZbe diferencija i Parcijalne dife-
rencijalne jednadZzbe. U razdoblju kada je bio postavljen za honorarnog
nastavnika na Tehnickom fakultetu (1. 11. 1945. - 1. 4. 1947.), predavao je
Visu matematiku za studente kemijskog i arhitektonskog odsjeka Tehnic-
kog fakulteta. Pored toga u to je vrijeme predavao i neobvezne predmete:
Vektorski racun, Konformno preslikavanje i Parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe. U to je vrijeme nastala njegova skripta “Visa matematika za
kemicare 1 arhitekte”, koju je izdao Stru¢ni odsjek Narodne studentske
omladine ZagrebaCkog sveuciliSta. Skriptu su prema Blanu§inim predava-
njima izradili njegovi demonstratori D. Dvornik 1 A. Bezjak. Sli¢no tome
su studenti Prirodoslovno-matemati¢kog fakulteta J. Andri¢, V. Paar i K.

aub izradili skriptu “Odabrana prcdavarud 1z matematic¢kih metoda u fi-
zici”, gdje Je Blanusa viSe godina predavao predmet Matemati¢ke metode
fizike.

St. 8. Predavanje na PMF-u

Zabiljezimo da je kvaliteta njegovog nastavnog rada prepoznata ve¢ na
samom pocetku nastavnicke karijere. Tako je od Komiteta za sveucili§ta i
visoke Skole u prosincu 1949. god. dobio novéanu nagradu (25 000 din.)
za svoj nastavni rad. Predavao je razli¢ite predmete na dodiplomskoj i
poslijediplomskoj nastavi. Na dodiplomskoj nastavi Tehnickog i Elektro-
tehniCkog fakulteta predavao je razlicite matemati¢ke predmete vec prema
trenutnom nastavnom programu, pa je za studente Elektrotehmd\og fa-
kulteta napisao skriptu “Laplaceova transformacija”. Da popuni manjak
udzbenika iz matematike, novoosnovani Elektrotehnicki fakultet pokre-

Novoosnovani Elektrotchnicki fukultet je u svoje interne dokumente uveo zahtjev da nastava po-
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nuo je tiskanje treceg izdanja knjige prof. Zeljka Markovica “Uvod u visu
analizu I, II". 1961. god. iziSao je I. dio u dva sveska, a 1963. god. 1I. dio
u dva sveska u izdanju SveuciliSta u Zagrebu i to u kserografskoj tehnici.

Istovremeno je profesor BlanuSa bio potican od strane dekana Elektroteh-
nickog fakulteta da napiSe prikladan udzbenik iz matematike koji bi po-
krivao nastavni program predmeta Visa matematika na Elektrotehni¢kom
fakultetu. Profesor BlanuSa se tog izazova prihvatio, ali 1 puno opseZnijeg
pothvata; naime, pisanja knjige koja ima znatno Siri matematicki sadrzaj
od programa predmeta Visa matematika na Elektrotehni¢kom fakultetu.
To je bio vrlo opsezan pothvat koji je ostao nedovrSen. U izdanju Teh-
nicke knjige izaSla su Cetiri sveska,tog projekta. Pored pisanja vlastitih
knjiga, puno je pomagao pri izdavanju razlicitih prijevoda matematickih

\ 4 \ ‘/_ E 1
- _‘_z': _".

SL. 9. Amsterdam, 1954. g., svjetski kongres matematicara. Gornji red: Zeljko
Markovic, Zlatko Jankovic. Srednji red: -, Puro Kurepa, Nada Jankovi¢. Donji
red: Stanko Bilinski, -, Danilo Blanusa.

jedinog predmeta bude pokrivena pisanim pomagalom, Sto je onda bilo vezano i za napredovanje
nastavnika u pripadnoj grupi predmeta,

Tisak: Arhitektonsko-gradevinsko-geodetski fakultet Sveucilista u Zagrebu, Stamparija Zavoda
za kartografiju i reprodukeiju karata.



12

DANILO BLANUSA

knjiga. Naime, takva izdanja trebalo je dotjerati kako bi bila matematicki
korektna i tocna.

Bio je vanjski suradnik Instituta “Ruder Boskovic”, gdje je na poshijedip-
lomskom studiju “Nuklearna elektronika”, koji su organizirali Institut “Ru-
der Boskovi€” 1 Elektrotehnicki fakultet, predavao Teoriju grupa. Linearne
diferencijalne jednadZzbe, JednadZzbe diferencija i Nelinearne diferencijal-
ne jednadnadzbe. Kasnije je te predmete predavao na poslijediplomskom
studiju ElektrotehniCkog fakulteta, a na Prirodoslovno-matemati¢kom fa-
kultetu 1962./1963. predavao je predmet Visedimenzionalna diferencijal-
na geometrija i problemi smjeStavanja. Bio je odli¢an predavac, moZzemo
slobodno reci legenda. Toga se s dubokim poStovanjem sjeca svaki stu-
dent tehnickih struka, matematike i fizike koji je sluSao njegova predavanja.
Svojom prirodnom darovitoscu, sposobnoScu da osjeti kada sluatelje treba
bocnuti nekom dosjetkom, plijenio je slusateljstvo i ¢into im matematiku
blhizom.

Znanstveni rad

Jo§ kao student u Becu poceo se baviti znanstvenim radom. Osnovne re-
zultate rada Obrat formule za ortogonaliziranje, Rad Hrvatske akad. znan.
umjet. Razred mat.-prirodoslov. 278(86)(1945), 62-74., dobio je jos kao
student, $to je kasnije doradio i objavio. Poriv za znanstvenim radom
nije ugasila svakodnevica rutinskog rada u Gradskoj elektri¢noj centrali,
pa je u slobodno vrijeme istraZivao svojstva Besselovih funkcija koje se
prirodno pojavljuju u elektrotehnici pri rjeSavanju telegrafske jednadzbe.
Taj rad je urodio doktorskom disertacijom “Jedna vrst integralnih teorema
Besselovih funkcija”, koju je obranio 12. 2. 1943. god., dok je jos radio u

Gradskoy elektricnoy centrali.

[ Fourierov spektar cesto se pojavljuje u elektrotehnici, pa je i njego-
va svojstva istrazivao u radu Upliv diskontinuiteta neke funkcije i njenih
derivacija na Fourierov spekiar, Rad Hrvatske akad. znan. umjet. Raz-
red mat.-prirodoslov. 274(85)(1942), 273-285. Prelazak na sveucili$nu
karijeru joS je viSe rasplamsao njegovu istrazivacku aktivnost.

Ako Covjek Cita i pregledava njegove radove, onda uocava da su u biti svi

matematiCke prirode. Evo §to time Zelim re¢i. U svim se radovima Koristi

matematicko znanje da bi se dokazao cilj, pa su svi radovi u biti teorijske

prirode, a ne eksperimentalne. Ti radovi su ili ¢isti doprinos matematitici,

ili pokuSavaju pribliZiti matematiku svima, ili koriste matematiku u obradi
roblema iz druge znanosti pa su time doprinos ukupnom fondu znanja.

%climo li razvrstati BlanuSine doprinose znanosti, onda nam se prirodno

namece sljedeca podjela:

1) doprinosi matematici,

2) doprinosi fizici,

3) doprinosi elektrotehnici 1 geodeziji,

o cemu donosimo prikaze u nastavku ove knjige.



Blanusina biografija 13

Akademik, duznosti i priznanja

Dopisnim Clanom Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti postao
je 30. 6. 1952. god., a pravim 12. 3. [958. god. Godine 1970. izabran je
za dopisnog Clana Srpske akademije nauka i umetnosti, a 1974, god. za
dopisnog clana Austrijske akademije znanosti.

Profesor Blanusa bro je ¢lan Elektrotehni¢kog drustva i vrlo aktivan ¢lan
DrusStva matematicara 1 fiziCara SR Hrvatske. Od samog osnutka Drustva
aktivno sudjeluje u njegovomradu. Svojim Cestim nastupima na kolokviji-
ma Drustva, a posebno na tzv. Malim temama, koje su se odrzavale zadnje
srijede u mjesecu, popularizirao je znanstveno istrazivacki rad medu mla-
dim generacijama. Tu je narocito dolazilo do izrazaja njegovo ogromno
poznavanje Klasicne matematike, fizike, tehnike 1 svega drugog. Luka-

. vim rjesenjima 1 duhovitim prikazima pojedinih sadrzaja davao je poseban
ton toj akuvnosti. Bio je ¢lan redakeije “Glasnika matematicko-fizitkog
1 astronomskog™ od samog osnutka casopisa 1946. godine do transfor-
macije casopisa u “Glasnik matematicki™ 1966. god. Poslije toga bio je
Clan redakceije “Glasnika matematickog™ sve do smrti. ViSio je duZnost
predsjednika Drustva matematicara i fizicara SR Hrvatske 1 predsjednika
Saveza drustava matematiCara, fizicara 1 astronoma Jugoslavije. Bio je
¢lan Austrijskog matematickog drustva.

Za svog radnog vijeka obavljao je razlicite duznosti. Navodim one kojima
sam usao u trag:
e nadstojnik knjiznice Tehnickog fakultela,
e predstojnik Zavoda za primijenjenu matematiku Tehnickog fakulteta,
a potom Elektrotehnickog takulteta.
e starjesima opcéeg odjela Tehnickog fakulteta,
e predsjednik DruStva matematicara 1 fizicara SR Hrvatske (1952, -
1954.),
e prodckan Tehnickog fakulteta (1954./1955.),
e dekan Tehnickog fakulieta (1955./1956.),
e predsjednik Saveza drustava matematiCara, fizi¢ara i astronoma Jugo-
slavije (1965. - 1970.),
e dekan Elekirotehnickog fakulteta (1957./1958.),
e predsjednik Savjeta Elektrotchnickog fakulteta (1966./1967. - 1967./
1968.).
o tajnik IL razreda JAZU (1972. - 1978.),
e v. d. direktora Instituta za Matematku Sveucilidta do 1962.

U] e pogreskom navedeno “direktor”,
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Nagrade i odli¢ja:

» Nagrada “Ruder Boskovi¢” 1960.,

o Nagrada grada Zagreba 1967.,

e Nagrada za Zivotno djelo 1974,

e Orden rada sa crvenom zastavom 1965.,
¢ Orden zasluga za narod 1975.

Sl. 10. Urucenje ordena 28. 12. 1965. g.

Zadrzimo se malo na nagradi “Ruder BoSkovi¢”. Nagrada “Ruder Bo§-
kovi¢” bila je netom ustanovljena i 1960. god. izvr3ena je prva dodjela
nagrada. Nagrada je profesoru Blanu$i dodijeljena za “izometricko smjes-
tavanje hiperbolnih i eliptiCkih prostora u euklidske prostore” kao zna-
¢ajnom rezultatu (otkricu) u matematici. Javnost je bila zainteresirana
doznati o kakvom se znacCajnom rezultatu radi. Zbog toga se reporter
“Vjesnika” (ime reportera nije navedeno) uputio do samog autora da za
njegove Citatelje-nestru¢njake u matematici objasni na Sto je moguce po-
pularniji naCin i napiSe u Cemu se sastoje njegova istrazivanja za koja je
nagraden. Evo BlanuSinog teksta koji je 24. srpnja 1960. god. objavljen
Vjesniku.

“U srednjoj se §koli izlaZu 1 dokazuju svojstva razli¢itih geometrijskih
likova 1 tvorevina bilo u ravnini ili prostoru, i pritom se polazi od najjed-
nostavnijih tvrdnji, koje se ne mogu svesti na jo§ jednostavnije tvrdnje,
a primamo ih kao neposredno evidentne. Vec¢ su stari Grei razvili takvu
geometriju do savrSenstva. Prvi sustavni i majstorski prikaz geometrije
dao je Euklid (oko god. 300. pr. n. e.) i po njemu se takva geometrija zove
“euklidska geometrija”. PoCetne tvrdnje na temelju kojih se dokazuju sve



BlanuSina biografija

ostale zovu se “aksiomi”, a iz njih se logickim zakljuCivanjem dobivaju
sloZenije tvrdnje, koje oznacujemo “teoremi’.

Svojstva geometrijskih likova mogu se promatrati ne samo u ravnini, nego
i naraznim plohama. Zamislimo da ravninu svinemo bez rastezanja u neku
drugu plohu, npr. u parabolni valjak, tj. u plohu koja nastaje, ako pravac
klizi duz parabole tako da uvijek ostaje okomit na ravninu te parabole.
Pravci ravnine takoder su se svinuli i postali su tzv. geodetske linije, koje
imaju svojstvo da su najkrace spojnice bilo kojih dviju njihovih toCaka.
Zovemo li te geodetske linije na parabolnom valjku “pravcima” geometrije
na toj plohi, ta ¢e se geometrija podudarati s euklidskom geometrijom u
ravnini. MoZemo, dakle, re¢i da na takvom valjku vrijedi euklidska geo-
metrija. Naprotiv, na nekim drugim plohama ta geometrija nece vrijediti.
Na primjer, na kugli “su geodetske linije glavne kruZnice (to su kruZnice
sa srediStem u sredi$tu kugle), no zovemo li te krivulje “pravcima”, onda
se bilo koja dva takva “pravca” sijeku u dvjema dijametralno suprotnim
tockama kugle (u tzv. “antipodnim” to¢kama), dok se dva pravca u ravnini
sijeku samo u jednoj tocki ili u nijednoj, ako su pravci paralelni.

Vratimo se sada na aksiome euklidske geometrije u ravnini. Medu njima
ima jedan koji je poznat pod imenom “aksiom o paralelama”: kroz zadanu
tocku moZe se povuéi samo jedna paralela sa zadanim pravcem. Vec su
odavno matematicari sumnjali u to da je taj aksiom nezavisan od ostalih
i mislili su da bi se on mogao dokazati na temelju ostalih aksioma, ¢ime
bi postao “teorem”. No svi su se pokusaji izjalovili, i kona¢no su u prvoj
polovici pro§log stoljeca Rus N. I. Lobacéevski i Madar J. Bolyai sagradili
geometriju u kojoj je aksiom o paralelama nadomjeSten tvrdnjom da kroz
kroz zadanu to¢ku prolazi viSe nego jedna paralela sa zadanim pravcem.
Aksiom o paralelama time se pokazao kao zaista nezavisan. No jo$ uvijek
nije bilo sigurno da u takvoj novoj geometriji, koju zovemo geometrija
Lobacevskog ili “hiperbolna” geometrija (u obrazloZenje toga naziva ne
ulazimo), nece doci do proturjecja kada se ona dosta daleko razradi. Tu
sumnju su uklonili Nijemac F. Klein i Francuz H. Poincaré konstruiravsi
modele hiperbolne geometrije unutar euklidske geometrije. Time je bila
dokazana neproturjecnost hiperbolne geometrije pod pretpostavkom da je
sama euklidska geometrija neproturjecna.

No modeli neeuklidske “hiperbolne” geometrije po Kleinu i Poincaréu bili
su u izvjesnom smislu neprirodni, jer su pojedini geometrijski pojmovi u
njima dobili drugo znacenje. Tako se u Kleinovom modelu pod “pravcima”
razumijevaju tetive jedne kruznice (dakle ne beskonaéni pravci), a udalje-
nost dviju tocaka i kut medu dvama pravcima odredeni su dosta slozenim
matematickim formulama i1 ne podudaraju se s kutovima i udaljenostima
tih pravaca, odnosno to¢aka u obi¢nom smislu.

Prirodan model hiperbolne geometrije bila bi ploha u euklidskom prostoru
(tj. u prostoru u kojem vrijedi euklidska geometrija), na kojoj bi vrijedila
hiperbolna geometrija ako geodetske linije na toj plohi zovemo *“pravci-
ma”. No god. 1900. veliki njemacki matemati¢ar D. Hilbert dokazao je da
takva ploha ne postoji. Mogu se doduse na¢i plohe na kojima je djelomi¢no

19 Misli se na kuglinom rubu tj. sferi. Op. ur.

15



16 DANILO BLANUSA

ostvarena hiperbolna geometrija, tj. koje predstavljaju dijelove “hiperbol-
ne ravnine”, ali nema plohe na kojoj bi ta geometrija bila ostvarena u
cijelosti. Postavlja se pitanje: ne bi li takva ploba egzistirala u euklidskom
prostoru, koji ima viSe od 3 dimenzije? Takvi su prostori u matematici
ve¢ odavna poznati 1 primjenjuju se u teorijama fizike. MatematiCari su,
doduse, nasludivali da ¢e se Hilbertov dokaz nepostojanja takve plohe
moci poopditi i na visedimenzionalne prostore, tj. mislili su da ni u tak-
vim prostorima nece biti moguce konstruirati “prirodan” model hiperbolne
geometrije. Pokazalo se, medutim, da to nije to¢no: piscu ovog ¢lanka
uspjelo je odrediti plohu u Sesterodimenzionalnom euklidskom prostoru,
na kojoj vrijedi hiperboina geometrija.

Sl 11. Zagreb, 1981. g., 60. obljemica mature. Stoje: Voja Krajovan, Branko
Koji¢, Milivoj Hirsl. Sjede: Mladen Szabo, Danilo Blanusa, Antun Potocnjak.

Hiperbolna geometrija nije jedina neeuklidska geometrija. Naime, aksiom
o paralelama moze se promijeniti i na drugi na¢in: moZze se pretpostaviti
da kroz zadanu toCku sa zadanim pravcem nema nijedne paralele, tj. da
se svaka dva pravca u ravnini sijeku u jednoj toc¢ki. Treba onda, istina,
promijeniti jo§ neke druge aksiome (tzv. aksiome poredaja), a dobivena
neeuklidska geometrija zove se “eliptiCka geometrija”. Ako se ograni¢cimo
na dovoljno male dijelove “elipticke ravnine” na kojoj vrijedi ta geome-
trija, onda se ona podudara s geometrijom na kugli. Obrnuto mozemo
dokazati da na dijelu kugle koji ne sadrzi ni jedan par antipodnih toCaka
vrijedi elipticka geometrija. Ali trebalo bi naci plohu na kojoj bi elipti¢ka
geometrija u cijelosti bila ostvarena. Pokazuje se da bi to morala biti
zatvorena ploha koja ima drukciju suvislost nego kugla. Ploha takve suvi-
slosti ne mozZe se ostvariti u trodimenzionalnom euklidskom prostoru bez
samoprodiranja, a pogotovo se ne moze posti¢i da onda na toj plohi vrijedi
elipticka geometrija. No pisac ovog Clanka konstruirao je takvu plohu
u peterodimenzionalnom, pa Cak 1 u Cetverodimenzionalnom euklidskom
prostoru.”

U jeziku matematike kaZe se da je ovim rezultatima uspjelo “izometricko
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smjeStanje” hiperbolne, odnosno elipticke ravnine u doticnim visedimen-
zionalnim prostorima.”

Kako komentirati ostale velike nagrade i visoka odli¢ja? Jednostavno.
Sve je to posljedica nesebi¢nog rada u svakom pogledu, bilo da se radi
o nastavi, znanstvenom radu ili pak opfem radu i djelovanju u svojoj i
Siroj sredini. Zadrzao sam se na nagradi “Ruder BoSkovi¢"” zbog toga Sto
se istrazivanje zbog kojeg je dodijeljena nastavlja na istraZivanja velikih
svjetskih matemati¢ara spomenutih u BlanuSinom prikazu svojih rezultata
za Siroku javnost.

Profesor Blanu$a bio je svestrano obrazovan, govorio je njemacki, fran-
cuski, engleski, a sluzio se talijanskith i ruskim jezikom. Bio je glazbeno
obrazovan i svirao glasovir. Volio je drusto i u drustvu bio zabavan. Mnogi
se sjecaju njegovog “subotnjeg” drustva. Po profesiji je to bilo Saroliko
drustvo koje se redovito sastajalo subotom na Caicu razgovorai pica. Clan
drustva Omer Mujadzi¢, slikar, naslikao je drustvo pod nazivom “Drustvo
Zednih”. Blanusa je bio zabavan i u drustu s djecom koju bi zabavljao na
razlic¢ite nacine, a naroCito izvodenjem razliCitih grimasa i pokreta. Svi
njegovi suvremenici, koji su se nash u takvoj prilici, sjecaju se duhovitih
dosjetki i viceva kojih je uvijek imao pri ruci da zabavi drustvo. Naime,
imao je obi¢aj da novi vic stenografski zabiljezi u svoj dzepni kalendar—
rokovnik.
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KRATKA POVIJEST PROSTORA

Davor Butkovic¢

’
1 e

W edavno sam pisSuci jednu recenziju pokusao ustanoviti kad sam prvi put

' naiSao na prikaze teorije relativnosti koje je pisao profesor Blanufa. To
je u svakom slucaju bilo u gimnaziji, koju sam od 1945. do 1953. godine
pohadao u Splitu. Radilo se o ¢lancima i prilozima za Siru, ali znanstveno
| obrazovanu publiku, koji su nastali iz BlanuSinog zanimanja za tu teoriju
i za mnoge druge srodne matematicke discipline.

Povod nastojanju da se informiram o kozmologiji bila je Jeansova knjiga
o astronomiji [8] koju mi je za dvanaesti rodendan kupila moja pokojna
majka, svadajuci se s prodavacem koji je (ispravno) tvrdio da to nije knji-
ga za djecu. U to sam vrijeme bio o¢aran Kulerinim Nasim nebom, a
djelomi¢no sam bio proCitao i Goldbergov udzbenik astronomije za sedmi
razred gimnazije [S], pa sam na povratku iz $kole svakog dana zurio u
izlog knjizare u kojem je tek izdana Jeansova knjiga stajala. Ta knjiga mi
je postala toliko vazna da se 1 danas sjeCam njenog pocetka:

Uvecer 7. sijecnja 1610., dana znacajnog za ljudski rod, sjedio je Galileo
Galilej, profesor matematike na sveucilistu u Padovi, pred dalekozorom
Sto ga je sam napravio.

Stranice knjige gdje se opisuju Einsteinova, de Sitterova i Milneova koz-
mologija takoder sam znao manje-viSe napamet, daleko prije nego li sam
u $koli naucio kako se rauna s tajanstvenim objektom iz jedne druge
reCenice te iste knjige (str. 84):

To mnoZenje s kvadratnim korijenom iz —1 je, naravno, osnovna stvar u
cijeloj pripovijesti.

Cinjenica je da su moja razmi§ljanja i vjerovanja Citajuéi Jeansovu knjigu,
dozivjela revoluciju sli¢nu onoj koju je iskusio Galilej gledajuci kroz da-
lekozor 1610. godine. To Sto mi je smisao nekih odlomaka bio nedokuciv,
samo me ucvrstilo u uvjerenju da sam na tragu skrivene sustine svijeta.

Blanusin prijevod Bornove knjige (2] o teoriji relativnosti prouc¢avao sam
nekoliko godina kasnije, kad sam zaista pohadao sedmi razred, gdje je
u meduvremenu predmet Astronomija bio ukinut. Imao sam srecu da su
u gimnaziji moji profesori matematike i fizike bili redom izvrsni (npr. L
Cesnik, D. Jurisi¢, A. Tusek), pa sam bez poteskoca proradio veliki dio
Bornovog teksta i BlanuSinog Dodatka. Koliko znam, jedini prikaz Eins-
teinove teorije tiskan kod nas izmedu dva rata je prijevod C. Nordmannove
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knjizice Einstein i svemir. Jedan njezin dio objavljen je u Matematickoj
¢itanci iz 1947 ., redigirao ga je jedan od mojih fakultetskih profesora, M.
Sevdi¢. Nordmannova knjiZica nije mi se svidala jer mi njezini literarni
opisi nisu previSe govorili. Nasuprot tome, Bornova knjiga u znatnom
dijelu svog opsega izlaZe fizikalne osnove teorije relativnosti, §to je prema
Blanusinom predgovoru bio i jedan od razloga zasto je odlufeno da se
prevede. No BlanuSa na istom mjestu kaZe da je bilo potrebno napisati
Dodatak 1 Biljeske u kojima je prikazan razvoj teorije od treceg njemackog
izdanja knjige iz 1922. Mora se napomenuti da osnovnu informaciju o
novoj mehanici ima i profesor S. Hondl u svom sjajnom udzbeniku fizike
iz 1943. [7], koji je bio u uporabi i nakon 1945. Konacno, osnove klasi¢ne
fizike s programom slicnim Bornovom programu ima profesor 1. Supek
u Svijetu atoma iz 1942. (kasnije je izdana preradena verzija te knjige).
Ipak, Blanusa je po mom saznanju prvi nas znanstvenik nakon profesora V.
Varicaka koji je teoriji relativnosti dao originalne doprinose, §to njegovim
komentarima daje posebnu vrijednost.

. lm

Sl 1. VII. austrijski kongres matematicara, Bec¢ }97%“5
Ana Vranic, Danilo Blanusa, ?ojﬁa Blanusa, Vladimir Vranic, Vilim Nice

To se vidi pregledavajuci BiljeSke uz Bornov tekst. Npr., §to se tiCe uvjeta
na transformacije koordinata u opc¢oj teoriji (biljeska 33), Blanuga se pozi-
va na svoj rad Kakva je geometrija na ploci koja rotira iz 1946. U pogledu
tekstova kojima se od njezinog nastanka nastojala provjeriti opéa teorija
relativnosti (v. [4]), Blanusa u biljesci 30 analizira pomak spektralnih linija
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u gravitacijskom potencijalu. Njegovi racuni ispituju moguénost mjere-
nja tog efekta u Suncevom sustavu (usp. kontroverze oko testa oko god.
1920 u [13, str. 295] i probleme kod mjerenja u sunéevoj fotosferi [12, str,
S45]). Danas se pomak jedne linije spektra Fe57 u gama-podrucju mjeri
kod promjene potencijala gravitacije Zemlje na razlici visine od samo 22.5
m ([13, ibid.], [10, str. 101])!

Druga dva klasi¢na testa valjanosti opée teorije relativnosti; otklon zrake
svjetla na rubu Sunca, vidljiv kod potpune pomr¢ine, i LeVerrierovo za-
kretanje Merkurovog perihela od 43 lu¢ne sekunde u stoljecu, stalno se
usavrsavaju, ali ni danas nisu izolirani ili to¢no izmjereni drugi faktori koji
utjeCu na rezultat u mjeri da bi navedeni testovi dali jasnu odluku izmedu
Einsteinove i srodnih alternativmih teorija gravitacije [12, str. S 45-48].
Ali koliCina novih testova danas je tolika da za opcu teoriju relativnosti
vrijedi ono §to je BlanuSa u Dodatku napisao za specijalnu: povratak na
prijaSnje stanje ne da se zamisliti (str. 222).

Prvo, otkrice pozadinskog mikrovalnog zracenja sredinom 3ezdesetih go-
dina proSlog stoljeca dalo je prevagu kozmogonijama velikog praska s
ekstremno visokim temperaturama ranog svemira. Svi modeli svemirske
evolucije zasnivaju se na geometrijama prostor-vremena, no pitanje je daju
li opazanja nekima prednost (usp. [6, str. 25|, [11, str. 8 i 13], [12, str. S
49] i [10, str, 191]). Drugo, silni napredak kvantne fizike nerazdvojno
povezuje kvantne mehanizme sa scenarijima inflacije svemira, tako da su
astronomska opaZanja ujedno i testovi odredenih varijanti teorije Cestica
(v. [L1]). Neovisno od toga uspjela su mjerenja koja bismo mogli svrstati u
“direktne” dokaze teorije opce relativnosti. Ovisnost trajanja puta svjetla o
gravitacijskom potencijalu, eksperiment koji je inicirao I. 1. Shapiro 1964.
1 nazvao “Cetvrtim testom” opce teorije relativnosti, do kraja sedamdesetih
potvrden je sa standardnom greskom reduciranom na jedan promil [12,
str. S 47]). Nisu bili jednako uspjesni eksperimenti kojima se pokusalo
detektirati postojanje gravitacijskih valova [10, str. 121]. Uvijerljiv, ali ma-
nje direktan dokaz gravitacijskog zracenja je ponasanje Hulse-Taylorovog
dvojnog zvjezdanog sustava, otkrivenog sredinom sedamdesetih godina.
Pulsar i neutronska zvijezda vrte se oko zajednickog teZista, a skracenje
peri}oda vrtnje odaje gubitak energije gravitacijskom emisijom [10, str.
147].

Spektakularnu astronomsku potvrdu opce teorije relativnosti, crne rupe,
pratile su velike teorijske i opazacke kontroverzije. Shapiro smatra da
danas postoji Siroki konsenzus u pogledu postojanja crnih rupa reda veli-
Cine zvjezdanih i reda veliCine galaktickih masa. Za ove posljednje rastu
kinematicki dokazi (mjerenjem kinetickih energija zvijezda), npr. za ru-
pu u jezgri galaksije NGC 4258, a i za na§ Mlijeéni put. Nedavno sam
na francuskoj televiziji ARTE vidio emisiju o najnovijim istraZivanjima,
koja pokazuju frapantnu podudamost dijagrama dobivenih opaZanjima i
nastalih teorijskim proracunima, a ti¢u se postojanja crnih rupa u sredis-
tima velikog broja bliskih galaksija. Crne bi rupe objasnjavale i fenomen
kvazara [6, str. 34].

Efekt koji se zove Einsteinov prsten nastaje kad se dvije galaksije nalaze
jedna iza druge na pravcu osi teleskopa. Najce3ce nastaje samo dio kru-
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Znog luka. To su tzv. gravitacijske lece. Prva je otkrivena 1979. godine,
a do sada je potvrdeno nekoliko desetaka takvih fenomena. Negdje sam
procitao da mjerenje efekta daje prednost Einsteinovoj teoriji gravitacije
pred ostalim teorijama, ali sad ne uspijevam to ponovo naci; no u odnosu
na Brans-Dickeovu teoriju to kaze i [11, str. 39)].

8t 2. Na Dunavu 1976, god. Walter Wunderlich, Sofija Blanmsa i Danilo Blanusa

Konacno, u tjedniku Guardian Weekly od 29. travnja do 5. svibnja 2004.
tiskan je Clanak T. Radforda o lansiranju gravitacijske sonde GP-B, koja
bi morala pokazati da li Zemlja vrtnjom dodatno tordira savijenu struktu-
ru prostor-vremena. GP-B je sustav od Cetiriju giroskopa hladenih na 2
stupnja Kelvina u vrlo visokom vakuumu, i teleskopa koji precizno fiksira
orijentaciju sonde prema jednoj zvijezdi. Nakon 13 mjeseci bi otklon
giroskopskog sustava koji predvida Einsteinova teorija morao sa sigurnos-
¢u pokazati treba li ponovo revidirati osnove fizike ili ne. Taj pokus je
donekle analogan pokusima s kvarcnim satovima na Zemlji i u satelitima
oko Zemlje, koji su potvrdili predvidanja specijalne teorije relativnosti,
ali nadmasuje pokuse sa satovima vec i Cinjenicom da se planira i razvija
punih 40 godina (usp. [12, str. S48]).

Ne pretendirajuci na bilo kakvu potpunost informacije o starim i novim
testovima opce teorije relativnosti, mislim da je ipak ocito da se njima
danas ne dovodi u pitanje nuZnost proSirenja specijalne teorije na neiner-
cijalne prostorno-vremenske sustave, nego se ispituje je li matematicki
konzistentna Einsteinova teorija gravitacije u skladu s vrtoglavim poras-
tom tehnologije i tocnosti mjerenja. Neki od tih eksperimenata, npr., oni
koji vode na nove ocjene Hubbleove konstante ili galakti¢kih masa, govo-
re za ili protiv odredenih kozmoloskih modela kojima se bavio i profesor
Blanuga.

Clanak koji progiruje i detaljnije razraduje teme Dodatka Bornovoj knjizi
Blanusa je objavio 1951. godine u Almanahu Boskovic [1]. On se nastavlja
na Clanak o specijalnoj teoriji relativnosti objavljenom u istom Almanahu
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godinu dana ranije; novi ¢lanak bavi se problemima kozmologije 1 kozmo-
gonije, kako je 1 naslovljen. Oba sam ¢lanka ¢itao ve¢ u gimnaziji, 1 tada
su mi donekle razjasnili neke dijelove Jeansa. Npr., ovaj (str. 87):

Ona (Einsteinova kozmologija, op. p.) pretpostavlja da su prostor i vrije-
me nerazlucivi u ved pokazanom cisto formalnom smislu za bice kojemu je
iskustvo ograniceno samo na mali dio svemira; za bice koje moZe dosizati
kroz cjelokupnost prostora i vremena oni postaju sasvim razliciti. Nije
posve jasno koliko vazinosti treba pridati ovom prigovoru ako je on uopce
prigovor.

Nije mi, naravno, bilo jasno, a vferojatno ne moze ni biti jasno bez ozbilj-
mije studije. Meni se i tada Cinifo da su prostor i vrijeme 1 nerazlucivi i
razhciti.

Blanu$a se u mnogim svojim (mozda 1 najvaznijim) radovima bavio istra-
Zivanjem smjestanja raznih prostora u prostore visih dimenzija. I u ¢lanku
(1] iz Almanaha se poziva na svoj rad iz 1947. o izometrickom smjesta-
vanju eliptickih prostora u euklidske. U tom je ¢lanku podrobno opisao
dvodimenzionalni elipticki prostor kao zatvorenu plohu s razgranistem i
prodiranjem, i ocito ga je preferirao pred sfernim prostorom kao modelom
za trodimenzionalna rjeSenja. Ta se ploha zove projektivna ravnina. Is-
tu je nemoguce realizirati u trodimenzionalnom prostoru bez prodiranja.
U kozmologijama trodimenzionalni protezni prostor, u kojem koordina-
te odreduju polozaj zvijezda i galaksija, smijesta u Cetverodimenzionalni
“svijet” H. Minkowskog (v. [9, str. 21]). Einstein o tome govori u Dodatku
svoje poznate knjizice [4, str. 112] (citiram prema engleskom prijevodu):

The following is essentially nothing but an exposition of Friedman’s idea:
FOUR-DIMENSIONAL SPACE WHICH IS ISOTROPIC WITH RESPECT
TO THREE DIMENSIONS.

Jeansovo bice koje dosiZe cjelokupnost prostor-vremena ne bi pred nama
imalo prednost time Sto razlikuje prostor od vremena, nego u tome §to bi
moglo percipirati razlike u nacinu njihove globalne povezanosti. Jedino
sam kod Blanu$e nasao istaknutu fenomenolosku razliku sfernog i eliptic-
kog trodimenzionalnog prostora, 1 §to to znaci za astronomiju. A. Weyl
ima u {14, str. 273] razliku jednostranih i dvostranih ploha kao alternativne
nacine kojima bt ¢etverodimenzionalni svijet mogao biti globalno pove-
zan, ali nije razradivao pojedinosti, posebno nije objasnjavao svoju mnogo
citiranu recenicu o putovanju kroz vrijeme [ibid., str. 274]. 'W. Pauli na-
vodi da je postojanje dviju mogucnosti prostora s pozitivhom konstantom
zakrnivljenosti prvi dokazao poznati matematicar F. Klein, koji je ujedno
pokazao da za prostor s negativnom zakrivljenoscu postoji vise moguc-
nosti [9, str. 52]. Blanu$a, medutim, obrazlaZe 1 §to nastaje kad se na
sferi ili u sternom prostoru identificiraju dijametralno suprotne tocke (Sto
je matematicki prirodna operacija): nastaje prostor koji vise nema sfernu
geometriju, nego drugu od mogucih geometrija prostora s konstantnom
pozitivnom zakrivljenos¢u — rezultat je elipticki prostor [1, str. 187]. U
dvjema dimenzijama to je geometrija na plohi sa samoprodiranjem koju
sam spomenuo. Sfera i spomenuta samoprodiruca ploha imaju istu geo-
metriju u smislu aksiomatike koja zadrzava sve Euklidove aksiome osim
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“petog” (aksioma o paralelama), a “pravci” su krivulje najmanje udalje-
nosti medu tockama koje sadrze (“geodetske krivulje”). Negacijom petog
aksioma (da totkom van pravca prolazi samo jedan koji ga ne sijece) nas-
taje osim elipticke (gdje takvog pravea nema) jos i hiperbolicka geometrija
ili geometrija Lobacevskog (gdje takvih pravaca ima bezbroj). Geometrija
na kuglinoj plohi s glavnim krugovima kao pravcima nije takvog tipa, jer
u gornjim trima geometrijama kroz dvije tocke prolazi samo jedan pravac,
dok na sferi kroz dijametralne toCke prolazi bezbroj “pravaca” (v.[3, str.
14]).

St 3. F M., Karikatura Blanuse ( =~ 1939.)

Blanuga na str. 197 analizira prigovore hipotezi zatvorenog svemira “jer
bi se tada svaka zvijezda morala vidjeti i s dijametralne strane”, a to ni-
je slu¢aj. Prigovori su i8li sfernom svemiru, no jednaka je situacija i s
eliptickim svemirom, dapace, Sanse su tamo vece, jer bi ukupna duljina
zatvorenih geodetskih krivulja u eliptickom slucaju bila upola manja nego
li je to u sfernom svemiru (to piSe 1 u [9] na istom mjestu). Kod manjeg
opsega svemira mozda bismo imali fenomen da je naSa galaksija sama sebi
gravitacijska le¢a. Cini mi se da sam o dilemi izmedu sfernog i eliptiCkog
svemira nedavno jos negdje Citao, ali sjecanje mi je nazalost sigurnije kad
je u pitanju dalja proSlost. Sto bi moglo znaiti da je na neki Weylov naCin
mogué povratak u buducnost.

U pregledu kozmoloskih teorija Blanusa je u izboru materijala vjerojatno
slijedio Jeansa, s tim da su Blanusina obrazloZenja u mnogim dctaljima ma-
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tematiCki osnovana i time jasnija (npr. Einsteinovo uvodenje kozmoloSke
konstante, Lemaitreovo dinamicko rjesenje s eliptickim svemirom, itd.).
Mislim da vrijeme nije dalo za pravo Jeansu kad je u vezi s Milneovom
teorijom napisao (str. 100):

Isto tako vidimo kako je nemoguce pripisati Einsteinovom zakrivljenom
prostoru bilo kakvu “fizikalnu realnost”, pa znacio taj izraz $to mu drago.
No James Jeans je bio veliki astronom, bez obzira §to su se mnoge njegove
teorije pokazale neodrZivima. Svojom Sirokom kulturom znao je formu-
lirati znanstvene probleme unoseci uzbudenje 1 strast pravog istraZivaca,
Sto pokazuje 1 sljedeca reCenica u prijevodu pokojnog profesora Randica
(str. 88): )

1 A

Bas kao $to zrnca pilotine, koja se bace u rijeku, teZe da se odijele kad plo-
ve brzicom, tako se rasprsuju objekti u de Sitterovu svemiru pri plovljenju
niz rijeku vremena.

U pedeset godina, koliko je pro§lo otkad je profesor Blanusa napisao teks-
tove koje komentiram, neke su znanstvene discipline doZivjele razvoj koji
¢e imati nesagledive posljedice. Medu njima je i astronomija, gdje je
istrazivanje planeta Suncevog sustava postalo nova geografija, istrazivanje
Mlije¢nog puta podsjeca na izvjeStaj Marka Pola o dalekim zemljama, a
karta lokalne grupe galaksija i supergrupe koju dijelimo s oblacima ga-
laksija u Djevici 1 Berenikinoj kosi je ono Sto je bila Toscanellijeva karta
puta u novi svijet. U BlanuSinim radovima lako se mogu naci mjesta koja
pokazuju da je to¢no slutio Sto ¢e za buduci razvoj biti vazno. Ipak, glavni
zakljucak koji se namece jest da razumjeti jednu teoriju moze samo onaj
koji joj 1 pridonosi: razvijanje znanosti i shvacanje o ¢emu se tu uistinu
radi su razliCite, ali nerazdvojne kategorije.

Umu koji razmislja svijet nije dan kao takav.

To je prva reCenica iz Bornove knjige. Ona daje program u kojem su
svijest, vrijeme i prostor samo dijelovi. Zelim zato citirati i kraj Fran
Mazuraniceve crtice Svemir (iz Lisca; Hrvatski pripovjedaci, 11 izdanje,

Zagreb 1908, str. 224) u kojem se prepoznaje Bornova misao:

Sto smo mi? Sto je ovaj svijet?!
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SJECANJA NA AKADEMIKA
DANILA BLANUSU

Vladimir Devide

jerujem da ¢e se svaki matematiCar “trece Zivotne dobi”, baci li pogled
unatrag na tijek svojega Zivota, sjetiti nekih svojih ucitelja nase znanost
kojima duguje posebnu zahvalnost za sve ono sto je od njth ¢uo 1 spoznao
1 Kao od matematCara 1 kao od ljudi.

Za vrijeme osam godina tadaSnje srednje skole 1 pet godina studia na
tadasnjem Tehnickom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu, 1mao sam priliku
slusau predavanja iz matematike kakvih petnaestak profesora i jedne pro-
fesorice — a1 pratitt npthove postupke, poglede, djelovanja 1 ponaSanja
opcenito.

Gotovo su mi svi oni ostali u lijepoj 1 ugodnoj uspomeni, tako da ih se 1
danas, nakon vise od pola stoljeca, rado sjecam 1 spominjem u razgovoru
s prijateljima, kolegama 1z skole 1 sa studija, a : drugima.

Medutim, medu svim tm matemaucarima dvojica su bila posebno istak-
nuta, izvanredna, nadahnuta, simpati¢na 1 u svakom pogledu uzorna: na
srednjoj mu je skoli to bio profesor Syepan Skreblin —- koji je jo§ znatno
ranije kao mladi nastavinik ve¢ 1925. godine uSao u veliku knjigu zname-
nitih i zasluznih Hrvata — a na fakultetu me je to bio akademik prof. dr.
sc. dipl. ing. Danilo BlanuSa.

Profesora sam BlanuSu po prvi put sreo jos kao srednjoskolac.

Za vrijeme Drugog svjetskog rata, [944. godine, u Bogovicevo) je ulici
bila najbolja znanstvena knjizara u Zagrebu. Jednog je dana u izlogu te
knpizare, kojoj je vlasmk bio gospodin Stefinovic, polubrat profesora Bla-
nuse, osvanula ¢itava gomila 1zvanrednih matematickih publikacija, medu
njima 1 dvije knjige Grundlagen der Mathematik (Osnove matematike)
Davida Hilberta 1 Paula Bernaysa.

Kad sam spazio te knjige, odjurio sant kuci i pokupio svu ustedevinu kako
bih th mogao kupiti. Medutim, tada je — vec duboko u ratu —- viadala
nestaSica svega i svacega, pa knpga. Stoga mu te knjige nisu hyyel prodats
tek tako, negu su trazih da donesem preporuku profesora Blanuse da su mi
one zaista potrebne. BlanuSa mi je tada napisao lijepu preporuku na osnovi
Koje mu je onda njegov polubrat 1zvadio iz 1zloga dva Hilbert-Bernaysa
prodao mi ih.
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To je, eto, bio moj prvi susret s profesorom BlanuSom — a kasnije ih je
bilo na tisuée. Niz godina sam gotovo svakog radnog dana, na povratku
s fakulteta, pratio BlanuSu kuci. On je stanovao u Hercegovackoj, a ja u
Vinogradskoj. Bio sam profesoru Blanusi suradnikom na njegovu Zavodu
za primijenjenu matematiku, a i kasnije, kad sam presao na drugi fakultet
— svega vise od Cetrdeset godina — do pred kraj njegova Zivota.

Posljednji su na$i susreti bili tuZni. Jedne je noci, poSavsi u svom stanu
iz spavace sobe u WC, pao i slomio kuk. Operirali su ga u bolnici u
Zajcevoj ulici i nakon nekog mu je vremena bilo nesto bolje, tako da je
poduprt bolni¢arem mogao proSetati bolniCkim hodnikom. ViSe sam ga
puta posjecivao u vremenu od 15 do 17 sati dok su bile dozvoljene posjete,
pa bih ga i nahranio kad mu je sestra donijela “jauzn”, jer se tada sam nije
mogao sluziti rukama.

Blanusa je volio i viceve. U ma-
lom 1h je notesu imao bezbroj
notiranih stenografskim zapisom
“Slagvorta” po kojima im je la-
ko mogao rekonstruirati sadrzaj.
Tako sam mu onda i ja, prilikom
tih posjeta u bolnici, znao isp-
ricati kakav novi vic. On bi se
tome uvijek osmjehnuo, iako mu
sigurno bas$ i nije bilo do smije-
ha.

Jednom je vani puhao jak vjetar,
a prozor njegove sobe bio je ot-
voren, pa kad sam odlazio i otvo-
rio vrata, puhnuo je jak propuh i
istrgnuo mi iz ruke kvaku vratiju
koja su snazno zalupila. Vratio
sam se u sobu i ispricao Blanu-
§i zbog nehotiCne buke, a on je o
znakovito ponovio glasovitu Ce- St. 1. Zabavija djecu

zarovu reCenicu Et tu, fili Brute.

Naravno, time nije Zelio prigovoriti meni, ve¢ mi se na ovakav posredni
nacin potuziti kako su ga neki zaboravili. Neki ga njegovi prijatelji niti
jednom nisu do§li posjetiti u bolnicu “jer, zna$, ja ne volim bolnice™.

Kasnije je profesor Blanu$a upucen na rehabilitaciju u Stubicke toplice.
U toplicama je navodno, iz meni nepoznatih razloga, prestao jesti 1 uskoro
je tamo 1 umro.

_0_

Nesto bih se opSirnije osvrnuo na okolnosti Blanudina predavanja kojim
je Planckove formule relativisticke fenomenoloske termodinamike podvr-
gnuo radikalnoj reviziji. O njegovoj korespondenciji oko toga s nekim
tada$njim vodecdim stru¢njacima opSirnije je ve¢ govorio profesor Petko-
vié.
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Za srijedu, 17. prosinca 1947.
godine — Blanusi su tada bile 44
godine — najavljen je u DruStvu
matematicara, fiziara 1 astrono-
ma Hrvatske kolokvij (predava-
nje) prof. dr. BlanuSe s naslovom
O paradoksima pojma energije.
Po simom se tom naslovu jos ni-
je moglo to¢nije znati o Cemu Ce
tu biti rije¢. Buduci da sam imao
srecu da sam mogao prisustvova-
ti tom predavanju i da mi je ono
zauvijek ostalo u Zivom sjecanju
kao jedno od najznacajnijih koje
sam ikada Cuo, bit ¢u tako slo-
bodan da sjecanja na nj iznesem
nesto pobliZe.

Dvorana u kojoj se kolokviji odr-
Zavaju bila je dupkom puna i po-
red postojecih klupa bio je uz de-
sni rub dvorane postavljen joS i
SL. 2. U dobrom raspoloZenju posee za  red stolica; na jednoj od njih sje-
dZepnim. rokovnikom dio je i na§ termodinamicar sv-
jetskog glasa, prof. dr. ing. Fran

Bosnjakovi¢. Posljednji pristigli sluSatelji morali su stajati.

Glavni se dio Blanu§ina predavanja sastojao u kritici Planckovih formu-
la za koliCinu topline i za apsolutnu temperaturu kako ih je Planck bio
postavio za relativisticku fenomenoloSku termodinamiku:

Q = Qoa, T = Tya,

gdje su Qp i Ty bile odgovarajuce klasiCne vrijednosti, a @ oznaka za
/1 —v?/c%. Blanusa je obrazlagao zbog Cega to nije prihvatljivo i um-
jesto gornjih Planckovih formula argumentirao kako one zapravo trebaju
glasiti

Q:Q()/a, TZT[)/.{I.

Taj je rezultat Blanusa izveo ¢ak na dva nacina: jednom korigirajuci u
Planckovu izvodu njegovu interpretaciju prirasta impulsa $to ulazi u izraz
za radnju vanjskih sila, a drugi put preko modifikacije jednog razmatranja
M. von Lauea o Carnotovu ciklusu.

Put je tih BlanuSinih izlaganja bio — kao i sva njegova predavanja — Cist,
jasan, siguran i, treba reci, lijep. Na kraju tog dijela kolokvija Blanusa
je istaknuo kako pored svega nuznog poStovanja prema autoritetima, ko-
na¢na i definitivna odluka moZe i mora pripasti jedino znanstvenoj istini.
Vjerujem da je svatko od nas koji smo tada bili u onom auditoriju osjecao
kako je ovdje rije¢ o velikim stvarima: 1, posebno, Sto se tiCe relacija
koje su bile u pitanju, a 1 nacelno. U diskusiji nakon predavanja za rijec
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se javio prol. BoSnjakovic. Istaknuo je da on nije teoretiCar — bavio se
najvise tehmékom termodinamikom — ali da smatra Kako je u pravu prof.
Blanusa, a ne Planck, poduprijevsi to obrazlozenjem iz kojih mu se razloga
¢ini nuznim da relativisticke vrijednosti za koli¢inu topline 1 za apsolutnu
temperaturu moraju biti vece od klasiénih — kao Sto 1zlazi 1 1z Blanuginth
formula -— a ne manje — kako bi to bilo prema Planckovim izrazima.

Kratki sazetak Blanu§inaizlaganja na tom kolokviju tiskan je — na francu-
skom jeziku — u Glasniku matematicko-fizickom i astronomskom, 1947.
br. 4-3, str. 249/50, pod naslovom Sur les paradoxes de la notion d’éner-
gie. ‘Te je svoje rezultate prof. BlanuSa saopcio 1 na Kongresu matematicara
i fizicara FNRJ na Bledu 1949, tiskano u Beogradu 1951., materijali kon-
gresa str. 235-240, pod naslovom O relativistickoj termodinamici.

Jo§ 1948. godine Blanu$a je o tome korespondirao s W. Paulijem iz Ziiricha
i njegovim suradnikom R. Schlafrothom, o ¢emu nas je detaljnije u svojem
referatu izvijestio prof. Petkovié. U kapitalnom djelu od 700 stranica H.
Arzelies, Thermodynamique relativiste et quantigue, Paris, 1968., kao 1 u
kratko) monogratipy C. Midlner, Relativistic Thermodynamics — A strange
Incident in the History of Phvsics, Kgbenhavn 1967. navode se Kao isprav-
ne Blanu$ine formule, ali se one pripisuju H. Ottu koji je do istih re.iltata
doSao 1960. godine, 13 godina nakon Blanuse.

Planckove relacije bile su prvotno objavljene u Annalen der Physik 26
(1908), str. 1-34, u radu Zur Dynamik bewegrer Systeme; BlanuSina je
korekcija objavljena, kako je navedeno, Cetiri desetljeca kasnije — a u
meduvremenu nitko nije posumnjao u Planckove formule. Do danas je
proglo daljnjih pet i pol desetljeca, 1 vierujem da bi bilo vrijeme da se ko-
rigira pogreSna atribucija Blanu§inih otkrica H. Ottu jer je ovdje Blanusin
prioritet neosporan. To bi, mislim, bio na$ dug ne samo akademiku Bla-
nusi osobno, nego 1 dug ugledu znanosti nase zemlje. Formalno-pravno
takvu zahtjevu ne bi moglo biti prigovora jer postoji publikacija u Glasni-
kieiz 1947. godine. Osobno sam profesoru BlanuSi jo§ za njegova Zivota
pokusavao sugerirati da se u tom smjeru poduzmu potrebni koraci, no on
to nije prihvatio rekavsi da je “vazno da je on bio u pravu, a nije bitno
kome ¢e za to pripasti slava”.

[nace, Blanu$a se teorijom relativnosti bavio vec od svojih studentskih
dana. Karakteristi¢an je njegov rad Osnove relativisticke kinematike, ob-
javljen u Glasniku mat. - fiz. 1 astr. T6-1951, str. 1-32, i zanimljivo je
usporediti ga s radom Alberta Einsteina Uber die spezielle und die allge-
meine Relativitatstheorie, objavljenim kao 38. svezak serije Tugesfragen
aus den Gebieten der Naturwissenshaften und der Technik.

Einstein u predgovoru svojoj raspravi, na str. ITI/TV, izrjekom odustaje od
clegancije prikaza 1, pozivajuéi se na L. Boltzmanna veli da “eleganciju
treba ostaviti krojacima i postolarima’.

Nasuprot tome, Blanu$a u svojem citiranom radu izvodi Lorentzove trans-
formacije 1z sljedecih pet pretpostavki: 1. Postojanje inercijalnih sustava;
2. Izotropnost prostora; 3. Prvi Newtonov aksiom; 4. [Hlomogenost vreme-
na; 5. Nacelo relativnosti. Ad 2. na str. 2. navodi da ga je (tada student)



Sjecanja na akademika Danila Blanusu

Vladimir Glaser upozorio na to kako se iz izotropnosti prostora moze za-
kljuciti da se slobodna &estica koja ne miruje mora gibati po praveu (jer bi
inaCe binormala na putanju bila istaknuti smyer). Taj je Blanus§in rad uzor
elegancije 1 strogosti prezentacije jedne fundamentalne fizikalne teorije.
Mislim da se moze ustvrditi kako su njegove konstrukcije 1 1zvodenje,
rekao bih arhirektura tog rada, saviseno izbruseni dragulj, pri cemu, kako
sam naveo, BlanuSa ne zaboravlja zahvaliti jednom svojem studentu.

Zelimo i navesti nesto o Blanu§inu videnju ljepote u matematici, nema
boljeg nacina nego uputiti na njegov predsjednicki govor na V. rcd()vituj
godisnjoj al\upxllm Drustva matematlcum 1 fizicara Hrvatske 20. sijecnja
1954. godine, kako je ?dbl“bzenl.lellSkaH T9-1954, N°1, str. 65/6.

Gledajuci znanstveni rad akademika BlanuSe kao cjelinu Sto je Cini ne-
koliko razli¢itih podru¢ja njegovog matematickog interesa, najznacajniji i
najbogatiji dio toga svakako je bio Citav niz radova o 1izometrickom smjes-
tavanju jednih u druge prostora razhcite topoloske povezanosti, 0 cemu
je detaljnije govorio profesor Ivanfic. Za razliku od njegova rada na ko-
rekciji Planckovih tormula relativisti¢ke fenomenoloSke termodinamike,
ovi su njegovi rezultati imali znaCajne i brojne odjeke u svijetu, pa je o
njima, pored ostalog, odrzavan i semestralni seminar na moskovskomuni-
verzitetu Lomonosova. Onome §to je o tome ovdje ve¢ navedeno dodao
bih samo jo$ da je po njima Blanusa jedini hrvatski matematicar (a i Sire,
jedini s podrucja bivie Jugoslavije) koji je uSao i u autoritativou japansku
matematicku enciklopediju Sugaku jiten, Sto ju je izdalo Drustvo japan-
skih matematiCara uz suradnju njihovih 250 najeminentnijih ¢lanova. U
tom se djelu u izdanju Iwanami shoten, Tokyo 1962., na str. 612. govori
o BlanuSinu izometrickom smjestenju klase C™ ravnine Lobacevskoga u
Sesterodimenzionalni euklidski prostor i, opéenitije H" u E3

Matematic¢ar koji pomno Cita te Blanusine radove o izometrickom smjes-
tavanju bit Ce Cesto zadivljen, pa i — rekao bth — upravo zapanjen virtu-
0znoS$c¢u kojom Blanusa konstruira visestruko sloZene funkcije kojima e
ostvariti zeljeno smjestenje, s nizom svojstava kojima nije lako prozreti
meduovisnost, meduuvjetovanost i kompatibilnost potrebne za postizanje
uzajamno jednoznaénih preslikavanja u pitanju, dakle, recimo, bez samo-
prodiranja i sli¢nog odgovarajucih geometrijskih tvorevina. Za svakoga
koji je za to imao priliku 1 mogucnost bilo je posebno zanimljivo — pravi
uzitak “matematicke estetike” — pratiti kako je akademik BlanuSa, hva-
tajudi se u koftac sa sve novim i sve tezim problemima i1z tog podrucja, iz
dana u dan i 1z tjedna u tjedan brusio, polirao i uljepSavao transformacijske
relacije kojima €e postiéi trazeno smjestenje. U tim BlanuSinim konstruk-
cijama koje su sjapni primjert kako matematika nije samo znanost, nego 1
umjetnost u najuzem kreativnom smislu te rjeci, vidi se 1 stalno osjeca sret-
na okolnost sjedinjenosti u osobr akademika BlanuSe suptilnog 1 strogog
logicara, mastovitog inZenjera 1 briljantnog kombinatoricara. Za razhiku
od mnogih radova drugih autora u kojima su Cesto bili dani tek egzistenci-
jalni dokazi 1li samo nac¢elno konstruktivni dokazi — primjerice u smislu
eksplicitnog navodenja odredenog konvergentnog postupka iteracije Koji
¢e u limesu dat trazeno smjeStenje — BlanuSini su eksplicitni zatvoreni
1izrazi konstruirani pomocu opcepoznatih funkeija Konstruktivni na znatno
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viSoj razini, koja ja ujedno i dublja i elementarnija i fundamentalnija. Bla-
nusa mi je svaki od tih radova prije tiskanja davao na kontrolno Citanje jer
su ¢esto ukljucivali pomalo mukotrpne provjere tehnickog izraCunavanja
vrlo kompliciranih derivacija — a te su provjere bile, metaforicki receno,
prave matematiCke poslastice, jer se redovno tek putem njih mogao dobiti
uvid u heuristicke ideje koje su dovele do konaénih konstrukcija.

Nesto treba reci 1 o opseznom BlanuSinom udzbeniku Visa matematika
kopi u Cetirt sveska obuhvaca dvije i pol tisuCe stranica. Motivacija tog
djela nije bila koncipiranje neke “supermoderne” monografije, nego izrada
klasi¢nog udzbentka matcmaticke analize, bogatog sadrzajem 1 metodama,
koji ¢e u prvom redu bitt nanujenjen nadarenom studentu koj je dublje
zainteresiran, ali 1 struénjaku. U takvim je okvirima tekst pisan 1zuzetno
strogo 1 Cisto, besprijekorno 1 s pedagoske 1 s metodicke strane; nada-
lie, to je 1izuzeo zanimljivo Stivo 1 za onog matematiCara kojem je sav
ta) materijal — Sto se rezudrata tice — poznat, jer ga BlanuSa vrlo Cesto
iznosi na posve nov 1 originalan nacin, tako da gotovo svako poglavlje
ukljucuje i njegove 1zvorne priloge u duhovitim 1 lijepim modifikacijama
nekih dokaza Klasi¢nih teorema vise matematike — poput, recimo, 1zvoda

Taylorova reda ili limesa od —sinx Kad x — 0. U tom smislu vred-

X

novano, to je veliko BlanuSino djelo nesumnjivo medu nagboljima takve
vrste 1 velika je Steta Sto ga on zbog naruSenog zdravlja nije mogao za-
vrsitl 1 zaokruZiti u prvobitno zamisljenom opsegu. Steta je takoder da
se — zbog tehnickih poteskoca, ali 1 neposlovnosti nasih 1zdavaca — nije
ostvario prijedlog stranth izdavackih kuci da taj udzbenik bude preveden i
objavljen na njemackom 1 na engleskom jeziku. Steta je, Konacno. 1 to §to
zbog nerazumijevanja jednog recenzenta nije doslo do tiskanja BlanuSine
Vise matematike u Cetirt sveska u drugom izdanju, jer je prvo, odavno
rasprodano, teze dostupno zainteresiranom Citatelfju.

-—u—-‘——o

Dok je u Zagrebu jo§ postojao zajednicki Tehnicki fakultet ili bar zajednic-
ki Zavod za primijenjenu matematiku, obi¢no bismo svi u Zavodu potkraj
skolske godine otish na zajedniCku veceru. Tako je bilo 1 1960. godine.
Dobro se sjecam kako smo se nasli u restauraciji Matice hrvatskih obrinika
u Ilici. Kad je vecera bila gotova, Cekali smo da konobar donese raCun pa
da ga podijelimo sa 15 ili kKoliko nas je ve¢ bilo prisutnih matematicara
naSeg Zavoda. No, tada se digao prof. BlanuSa i, pomalo uzbuden, rekao
kako je upravo obavijesten da mu je dodijeljena (ako se dobro sjecam,
tada po prvi put u nas ustanovljena) Republicka nagrada za znanost Ruder
Boskovi¢ — 1 tako on sada zeli da to bude njegova vecera. 1sdm je platio
¢itav raCun za sve nas, Sto je bio nemali dio 1znosa njegove nagrade.

— Yy —

Akademik Blanusa bio je velik matematicar ne samo po tome §to je kao
matematicar bio velik, nego 1 po tome Sto nije bio samo matematicar. Ima-
mo | jo§ matemati¢ara kojt bi, poput njega, na glasoviru svirali Chopina
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ili naizust recitirah duge pasuse iz Goetheova Fausta ili Nietzscheova Za-
ratustre? BlanuSa je bio velik matematicar 1 po svemu onome 0 cemu se s
njim moglo razgovarati kad nije bila rije o matematici.

I

St 3. M. P Kartkatwa Blanuse (= 1939, god)

Blanusa je bio velik matemati¢ar i po tome §to se nikad nije gradio velikim
— po ¢emu ga se takoder sjecaju tisuce 1 tisuCe njegovih studenata i deseci
njegovih suradnika. Nikad mu nije bilo “ispod Casti” govoriti ili pisati
o takozvanim “malim” stvarima. Listamo li stara godiSta Glasnika, naci
¢emo u izvjeStajima o radu DruStva niz BlanuSinih nastupa na Vecerima
slobodnih tema, saopcenjai razgovora, gdje je govorion o takvim “sitnim”
stvarima kao §to je, primjerice, izvodenje Heronove formule — 1 0 takvom
materijalu on je znao reéi mnogo toga novog, zanimljivog 1 lijepog.

Blanuga je bio velik matematiCar 1 po tome §to u njega nije bilo gorcine
kad je zasluga za nesto Sto je on ucinto pripala nekom drugom - — o ¢cemu
je ved bila rije¢. On je pored primljenih priznanja i vise negoli zasluzio
1 neka koja nije primio, a primili su th 1 od njega mnogo manje zasluzni
-— a1 to je prihvatio bez gorcine. Osamdesetih godina proslog stoljeca
predlozio sam naSem Il razredu tada JAZU da se akademik Blanusa kan-
didira za nagradu AVNOJ-a, §to je tada bila najviSa drzavna nagrada. To
je bilo prihvaceno 1 o tome sam napisao opsirno obrazlozeni prijedlog koj
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je upucen tadalnjoj Saveznoj stru¢noj komisiji za te nagrade. Ako sam
bio to¢no obavijesten i ako se dobro sje¢am, predsjednik te komisije bio
je akademik prof. dr. Krunoslav Ljolje iz Sarajeva, i po ranglisti koju je
izradila njegova komisija Blanusa je bio prvi kKandidat za Republiku Hrvat-
sku. No, izbor Ljoljine komisije nije bio definitivan, ve¢ ga je jos trebala
“amenovati” jedna daljnja Savezna komisija politicara. A ta BlanuSu nije
prihvatila toboze zato jer nije sudjelovao u Narodnooslobodilackoj borbi!
Naravno, to nije bio stvarni razlog, jer je ranije nagradu AVNOJ-a primilo
nekoliko ljudi koji takoder nisu bilt u NOB-u: u Hrvatskoj, primjerice,
akademik Mladen Pai¢ (koji je za vrijeme Drugoga svijetskog rata radio u
viSijevskoj Francuskoj), a od matematicara akademik Puro Kurepa (koji
je za vrijeme rata radio u Zagrebu) i akademik Bogoljub Stankovic koji je
bio u Novom Sadu. [ tako je onda ta “vifa” komisija nagradu AVNOIJ-a
dodijelila po 1joljino) komisiji nizepozicioniranom Kandidatu.

Blanuda je bio velik matemati¢ar i po tome $to se uvijek iskreno rado-
vao svakom uspjehu svakog nafeg matematicara, pa 1 onith medu njima
koji se nisu uvijek radovali njegovim uspjesima th su th Cak pokuSavali
obezvrijediti, omalovaziti njihovo znacenje.

Blanua je bio velik matematiar i po tome $to je uvijek prelazio preko
toga $to mu ponetko nije uvijek uzvra¢ao paznju paznjom, brigu brigom,
pomoc¢ pomoci 1 dobro dobrim.

Ukratko, akademik Danilo Blanusa bio je velik matematiCar 1 po tome Sto
je 1 kao covjek bio velik.

Obicaj je da se govoreéi o Covjeku koji viSe nije medu nama ne kaze
niSta loSeg: De mortuis nihil nisi bene. No, ako bismo za inat htjeh biti
nekonformisti 1 zapitati se, za volju neke “aspolutne’ objektivnosti, je i
u Blanu$inu Zivotu bilo neCeg s ¢ime se ne bismo slozili, sitna bi nam
se zrnca pijeska rasula medu prstima i jedva da bi zaostalo iSta vrijedno
spomena. Pa zato, kad se netko od nas koji smo ga blisko poznavah dugi
niz godina i sdm bude spremao na odlazak — nitko ne zna kamo, kako i
zaSto — morat ¢e, razmislivsi o tome koja je bila vrijednost Zivota Koj1 mu
je bio dan i koji ¢e biti uzet od njega, na silaznu, tesku i vrijednu zdjelicu
vage staviti i poznanstva ljudi Koje je sreo i kojih se sjeca, a koji nisu bili
tek obi¢ni 1 svakodnevni nego 1zuzetni ljudi. A jedno od velikih medu tak-
vim sjec¢anjima bit ¢e sjecanje na akademika Danila Blanusu. Ono danas,
na stotu obljetnicu njegova rodenja nije msta izblijedilo od vremena prije
Sesnaest godina, kad nas je ostavio.



Omer Mwadzic: "“Drustvo Zednih™
Juraj Denzler, Omer Mujadzic, Viadimir Matkovic, Danilo Blanusa, Veljko Gortan,
Milivaj Uzelac, Vilka Nice,
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| Ivan lvansic

lanuSine  znanstvene radove iz matematike moZemo grubo podijeliti u ra-
dove iz teorije (specijalnih) funkcija, radove iz diferencijelne geometrije i
radove raznih tema. Iako je to moZda gruba podjela, ostanimo pri njoj, jer
su neka matematicka podrucja zastupljena po jednim radom. Pokusat ¢u
ukratko opisati najznacajnije doprinose matematici prema svojim trenut-
nim saznanjima i znanju, jer sutra se moze pokazati da nekom BlanuSinom
rezultatu nisam pridao odgovarajuce znacenje. Broj u uglatim zagrada-
ma oznacava BlanuSin rad iz priloZenog kronoloSkog popisa publikacija
Danila Blanuge.

Matematicarn su uvijek cijenili duhovite i elegantne dokaze matematickih
tvrdnji. Tome je uvijek teZio i profesor Blanusa. Niz njegovih dokaza ima
to obiljezje, pa su ga neki matematicari, npr. J. Karamata, zvali lucidnim
matematiCarem. Takva su se stremljanja u danasnje vrijeme odrazila u
pojavi knjige “Proofs from THE BOOK", [A-Z]. Evo ukratko o ¢emu je
rijeC. Zabiljezeno je da je Paul Erdos (1913. — 1996.) stalno govorio o
“The Book™ u kojoj Bog Cuva savr§ene dokaze matematiCara. Erdos je
takoder govorio sljedece: “Vi ne morate vjerovati u Boga, ali kao mate-
maticar trebali biste vjerovati u The Book™. Blanusa je bio matematicar
koji je vjerovao u The Book.

Rzdovi iz teorije (specijalnin) funkcija

Ukratko cemo prikazati neke radove iz ove skupine za koje mislimo da su
ostavili znaCajan trag u matematici.

i. Radovi iz podrucja specijalnih funkcija se u najveéem opsegu odnose na
Besselove funkeije, Ciji su rezultati sadrzani u Cetiri opsezna rada: Jedna
vrstintegralnih teorema Besselovil funkcija I, 11, 111, 1V (vidi [9], [18] i [25]
u popisu radova), koji su potekli iz doktorske disertacije. Evo tehnickog
problema koji je izvor rjesavanog matematickog problema. Na pocetak

Progiren tckst predavanja odrzanog 29. svibnja 2003, god. u Hrvatskoj akademiji znanost i
umjetnosti povodom 100. obljctnice rodenja akademika Danila Blanuse i potom ponovljenog 1.
srpnja 2003, god, na Kolokviju Fakulieta clektrotehnike i raCunarstva u Zagrebu.
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beskona¢nog clektri¢nog voda prikljuci se u nekom trenutku napon, dan u
ovisnosti o vremenu. DuZ voda se onda §iri elektromagnetski val i treba
naci funkcije koje daju napon i jakost struje u ovisnostt o mjestu i vremeou.
Parcijalna diferencijalna jednadzba koja odreduje tok vala poznata je pod
imenom relegrafska. Uz stanovite pocetne i graniCne uvjete, primjenom
Riemannove metode rjeSavanja promatrane diferencijalne jednadzbe do-
biva se rjeenje iste u integralnom obliku, pri ¢emu je dobiveni integral
tipa konvolucije Besselovih funkcija nultog i prvog reda. Ti su integra-
li (konvolucije) izra¢unati pomoéu odgovarajucih vrijednosti Besselovih
funkcija. Diskusija rjeSenja dovela je Blanusu do nove vrste integralnih
teorema za Besselove funkcije. Navodimo dva rezultata iz [9):

fr i1 —)’)Jo(m) b i a).h(\/r3 —az)‘

=) °—a*

f a2 — 12
/ J[}(r “\')% d’\}: ;;[.SSJQ(I *"'a] —Ju( fj r= a:)].
Ja b T

Takvi rezultati inicirali su daljnja razmatranja koja su vodila na viSestru-
ku konvoluciju Besselovih funkcija. Tlustrirajmo to pomocu dvostruke
konvolucije Besselove funkeije nultog reda. Neka je

Fl(r)zjn(c\/:‘:-xf) zatl > x iF|(r)=Oza0$t€.r|,
Falt) = Jolen/1P—x3) zat > x2i Fi(t) =02a 0 <1 < xa,
Fi(t) = Jolen/t* —x3) zat > x3 1 Fi(t) =0za 0 <t < x5

Racuna se, dakle, konvolucija

J ]
Fi(t) = Fa(t) = F3(t) = / dy,F,(t —v;) / dvaFa(vy = y2)Fa(va).
Jo Jo

Kako bi to postigao, dokazao je u [9] i [18] niz opéih stavaka koji ukljucuju
izraCunavanje razli¢itih suma, nalazenje razli¢itih rekurzija, redukciju niza
integrala koji u integrandu ukljucuju Besselove funkcije, te ispituje kon-
vergenciju razli¢itih nepravih integrala. Postupnim razvojem prvo je dosao
do izravne formule za konvoluciju dviju Besselovih funkcija viseg reda,
a potom i do jednadzbi rekurzije za viSestruku konvoluciju Besselovih
funkcija viseg reda pomocu kojih je naSao izravne formule za visestru-
ku konvoluciju. Time je dokazao jedan vilo opcenit integralni teorem
za Besselove funkcije. Taj opéi rezultat zatim je sveden na jednostavniji
oblik, nazvan kanonski, za koji je dokazao da je jedinstven. Ti rezultati
nisu mogli ostati nezapazeni u specijaliziranoj matematickoj literaturi, pa
su ve¢ u [L] spomenuti radovi [9] i [18] i na str. 282 navodi se jedan od
integrala koji je Blanusa reducirao u radu [18].

U teoriju funkcija uklju¢io bih i radove [4], [15], [16], [35], [72]. Rado-
vi [15] i [16] donose, u njegovom stilu, nove elegantne dokaze poznatih
stavaka, pa ¢u se zadrZati na rezultatima iz [4], [35] i [72].
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2. Osvrnimo se prvo na rad [4] pod naslovom Upliv diskontinuiteta ncke
Sunkcije i njezinih derivacija na Fourierov spekiar. Poznat teorem kaze
sljedece. Neka je

f:{—00,00) =R

vacija apsolutno integrabilna. Tada za njezin Fourierov spektar

1 =
B0 = 5 [ feds

funkcija klase C*, k=0, 1,2..., koja je zajedno sa svojih prvih k deri-

vrijedi ocjena
E(y) = a(lv[™),

Sto je oznaka za

m [E(y)]

y—0 [y|=k"

Blanu$a formalno slabi pretpostavke teorema i promatra sluc¢aj kada %
ima u x = 0 konacan diskontinuitet i dodatno trazi da izvan x = 0 postoji
f%*Y idaje f**1 apsolutno integrabilna. Pod tim uvjetima dokazuje da
vrijedi ocjena

E(y) = o(|y|™*7).

3. U radu Jedno poopcenje integralkosinusa, [35] u popisu radova, polazi

od integrala
o0
/ 1’ costdt.
(LR

Taj integral divergiraza p > 0. Za p = —1 zove se integralkosinus i 0z-
nacava sa Ci(x). U analogiji s pojmom sumabilnosti redova uvodi pojam
A-sumabilnosti integrala [ f(t)dt za x — co i dokazuje A-sumabilnost
gornjeg integralaza p > 0.

4. Rad On Periodic Functions, [72] u popisu radova, detaljno istrazuje pod
Kojim uvjetima je suma dviju realnih periodi¢nih funkcija definiranih na
skupu realnih brojeva R ponovo periodi¢na funkcija. Funkcija f : R — R
je periodi¢na ako postoji realan broj P tako da vrijedi f(x 4+ P) = f(x) za
svaki x € R. Najmanji P s tim svojstvom (ako postoji) zove se temeljni
(osnovni) period funkcije f. Rezultati istraZivanja su sadrzani u sedam
teorema, C1ji su dokazi spretno provedeni, uglavnom pomocu elementarne
teorije brojeva 1 Hamelove baze. Ako f) i f2 imaju isti period P, onda i
njthova suma —f3 ima period P. Time dolazimo do jednakosti

fx) + f2(x) + f5(x) = 0.

Ako tu jednakost promatramo, onda se primjerima moZze provjeriti da za-
jednicki period P moze, ili ne, biti temeljni period jedne, dviju ili svih triju
funkcija fi, f5, f3, pa sc postavlja sljedece pitanje: ako su dana tri broja
Py, P2, Py, postoje i tri funkcije, f, >, f3 kojima su brojevi Py, Pa, Ps
temeljni periodi (dakle periodi¢ne funkcije), i koje zbrojene daju nulu te
kakva su njihova svojstva? To je pitanje koje Blanu$a istrazuje. Da se ne
izgubimo u nekim detaljima i pojmovima, citirat ¢emo jedan od teorema
koji su dokazani u radu:
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Ako su Py, Pa, Py tri komenzurabilna broja, tada postoje funkcije fi, f>. f2
sa zbrojem nula i temeljnim periodima Py, Py, Py onda i samo onda ako
vrijedi razmjer
I l l
—_—i—r— —a:b:e,

gdje su a, b, ¢ tri prirodna broja koja su po dva relativno prosia.

Radovi iz diferencijalne geometrije

U tu skupinu spada najvise radova (oko 35 prema popisu radova, ovisno
o klasifikaciji). Osvraut ¢u se samo na nekoliko radova koji su po mojem
misljenju ostavili trajniji trag umatematicr. U vecéiitih radova dokazuje se
egzistencija izometrickog smjestenja konacnodimenzionalne Riemannove
mnogostrukosti konstantne zakrivljenosti u neku drugu tog tipa. naposc u
cuklidske prostore t Riemannov prostor. Naime, Kada se apstraktno uvedu
diferencijabilne 1 Riemannove mnogostrukosti, prirodno se postavlja pita-
nje jesu li to podmnogostrukosti euklidskih prostora? Za diferencijabilne
mnogostrukosti to je u svojim radovima pozitivno rijesio H. Whitney [W 1-
W3]. Kod Riemannovih mnogostrukosti stvar s¢ razvija nesto sloZenije.
Veé je 1901. god. D. Hilbert [H] dokazao negativan rezultat. Taj rezultat
kaze da hiperbolicka ravnina H* nije glatka ploha u trodimenzionalnom
cuklidskom prostoru R*. Poslije nckoliko daljnjih negativnih rezultata
pojavili su se, ali na lokalnom nivou [J], tj. na nivou imerzija, pozitivni
rezultati. Na globalnom nivou pojavila su se istraZzivanja 1 rezultati tipa
C" 1zomerickih smjestenja. U to podrucje istrazivanja spadaju BlanuSini
radovi i rezultati. Navest ¢u imena nekoliko matemati¢ara Koji su pretho-
dili BlanuSinom periodu 1 napadali su takvu problematiku: H. Weyl. M.
Janet, E. Cartan, H. Lewy, C. Tompkins. Spomenut ¢u 1 1mena istrazivaca
koji su u tom podrucju djelovali kada i Blanu$a: S. Chern, J. Nash, N. H.
Kuiper, E. Calabi, N. V. Efimov. Neki od njih sluzili su se BlanuSinim
radovima, jer u njihovim radovima nalazim navedene BlanuSine radove. U
Sankt Petersburgu (tada Lenjingradu) sam 1982, god., za vrijeme jednog
znanstvenog skupa osobno susreo prof. N. H. Kuipera koji me je, vidjev§i
otkuda dolazim, zapitao poznajemlh prof. Blanu$u 1 §to znam o njemu?
Bilo je to pet godina prije njegove smrti 1 tada je prot. Blanusa vec bio
slabijeg zdravlja,

Razmotrimo malo slu¢aj plohe (dvodimenzionalne mnogostrukosti) u tro-
dimenzionalnom cuklidskom prostoru R*. Neka je ploha zadana jednadz-
bama

x= filu,v), y=folu,v), z=filu,v),

edje su w1 v parametri (koje zovemo Gaussove koordinate) na plohi.
Znamo da je u euklidskom prostoru R? kvadrat diferencijala luka dan
formulom

ds* = dx* + dy* + dz°.
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Tada tformule za diferencijale varijabli x. v, z glase

3 5

dx = d—':: du + % dv,
Bt A,

dy = ('f‘ du + L_'/' dv,
Au v
dfy -~ dfs

n’,. = m (h{ i i T (f\-.

Uvrstimo li to u formulu za ds* , dobivamo formulu za kvadrat diferencijala
luka na plohi, tj. diferencijalnu formu, koja glasi

ds* = gydu’ ‘:5' 2endudy + gaady?,

o, ): or ) LAY
] = —, - . — 2
&t ( du ( A # ( Ju )

AfOf  8h 9L _Of dfs

Au Oy Ou Oy Ou A’
(Y 4 (2 (Y
= (f‘h-' ® ( v x ( v

Ovom je diferencijalnom formom dana Riemannova metrika plohe, indu-
cirana metrikom smjestajnog (ambijentnog) euklidskog prmmra Tako,
zadamo li ravninu R* jednadZbama x = u, y = v, z = 0, onda je
inducirana metrika dana sa ds* = du® + dv*, dakle podudam se s euk-
lidskom metrikom na R*. Time je,sa x = «, y = v, z = 0, ravnina
R* izometri¢ki smjeStena u R*. Medutim, funkcije gy;, 212 i g2 od
kojih je izgradena diferencijalna forma ds*. moZemo po volji izabrati,
¢ime dobivamo razlic¢ite metrike. Recimo da na ravnini R* zadamo ovu
diferencijalnu tormu:  ds* = du® +ch?udv® . Ravnina s tako uvedenom
Riemannovom metrikom zove se hiperbolicka ravnina 1 oznacava sa H> .
Tada ta metrika nije inducirana metrikom ambijentnog prostora RY. Kako
smo vec istaknuli, D. Hilbert je jo§ 1901. god. dokazao da to nije moguce
postici u R*. Mozemo se pitati je li to moguée u nekom R", n > 37

-~

die je

]

(]
la

e

Vratimo se natrag funkcijama gy, g2, g2 1z kojih se u diferencijainoj
geometriji gradi jedna osnovna velicina koja se zove Gaussova zakrivlje-
nost:

l
K = - L\'iA ’|-_'_B+‘!331C—2(;[)},

4~
adje je
P ":):[_fi_l f}:!.’:.‘. ) ,I,_f"}.é.’lz_""ri;‘m . (JL’::) _?
v Ov du v du
B f'):i.'n f):%’n B D_I}_;’n_ 0:5.':: B .,d,f‘“ f-r)m‘ " 4881: _agll 20531: {'3_!{;3,
du Oy v Ou Oy Ov du Ov du v

Co dq” s <")g11 dgn " (Qé’li )-
O Ou T du v ?

v
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- 32g||

9? 62 2y
Di= 812 8§22

Ov? _23u8v + out '’

G=gngxn—8n

Opcenito se ta veliina mijenja od tocke do tocke, medutim, k je veli-
¢ina koja je invarijantna na transformacije koordinata na plohi. U tzv.
neeuklidskim geometrijama’ , tj. u eliptickoj geometriji, u hiperbolickoj
geometriji (geometriji Lobacevskog), i u granicnom slucaju, u euklidskoj
(parabolickoj) geometriji, Gaussova zakrivljenost je konstantna na cijeloj
plohi, i to k > 0 ueliptickoj, k < 0 u hiperbolickoji k = 0 u euklids-
koj geometriji. Za spomenutu metriku ds* = du” + y|h*udv* radun daje
k = —1, dok za euklidsku metriku ds®> = du* + dv* daje k = 0.

Plohe su topoloski klasificirane, pa navodimo neke topoloSke tipove ploha
(kojih ima beskonac¢no) koje dopustaju konstantan k danog predznaka.
Plohe imaju isti topoloski tip ako se jedna ploha moZe na drugu nepreki-
nuto deformirati, §to znaci da izmedu njih postoji 1 — 1 funkcija, pri Cemu
su i funkcija i njezina inverzna funkcija neprekinute. Npr., sfera i torus su
plohe razligitog topoloskog tipa, dok su sfera i elipsoid istog topoloSkog
tipa. Tako je metrika za koju je k = 0 moguca na topoloskim tipovima
ovih ploha: ravnina, Mobiusova vrpca, kruZni valjak, torus i Kleinova bo-
ca. Metrika za koju je k < 0 moguca je na beskonacno mnogo topoloskih
tipova ploha, medu kojima je i ravnina. Metriku s konstantnim k > 0
dopustaju ova dva topoloska tipa: sfera i projektivna ravnina. Ako je r

polumjer sfere $*, onda je x = — . Ako identificiramo dijametralno
<

suprotne tocke sfere $%, dobivamo zatvorenu plohu P? koja se zove pro-
jektivna ravnina. la se ploha, kao i Kleinova boca, ne mogu realizirati u
R?,negou R*.

Prikazimo sada neke BlanuSine rezultate iz niza rezultata o izometrickim
smjestenjima.

1. Blanusin rad [53, vidi popis radoval, koji nosi naslov Uber die Ein-
bettung hyperbolischer Raume in euklidische Raume, zasluZuje da ga se
posebno istakne. U njemu je pozitivno odgovorio na maloprije postavljeno
pitanje i dokazao sljedeca dva teorema:

(i) hiperbolicka ravnina H* dopusta C* izometricko smjestenje u Seste-
rodimenzionalni euklidski prostor R®;

(ii) n-dimenzionalni hiperbolicki prostor H" dopusta C* izometricko
smjestenje u R,

Ti su rezultati dobiveni nalaZzenjem eksplicitnih funkcija koje to realiziraju,
dakle, direktno. O prepoznavanju vrijednosti tih rezultata najbolje govori
referencija [S] u kojoj je Solodovnikov, u rubrici “Novosti iz matematike”
Casopisa “MatematiCeskoe prosvjes¢enie”, prikazao taj rad na dvije i pol
stranice.

* Vidi u biografijskom dijelu Blanusin tekst vezan uz Nagradu Ruder Bo3kovi¢
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2. Osim hiperbolicke ravnine postigao je C* izometricka smjeStenja
za jo§ tri 2-dimenzionalne Riemannove mnogostrukosti s hiperbolickom
metrikom. U radu La bande de Mobius infiniment large a métrique hyper-
bolique plongée dans un espace de Hilbert, Bull. Sci. Cons. Acad. Youg.
[38] beskona¢nu Mébiusovu traku C* izometricki smjestio u Hilbertov
prostor, a u radu C* -Isometric imbeddings of cylinders with hyperbo-
lic metric in Euclidean 7-space [62], to je postigao u R’ za valjak, sa
zatvorenom 1 bez zatvorene geodetske linije.

3.U svojim radovima obuhvatio je i sve plodne oblike koji se javljaju u
okviru Klein-Cliffordovog programa i dopus$taju metriku konstantne po-
zitivne zakrivljenosti (eliptickugmetriku). Za n-dimenzionalni elipticki
prostor E" postigao je sljedece: -~

(iii) n-dimenzionalni elipticki prostor E" dopusta algebarsko izometricko
smjestenje u R™"3/2

Ovo zadnje postignuto je u radu [13]. Dakle, E" je podmnogostrukost od

R"+3)/2 shvaéene kao Riemannove mnogostrukosti opskrbljene analitic-
kom metrikom.

Sl 1. Felix Klein Sl 2. William Kingdon Clifford
(1849. - 1925.) (1845. - 1879.)

4. U radu [82] Imbeddings of some 3-dimensional Euclidean spatial
forms in spaces of constant curvature, Rad Jugoslav. akad. znan. um-
jet. 331(1965), 237-262., istrazivao je mogucénost izometrickog smjes-
tenja stanovitih trodimenzionalnih mnogostrukosti koje se dobivaju kao
produkt dvodimenzionalne mnogostrukosti (plohe) i jednodimenzionalne
mnogostrukosti (a te su pravac R' i kruZnica S'). Pritom je varirao i
ambijentni prostor, npr. R> = R* x R! je izometri¢ki realizirao u sedam-
dimenzionalnoj sferi 57, dok je produkt Kleinove boce K i kruZnice S'
izometri¢ki realizirao u H® (6-dimenzionalnom hiperboli¢kom prostoru)
iu R® (6-dimenzionalnom euklidskom prostoru). Sva su smjestenja dana
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Razno

eksplicitno, pri ¢emu se sluzio svojim bogatim znanjem klasicne dileren-
cijalne geometrije.

lzdvojimo neke radove 1z ove skupine Koji su ostavili znaCajan trag u
matematici.

1. Tu bih sc u prvom redu zadrzao na radu [10], koji nosi naslov Problem
cetiriju boja. U tom radu Blanusa je konstruirao graf (vidi sliku) sa slje-
deéim svojstvom: iz svakog vrha izlaze po tri grane (trivalentan graf) cije
Je grane nemoguce obojiti trima bojama tako da iz svakog vrha izlaze sve
tri boje, kratko cemo govoriti da je graf 3-obojiv.

Istinitost gornje tvrdnje za BlanuSin graf nije ocita, pa uvrstavamo Prilog
3 u kojemu su objavljena dva dokaza te tvrdnje.

Posluzimo se malo viemeplovom. U to vrijeme je “problem Cetiriju boja”™

bio nerijesen i dosta popularan. Evo o Cemu se radi. Zamislimo na globusu
(sferi) ih u ravnini nacrtanu zemljopisnu Kartu kojom su sfera ili ravnina
podijeljene u konac¢an broj p(wt,zanih podrucja. Tu Kkartu treba obojiti tako
da podrucja sa zajudmckom granicom budu raznobojna. Pitanje je vrlo
prakticno: Koliko je najmanje raz licitih boja dostamo za bojenje svake
karte pod spomenutim uvjetom? To je vrlo star problem, a istraZivanja
su nasla pisani trag u pismu A. de Morgana upué¢enom W. R. Hamiltonu
s nadnevkom 23. listopada 1852. god. Na sastanku Londonskog mate-
mati¢kog drustva 13. lipnja 1878. god. A. Cayley je ponovo postavio to
pitanje. Lako se vidi da tri boje nisu dostatne, pa se pitalo. a Sto je sa
Cetirnma bojama? 1879. god. A. B. Kempe objavio je rjeSenje koje se
pokazalo neto¢nim. Na to je 1890. god. P. J. Heawood dokazao da je
pet boja dostatno. Tako je rastao glasoviti “problem Cetiriju boja”, koji
je vise od 100 godina bio otvoren problem i koji su mnogi matematicari
i nematemati¢ari pokusali rijesiti. Jasno je da granice (mede) na karti
tvore graf, ¢ija Cvorista predstavijaju tromede, Cetveromede, .... Izbor
karata je pojednostavljen utoliko Sto je pokazano da je dovoljno promatrati
samo karte s tromedama. To znaci da su granice takvih karata trivalentni
grafovi. No u obzir dolaze samo oni trivalentni gratovi koji se ne raspad-
nu uklanjanjem jedne grane. Naime, karta kojoj su granice predstavljene
takvim grafom imala bi granicu koja je obojena istom bojom s obje stra-
ne. Grafovi koji se ne raspadaju rezanjem jedne grane zovu se grafovi
bez “mostova”. Vezu izmedu problema Cetiriju boja 1 bojenja trivalentnih
grafova ostvario je 1890. god. P. G. Tait. On je dokazao da je problem
Cetiriju boja ekvivalentan bojenju trivalentnih grafova bez mostova trima
bojama, i to tako da su grane u svakom vrhu razli¢ito obojene, dakle da su
3-obojivi. Smatrajuéi ocitim da su trivalentni grafovi 3-obojivi, objavio je
drugo rjesenje problema Cetiriju boja. To zadovoljstvo je kratko trajalo jer
je 1898. god. J. Petersen dokazao da svi trivaientni grafovi nisu 3-obojivi.
Taj graf danas nosi njegovo ime. Sam graf bio je poznat 1 prije, npr. pod
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nazivom “netrpeljivi susjedi™: tri susjeda Zele uvesti plin struju i vodu u
svoje kuce, ali pod uvietom da se vodovi ne krizaju (prelaze jedan preko
drugog).

Nakon ovog kratkog veemeplova mozemo se slobodno pitati v ¢emu je
bila ¢ar traziti novi trivalentni grat koji nije 3-obojiv? Evo u ¢emu. U to
se vrijeme opcentto smatralo daj je Petersenov graf jedini s tim svojstvom,
Sto s¢ nije uspijevalo dokazati. Time je BlanuSa u prvom redu pokazao
da je ta slutnja ncistinita. I Petersenov i Blanuin grat su nesterni (ne
mogu se realizirati na sferi), a promatrane karte su na sferi (ili u ravnini),
pa je Blanusa ovako rezonirao. “Kad bi se uspjelo te mreze (Blanusa je
Koristio termin mreZa) potpuno pbuhvyatiti 1 klasificirati, mozda bi se dalo
ustanoviti ima i medu njima sfernih, pa bi onda tim putom bio rijesen
problem Cetirjju boja.” Postavdi stopedesctogodisnjak, problem cCetiriju
boja je pozitivno rijeSen. RijeSili su ga K. Appel 1 W. Haken 1977. god.
uz pomo¢ kompjutora (teorijski je problem sveden na konacan broj Karata
koje su onda provjerenc).

Vidimo da BlanuSinim putem nije rijeSen ta) problem. Medutim, u radu
su postignutt rezultati Koji su ostavili trajan trag u matematict, pa se taj
rad 1 danas citira . Bio je to drugi u povijesti poznat graf s tim svojstvom.
Danas se u engleskoj literaturt susrece pod imenom “Blanusa’s snark™.
Snark je naziv za trivalentni gral koji nije 3-obojiv. Danas imamo cijelu
teoriju takvih grafova, koja je inicirana pojavom Blanusinog grafa. Vise
o tome moze se naci u [Iv], a o danasnjem huzvnju “snarkova’ u [Wa- W]
Naziv “snark™ uveden je u {GJ. M. Gardner je 3-valentne gratove koji nisu
3-obojivi, a koji su, prema [ls], rijetki i teSko ih je naéi, nazvao “snarks”
(tajanstvena nepostojeca bica), motiviran pjesmom “The Hunting of the
Snark™ Lewisa Carrolla.

BLAIUSI! GRAT
><fi = 1

SL 3. Ezloiak na izloibi “Znanost w Hrvata”, lipanj — listopad 1996. g. Graf je
obajen Cetirima h;ymna

*Sretna je okolnost da je radu dodao poduzi sazetak na francuskom jeziku, pa je rad odmah
uocen u svijetu,
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Blanudin graf nije jedini rezultat rada [10]. Kako bi dokazao da nadeni
eraf nije 3-obojiv, dokazao je jednu vrio snaznu lemu (vidi npr. [H-S], str.
82-83.). Evo o ¢emu ta lema govori:

Neka je G povezan trivalentan graf i neka je 3-obojiv. Ako korak po
korak sijecemo grane dok se graf ne raspadne u dva dijela (1. postane
nepovezan), i ako b, ¢ i p oznacavaju broj presjecenih bijelih, crvenih i
plavih grana, onda brojevi b, ¢ i p imaju isti pariret, 1j. ili su sva tri parna
ili sva tri neparna.

* “ Hrvatsko matematicko drustvo je
L za svo] logotip izabralo Blanusin
8, ‘e graf. Autor logotipa je Nenad
oo e Dogan (vidi sliku 4). Graf je ta-

koder ovjekovjecen na prigodnoj

e
)
s HrvatSko postansko) marki Hrvatske poste
godine 2000. Marka je 1zdana

matematICKo povodom Svjetske godine mate-
Bt cosa o druétvo matike. Marka je prigodno pus-

i tena u promet 15. lipnja 2000.,na
il +385 . !
o +385 () 4680 335 dan otvorenja Drugog hrvaiskog
a-maill hmdgjmalh,! T - 3
' kongresa matematiCara. Dizaj-
SI. 4. Blanusin graf na logotipu ner marke je Boris LjubiCic (vidi
Hrvatskog matematickog drustva sliku 5) ‘
L A J B a i
g 5
# Republika Hrvatska
380
Blanulin graf MR b 08 OHP

~y AR B A

St. 5. Blanusin graf na prigodnoj postanskoj marki

2. Istaknimo rad [7], koji nosi naslov Uber die Anzahl der Bedinungsgle-
ichungen in beliebigen geoddrischen Netzen, 1 po naslovu spada u geodezi-
Ju. Tocno, problemiz kojeg proistjece Blanusino matemati¢ko razmatranje
spada u geodeziju, no sve ostalo u tom radu je Cista matematika koja je,
usudujem se reci, prethodila matematici u [10]. U geodetskim mjerenjima
1 racunanjima postoje uvjetne jednadzbe (npr. zbroj kutova u trokutu je
180° ) da bi se odrzala suvislost mreze. Obicno se radi s triangulacijskim
(trokutnim) mreZama i za njih je bio poznat broj medusobno nezavisnih
uvjetnih jednadzbi. BlanuSa razmatra opce mreze 1 topoloSkom metodom
1zvodi formule za broj medusobno nezavisnih uvjetnih jednadzbi koje kao
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poseban slu¢aj sadrzavaju prethodno poznate formule. On geodetsku mre-
zu tretira opcenito kao topolosku tvorevinu (kompleks) nad kojom vrsi
zakljuCivanje.

%,Rad [806], naslovljen The functional equation f(x +y —xv) + f(xy) =
f(x) + f(y), spada u teoriju funkcionalnih jednadzbi i to je njegov jedini
rad 1z tog podrucja. Tu se radi o funkcionalnoj jednadzbi

fx +y—xy) + flxy) = f(x) + f(y),

koja je bila duze rjeSavana pod dodatnim pretpostavkama (diferencija-
bilnost, integrabilnost, neprekinutost u nekim tockama). Susrevs: se s
pitanjem njezinog opceg rjeSenjg brzo ga je rijesio pokazavsi da je ekvi-

valentna tzv. Jensenovoj funkcionalnoj jednadzbi
y x+y
) +00) = 272,

¢ije je opce rjeSenje poznato. UcCinio je to “golim rukama™ Koristeci svoje
ogromno znanje klasi¢nih podru¢ja matematike.

4. U seriji radova objavljenth u “Matematicko-fizickom listu” pojmov-
no je i plasti¢no ucenicima priblizavao neeuklidsku geometriju, teoriju
relativnosti i druge sadrzaje. Evo jednog odlomka:

“Primarna svrha matematike je prakti¢na. Njezina potreba u svojim naj-
jednostavnijim oblicima svakome je poznata 1z dnevnog Zivota; Covjek
mora znati racunati. No i kompliciraniji dijelovi matematike su potrebni.

Covjek stavljen u prirodu mora se boriti protiv Cesto neprijateljskih pri-
rodnih sila. U tu svrhu mora te sile i njihove zakone najprije $to tocnije
upoznati, da uzmogne njima vladati 1 iskoristiti 1th za svoje potrebe. Istrazi-
vanjem tih prirodnih sila bavi se fizika u Sirem smislu njeci, tj. ukljucujuci
one znanosti koje su se tijekom vremena od fizike otcijepile kao samostalne
znanosti od Kojih ¢emo kao primjer spomenuti kemiju.

Prirodni zakoni su takve naravi da je za njihovo spoznavanje, to¢no formu-
liranje 1 primjenjivanje pronadenih zakona potrebna matematika, i to sve
kompliciranija matematika Sto dublje zadiremo u tajne prirodnih zakona.

[skoriStavanje tih prirodnih zakona u prakti¢ne svrhe vrsi se u tehnici, a za
to je opet bezuslovno potrebna matematika. Bez nje se ne bi dala zamishiti
danas$nja nasa tehnika. Da nema matematike. ne bismo imalt automaobila,
aviona, elektriCnog tramvaja, elektri¢nog osvjetljenja, telegrafa, telefona,
a o kakvoj radiotechnici m govora. Ne treba o tom govority, jer je vaznost
prakti¢ne primjene matematike zacijelo svakom jasna. Bez nje bismo spali
na sasvim niskt stupanj civihzacije.

No ovo nije jedina vrijednost matematike. Htio bth u ovom razmatranju
staviti akcent na kulturni znacaj te znanosti u idealnom smislu.

Matematika, iako stalno podstrekavana od fizike 1 tehnike, koje joj stavlja-
Ju sve kompliciranije 1 teze zadatke, razvija se 1 samostalno kao apstraktna
znanost bez obzira na primjenljivost svojih rezultata. Bilo bi krivo smatrati
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da je takvo razvijanje bez primjene suvisno. U jednu ruku zato jer se Cesto
puta iznenada daju primijeniti dijelovi matematike koji se se isprva razvil
bez pomisli na primjcnljivml Tako je, npr., bilo sa tzv. Riemann-ovom
geometrijom, to je diferencijalna geometrija ?i’lk(‘lV]_}u'llh prostora povolj-
nog broja dimenzija, koja je iznenada nala svoju primjenu u Einsteinovo)
teoriji relativnosti. U drugu ruku mora se matematici dopustiti da ona
nalazi svoje opravdanje u samoj sebi, u svojoj nutarnjoj vrijednosti kao
stvaralacko psihicko bavljenje. MozZe se re¢i da matematicar tma 1zvjesnu
srodnost s umjetnikom.”

5. Zelim takoder istaci radove koji po svom sadrzaju predstavljaju vrlo
nadahnuta opéa razmatranja o matematict. Bilo da su to njegovi govori
prircdeni za neke prigode (Kongresi, skupstine), bilo da se radi o tekstu
ponudenom za objavu u dnevnom tisku. Prilog tome je nedavni pretisak
njegovog Clanka [2] 1z 1940. god. objavljenog u tadasnjim novinama.

Da se dobije bolji osjecéa) za takve Blanusine radove, donosimo prijevod
vrlo nadahnutog Clanka o Gaussu, koji je time po prvi puta dostupan na
hrvatskom jeziku. Svi ti tekstovi vrlo su produhovljeni i gotovo aktualni.
Navodimo samo zadnji pasus iz Predsjednickog govora odrzanog 20. si-
jec¢nja 1954. god. na Godisnjoj skupstini Drustva matematicara i fiziCara
(vidi [40])

“Matematika je zacijelo najegzaktnija nauka i svijetlo oruzje u nasoj borbi
za vlast nad prirodnim silama. No ona je povrh toga i uzviSena umjetnost.
Ako je glazba umjetnost tonova, matematika je umjetnost ostroumlja. Ona
je glazba ljudske misli.”
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BLANUSINI PRILOZI
TEORIJI RELATIVNOSTI

Tomislav Petkovic

rvatskoj i svjetskoj znanstvenoj javnosti uglavnom su poznati BlanuSini
doprinosit u matematici i fizici. U povijesti znanosti ipak nisu joS potpuno
istraZeni i vrednovani onoliko koliko zasluZuju. U fizici su oni povezani
s teorijom relativnosti, napose specijalnom u pogledu njezine primjene u
fenomenoloskoj termodinamici pri relativistickoj transformaciji termodi-
nanuckih velicina koli¢ine topline 1 temperature. U matematic: je BlanuSa
dao znacajne priloge u teort specijalnih funkeija (Besselove funkeije), u
izometriCkim smyestenjuma hiperboli¢kih u euklidske prostore (diferenci
Jalna geometrija), te u teortji grafova slavimm BlanuSinim grafom.

1. Uvod

U pripremanju ovog Clanka pored ostalih izvora najvise sam koristio pet
knpea: Paulijevu o teorip relativnostt', Bornovu o Einsteinovoy teorij
relativnosti . Blanusinu o teorijt relativnostt ', Straumannovu o opco) re
lativnostt * 1 relanvistuckoy astrofizier te MeGlinnovu * Uvod u relativiost.
Uz to, dragocjemm povijesno-znanstvenim izvorom bilo mu je 1zvorno

VW, Pauli, “Relativititatheone™ o Eneyelopfedie der mathematischen Wissenschaflen, NVol, S,
Pare 2, B G Tenbaer, Letpzig, 1921, pp. 339 773,

“Supplementary Notes by the Author®”, in Theory of Relatine, Persamon Press, inc,, New York,
TOSS, pp. 207-232,

W, Pault, Theory of Relatiary, Translhited From Geman by G, Field, Dover Publications, Inc,, New
York, 1938,

Y Max Born, Einsteiona worija relativnosti § njevin fizifi ognovi, prema tredem izdanju pre
veo, dodathom |,‘t1]jl"f.'ﬂ\..'llll:1 madopumo L, Blanu®a, snanstvena diela Hevatshog prim-‘.ln_!sltwm:‘L;
druftva, Kujiga 1, “Tipogratija” graficho naklad cavod, Zagreb, 1948,

: Danilo Blanuda. Teorija retarvenosta, Mala biblioteka za matematibu, fiziku 1 kemiju be, 7,
Skolska knjiga, Zagrely, 1953,

* Norhert Straumann,General Relaticiy and Relativistic Astrophysics, With 81 Figures, Springer
Verlag, Berlin Teidelherg New York, Second Printing, 1991, Title of the Germuan edition: Al
semeing Relativititstheorie wird relativistisehe Astropfosil. 2. Auflage (Lecture Notes in Physics,
Vol. 150).

* William D. MeGlina, tntroduction to Relaavin:, The Johns Hopkins University Press, Balumore
and London, 20035,
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Blanusino pismo iz 1948. godine, upuéeno W. Pauiiju u Ziirichu te Bla-
nusino pismo njegovom dobrom prijatelju P. Urbanu u Grazu® . Dobrom
pocetnicom bila mi je i Spomenica posvecena Danilu Blanusi u izdanju
JAZU |, naroCito V. Devidéov prilog, Koji je ujedno i urednik Spomenice.
Prve dvije je glavnim knjigama o relativnosti smatrao i Blanusa, a Blanu-
Sinu knjigu i danas traze zainteresirani gimnazijalci kad dobiju maturalnu
radnju iz teorije relativnosti. Straumannova knjiga jest svjetski udzbenik,
dok petu W. D. McGlinnovu knjigu tiskanu 2003. godine navodim kao
pravi dokaz kako tradicionalni tenzorski stil, $to ga je Blanusa koristio
u tumacenju i svojim napisima o teoriji relativnosti, Zivi 1 u suvremenim
prikazima teorije relativnosti.

Blanusa je jedan od najvecih hrvatskih matematicara fizicara 20. stoljeca
koji je Zivio t stvarao u svojoj domovini. Hrvatski znanstvenici i povjesni-
Cari znanosti trebaju jo$ puno u¢initi na Sirenju informacija o BlanuSinim
znanstvenim doprinosima i njegovom nastavnickom radu. BlanuSa se kao
matematicar i fizi¢ar na neki nacin moze usporediti s Vladimirom Jurkom
Glaserom, poznatim hrvatskim teoretskim fizicarem koji je najveci dio
zivota (od 1957. do smrti, 22. 01. 1984.) radio u Teorijskom odjelu u
CERN-u. Glaser je poznat po jednoj od prvih modernih knjiga 1z kvant-
ne elektrodinamike na hrvatskom jeziku' , $to ju je uredio ba§ dr. Danilo
Blanu3a, dopisni ¢lan JAZU. Glaser se bavio modelima teorije polja, teo-
rijskim aspektima proton-proton i proton-antiproton sudara. Glaser je bio
duboko zainteresiran za izuCavanje Schrodingerove jednadzbe, a svoje ra-
dove o njoj ostavio je neobjavljene’ . Po tome je Blanu$in slucaj donekle
slican Glaserovu: svoje radove 1z relativisticke termodinamike Blanusa
nije objavio u svjetskim Casopisima iz fizike.

Svoja poznata predavanja na ETF-u i PMF-u Blanusa je ovjekovjecio u
kapitalnom Cetverotomnom djelu Vise matematike (Tehnicka knjiga, Zag-
reb, 1963. — 1974.). Blanusa je, osim toga, poznat po popularnim javnim
predavanjima i prikazima za studente 1 gradanstvo, Kojima je vise nego it-
ko od njegovih suvremenika otkrivao jednostavnost 1 harmoniju osnovnih
teorija prirode 1 kompliciranih matematic¢kih formulacija u njima.

2. Blanusina metoda u relativnosti

Blanus$in znanstveni put i njegova metoda na tom putu su konstruktiv-
na interferencija s Einsteinovom teorijom s jedne i Platonovim naukom

? Blanusino pismo postovanom Profesoru W. Pauliju, nadnevka 15. 03. 1948., poslano iz Tehnic-
kog fakulteta u Kadicevoj 26, tipkani tekst na pisa¢em stroju s BlanuSinim ispravkama. Blanusino
pismo Paulu Urbanu u Grazu, Univerzititplatz 5, nadnevka 1. 06. 1948, Koncept napisan Blanu-
Sinom rukom iz kojeg se vidi da je dopisivanje bilo viSestruko, ukljuéujuci Urbanove odgovore,
te da je Blanusa Urbanu slao separale svojih radova.

" DANILO BLANUSA 1903~ 1987, Spomenica preminulim akademicima, Svezak 50. Razred
7a mat., fiz., kem, 1 tehnicke znanost, urednik 1zv, ¢lan V. Devidé | JAZLUL Zagreb, 1989,

YV, Glaser, Kovarijanina kvanina clektrodinamika. uredio dr, D, Blunusa, dopisni Clan, JAZLU,
Zagreb, 1955

* Prema nekrologu V.. Glaseru u CERN COURIER. Vol. 24, No. 2 (1984), p. 67,
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geometrije s druge strane. Akademik BlanuSa je vlastitim znanstvenim
djelom 1 pedagoskim radom u matematici i fizici mnogostruko oplodio
najstaryi princip Platonove akademije, Sto ga je 1 sam dao uklesati iz-
nad vrata Zavoda za primijenjenu matematiku ETF-a (FER-a) u kojem
jeradio: MHAEIZATEQMETPHTOZEITITQ (NEUK U GEOMETRIJI
NEKA NE ULAZI).

U svijetu su napisane mnoge knjige o teoriji relativnosti, specijalnoj i op-
¢oj, iz pera najuglednijih fizicara, matematiCara ili filozofa. Izmedu raznih
“Uvoda" u ovo temeljno podrucje fizike, BlanuSina je Teorija relativnos-

, koju je napisao nesto kasnije od svog blistavog prijevoda M. Bornove
TCDI]_]S!CI..I;[IVI’IU.HI] Jedlnbtvenadwl}clu Generacije gimnazijalaca, napo-
se prirodoslovno-matematickog usmjerenja, sluZe se Blanuginom knjigom.
Blanusin motiv za takvu vrstu knjige bio je saZeti prikaz teorije relativ-
nosti, kako b1 se obicni Citatelj uputio u glavne mish teorije relativnosti,
uvaZavajuci najnovije eksperimentalne rezultate tadasnjeg vremena. Dru-
g1 Je motlv, ne manje vazan, bio neobican uspjeh prijevoda Bornove knjige
o teoriji relativnosti (knjiga brzo rasprodana), u prijevodu i s nadopunama
D. Blanu8e, a u izdanju Hrvatskog prirodoslovnog dru$tva. Blanu$in me-
todoloski credo bio je uciniti teoriju §to razumljivijom 1 “po moguénosti
pokazati kako nas pokusi upravo sile da teorija bude bas takva, a ne drukdi-
ja” (iz Uvoda Blanugine knjige). Preko 80% BlanuSine knjige posveceno
je specijalnoj, a neSto manje od 20% opcoj teoriji relativnosti. Nabrojat
¢u neke karakteristike 1 odlike BlanuSine knjige, njezinog prvog dijela o
specijalnoj teoriji. To su jednostavni matematicki i fizikalni prikaz Newto-
novih shvacanja apsolutnog prostora i vremena, inercijalnih sustava, etera
1 Michelsonovog pokusa. U vezi s tim pokusom Blanusa analizira hipotezu
Lorentzove kontrakcije duljine (gdje uvodi kraticu o = \/T — B? jer ée
je stalno trebati) 1 dilataciju vremena na bazi pokusa (Dopplerov u¢inak
na svjetlosti Sto potjece od kanalnih zraka). Potom obrazlaze ovisnost ma-
se o brzini. a naroCitu paznju posvecuje sinkronizaciji svjetlosnih signala
(bljeskova), odnosno satova u inercijalnim sustavima. U svojim anali-
zama BlanuSa primjenjuje jednostavne geometrijske slike. Lorentzovim
transformacijama 1 zakonima gibanja (energije i impulsa) s karakteristic-
nom relativistickom algebrom BlanuSa posvecuje znacajni dio knjige, kao
1 transformaciji ukupne energije Cestica s karakteristi¢cnom relativistiCkom
kinematikom. Nastavlja teoremom o zbrajanju brzina s geometrijskim
prikazom (tumacenjem) tog teorema. Naro¢ito pomno BlanuSa tumadi
Lorentzove invarijante: prostorno-vremenski razmak ili krace “intervale”
kao temeljnu invarijantu Lorentzove transtormacije, invarijante encrgije i
impulsa, invarijantnost tlaka. Od matematickog aparata vise analize Bla-
nusa najcesce Korsti razvoj 1zraza u red, integralni raCun kao ilustraciju
kako se neSto moZe krace napraviti. Poglavlje 22. (princip relativnosti i
konstantnost brzine svjetlosti; odbacivanje hipoteze ctera; relativnost pro-
stora 1 vremena) je, po mome misljenju, glavni dio knjige, s originalnim
Blanusinim tumacenjima. Kvantnoj teoriji svjetlosti (fotona) posveéeno
Je zadnje poglavlje iz dijela knjige o specijalnoj teoriji relativnosti.

Opcoj teoriji relativnosti pripada znatno manji dio knjige. Blanusa ob-

' Danilo BlanuSa, Teorga relativnosti, Mala biblioteka za matematiku. fiziku i kemiju br. 7,
Skolska knjiga. Zagreb, 1955,
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razlaZe Machov princip, princip ekvivalencije 1 opci princip relativnosty,
koriste¢i zgodne primjere. Potom obraduje velike eksperimentalne pot-
vrde opée teorije: zakrivljenje svjetlosne zrake u gravitacijskom polju i
aravitacijski Dopplerov ucinak. Jednim kratkim |mﬂl whjem osvree se
ni pare adoks blizanaca, kod Blanule paradoks satova. U zavesetku knjige
ukazuje na potrebu |)ll_]L.|.I(..I na Riemannovu geometriju da bi opca teo
rija mogla bit kozmoloSka, a zavriava otvorenim, najtezim problemom
povezivanja teorije relatvnosti + kvantne mehanike.

SL 1. Na jednom g svojih predavania

Rigoroznt matematicko-fizikalni pristup opcoj teoriji velativnosti Blanusa
je primijenio u kratkom 1 matemancks elegantnom Clanku Gravitacyja u
0. svesku Tehnitke enciklopedije . Clanak |mk izuje BlanuSin pristup i
poimanje teortje relativnosti. NajvaZniji izvori iz kojih je BlanuSa 1izvodio
svoy pristup teoriji relativnosti, uz Emsteinove radove u kojima je nn'-n pos
tavljena, su radovii knjige lhl]ll“]t(l]ll“h fizicara utom polju: M. V. Laue,
W. Pauli, H. Weyl, P. G. Bergmann, M. Born, S. Weinberg. Utjecaj Maxa
Borna je izgleda bio najjaci, a Blanusa je, kao uostalom i Einstein, naro-
c¢ito cijenio Bomov cjelovit povijesui pristup razvoju fizike kao najbolj

I Damio Blmuds, Graviacije. Tehnidka enciklopedija 6 G-Ka, glavin urednik Hevoye Podar,
Juzeslavensh lebnikogralake zavod, Zagrely 1979, str, 260 260,
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pristup u prikazu i znacenju teorije relativnosti u modernoy fizici. Podloga
j€ teoriji relativnosti nesumnjivo fizikalna i matematicka. Geometriju i
kozmologiju, temeljne zakone klasicne mehanike te Newtonov prirodni
svjetski sustav, Born uzima za povijesnu, znanstvenu i pricodnofilozofsku
podlogu Einsteinovoj teoriji relativoosti. Na takvu podlogu Born smjesta
temeljne zakone optike i elektrodinamike, da bi iz takve podloge Einste-
movim stvaralackim duhom izrasla specijalna i op¢a teorija reldfivnosti.
Takav pristup nije jednostavan, ali jamci razumijevanje i tumacenye teorije
relativnosti, njezinih primjena u fizict cestica 1 kozmologiji, sve do neus-
pielih Einsteinovih pokuSaja poopcavanja teorije relativnosti tako da bi uz
gravitaciju 1 elektromagnetizam trebao potjecati iz geometrijskih svojstava
Kontimuuma prostorvremena.

Blanusima metoda pristupa, poimanja it tumacenja teonje relativnostt po-
dudarna je Bornovoj u pogledu povijesnog prikaza fizikalno-matematicke
1 prirodnofilozofske podloge teorije relativnostr. Al ona sadrzr 1 1zvor-
ne Blanusine elemente koji se narocito ticu eksperimentalnih provjera |
potvrda Einsteinove teorije. Blanusa je. kao 1 Born, bio zadivljen mate-
matickom liepotom teorije  jasno¢om njezimih postulata 1 principa, na-
pose diferencijalno-tenzorskom eleganctjom opce teorije. smatrajuci je
matematcki savrsenom teortjom gravitacije. Blanusi su odlucujuéy bili
eksperimentalni dokazi. tim prije 1 jace sto postoje 1 suparnicke teor-
je gravitacije drukéne matematicke grade i eksperimentalnih testova od
Einsteinove. Blanusa je. ne samo zbog osobnog Skolovanja i uloge ma-
tematicara na Elektrotehnickom fakultetu, volio temeljne izazove Sto ih
teorija relativnosti postavlja visokim tehnologijama i eksperimentalnoj fi-
zici zbog ekstremno finth i osjetljivih izravnih i neizravnih mjerenja pojava
( veli¢ina u njoj. Blanu$in je stvaralacki duh 1 na¢in razmisljanja (cogira-
o) tijekom njegovog cijelog zivota bio na tragu nnvuvjek(wnm' odnosa
teorije t eksperimenta, naroCito velikih teorija matematike i fizike 1 velikih
pokusa u fizici. U spomenutom ¢lanku o gravitacij u Tehnickoy enciklo-
pediji zrcali se u kratkom tekstu Blanusina metoda u relattvnosti. Blanusa
najprije opisuje starija shvacanja, potom Newtonov zakon i teoriju gravi-
tacije, te daje matematicki opis gravit 1u|sk(m poIJa 1 porenumla l’uiom
definira 1 obrazlaze slavne Eins
opce relativaosti, da b u glaviim er tama pukamn kdko se 1z njih u okvnu
opce Riemannove geometrije {Riemannian Manifolds) 1 tenzorskog racu-
na izgraduju Emstemove jednadzbe gravitacijskog polja. Unato¢ zahtjevu
skracenog 1 elegantnog teksta, Blanusa ne ispusta tumacenja i komentare
o razlici pseudoeuklidske metrike (metrike Minkowskog) u specijalng)
teoriji od opée Riemannove u zakrivljenom gravitaciyskom polju, preko
Einsteinove konvencije (propisa) sumacije ' 1 izrazima $ indeksima koja
se univerzalno primjenjuju e svim formulama, do Riccijevog, odnosno
Einsteinovog tenzora. Medutim, skoro polovicu teksta Blanusa je posve:
no provierama Linstemove teorije gravitacije, razlucujndi pokuse i njihove
rezultate u Eetiri grupe: pomak perthela planeta (pomicanje Merkurova pe-

a e 7 A A oy 3 .
= Einsteinova knmtnu_}l {pravilo} sumacije za eaze sandeksima: ako se unekom i zeaza

st mdeks pojavljuge dvaputl. kao oy Kao donju indeks. tada |]] Clan v izrazy treba sumtratt
po svim moguéin \|||ulnmlu1m o indeksa, To znadi sunuranje od 1 do dimenzije promatranoy
prostora, U teonji relativiost metrika e Cetveradimenzionalna 1 u specijalno) (pseudoenllidsk: ).
Kao 1 v opéoy teoryi {opda Rienmannova metrikal, Prema tome, treba siomiralt od 1 do 4 u skladu
s Linstemovom konvencyjon,

61



62

DANILO BLANUSA

rihela), gravitacijski Dopplerov pomak (u¢inak), otklon svjetlosne zrake u
gravitacijskom polju Sunca, potraga za gravitacijskim valovima. Blanusa
je bio pristalica Einsteinove teorije, te je s neskrivenim zadovoljstvom u
svojim ¢lancima, knjigama i prikazima konstatirao da je teorija relativnosti
opaZanjima i pokusima izvrsno potvrdena.

Interesantan je i Blanusin pogled
na teoriju relativnosti Sto ga je 1z-
nio u Predgovoru popularne knji-
¥ice Sto je teorija relativnosti,
slavnih ruskih fizicaraL. D. Lan-
dauaiJ. B. Rumera . Blanusa
je u Predgovoru napisao da pra-
vi majstori koji poznaju osnov-
ne pojmove i injenice specijalne
teorije relativnosti, ali i njezine
najsuptilnije i najsloZenije mate-
maticke potankosti, mogu napi-
sati popularnu knjigu bez kom-
pliciranog matematiCkog forma-
lizma 1 pribliZiti je Citaocu. Ova
se knjiga ne bavi opom teorijjom
relativnosti, koju je, kako smatra SI. 2. Albert Einstein (1879. = 1955.)
Blanu8$a, nemoguce 1zloZiti bez

ozbiljnije matematiCke pozadine

i tako popularizirati. Specijalnu teoriju Blanusa drzi neophodnim okvirom
u modernoj fizici, jer je potvrdena mnogim fizikalnim iskustvima.

Dodajmo jo§ na kraju ovog odjeljka da je D. Blanusa prijevodu M. Bornove
knjige “Einsteinova teorija relativnosti” 1948. godine dodao svoj original-
ni prilog na kraju knjige. U njemu je na 13 stranica obradio 4 najvaznija
aspekta teorije relativnosti: 1. Eksperimentalne potvrde teorije relativno-
sti, 2. Kozmoloska pitanja, 3. Jednadzbe gibanja materijalnih cestica, 4.
Ujedinjene teorije polja. U pogledu eksperimentalnih potvrda, BlanuSa
je konstatirao da opca teorija relativnosti u to doba jos nije tako temeljito
eksperimentalno provjerena kao specijalna koju podrzavaju mnogi poku-
si. Zato je u tom Dodatku vise obradivao eksperimentalne potvrde opce
teorije relativnosti, koje ¢emo mi na BlanuSinu tragu posebno obraditi u
ovom odjeljku. Uvazit ¢emo, naravno, novi znanstveno-tehnoloski razvoj
u tom podrudju, suvremene detektore i pokuse kao 1 pomocu njih stecene
spoznaje i rezultate u vremenu nakon BlanuSinog Zivota. Spomenimo da je
u istom Dodatku vrio interesantna BlanuSina analiza kozmoloskih pitanja
koja korespondira sa suvremenim stanjem u tom podrucju. Tako je poseb-
no obraden Einsteinov zatvoren kuglin prostor (svemir), koji je konacan,
ali nema granica, s umetnutom nepoznatom kozmoloSkom konstantom A,
koju je Einstein morao pretpostaviti da b1 dobio ba$ takvo rjesenje i sliku
statiCkog zatvorenog svemira. Nasuprot takvom prostoru, Blanusa istiCe
de Sitterov kuglin prostor ¢iji se polumjer vremenski mijenja, kao i sve
mogucnosti koje on u kozmologiji pruza. Njihovu ujedinjenju u euklid-

L. D. Landau. J. B. Rumer, Sto je teorija relativnosti. prijevod O. Verni¢, predgovor akademik
Danilo Blanusa, 11 izdanje, Skolska knjiga, Zagreb, 1985,
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ski prostor s neizmjernim rastezanjem, ali s nekom gustocom materije u
njemu i bez ikakve kozmoloske konstante (A = 0), Blanusa je posvetio
narocitu paznju. To je slavni Einstein-de Sitterov model svemira, koji je
danas glavni model u problematici odredivanja starosti svemira na osnovu
Hubbleove konstante.

3. Blanusini prilozi u relativistickoj termodinamici

1
U svojoj slavnoj knjizi o teoriji telativnosti, W. Pauli * je Cetvrtinu knji-
ge posvetio Cetverodimenzionalnom prikazu Lorentzovih transformacija i
njihovoj primjeni u elektrodinamici (teorija elektrona, gustoca Cetveros-
truje, ocuvanje energije 1 koli¢ine gibanja EM-polja), zatim vezi energije
I mase, transformaciji energije i koli¢ine gibanja kad je sustav pod djelo-
vanjem vanjskih sila, do termodinamike i statistiCke mehanike. Motiv je
dokazivanje univerzalnosti teorije relativnosti i njezine temeljnosti u fizici.
U pogledu termodinamike Pauli je velik naglasak postavio na vladanje ter-
modinamickih veli¢ina pod Lorentzovim transformacijama, uracunavajuci
i razne specijalne primjene kao Sto je, na primjer, Jouleova toplina koja
nastaje tijckom struje kroz vodic.

Osnovicu za transformiranje termodinamicCkih veli¢ina pri prijelazu u gi-
bajuci koordinatni sustav Pauli je vidio u temeljnom Planckovom ¢lanku iz
1907. godine 1 Einsteinovom Clanku iz iste godine, Sto je zapravo Planck-
Einsteinova koncepcija za primjenu specijalne teorije u termodinamici -
Jedan od osnovnih principa teorije relativnosti jest povezanost energije i
mase. Pauli u svojoj knjizi sakuplja dokaze (radove) o tome da svakom
obliku energije E odgovara masa m = E/c*. To zna¢i da se masa tijela
povecava zagrijavanjem, kao i da se prijenos mase moze izvrSiti zraCenjem
izmedu tijela koje apsorbira zraCenje i tijela koje zracenje emitira. U od-
jeljku o inerciji energije (41. The inertia of energy, str. 121-123) u svojoj
knjizi Pauli pokazuje da bez obzira o kojoj se vrsti energije radi (mehani-
¢koj, toplinskoj, svjetlosnom zracenju) i kojem tipu sustava (sustav jedne
Cestice, sustav idealnog plina, proizvoljni zatvoreni sustav ), uvijek vrijedi
relacija Am = AE/c*. Moize se, prema tome, reéi da princip relativnosti
zajedno sa zakonima oCuvanja energije 1 koliCine gibanja daje temeljni
princip ekvivalencije mase (bilo koje vrste) i encrgije (bilo koje vrste).
Od takvog temeljnog principa polaze i Pauli i Blanusa u svojim izvodima
termodinamickih relacija.

" Wolfgang Pauli (Wien, 25. 04. 1900. - Zirich, 15. 12. 1958.), dobitnik Nobeclove nagrade za
fiziku 1945. godine za slavni Paulijev princip iskljudenja.

' M. Planck, S. B. preus. Akad. Wiss. (1907) 542. M. Planck, Zur Dynamik bewegter Systeme,
Annalen der Physik, Leipzig, 76 (1908) 1-34. A. Einstein, Jb. Radioakt., 4 (1907} 440,
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3.1. Blanusine transformacijske formule za koli¢inu topline
| temperaturu u termodinamici

3.1.1. Planckove transformacije za koli¢inu topline i temperaturu

Upotrijebit éemo simbole i notaciju koja se uveliko podudara i kod Blanuse
i kod Paulija®. Pogledajmo kako su Pauli i Planck racunali termodina-
micke veli¢ine pod Lorentzovim transformacijama, te do kojih su relacija
koje povezuju te veli¢ine u gibaju¢em sustavu s onima u sustavu mirovanja
dosli. Pauli je Planckove izvode 7, ¢ija je podetna osnovica varijactjski
princip, kao 1 Einsteinove "', koje sc izravno izvode iz Lorentzovih trans-
formacija, smatrao to¢nima preuzimajudci ih u svoju poznatu knjigu. Pauli
najprije sakuplja i definira transformacijske relacije za termodinamicke
veli¢ine: tlak (p 1 pp ), volumen (Vi V), koli¢inu gibanja G 1 energiju
(£ 1 Ey). Polazi od pretpostavke da skalarni tlak treba biti invarijanta
( p = po) utermodinarnici kao 1 u hidrodinamici, te da je brzina v gibaju-
¢eg sustava u smjeru osi x prema sustavu mirovanja. ‘Te formule, prema
Paulijevoj knjizi Teorija relativnosti (Dio 1L, (d) Termodinamika i statis-
ticka mehanika, 46. Viadanje termodinamickih velicina pod Lorentzovim
transformacijama) *, glase:

P = Po
V="V,-5/1 — 8%
s s By )
W ——— 7 V ;
& \/l_—Ig 0T Po¥o
1 v
E= —F (Eu+ _q[){)k'()).

Iz ovih veliina grade se dvije nove, nuzne u termodinamici. To su:

Eo + poVi : :
o+ Po¥o i &= %(E + pV).

v I1—pB* C

pri ¢emu indeks ¢ oznaCava veli¢ine u sustavu mirovanja. Iz posljednjih
dviju veli¢ina izvode se relacije za kolicinu topline Q, temperaturu 7 i
entropiju S. Pauli, polazeci od Planckovih i Einsteinovih izvoda, defini-
rajué¢i dQ kao Koli¢inu (prijenos) topline koja prelazi na sustav i dA rad
Sto ga vrSe vanjske sile na sustavu, definira termodinamicke relacije:

dQ = dE — dA
dA = —pdV + ¥+ dG.

E+p¥=

D, Blanusa se sluzio prvim izdanjem Paulijeve knjige: W. Pauli, “Relativititstheorie™, in
Enevelopddie der mathematischen Wissenschaften, Vol, 5, Part 2, B, G, Teubner, Leipzig, (921,
pp. 539-775, “Supplementary Notes by the Author™, in Theory of Relativity, Pergamon Press.
Inc., New York, 1958, pp. 207-232. U nadim analizama 1 usporedbama, sluzili smo se sljedeéim
izdanjemn: W. Pauli, Theory of Relativity, Translated from Geman by G, Field, Dover Publications,
Inc., New York, 1958,

¥ M. Planck, 8. B. preus. Akad, Wiss. (1907) 542. M. Planck, Zur Dynamik bewegler Systeme,
Annalen der Physik. Leipzig. 76 (1908) 1-34,

¥ Einstetn, /b, Radioakt,, 4 (1907) 440,

YOVidi u: W, Pauli, Theory of Relativity, Part 11, (d) Thermodynamics and statistical mechanics,
46. Behaviour of the thermodynamical quantitics uder a Lorentz transformation, Translated from
Geman by G. Field, Dover Publications, Inc., New York, 1958, pp, 134-135.
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Pomocu njih, pretpostavljajuéi da je brzina sustava stalna i ugradujuci u
njih gornje transformacijske formule za energiju, kolicinu gibanja, volu-
men i tlak, Pauli dobiva svoju poznatu formulu:

Q = Qo+ W1 — B~

Ova se formula slaze s transformacijskom formulom za Jouleovu toplinu
po jedinici vremena i jedinici volumena, Koju je Pauli izveo u okviru te-
nomenologke elektrodinamike na osnovu tenzora S; u kojem su sabrane
gustoca energije, struja energije, gustoca koli¢ine gibanja i komponente
tenzora naprezanja T (i, k= 1,2,3).

L
Kad (gibaju¢i) sustav ima (dobije).beinu v, to se moze smatrati adijabat-
skim procesom. Entropija stoga ostaje nepromijenjenom, pa zato ima istu
vrijednost za gibajuci, kao i za sustav u mirovanju. Entropija je Lorentzova
invarijanta:

S = Sn.

Ako prijelaz topline dQ tece vrlo (beskonacno) dugo, vrijedit Ce:
dQ = TdS (iz definicije pojma entropije).

Iz relacija S = Sy 1 Q = Qo+ y/1 — B, te na osnovu definicije entropije,
jednostavno shjedi Planckova lrdn\[C)[l]‘hlLI]de formula za temperaturu:

T=Ty-y/1- B

D. Blanuga izveo je druk&iji oblik transtormacijskih formula za kolicinu
topline i termodinami¢ku temperaturu. 1z tog razloga, a nadasve zbog
osjecaja duznosti i postovanja prema W. Puliju i njegovu djelu i ulozi u fi-
zict, Blanua je odlucio napisati Pauliju pismo s detaljnim obrazlozenjima
I argumentima za svoje transformacijske formule u termodinamici. Tako
e mpuuln njihovo znanstveno dopisivanje, kojem se ne moze pronaci
slican slucaj u ¢itavoj hrvatskoj |\Ll|lllln()J 1 xnanslvumj povijesti. Dodatni
je razlog Blanufa svakako pronafao u ¢imjenici da je Pauli neposredno
prije. 1945, godine, primio Nobelovu nagradu za fiziku za slavni Paulijev
princip iskljucenja.

3.1.2. Blanusina fizikalna slika za transformacijske formule u termodinamici

Blanusino izvodenje transformaciskih formula za toplinu 1 temperatu-
ru je u metodolofkom smislu 1zvodenje “Ab initio”. On zapocinje od
najjednostavnije {izicke situacije, “i1z pocetka™, uvodeci postupno slozeni
relatvisticki formalizam. Proracuni “Ab initio™ lakih jezgara 1 hiperjez-
gara u polju fizike nckoliko tijela, kad se treba prikladno osloniti samo na
neke pouzdane eksperimentalne rezultate, u nase su vrijeme vrio popularni
1 dovode do vrlo korisnih teorijskih modela u nuklearnoj 1 hipernuklearnoj
fizici. Pokazat ¢emo, u skra¢enom obliku, jednostavnu fizikalnu sliku
1 izvod koji Blanusa upotrebljava da bi dokazao utemeljenost 1 tocnost
vlastitih transformacijskih formula nasuprot slavnih Planckovih, a koje je
Pauli kao ncupitne preuzeo u svojoj knjizi. Rijec je o slici 1 izvodima
koje je¢ Blanusa objavio u svojim dvama radovima: o paradoksima pojma
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energije * na Irancuskom jeziku 1947. godine, te o relativistickoj termodi-
namici® |, 1951. godine. Polazedi od te slike i BlanuSinih izvoda, dat éemo
svoje komentare i tumacenja iz suvremenog motrista. BlanuSa smatra da
Planckove formule iz relativisti¢ke termodinamike:
Q=0 i T=T,-a,
nisu ispravne, te da trebaju imati oblik kojt proizlazi iz njegovih videkratnih
izvoda 1 misaonih analiza:
Qo : Ty

0=— 1 T = :
(¢4 (04

-
- . o . ¥
pri cemu je u oba sluCaja kratica o = /1 — —.

\ o2

Tijela u mirovanju:
(sustav S;) Oy

Gl lepline (eeuga pling

Tijela u gibanju:
(sustav §) —_—— ey
Uleei¥mn cnstiel: ll Pleostiovedls 1

u) plela: |

SL 3. Fizicka slika za Blanusino “Ab initio” izvodenje
transformacijskih formula za roplinu i temperaturu

Blanusa promatra prijelaz topline Qq 1z tijela A u neko drugo tijelo B.
Tijela se nalaze jedno pokraj drugoga, recimo, tijelo A lijevo, a tijelo B
desno od njega. Kad su tijela u mirovanju, strujom (dotokom) topline
Qo iz tijela A u tijelo B (vidi sliku 3), tijelu B Ce se toplina (energija)

P 0 " v
povecati za (Qy, a masa za Amy = ~— . Promatramo li ova dva ista
¢

tijela u nekom gibaju¢em sustavu u kojem se ona gibaju brzinom v pre-
ma naprijed (udesno), tijelu B ¢e se energija (toplina) povecati za iznos
b |
0 £ 7 Ey — moc”
— , prema zakonu za transformaciju energije ( £ = = ). Tom
a o o
0 oy
- . Bududi da
o

je brzina gibanja tijela (sustava) v Konstantna, tijelu B povecao se impuls

povecanju energije odgovara povecanje mase za Amy =

- ; \ . Qo\‘ e 5
(koli¢ina gibanja) za iznos Apg = Amp - v = =— . Povecanje impulsa je

¢
tijelu B trebalo dovesti. To znaci da je tijelo A djelovalo na tijelo B u
smjeru gibanja silom F. Preneseni impuls u vremenu 7, ¢ije trajanje valja

" Duanilo Blanusa, Sur lex paradoxes de la notion d'energie. Glasnik Mat, -Fiz. 1 Astr. Ser. 11 2
(1947), str. 249-250.

" Danilo Blanusa, O relativisiickej termodinamict, Prvi kongres mat, i fiz, FNRJ, Bled 1949,
Naucna knjiga, Beograd, 1951.. str, 235-240),
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uzimati dugim da bi proces bio reverzibilan, jednak je umnoSku sile F i
vremena 7. Vrijedi jednadzba:

F-t= Q—Di

oc?

S druge pak strane je silaizvrsila rad na tijelu B jer se ono pod djelovanjem
sile F pomaklo za put vt u smjeru sile. Zakon oCuvanja encrgije nalaZe
da energija koja je presla (dotok Qga ). mora biti jednaka radu sile ( Fvt )
na tijelu B, a ostatak odgovara prijelazu topline Q na to isto tijelo. To
opisujemo jednadZbom:

QU )

Iz posljednjih dviju jednadibi, za preneseni impuls 1 oCuvanje energije u
prijenos energije, jednostavno slijedi Planckova transformacijska relacija:

Q= Qua.

Sto je Blanuga ovom jednostavnom fizikalnom slikom i ovim izvodom ugi-
nio? Dokazao je, na prvi pogled, valjanost Planckove formule! Medutim,
dokazujuci na oko Planckovu relaciju, Blanu$a Zeli tehnikom deductio ad
absurdum pokazati pogreske (proturje¢nosti) koje Planck, a mozda i Pauli
nije vidio. Naime, 1z formule za oCuvanje energije lako se izraCuna iznos
prenesenog mehanickog rada, polazeci od Planckove relacije:

o 2
RadEF‘-'I—%— = Qu — Qha. = Qp * ———:Qu'ﬁ—
(04 04

Nakon ove formule za rad BlanuSa iznosi svoju glavnu postavku: u njego-
vu p()ll‘l‘ldﬂ_]u i fizikalnoj slici nema razloga za uvodenje sile F (F = 0)
niti njezinog rada ( Fvr = 0), pa se sva cncr;__ua koja prelazi, prenosi kao
toplina. Ako se takav uvjet ugradi u relaciju o¢uvanja energije, Blanusina
transformacijska formula dobiva se izravno:

U Blanu$inom shvacanju se impuls (koli¢ina gibanja)

janjem (konvekcijski) s encrgijom % kad ona prelazi s tijela A natijelo
B, ane pomocu sile £ kao §to je slucaj kod Plancka.

Temeljni Blanusini prigovori Plancku jesu da on u transformacione formu-
le (njithov izvod) uvodi silu F ¢&ija narav nije mehanicka v onom smislu u
Kojemu sam Planck uobicajeno tumaci rad sile u termodinamici, napose u
formulaciji 2. glavnog zakona. Naime, Planckova sila F u smjeru gibanja
sustava (vidi sliku 3) ne izaziva deformacije, a njezin rad ne da se protuma-
¢iti Kao rad dizanja utega, $to je osnovno tumacenje sile u termodinamici.
Prisjetimo s¢ M. Planckove i Lord Kelvinove izvorne formulacije 2. za-
kona termodinamike: “Ne postoji prirodni proces (toplinski stroj) gdje bi
se periodicki crpila toplina (vrSio rad) samo iz jednog spremnika, a neki
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SI. 4. Zagcreb 1962. g. Predavanje u Studentskom centru
L g '/

R
uteg podigao.”  Planckov mehanicki rad Fvt = % -Q = Qn% ne
moze se protumaciti kao rad dizanja utega jer bi time u duhu Carnotovog
procesa bio mogu¢ perpetuum mobile 2. vrste. BlanuSa u Pismu Pauliju
(nadnevka 15. 03. 1948.) i u svom radu o relativistickoj termodinamici
detaljno analizira narav Planckove sile F u kontekstu Carnotovog ciklu-
sa, dodajuéi (misaono) tijelima izmedu kojih se dogada prijelaz topline
odgovarajuce spremnike topline. Tu se vidi i blaga BlanuSina ironija pre-
ma Plancku, jer ispada da bi Planckovim pojmom rada sile kao rada sile
dizanja (njem. “Hubarbeit”)" , §to se onda moze protegnuti i na rad sile
polja u elektrodinamici, bilo moguce crpsti toplinu iz hladnijeg spremista
odnosno podi¢i uteg {perpetuum mobile 2. vrste). Planck je silu F uveo
samo zato da bi mogao objasniti prirast impulsa Sto ga tijelo dobiva u
promatranju transformacijskih formula, ali upada u pojmovne poteskoce
s pojmom rada $to ga takva sila vrsi. Te Planckove poteSkoce Blanusa je
prvi otkrio i analizirao briljantnim stilom. Blanusa je svoje transformaci-
jske formule postavio tako da je njihov fizikalni temelj uvidio u tome da

Qov

se impuls (koji mora postojati jer se tijela gibaju) prenosi strujanjem

(“konvektivno”, BlanuSin izraz, op. T. P.) zajedno s toplinom (energijom).

Vidi, na primjer. u: Tomislav Petkovic. Uvod u znanost o toplini @ termodinamict Element,
Zagreb, 1997.
=" Njemacko-Svicarski nauk klasicne fizike, u Sto se autor imao prilike osobno uvjeriti, definira
rad dizanja kao temeljni pojam na jednostavan nacin: Der Hub ist definiert als cine Translation
in Richtung der Schwerkraft (z-richtung) nach oben: dW = F.di=F - dz
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3.1.3. BlanuSino Pismo W. Pauliju, 15. ozujka 1948. godine

M. Planck** je umro 1947. g. pa mu Blanu$a ocito nije mogao pisati o
svojim otkri¢ima i spoznajama u relativisti¢koj termodinamici do kojih
je doSao tijekom i nakon 1947. godine. Prirodno je, dakle, BlanusSino
znanstveno dopisivanje s Paulijem, Cija se knjiga temelji na Planckovim i
Einsteinovim radovima, a osim toga oni — sva trojica — pripadaju istoj
Skoli njemacko-Svicarske fizike.

U Pismu-" Blanu8a zahvaljuje vrlo poStovanom gospodinu profesoru Pau-
liju na njegovom ljubaznom pismu od 18. 02. 1948. (najvjerojamije) i na
misljenju iz pera gospodina Schifrotha, te se ispricava $to zbog obaveza
na fakultetu nije odgovorio ranije.

Blanusa je poZelio odgovoriti Pauliju na pojedine stvari (tocke), i to bas
u onima u kojima mu Pauli prigovara. U tocki | a) Paulijevog teksta se
protiv BlanuSine transformacijske formule za silu kaze da bi se kao 4.
komponentu cetverovektora trebala uzeti struja topline, pri ¢emu onda u
gibajucem sustavu proizlazi sila koja je prema Planckovu shvacanju nu-
zna. BlanuSa zato Zeli precizirati pojam sile koji on koristi. S obzirom
da se ne radi o gustodi sile (izvorno Kraftdichte), nego o zajednickoj sili
kojom jedno tijelo djeluje na drugo, trebalo bi etverovektor sile opcenito
prikazati kao:

L
H F_;Z—‘,
ca

(FI:F?.:F:}):

QRI=

gdje je a = /1 —v*/c*, s time da je v brzina u tocki dodira ili sudara
(Angriffspunkte), odnosno u ravnini dodira (7rennfldche). Blanusa sk-
rece pozornost Pauliju da je u njegovoj knjizi u formuli (219) u Cetvrtoj
komponenti pogreskom izostavljen faktor 1/c. U novijim izdanjima Pa-
ulijeve knjige ova je pogreSka ispravljena, ali se nigdje ne spominje da je
Blanu$a na nju upozorio U sustavu mirovanja kad je v = 0, dobivaju

1dQy
C d )
¢ijom se transformacijom i uraCunavanjem dilatacije vremena doista dobi-
vaju vrijednosti koje Planck smatra nuznim. U svojim izvodima Blanu3a,
naravno, upotrebljava cr kao Cetvrtu koordinatu te dilataciju vremena kao
dty = d, - o.. Blanu§a, medutim, u Pismu Pauliju stavlja naglasak na to da

1dQy

uopce nije uputno 4 velic¢ine 0, 0, 0, Pl sabrati u Cetverovektor. To
¢ digp

ilustrira i dokazuje na jednostavnom modelu dvaju tijela koja se dodiruju,
izmedu kojih struji toplina, primjerice s lijevog na desno tijelo. U miro-
vanju i kad je sila nula, tijela se samo dodiruju. Ovu pocetnu situaciju
opisat ¢emo navodom izvornog Blanu§inog opisa (u hrvatskom prijevodu)
1z njegova Pisma Pauliju = :

se komponente 0, 0, 0, kao komponente trazenog Cetverovektora

* Max Planck (23. 04. 1858., Kicl - 4, 10. 1947., Gotungen}, dobitnik Nobclove nagrade za
fiziku 1918. godine za kvantnu teoriju svjetlosti.

** Blanusino pismo na njemackom jeziku poStovanom Profesoru W. Pauliju, nadnevka 15. 03.
1948., posiano iz Tehnickog fakulteta u Kacicevoj 26, tipkani tekst na pisacem stroju s BlanuSinim
ispravkama, ukupno 7 stranica teksta.

o Ibidem, str. 2.
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“Dolazi do prijelaza topline koju mozemo smatrati strujom toplinske ener-
gije. Koristim sada temeljnu sliku iz teorije relativnosti, a ta je da svaka
energija koja struji brzinom v nosi sa sobom odgovarajuci impuls — - v.
2
Protok toplinske energije mora dakle sa sobom nositi svoj impuls 1 stoga
istodobno nastaje konvekeijska struja impulsa. Da toplinska struja nosi
svoj impuls smatra 1 Laue, a to isto stoji 1 Kao opci stav za svaku struju
energije 1 u Vaso) knjizi.”

U sustavu u mirovanju Sy, ako im je dodirna povrsina jednaka 1, neka
dQq

struja energije sy 1zmedu dvaju tijela bude s, = . gustoca impul-

(

sa go, gustoda energije wy, te struja impulsa py. Ove velicine Blanusa
sastavlja u karakteristiéni tenzor veh€ina encrgije-impulsa (Energieim-
pulsgrossen). Prema na$im spoznajama to je izvorna Blanuima velicina
za termodinamic¢ku Konvekceiju (strujanje ), po uzoru na “povrsinski™ ten-
zor Minkowskog Fik, Sto ea je Minkowski uveo za cetverodimenzionalnu
kovarijantonu formulaciju Maxwellovih jednadzbi. Blanusin “povrsinski”
tenzor u fenomenoloskoj termodinamici oznacavat cemo kao By . Njegov
oblik jest (formula (1) u Pismu Pauliju™ ):

Po 00 C8o

000 O
Bi=1000 0
()
_ O 0 Wy
C
Za BlanuSin tenzor By, vrijedi:
So . . .
o = — dakle, tenzor je simetrican,
_ ”
Sn 2 ; ; 4
Vo= — brzina strujanja energije.
Wp

Impuls koji sa strujom energije prolazi u jedinict vremena kroz jedinicu
povrSine moze se napisati Kao:
S0~

Po = &’nvn = T
C-Wop

Svoj tenzor toplinskih veli¢ina energije-impulsa Blanusa transformira u
drugi gibajuci sustav S, koji se prema Sy giba brzinom v, recimo nalije-
vo. Blanufa metodoloski priviemeno ostavlja po strani pitanje hoce li u
novom sustavu ¢itava energija th tek neki njezin dio biti toplina. Transfor-
macijama se dobivaju nove velic¢ine p, % = ¢g 1 w usustavu §. BlanuSa
sada uvodi interesantno tumacenje 1 novu transformaciju za strujanje toph-
ne i impulsa. Naime, s 1 p suenergijaiimpuls Koji usustavu § struje kroz
jediniénu plohu u jedinici viemena. Da bi dobto odgovarajuce veli¢ine s’
i p' wodnosu narazdjelnu (dodirnu) plohu koja se giba zajedno s tijelima,
Blanufa jednostavno oduzima energiju i kolicinu impulsa koja se nakon
jedinice vremena nalazi izmedu gibajuce i plohe u mirovanju. Dakle, s' 1
p' iznose:

s =5—uw

7 Ibidem, st 2
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p'=p-—vg
koje, kad se u njih uvrste dobiveni izrazi za s i p, postaju:

!

s' =50+ cBpo
S

p'=po+B=.
c

Blanusa je Pauliju u Pismu pokazao jos§ jedan dokaz, odredujuci brzinu
strujanja (prijenosa) energije V = —. On je pokazao da se brzina stru-
i
jJanja energije transformira u skladu s adicijskim teoremom za brzine u

teoriji relativnosti, §to se moglo i ocekivati:
Vo rotR
V(}l' ’
8 2

-

c?

BlanuSa na kraju daje zavr$ni krunski dokaz! On pretpostavlja da samo
dio (u Blanu§inoj notaciji y -dio) struje energije koja prolazi dodirnom
poviSinom bude oznacen kao toplina. Pritom e, naravno, 1 y -dio struje
impulsa p’ kao konvekcijski toplinski impuls prolaziti kroz povrsinu. Os-
tatak bi se u takvoj slici, prema Blanusi, morao ostvariti kao mehanicki rad
1 prijenos impulsa pomocu sile. Ali BlanuSa pokazuje da faktor y izlazi
jednak jedinici (y = 1), iz Cega nuzno slijedi da su sila, prema tome i rad
i promjena impulsa zbog sile, jednaki nuli. Blanusa zakljucuje i porucuje
Pauliju kako je dosao do istog rezultata kao i u svom prethodnom pismu.
Sljedeci navod iz BlanuSinog Pisma Pauliju pokazuje znanstvenu oStrinu
BlanuSinih formulacija * :

“Unaprijed je ve¢ pomalo iznenadujuée formirati Cetverovektor 0, 0, 0,
So . o s ST ; . ) .
— ; jer §to to znaci? Od veli¢ina energije-impulsa toplinske struje uzimaju
2

se tri kKomponente strujanja (a koje bi u opéem slucaju mogle biti razlicite
od nule), gradi se korijen iz njihove sume kvadrata i onda se takva velici-
na proglaSava Cetvrtom komponentom nekog cetverovektora. Kao prve 3
komponente uzimaju se 3 nule neke nepostojece sile. Ne uvidam zasto bi
to trebalo imati smisla. No ideja o takvoj tvorbi mogla bi potjecati od neke
naizgled slicne ideje, naime od Cetverovektora gustoce elektromagnetske
sile — snage, kao u slucaju kad se razvija Jouleova toplina™.

3.2. Blanusini izvorni pojmovi i prilozi relativistickom
formalizmu u fenomenoloskoj termodinamici

BlanuSini doprinosi u fizici povezani su s primjenom specijalne teorije re-
lativnosti u fenomenoloskoj termodinamici, pri relativistickoj transforma-
cyi termodinamickih veli¢ina Kolic¢ine topline i1 temperature. D. BlanuSa
je 1947, godine izveo drukdiji oblik transformacijskih formula za kolic¢inu
topline i termodinamicku temperaturu od onih koje su izveli Planck (os-
novica izvoda varijacijski princip) i Einstein (izravni izvod iz Lorentzovih
transformacija) 1907. godine, a koje je Pauli, smatravsi ih to¢nima, preu-
zeo u svoju poznatu knjigu o teoriji relativnosti objavljenu 1921. godine.

2 Iidem, su. 31 4,
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Bududi da je otkrio formule Koje su drukéije od Planckovih i Einsteinovih,
odnosno Paulijevih u njegovoj knjizi, Blanusa pise pisma Pauliju 1 svom
prijatelju iz studentskih dana Paulu Urbanu u Grazu. Pismo Paultyju smo
ved obradili, a sada ¢emo navesti dva Karakteristicna ulomka 1z Pisma
Urbanu koji oslikavaju situaciju u Kojoj je BlanuSa bio u to vrijeme.

U “Pismu”™ P. Urbanu™, nadnevka 1. lipnja 1948. godine, Blanusa je na-
pisao:

“A izmedu, ... AEe® je toplina (po jedinici vremena, mislim), ostatak
< T . : - . ” v -
AEB- )¢ mehanicki rad, dakle. sila iz Py = AEB® jest P = AE—, §lo
P

je istodobno preneseni impuls po jedimict viemena, dakle, ukupni im-

5 i ALy :
puls prenesene cnergije. Meni je AE = - toplina, Plancku je samo
/ , . j
. 3 . - - - . - w - a
Ala” - Abge toplina. .. Vidis, stvar nije tako naivna kao $to st mozda
vjerovao?”

Na kraju istog pisma P Urbanu Blanusa opisuje Paulijev stav o Planckovim
i BlanuSimim formulama:

“On (Pauli, op. T. P.) kaZe da je moje shvacanje doduse ispravno, ali da je
Planckovo takoder ispravno 1 da je pitanje definicije Koje Ce se prihvatiti.
On k tome jos navodi razloge svrhovitosti u prilog Planckovu shvacanju.
Ja smatram da je Planckovo shvacanje krivo i ne prihvacam ga.™"

1z dosadadnjeg naleg prikaza oc¢ito proizlazi da je Blanusa 1zvrsno poz-
navao matematicki formalizam teorije relativnosti, te da mu je Paulijeva
knjiga bila masterpicee u tom podrucju. Svoje transformacijske formule
Blanusa je izveo polazeci od jednostavne fizikalne situacije i Lorentzovih
transformacija, ukazujuci istovremeno na pojmovne pogreske {(proturje-
¢nosti) u Planckovom izvodu. lzgleda da je Blanusu pogodila Paulijeva
sklonost Planckovu izvodu zbog bolje ukorijenjenosti Planckova izvoda u
¢etverodimenzionalni formalizam i suglasje tog izvoda s radovima Einste-
na i Minkowskog. Zbog toga je Blanuga u pismu svoje transformacijske
formule dokazao 1 na taj nac¢in, uvodeci u analizu BlanuSin tenzor Bj
veli¢ina u termodinami¢kom strujanju (konvekceiji).

4. Suvremeni pogled na razvoj teorije relativnosti

Blanusa je inzistirao na opcim principima specijalne i opce teorije relativ-
nosti: na oba postulata specijalne teorije, na relacij £ = mea , na principu
ckvivalencije, na Einsteinovom projektu geometrizacije fizike po uzoru na
zakrivljenost prostorvremena koju stvaraju svemirske mase.

-

Nivod 1z Blinusina pisma, sir, 3. njegova prijatelju Paulu Urbanu v Graz: Pismo Paulu
Urbunu u Grazn, Univerzititplatz 5. madnevka 1 06, 1948, Koncepl pisnt, napisan Blanusinom
rukom iz kojeg se vidi da je dopisivanje bilo visestruko, ukljucujuci Urbanove odgovore, te da je
Blanusa Urbanu slao separate svoqil radova,

* Ibidem, sir. 4,

",
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Je Ii moguca poslije-Einsteinova fizika, na novim postulatima i pojmo-
vima razlicitim od onih u tecorji relativnosti? Tesko je odgovoriti Sto bi
Blanusa zastupao. MozZemo nagadati! Blanu$a je cjelokupnim Zivotom
t radom pokazao privizenost Einsteinovoj teoriji relativnosti. Al je bio
zainterestran 1 za druge teortje 1 nove pojmove u tom podrucju. Sigurno
Jje da bi th proucavao, te ako bi uvidio njihovu znanstvenu podlogu 1 cilj,
prihvacao bi th s oprezom. Sigurno jest 1 da bt ga eksperimentalne potvrde
uvjerile da ith prihvati!

U drugim mojim radovima u povodu 100. obljetnice BlanuSinog rodenja
[lit. 33.1 34.] ukratko sam obradio pokusaje (prijedloge) izgradnje teorija
dvojne specrjalne relativnosti, kaje seyrazlikuju od Einsteinove specijalne
teorije relativnosti (STR) jer se zasnivaju na dvjema skalama neovisnim
o promatracu: skali brzine i skali duljine/mase. Einsteinova STR pociva
na Lorentzovim transtormacijama it na jednoj skali neovisnoj od opazaca:
konstantnosti brzine svjetlosti. Novi teorijski pokuSaji ciljaju povezivanju
teorije relativnosti 1 kvantne gravitacije, odnosno opisu kvantnog prostor-
vremena, $to bi se trebao nazirati na Planckovoj duljini L.

U ovom ¢lanku, medutim, osvréemo se na jedan suvremeni test opce te-
oryje relativnosti — vrlo precizni pokus nasih dana. Tim se osjetljivim
pokusom Zeh pokazati da je Einsteinova teorija relativnosti poput tvrde
stijene u znanosti 1 da je sastavni dio moderne kozmologije. Rijec je o
finom opazanju utjecaja Zemljinog gravitacijskog polja i njezine vrinje na
dinamiku zvrka §to se giba u satelitskoj stazi oko Zemlje.

4.1. Dinamika zvrka u teoriji relativnosti

U drugoj polovici 20. stoljeca opca je teorija relativnosti opcenito bila
u polozaju slavne teorje, ali osiromasene znacajnim eksperimentalnim
potvrdama.  Njezin mit roden je 1919. godine, kada su F. Dyson, A.
S. Eington 1 C. Davidson objavili opazanje otklona zrake svjetlosti ko-
Ja prolazi neposredno kraj Sunca. Po Einstetnovom racunu gravitacijsko
polje Sunca zakrece zrake za 1.75 lu¢nih sckundi, dok su spomenuta tro-
Jica opazila ( 1.90 £ 0.16) lu¢nih sekundi, potvrdujuéi tako Einsteinovo
predvidanje do to¢nost1 209%. Krucijalnt test Einsteinove opée teorije rela-
tvnosti koji je zapoceo 2004. godine jest mjerenje Lense-Thirringove 1 de
Sttterove precestje zvrka u stazi oko Zemlje (Stanford s and NASA Gravity
B Probe). Razlog naSemu suvremenom pogledu bas na ovaj test teonje
relativnosti nije slucajan!  Poznato je da je D. BlanuSa kao izvanredni
student Filozolskog fakulteta beckog sveucih§ta bio naro¢ito aktivan ¢lan
u Seminaru za teorijsku fiziku profesora Hansa Thirringa ™', od pocetka
1926./27. do sk. god. 1928./29. ukljucivo. U tom razdoblju Blanusa je

‘' Hans Thirring (Bec. 23. oZujka 1888. — Be€, 22. oZujka 1976.) poznati austrijski fizicar na
Sveucilistu u Becu. Otac takoder uglednog fizicara Waltera Thirringa, poznatog po udzbenicima
iz matematicke fizike vaZnih za teoriju relativnosti, H. Thirring bio je velik pobomik teorije re-
lativnosti, poznat po proradunu precesije zvrka u gravitacijskom polju rotirajucih nebeskih tijela
(Thirring-Lense efekt). Prisilno umirovljen 1938, zbog Zidovskog podrijetla, profesuru obnavija
1946, u Becu, postaje dekanom 1946./47.. te ¢lanom austrijskog Sabora 1957. — 63. Aktivist je
mirovaog pokreta ( Friedensbewgung). poznat i po Thirringovome planu (jednostrano razoruZanje
Austrije).
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odsluSao sljedec¢a Thirringova predavanja: teorijsku mehaniku kroz dva
semestra, dva semestra teoriju topline, jedan semestar teoriju spektara, te
seminar iz teorijske fizike kroz Sest semestara (vidi u ht. 35.). Vrlo je
vierojatno da se Blanuin interes za teoriju relativnosti poCeo razvijati bas
u Thirringovim seminarima i predavanjima, kod fiziCara Koji je 1zvorno
predvidio efekte u precesiji zvrka pod utjecajima gravitacijskog polja Ze-
mije i njezinog geodetskog spina. Da je kojim slucajem Ziv, BlanuSa bi
se sigurno radovao opazanju finth efekata na sustav zvrka i relativistiCke
veli¢ine njegovog gibanja u stazi oko Zemlje. Pogledajmo o kojim se sve
efektima zapravo radi.

Vlastiti kutni moment koli¢ine gibanja zvrka (zamah zvrka) u Newtonovoj
mehanici opisujemo trikomponentnim vektorom L. U kontekstu specijal-
ne teorije relativnosti vektor [, definiramo u lokalnom sustavu mirovanja
(local rest frame). U takvom sustavu, prema principu ckvivalencije, ako

na zvrk ne djeluje vanyski moment sile M., =0, slijedi 1z jednadZzbe

=t !r':'u' . P - " T

M., == [—jr—l = 0 daje L., konstantan. Zvrk se u Newtonovoj mehanici
[

ncometano vrti, neovisno o tome kako se njegov centar mase (cm) giba.
U specijalnoj teoriji relativnosti i':,.,,, se u lokalnom sustavu mirovanja
zamijenjuje Cetverovektorom L = (0, L.,) Cija je viemenska komponen-
ta nula. Vektor L je poprostoreni (spacelike four-vector) vektor, pa se
relativisticke jednadzbe vrtnje zvrka u prostoru Minkowskog najzgodni-
je opisuju u kovarijantnome obliku. U svakoj revoluciji zvrka koja se
promatra u obitelji trenutanih uzastopnih inercijalnih sustava mirovanja
zvrka L = (0, Ef.,,,(_:)). ispada da se Cetverovektor L mijenja. Relativis-
ticka jednadzba gibanja zvrka u ovisnosti o pravom ili vlastitom vremenu
t(propertime) opisuje promjenu njegovog kutnog momenta kolicine gi-
banja [vidi u lit. 2.):
Aley -

s

dr oD
gdje je
= —-1=4d
Qp = Yﬁ: x—f—_-
kutna brzina prcccsge, poznata kao Thomasova precesija zvrka. U njoj
su B = E LB = (:I—E . é dok je y = ﬁ Lorentzov faktor. Tho-

masova precesija se ne pojavljuje u geodetskim gibanjima zvrka. Mogl
bismo Thomasovu precesiju — Kao precesiju sustava rotirajuceg zvrka —
tumaciti kao posljedicu Lorentzovih transformacija kojima povezujemo
precesiju (velicine zvrka) u trenutaénim uzastopnim sustavima (vrijeme
7) s laboratorijskim sustavom (vrijeme ¢ ) u kojem se ona za svaki poje-
dinacni tren ¢ odmabh izravno ne vidi.

Medutim, u vrtnji zvrka koji se giba po stazi oko Zemlje (transporting
gvroscope) mogu se stvarno opazati njegove geodetske precesije u gra-
vitacijskom polju Zemlje, ¢ije mjerenje bi predstavljalo jos jednu vrlo
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finu provjeru Einsteinove teorije relativnosti. Ta krucijalnaideja testiranja
Einsteinove opce relativnosti metodom zvrka oZivotvorena je lansiranjem
Stanford’s and NASA Gravity b sonde 20. travnja 2004. u stazu oko Ze-
mlje C¢ija je visina 640 km iznad polova. Sonda Ce kroz 18-mjesecnu
misiju (sakupljanje podataka) precizno mjeriti geodetske precesije zvika:
de Sitterovu 1 Lense-Thuringovu. De Sitterova precesija zvrka odgovara
sluCaju vrtnje zvrka u stazt oko Zemlje kad b1 Zemlja bila u mirovanju. U
tom se slucaju gravitacijsko polje Zemlje opisuje simetriénom i vremenski
nezavisnom Schwarzschildovom metrikom. Govorimo o de Sitterovo) ge-
odetskoj precesiji (gibanju) zvrka za Schwarzschildovu metriku, koja nije
analogna Thomasovoj precesiji. De Sitterova je precesija Karakteristina
za slobodno padajuce trenutaéng sustave zvrka u polju Zemlje, a ne za
ubrzavajuce kao u sluc¢aju Thomasove precesije u prostoru Minkowskog.
Zemlja istovremeno ima vrtnju oko svoje osi, mogli bismo reci karakteri-
sticni vlastiti geodetski spin, kojim narocito fino utjee na gibanje zvrka.
Taj se utjecaj opaza kao Lense-Thirringova precesija, odnosno u feno-
menoloSkom izricaju kao uvijanje trenutacnih uzastopnih sustava zvrka
(“frame dragging™). Metrika vise nije statiCka: premda je polje slabo, vrt-
nja (spin) Zemlje za sobom smice (uvija) lokalni inercijalni sustav zvrka,
Sto se u opcoj teorji relativnosti racuna Kao Lense-Thiringova precesi-
ja. Ova se precesija moze 1zraCunati za slabo gravitacyysko polje Zemlje
pod uvjetima poslije-Newtonove granice ( PostNewtonian Approximation,
PN-approximation). Srednjak kutne precesije zvrka po jednoj njegovoj
revoluciji, po godini, Koji smo prilagodili parametrima staze satelita, 12nosi
[vidi lit. 2.1 3.):

. 3GMmY? g oA
[<Q)]| = _ZG_S"{'?; 2 84(— ) godina,
rir2 r

gdje su M., 1 Ry masa i polumjer (na polu) Zemlje, G Newtonova
gravitacijska konstanta, " oznaka za lu¢nu sekundu, a r polumjer staze
satehita (1znad polova) u polju Zemlje. Gravitacijska satelitska sonda b ¢e
sakupljati ba§ podatke o srednjoj kutnoj precesiji zvrka i efektu uvijanja
njegovog lokalnog inercijalnog sustava. OcCekuje se da ¢e ona 1zmjenti
(testirati) 6.614 "/godini za geodetski efekt zakreta L zvrka, te 0.0409
" /eodini za uéinak wvijanja (dragging) inercijalnog sustava zvrka. Lan-
siranje gravitacijske sonde b kao preciznog visokotehnoloSkog uredaja
za testiranje Einsteinove teorije relativnosti ozbiljno je razmatrano jos u
ranim 00-im godinama 20. stoljeca. Projekt je zapoCeo potkra) travnja
2004. godine. s nagsavrSenijom satelitskom 1 astronomskom tehnologijom,
te specijalnim zvrkom konstruiranim tehnikama moderne nanotehnologi-
je 1 supravodiCke tehnologije. Zvrk ¢ine 4 kuglice promjera 3.8 ¢cm iz
stopljenog kvarca s vanjskom koSuljicom od 1.27 u m niobijevog sloja.
Kapljeviti helij 1z Dewarova spremnika drzi niobijeve obloge kuglica na
1.8 K da bi s¢ sicuSnim magnetskim poljem definirali viskovi osi rotirajuce
kuglice. Kuglice se vrte (spin) frekvencijom 10 000 okretaja/minuti, a od
vanjskih magnetskih smetnji u toj vrtnji zaStic¢ene su Stitom Koji prigusuje
vanjske magnetske utjecaje 10> puta. Referentna orijentacija vrtnje ku-
glica (smjer vrtnje u lokalnom inercijalnom sustavu zvrka) raCunalno se
namjesta i kontrolira pomoc¢u malog teleskopa na sondi prema udaljenom
zvijeZzdu IM Pegaz. ZvijeZzde ima ulogu relativnog udaljenog Kopernikan-
skog sustava “fiksnih zvijezda™ za umjeravanje 1 kontrolu zvrka na sondi.
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To e trajati punih 16 mjeseci, tijekom uzimanja podataka. Zvrk je savrse-
no tehnolo$ki napravljen, a njegovo okruZenje precizno umjereno, tako da
se iz signala koji se ocitavaju pomocu 4 SQUID-pojacala s 4 kuglice mogu
opazati pomaci kutnog momenta koli¢ine gibanja zvrka L do osjetljivo-
sti ispod 0.04 " /godini. Pozitivan rezuitat ovog pokusa bit Ce krucijalna
potvrda Einsteinove teorije relativnosti (gravitacije), doCim bi nas nuiti re-
zultat pokusa doveo u svojevrsnu Michelson-Morleyevu modernu situaciju
21. stoljeca — kad valja ¢initi nove teorijske korake.

5. Zakljucak

Blanugine doprinose teoriji relativnosti razlucili smo i poredali u 3 ranga:
izvorne doprinose kroz Blanusine transformacione formule za koliCinu to-
pline i temperaturu (I.), koje je BlanuSa dobio izvornom primjenom STR u
termodinamici 1947. godine, zatim znanstveno dopisivanje s W. Paulijem
1948. godine (11.) o pojmovnim osnovama i formalizmu teorije relativno-
sti, te Blanusinu metodu (111.) u poimanju, obja$njavanju i populariziranju
teorije relativnosti. Izdvojili smo, 1 drzimo narocito znacajnim, BlanuSino
pismo poStovanom Profesoru W. Pauliju, Sto ga je BlanuSa napisao na
Martovske ide 15. 03. 1948. g. u Tehnickom fakultetu u Kacicevoj 26 u
Zagrebu. Ovo je pismo vazno u okviru povijesti znanosti jer pokazuje
da je teorija relativnosti, kao veli¢anstvena prirodoznanstvena teorija joS
uvijek otvorena Sto ¢e, vjerujemo, do izrazaja do¢i napose 2005. godi-
ne prigodom njezine 100. godiSnjice. Blanusin pristup specijalnoj teoriji
relativnosti tijekom cijelog njegovog Zivota u najboljem je skladu s Eins-
teinovim tumacenjem: STR je teorija o transformacijskim pravilima koja
povezuju fiziCka opazanja razlicitih inercijalnih opaZzaCa. [ u suvremenim
DSR-pokuSajima, kad se STR Zeli revidirati, to se ne osporava. D. Blanu-
Sa izveo je drukciji oblik transformacijskih formula za koli¢inu topline i
termodinamiCku temperaturu od Planckovih. Planckove relacije Pauli je
ugradio u svoju slavnu knjigu iz teorije relativnosti 1921. godine. Blanu-
Sa je smatrao da je Planckovo shvacanje krivo, prema tome su i relacije
neto¢ne, te ih nije mogao prihvatiti. Iz osjecaja duznosti (u Kantovoj for-
mulaciji), odnosno ljubavi (u platonickoj formulaciji) prema znanstvenoj
istini s jedne, te poStovanja prema W. Pauliju i njegovom djelu i ulozi u
fizici s druge strane, BlanuSa je odlucio pisati Pauliju pisma s detaljnim
obrazloZenjima i argumentima za svoje transformacijske formule u termo-
dinamici. Tako je zapo¢elo njihovo znanstveno dopisivanje, jedinstveno u
modernoj hrvatskoj znanstvenoj povijesti, a mozda i Citavoj hrvatskoj kul-
turnoj i znanstvenoj povijesti. Dodatni razlog Blanu$a je svakako nalazio
i u Cinjenici da je Pauli neposredno prije, 1945. godine, primio Nobe-
lovu nagradu za fiziku za slavni Paulijev princip iskijuCenja. BlanuSine
transformacijske formule u relativistickoj termodinamici i kontekst njiho-
va otkric¢a nisu jo§ u povijesno-znanstvenom okviru zavriena prica. Na$
prikaz i rezultate istraZivanja tih pitanja moZemo u suvremenom kontekstu
sabrati u ove zakljucke 1 prijedloge.
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e Blanusa je pogrijesio Sto vlastita otkri¢a u teoriji relativnosti ni-
je pokusao objaviti u svjetskim Casopisima 1z fizik tog vremena.
Njegovi doprinosi ostali su tako samo “lokalno™ prepoznati!

o Odgovornost znanstvenika (' Verannwortung des Wissenschaftlers™)
Blanusa je u ovom slucaju uzimao tako da najprije treba upozoriti
najuglednije Zivuce fiziCare (osnivace) u podrucju teorije relativ-
nosti, ne bi li se oni suglasili s njegovim izvodima. U to je doba u
Europi to bio Pauli, a Einstein je u Americi bio zaokupljen drugim
pitanjima i problemima. Premda Pauli nije Blanusi dao ocekivani
odgovor, takav BlanuSin eticki stav ostaje uzor narastajima buducih
istrazivaca u Hrvatskoj, Europi i svijetu.

o Jeli Blanu$a u pismima mbzdatrebao upozoriti na usputnu Paulije-
vu i Planckovu opasku (st 86. Paulijeve knjige, engl. izd. iz 1958.)
o tome da poopcéavanje tenzora Sy (tenzor Minkowskog) na druge
oblike energije osim elektromagnetske moze dovesti do stanovitih
(*neopravdano uznemirujucih™) paradoksa? Bi li Pauli drukcije
postupio i preporucio Blanu$in rad za objavljivanje u svjetskom
Casopisu iz fizike, moZzemo samo nagadati! Ostaje otvorenim Sto
bi “strasni Pauli” (“die fiirchterliche Pauli”) ili “bic BoZji” ( “die
Geissel Gottes” ) napravio?

e V. Devidéov zakljucak (vidi u lit. 1.) da se Blanusina otkric¢a u
poznatim udzbenicima iz termodinamike neopravdano pripisuju H.
Ottu (koji je do istih otkri¢a doSao 13 godina kasnije od Blanuse),
najboljim su putokazom Sto hrvatski znanstvenici trebaju uciniti.
Napose se to odnosi na hrvatske povjesniCare znanosti!

BlanuSina motivacija u njegovim pismima Pauliju bila je iskljucivo znan-
stvena. Pored Zelje da se u relativistickoj termodinamici primjenjuju
toCne fizikalne formule, Blanu$a je narocito Zelio da De Broglie u svoj
novi projekt valno-mehanicke teorije termodinamike tog vremena ugradi

SI. 5. Zagreb 1981. g. 25-obljemica ETF. Urucenje plakete
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Blanusine, a ne Planckove formule. Blanusa je bio stalno zainteresiran i
otvoren za suvremeni razvoj fizike svog vremena. Na Kraju pisma Pauliju
od 15. 03. 1948. podine, spominjuci 1 pozdrave Sto ith Pauliju Salje Dr.
Havlicek, Blanusa naroCito moli Paulija da mu poSalje ¢lanak o Kvantnoj
teoriji gravitacije dvojice ruskih fizicara Ivanenka i Sokolova, objavljen u
Proc. Roy. Soc. A, 173 (1939) 212, a §to ga on sam nije u MOguUcnosti
nabaviti.

Prisjetimo se nekih ¢injentca o Pauliju. Krsni je kum Pauliju bio E. Mach,
fizicar i filozot Ciji je doprinos idejama Einsteinove teorije relativnost
bio klju¢an. Opéepoznata je Cinjenica da je W. Pauli imao “tez1” karak-
ter. Fizicar Paul Ehrenfest nazivao je Paulija “strasnim Paulijem” (“die

furchterliche Pauli”) ili pak “bicem BoZjim” ( “die Geissel Gottes™ ). Sab-

rani znanstveni radovi Wolfganga Paulija u dva velika sveska, objavljeni
1964. godine, pocinju pretiskom poznatog Paulijevog teksta napisanog
pred njegovu smit 1958, godine, u kojemu on izraZava nevjericu u netom
otkriveno naruenje simetrije prostornog pariteta (zrcaljenja) u f§ -raspadu.
T. D. Lec i C. N. Yang su 1956. teorijski pretpostavili takvo naruSenje, a
cksperimentalno izmjerila i protumaéila C. Wu u 3 -raspadu % Co 1957.
godine. Pauli je takve ideje teSko prihvacao, tako da nc iznenaduje njegov
odnos prema Blanusi, njegovim izvodima 1 pismima.

S druge pak strane, BlanuSine radove i djelovanje u matematici i fizici
kao i u njihovu presjeku mozemo opisati jednostavnom Poincaré ovom
konvencijom: “Les faits ne parlent pas” ( “Cinjenice ne govore.”). Hen-
ri J. Poincaré ovom trivijalnom konvencijom osigurava mjesto 1 ulogu
matematickoj fizici, hipotezi 1 generalizaciji u znanstvenom istrazivanju
opéenito. Poincaréova algebra i filozofske ideje ponovo oZivljuju u poku-
§ajima formuliranja novih postulata u fizici relativnosti, kad se relativnost
Zeli prosiriti 1 na fenomenologiju kvantne gravitacije. Poincaré je Zelio
naglasiti kako nije sve u podacima i pokusima. ma koliko oni veliki i
znacajni bili! D. Blanusa je mislio i djelovao sli¢no kao 1 slavni francuski
matemati¢ar 1 filozof Poincaré.

Zelimo jos reci da termodinamicki prijepor izmedu BlanuSe 1 Paulija nije
razrijeSen osjetljivim i preciznim pokusima. Barem Koliko je autoru ovog
¢lanka poznato! To nam se ne ¢ini stranim jer Blanu$a nije svoje otkri-
¢e objavio u svjetskom Casopisu iz fizike, da bi se time onda pozabavili
vrhunski sveuciliSni laboratoriji u svijetu. S druge strane, ostvarenje mi-
saonih eksperimentalnih prijedloga 1z njegovih ¢lanaka, i danas izgleda
tvrdim eksperimentalnim problemom. Naime, precizna mjerenja prijelaza
topline izmedu tjela u sustavu u mirovanju 1 odgovarajucem gibajucem
sustavu upucuju na gotovo savrsenu izolaciju tih sustava od okoline. To
je, kako je poznato, jedan od najtezih tehnickih iskusenja termodinamike
u njezinoj povijesti!

Mozemo na kraju reci da se u razvoju hrvatskog prirodoslovlja i matema-
tike u 20. stolje¢u ime profesora Danila BlanusSe izdiglo zbog njegovog
dugogodisnjeg interesa i temeljitog bavljenja A. Einsteinom i pitanjima
teorije relativnosti. Smijemo reci da svojim transformacijskim formulama
i dokazima za njihovu valjanost Blanusa zasluZuje mjesto uz bok Plancku
i Pauliju u podrucjima STR i termodinamike.
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Josip Loncar i Danilo Blanusia. U pozadini BoZidar Stefanini.
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PRIKAZRADA
“METODA SIMETRIGNIH KOMPONENATA”

Vjekoslav Filipovic

ad je nastao na temelju predavanja koje je autor odrzao na stru¢nom semi-
naru orgamziranomna principu kratkotraynog poshijediplomskog studija za
inzenjere elektrotehnmke. Objavljen je u Zborniku predavanja sa seminara
Elektroindustryjska problematika velikih elektrana, odrzanog od 15. do
25. IV, 1957, u organizaciji Zavoda za elekurostrojarstvo Elektrotehmckog
fakulteta Zagreb. 1zdalo Elektrotehmcko drustvo Hrvatske.

U uvodnom dijelu rada naveden je pregled hterature 1 obrazlozen smisao
razvoja metode 1 njezinog uvodenja u teoriju viselaznih izmjenicnih struja.
Autor zatim podsjeca na predocavanje sinusnih 1 kosinusnih 1zmjeniénih
veli¢ina kompleksnim brojevima te 1zvodi vezu 1zmedu produkta kom-
pleksnih brojeva sa sklalarnum 1 vektorskim produktom vektora. Nakon
definiranja operatora zakrctanja vektora u ravnint uvodi pojam sustava
vektora u ravoint 1 pojam njthove simetricnostt.  Tu obrazlaze 1 pravi-
la zbrajanja 1 mnozenga opéenitih (nesimetriénih) sustava vektora preko
zbrajanja 1 mnozenja njthovih komponenata. Za simetriéne sustave vek-
tora 1zvodi posebna pravila koja vrrjede kod njihovog mnoZenja. Nakon
Sto uvede pojam zbroja komponenata sustava, utveduje njegov 1znos za
razli¢ite simetriéne sustave sastavljene od tryju vektorskith komponenata.
Takoder pokazuje cemu je jednaka suma zbrojeva komponenata dvaju su-
stava. Ovdje uvodi 1 pojam konjugirano kompleksnog sustava vektora u
raviini.

Na temelju definranih pojmova 1 pomocu izvedenth 1 provjerenih pravila
autor u srediSnjem dijelu rada 1izvodi osnovni teorem metode simetricnih
komponenata, bitan za njezino razumijevanje 1 prihvacanje, koji izrice
da se bilo Kop sustav s tmju vektorskih komponenata moze shvatit kao
zbroj triju sunetric¢nih trokomponentnih sustava. Vigednost tvrdnye da je
uvijek moguce jednoznaéno rastaviti bilo kop trofazni sustav na trr sime-
miéna (direktni, inverzni i nulu) potkrepljuje analiti¢kim i geometrijskim
dokazima.



86

DANILO BLANUSA

Si. 1. Zagreb 1973.g. Na glavnoj skupstini Elcktrotchnickog drustva

Da bi pokazao odnos izmedu snaga trofaznog nesimetricnog strujno-
naponskog sustava i snaga nadomjesnih simetri¢nih sustava podsjeca na
pojmove i definicije trofazne djelatne, jalove i prividne snage. KoriStenjem
izvedenih pravila za mnoZenje simetri¢nih sustava, pravila za odredivanje
konjugirano-kompleksnog sustava simetricnom sustavu i definicija trofa-
znih snaga lagano izvodi drugu vaznu relaciju metode simetri¢nih kompo-
nenata. Ona kaZe da su trofazne snage nesimetricnog strujno-naponskog
sustava (djelatna, jalova i kompleksna prividna) jednake zbroju trofaznih
snaga nadomjesnih simetri¢nih sustava.

Primjenu metode autor ilustrira na primjeru jednofaznog kratkog spoja
trofaznog voda. Tu ukazuje i na uzroke razli¢itih vrijednosti impendan-
cija direktnog, inverznog i nultog sustava, te upucuje na nacin njihovog
odredivanja mjerenjem. Iz poznatih struja i napona jednofaznog kratkog
spoja, izraza koji vezu struje pojedinih simetri¢nih sustava sa strujama ne-
simetri¢nog, te naponskih jednadzbi za odredene strujne krugove odreduje
izraze za struje simetri¢nih sustava, izraz za dozemnu struju, fazne napone
mjesta kratkog spoja prema zvjezdistu generatora i prema zemlji.

U ovom radu autor je metodi¢no, na njemu svojstven jednostavan i jasan
naCin prilagoden inZenjerskom predznanju izveo osnovne relacije meto-
de simetri¢nih komponenata, metode koja u teoriji viSefaznih strujno-
naponskih sustava ima posebno znaCenje. Na kraju moram spomenuti,
iako je rad pun matematickih izraza, autor je dosljedno proveo interpunk-
ciju kroz cijeli tekst, te je terminologija koju je on tada koristio danas
prihvacena.
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1. Uvod

O BLANUSINU DOPRINOSU ODREBIVANJA
BROJA NEZAVISNIH UVJETA

U TRIGONOMETRIJSKIM MREZAMA

Milienko Lapaine

azetak. Ukratko je opisana problematika geodetskih trigonometrijskih
mreza L uvjeti koji se postavljaju pri matematickoj obradi odgovaraju-
cih geodetskih mjerenja.  Prikazan je rad H. Junga iz 1941. na koji se
nadovezuju istrazivanja D. Blanuse, a zatim i Blanusin rad *“Uber die An-
zahl der Bedingungsgleichungen [in] beliebigen geoddtischen Netzen (O
broju uvietnih jednadzbi u proizvoljnim geodetskim mrezama)”, objavijen
1944. godine. Na kraju je na primjerima ilustriran problem nezavisnosti,
odnosno gavisnosti uvjeinih jednadzbi u trigonometrijskim mrezama.

Kljuéne rijeci: trigonometrijska mreza, triangulacijska mreza, uvietne
Jednadibe, Danilo Blanusa.

U ovom prikazu bavimo se radom Danila BlanuSe: Uber die Anzahl
der Bedingungsgleichungen [in] beliebigen geoditischen Netzen (O bro-
1 uvjetnih jednadzbi u proizvoljnim geodetskim mrezama), objavlje-
nog na njemackom jeziku 1944, codine u publikaciji Zeitschrift fiir Ver-
messungswesen.

Zewtschrift fiir Vermessungswesen (V) jedan je od nagpoznatiph svjetskih
geodetskih casopisa. Izlazi od 1872, eodine kao strucno glasilo Njemac-
kog drustva geodeta (Deutscher Verein fiir Vermessungswesen). U njemu
se objavljuju najnovija geodetska saznanja 1z teorije 1 prakse. Danas pokri
va podruc)a geodezije, ecomformatike 1 upravljanja zemljistem. Skraceni
naziv ¢asopisa je i dalje ZFV, ali puni naziv je Zeitschrift fiir Geodasie,
Geoinformation und Landmanagement.

U tom ¢asopisu, u kojem je objavljen navedeni Blanusin rad (1944 ), ob-
Javljen je prije toga rad FL. Junga (1941) na kop se BlanuSin nadovezuje,
a kasmije rad . Knorra (1952) koji Blanusin rad citira.
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Osim ZfV-a, uz spomenuti Blanusin rad vezana je jo$ jedna izuzetno vaz-
na geodetska publikacija: Handbuch der Vermessungskunde, izdavac J. B.
Metzler, Stuttgart. To je geodetski prirucnik za koji se moZe reci da je po
opsegu i znaaju zapravo geodetska enciklopedija. Prvo izdanje izaslo je
jo§ krajem 19. stoljeca. Do danas je objavljeno deset izdanja, koja su svaki
put dopunjena i preradena. Posljednje izdanje iz 1961. godine objavljeno
je u deset knjiga (pet glavnih i pet dodatnih svezaka). Poznato je i Cesto se
citira i pod nazivom Jordan/Eggert/Kneissl, prema prezimenima trojice
glavnih urednika, poznatih njemackih profesora geodezije.

Handbuch der Vermessungskunde, Band 1, 8. izdanje (Jordan, Eggert
1935), jedan je od dvaju izvora na koje se Blanusa poziva u svojem radu.
U 10. izdanju, Band IV, Mathematische Geodisie (Landesvermessung)
citira se Blanu§in rad u §65 na str. 544 (Jordan, Eggert, Kneissl 1958).

St. 1. Na Sljemenu

Problematika kojom se Blanusa bavi u svom radu spada u dva uZa pod-
ru¢ja geodezije: raCun izjednaCenja i viSu geodeziju ili drzavnu izmjeru
(Helmert 1872, 1924, Cubrani¢ 1954, GroBmann 1961, Gotthardt 1968,
Bjerhammar 1973, Hopcke 1980, Haimov 1984, BoljSakov 1 Markuze
1984, Boljsakov i Levcuk 1985).

Prema Hopckeu (1980), formule za odredivanje broja uvjetnih jednadzbi
dao je C. F. Gauss, dokazao ih je Ch. Gerling, a dalje prodirio F. W. Bessel.
Zanimljivo je da za izbor nezavisnih uvjeta u trigonometrijskim mreza-
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ma postoji tzv. Besselovo pravilo (Englemann 1875/76, Helmert 1924,
Cubranié 1954).

D. Blanusa diplomirao je na Elektrotehnickom odsjeku TehniCke visoke
Skole u Becu, a nekoliko semestara sluSao je jos i teorijsku fiziku 1 mate-
matiku. Od 1934. do 1944. radio je kao elektroinZenjer Gradske elektri¢ne
centrale u Zagrebu. Godine 1937. poceo je istraZivati izvjesna svojstva
Besselovih funkcija i1 na tom podrucju doktorirao 1942. na Tehnickom
fakultetu u Zagrebu. Prirodno se postavlja pitanje odakle Blanusi ideja
da se otprilike u to doba pozabavi problemom broja uvjetnih jednadzbi u
geodetskim trigonometrijskim mrezama? ToCan odgovor na to pitanje za
sada nije moguce dati. Medutirp, Eit%e_zzlnicaje da se Blanusa 1943. god.
habilitirao na Tehnickom fakultetu' u"Zagrebu za predmet matematika, te
da je 1944. izabran za izvanrednog profesora na tom fakultetu. Sigurno je
poznavao neke od nastavnika koji su u to doba bili na TehniCkom fakultetu
pa je vrlo vjerojatno preko nekoga od njih doSao do prvih saznanja o nekim
geodetskim problemima. Nastavnici geodetskih i njima srodnih predmeta
na Tehnickom fakultetu, navedeni abecednim redom, bili su uz Danila
BlanuSu: Nikolaj Abakumov, Boris Apsen, Josip Baturi¢, Franjo Braum,
Juraj BozZicevi¢, Nikola Cubranic, Antal Fasching, Zenon Hanzek, Otto
Hoffman, Pavle Horvat, Stjepan Horvat, Ivan Jagni¢, Mato Jankovié, Stevo
Jednak, Lyubomir Katu8i¢, Vladimir Kirin, Marije Kiseljak, Ivan Kreizi-
ger, Andelko Krcek, Milan Krekovi¢, Slavko Macarol, Zeljko Markovic,
Vilim Nice, Ivan Novak, Mijo Philippovi¢, Leo Randi¢, Milenko Sevdié,
Stjepan Skreb, Mirko Tomic¢ i Vladimir Vrani¢ (Lapaine 2002). Izgleda
da se Blanu$a kasnije nije viSe bavio problematikom geodetskih mreza.
Ipak, mreze i grafovi ostaju jedna od njegovih preokupacija (vidjeti, npr.,
Blanusa 1963, Ivansi¢ 2001 ).

Na ovome mjestu treba spomenuti par terminoloSkih momenata. U geo-
deziji se ponekad mjere kutovi, a ponekad pravci. Kad kazemo pravac,
tada u geodeziji zapravo mislimo na smjer. Naime, u hrvatskoj geodetskoj
praksi uobicajen je naziv pravac, premda je, npr., na engleskom directi-
on, na njemackom Richtung ili ruskom napravlenie. Radi se zapravo o
oCitanju na skali kutomjera odgovarajuéeg geodetskog instrumenta (npr.
teodolita). Razlika takvih dvaju ocCitanja, odnosno “pravca”, zapravo je
vrijednost veliCine pripadnoga kuta.

U geodetskoj literaturi o trigonometrijskim mrezama susrecu se razliciti
uvjeti, a medu njima su figurni i poligonski. Tu treba pripaziti jer se pone-
kad pod poligonskim uvjetima misli na figurne, a ponekad ne. Jedni i drugi
objas$njeni su u ovome radu u 3. poglavlju. Ovdje cemo samo naglasiti
da Blanus$a upotrebljava termin poligonski uvjet ili poligonska jednadZba
(Polygongleichung) za uvjet o zbroju kutova u poligonu. U hrvatskoj
struénoj geodetskoj literaturi takvi se uvjeti nazivaju figurnima {Cubranié
1954). Vidjeti takoder napomenu na str. 544 u Jordan/Eggert/Kneissl
(1958).
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2. Geodetske trigonometrijske mreze

Trigonometrijska ili triangulacijska mreZa je skup stabiliziranth toCaka na
Zemljinoj povisini, na 1izvjestan nac¢in medusobno povezanih i polozajem
odredenih u jedinstvenom koordinatnom sustavu.

Bududi da se u navedenoj definiciji mreZe ne spominju ni trigonometrijske
funkcije ni trokuti, prirodno se postavlja pitanje zaSto se takve mreze u
gcodeziji nazivaju tigonometrijskima ili triangulacijskima. Odgovor je
moguce naci u povijesti. Naime, u osnovi, u geodeziji je rriangulacija
odabiranje 1zvyesnog broja tocaka na terenu. njihovo medusobno povezi-
vanjc obiljezavanjem, signalizacijom u oblik trokuta pa pomocu mjerenja
kutova njihovo odredivanje, tako da se tocno ustanovi njihov medusobni
polozaj (Cubranié, 1954). ‘Triangulaciju je prvi uveo (1615) Holanda-
nin Willebrand Snelhus. Osnovna je zamisao da poznavajuci samo jednu
duzinu 1 upotrijebivii uocene trokute te mjerect Kutove u tim trokutima.
mozemo 1zracunati stranice svih ostalih trokuta. U tom racunu pojavljuju
se trigonometrijske funkeije i odatie naziv trigonometrijska mreza. Od
Snelliusa do naSeg doba triangulacija je u geodezip bila osnovnt nacin
odredivanja medusobnog poloZaja stalnih — osnovnih toc¢aka.

Tocke se rasporedtuju po terenu prema unaprijed sastavljenom projektu, a
sluze kao oslonac za geodetsku izmjeru i potom za dobivanje topogratsko-
Katastarskih planova i karata razhi¢ita mjerila, te kao koordinati sustav
(okvir, eng. frame) za ostvarivanje mnogih inZenjerskih radova na tere-
nu 1 za razne znanstvene potrebe (odredivanje oblika, izmjera 1 fizikalnih
svojstava Zemlje).

Nezamjenjivu ulogu u razvoju geodezije i ostalih geoznanosti ima uspo-
stavljanje 1 osuvremenjivanje osnovnih geodetskih mreza, koje su temel)
za 1zvodenje ostalih geodetskih radova, bilo za prakticne ilt znanstvene
namjene. Osnovnim geodetskim radovima prikupljaju se temeljni podaci
0 polozaju lo¢aka geodetskih mreza t temeljni podaci o geofizickim, odno-
sno geodinamickim poljima. Geofizi¢ka su polja. npr.. polje ubrzanja sile
teze. geomagnetna polja i sl., a u geodinamicka se polja ubrajaju polja sila
koje uzrokuju pomake Zemljina tla (npr. pomake tektonskih ploca). To su
osnovne geodetske baze, t). skupina geodetskih mreza i toCaka definiranih
u astronomsko-geodetskoj mrezi, trigonometrijskoj mrei, mreZi preciznog
nivelmana i nivelmana velike tocnosti, te osnovnoj gravimerrijskoj mrezi.

U suvremenoj se geodeziji te mreze ujedinjuju, tj. sve se mjerne velici-
ne (duljine, kutovi, pravei, azimuti, visinske razlike, koordinatne razlike,
razlike ubrzanja sile teze i njihove derivacije) zajednicki obraduju, pa je
tako nastao novi pojam integrirana geodezija.

Primjenom suvremenih satelitskih metoda za uspostavljanje geodetskih
mreZa | mjerenjem apsolutnih ubrzanja sile teze podaci o geodetskim toc-
kama Cesto se dobivaju samostalno (odvojeno), te je u buduénosti realnije
govoriti 0 polju tocaka nego o mrezi izravno povezanih tocaka.
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Trigonometrijske mreZe rasprostranjene po cijelomteritoriju drzave osnov-
ne su drzavne poloZajne mreze. One omogucuju ujedinjenje geodetskih
radova razlic¢itih mjerila, izvedenih u razli¢ito vrijeme i na razli¢itim mje-
stima. U novije je doba istodobnom primjenom kinemati¢kih globalnih
pozicijskih sustava (satelitsko odredivanje polozaja) i aerofotogrametrije
moguce paralelno stvarati mreZe i snimati detalje.

Razvijanje trigonometrijskih mreZa sastoji se od terenskih radova te obra-
de i interpretacije rezultata terenskih mjerenja. Terenski se dio rada sastoji
u organizaciji i izvodenju astronomsko-geodetskih mjerenja. U posljednje
doba tu pripada i prikupljanje baze podataka izravno na terenu. Obrada i
interpretacija rezultata obuhvaca pedukciju obavljenih myerenja na prihva-
¢enu referentnu plohu, matematicku obradbu rezultata mjerenja, njihovu
sistematizaciju i graficko prikazivanje, te stvaranje izlaznih podataka.

Trigonometrijske se mreZze uspostavljaju terestrickim i satelitskim meto-
dama, odnosno pomocu Klasi¢ne i pomocu satelitske triangulacije, trilate-
racije i poligonometrije. Ved se primjenjuje, a pogotovo ¢e se u buducnosti
primjenjivati globalni pozicijski sustav (GPS), koji i na kratkim udalje-
nostima daje to¢nost jednaku toc¢nosti klasi¢nih terestrickih metoda. Ta
metoda ne zahtijeva dogledanje stajaliSta, dakle ni podizanje skupih sig-
nala, pa se ubraja medu najekonomicnije precizne metode.

Kod klasi¢nih metoda uspostavljanja trigonometrijskih mreza, vec pre-
ma obliku i veliCini teritorija primjenjivale su se dvije metode: pomocu
povriinske trokutne mreze i mreze lanaca.

Povrsinska trokutna mreZa prekriva cijel drzavni teritorij mrezom trokuta.
Zbog velikih tro§kova, ograni¢enih tehnickih sredstava, nedovoljnog kad-
rovskog potencijala, te nemoguénosti zajednic¢kog izjednacenja, u velikim
zemljama takav nacin razvijanja mreza nije bio prikladan, pa se primje-
njivala mreZa lanaca uzduz meridijana i paralela s njithovom prosjecnom
duljinom od 200 km. Na mjestu presjeka lanca mjerene su astronomske
koordinate toCaka (8irina i duljina), azimuti i duljine stranica radi orijen-
tacije 1 dobivanja mjerila mreZe. Tocke mreZe na kojima su izmjerene
astronomska Sirina, duljina 1 azimut nazivaju se Laplaceovim tockama
(Bilajbegovié, 1997). :

Trigonometrijska mreZa I. reda je trigonometrijska mreza s prosje¢nom
udaljeno$cu tocaka od =30 km. Ona je odredena reljefom terena, Ze-
mljinom zakrivljenoScu, optickim mogucnostima instrumenata 1 metco-
roloSkim uvjetima. Lanci su najCeSée sastavljeni od trokuta koji se nizu
jedan na drugi 1 od Cetverokuta s obje dijagonale, a rjede od naslonjenih

sredi$njih sustava 1 dva reda trokuta (sl. 2).

Daljnja se proguscéivanja mreZe izvode po nacelu iz velikog u malo. Tako
je trigonometrijska mreza ll. reda skup stabiliziranih tocaka na Zemljinoj
povrsini uklopljenih u mrezu L. reda i s pojedinaéno ili skupno odredenim
koordinatama s prosje¢nom udaljeno$cu to¢aka od = 18 km. Jednako su
tako toCke trigonometrijske mreze 1. reda uklopljene u mrezu Il reda s
prosje¢nom udaljenoS¢u od = 12 km, a toCke trigonometrijske mreze 1V.
reda uklopljene u mrezu III. reda s prosjecnom udaljeno$c¢u od = 2.5 km.
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SL 2.0 Mreia razvijena sustavom lanaca poligonometrije
Trigonometrijske mreze 1. reda imaju medunarodno znacenje, Kako zbog

odredivanja oblika, 1zmjera 1 fizikalnih svojstava Zemlje. tako 1 zbog uje-
dinjavanja kartogralskih radova drzave.

3. Uvjeti kod trigonometrijskih mreza

Geodetska mjerenja, ma kako 1h to¢no izveli, nece biti potpuno to¢na,
nego ée biti podvrenuta veéim ili manjim pogresakama. Cak 1 kad mjere-
nja popravimo, npr. po metodi najmanjih kvadrata, tako dobiveni rezultati
nece biti toéne vrijednosti trazenih veli¢ina, nego samo priblizne.

Kod triangulacije u geodeziji dobivamo stranice trokuta 1 medusobni od-
nos to¢aka pomocu mjerenth kutova. Svaki kut mjeri se 1zravno vise puta
11z tih se mjerenja arttmetickom 1l opcom sredinom odreduju vrijednosti
pomocu kojih se raCunaju stranice. Da bi se dobila neka stranica, redovito
se uzima veci broj kutova nego Sto je neophodno potrebno za raCunanje te
stranice. Na ta) nacin mogla bi se traZena stranica izracunati preko jednih
i preko drugih kutova 1 tako za nju dobiti viSe rezultata, na temelju kojih
bi se onda zakljucivalo o konacnom, definitivnom iznosu duljine trazene
stranice. No, u geodeziji se obicno radi drukcije. Ne racuna se duljina
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svake stranice iz svih mogucih kombinacijaizmjerenth kutova, nego se po-
stavlja zadatak da se mjeren: Kutovi tako poprave, da se za svaku pojedinu
stranicu trokuta raCunanjem 1z bilo koje kombinacije kutova dobiju jed-
noznacne veli¢ine. Taj postupak naziva se izjednacenjem trignomeltrijske
mreze.

Promotrimo trokut i neka je zadana jedna stranica ¢. Tom duZinom dan
je medusobni odnos totaka A i B. Zelimo li mjerenjem kutova odrediti
toCku C. potrebno je izmjeriti barem dva Kuta u trokutu. No, ako su
izmjerena sva tri kuta, «, 8, A, onda stranice a 1 b mozemo izraCunati po
sinusovom poucku na dva na¢ina. Zbog pogresaka uizmjerenim kutovima
rezultati ra¢unanja nece biti potpano jednaki. To ¢e biti samo onda ako je

o+ B +y = 180°,

Jedno prekobrojno mjerenje daje jedan uvjet. Razmatrajuct trokut na sfe-
n ili elipsoidu, zbroj kutova trokuta mora iznositi 1807 + €, gdje je ¢
odgovarajuci eksces.

Trigonometrijske mreze redovito nisu sastavljene samo od jednog trokuta,
nego od vise njih, pa je svaka takva mreza viSe il manje kompliciran
sustav. Najjednostavniji i osnovni sustavi su centralni sustav i Cetverokut
s objema dijagonalama. Citava mreza predstavlja jednu povezanu cjelinu.
Svi se uvjeti moraju tretirati istodobno 1 skupno, . 1zjednacenje mora
zadovoljiti sve uvjete.

Izjednacenje se sastoji u tome da se zadovolje izvjesni matematiCki uvjet,
tako da kojim god putem racunali, uvijek dobijemo jednoznalne uvjete.
Svako neslaganje nakon izjednacenja rezultat je samo netocnog racunanja,
pa se takve pogreSke uvijek daju, a i moraju, pronaci u samom racunu i
ispraviti.

U geodetskim trigonometrijskim mreZama postoje razne vrste uvjeta.

L. Uvjet figure. U zatvorenoj geometrijskoj figuri (poligonu) zbroj kutova
mora iznositi (n — 2)180° + €, gdje je € odgovarajuci eksces.

2. Uvjet horizonta (stajalidni uvjet). Ako na nekoj trigonometrijskoj tocki
izmjerimo sve kutove, zbroj tih kutova mora biti 3607 .

St 3. Kut 3 jednak je zbroju kutova 11 2
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3. Uvjet zbroja ili razlike (stajaliSni uvjet). Taj uvjet postoji ako je jedan
izmjereni kut zbroj ili razhka drugih mjerenih kutova. Na sl. 3, kut 3
jednak je zbroju kutova 11 2.

[zjednacenje mjerenih kutova na stajaliStu, odnosno stanici obavlja se re-
dovito i prije opceg izjednacenja, kod stajaliSnog izjednacenja, no to ne
mora biti. Ako se opce izjednacenje obavlja po kutovima, tada je bolje da
u to izjednacenje udu kutovi kakvi su stvarno mjereni (Cubranié, 1954).
Stani¢ni uvjeti, iako su priltkom stajali$nog izjednacenja bili ispunjeni,
trebaju ostati ispunjent i nakon opceg izjednacenja.

Ako su mjereni pravei (smjerovi), tada nema stajali$nih uvjeta.

4. Polusni ili sinusni uvjeti. Kad postoji tocka koja je povezana sa svim vr-
hovima nekog zatvorenog lika, mozemo od bilo koje stranice kao pocetne,
pomocu sinusnog poucka izraCunati sve ostale stranice 1 vratiti se natrag
na pocetnu. Uvjet se sastoji u tome da tako izraCunata duljina za pocetnu
stranicu mora biti jednaka polaznoj duljini pocetne stranice. Geometrijske
figure koje ovdje dolaze u obzir su centralni sustav, Cetverokut s objema
dijagonalama i zatvoreni lanac trokuta.

Sl. 4. Centralni sistem

Npr., za centralni sustav sa sl. 4, imamo

abe
— =], odnosno
bca

sin2sin4sin6
sinlsin3sin5

Posljednji uvjet nije linearan, pa ga se obicno linearizira.

S. Uvjet bazisa. Cim u mrezi imamo dvije zadane stranice a i b, nastaje
uvjet bazisa, koji se sastoji u tome da polazeci od stranice b racunskim
putem dobijemo duljinu stranice a, pa se tako izracunata veli¢ina mora
potpuno slagati sa zadanom duljinom stranice a. Bazisni uvjet po svojoj
prirodi nije linearan, pa se redovito linearizira.

6. Fiksni uvjeti. Kad se nova trigonometrijska mreZa nastavlja na staru ili
se umece izmedu dviju starijih, ranije izracunatih mreza, pojavljuju se fik-
sni uvjeti. Ti uvjeti proistiCu iz okvira stare mreZe, koji mora ostati Cvrst,
nepromijenjen. Razlikuju se uvjeti fiksnog kuta 1 uvjeti fiksne stranice.
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7. Poligonski uvjeti. Kad mreza ili lanac trokuta potpuno zatvara pro-
stor Koji jos nije ispunjen trokutnom mrezom, nastaju poligonski uvjeti.
Oni nastaju prukliﬁki u mn(wnnj mrezi sistema lanaca oblika zatvorenth
poligona, a u popunjujucoj mrezi Kad se 1zmedu osnovnth lanaca umecu
daljnji pt)pllﬂjujlitl lanci, odnosno kad se izmedu dviju ranijih triangula-
cija umece mreza trokuta, a da na objema stranicama ostane prostor jos
neispunjen trokutnom mreZzom. Vise o poligonskim uvjetima moze se naci
u odgovarajucoj literaturi (vidi, npr., Cubranic, 1954).

Svi detalji 0 izjednacenju trigonometrijskih mreza s uvjetnim jednadzba-
ma, Ll]\lJUL.LI_]LlLI prikaz svih oblika uvjetnth jednadzbi 1 njihov broj u mrezi
mogu se naci u prirucniku [.lorgdn/Eszgul/hLmsul 1958), u poglavlju
Netzaus gleichung und Basisve reréferung.

4. Broj uvjeta u trigonometrijskim mrezama |
motivacija BlanuSe na dalje istrazivanje

Vec je Heinrich Jung iz Instituta za fiziku u Clausthalu (1941) primije-
tio da uobicajene formule za broj uvjetnih jednadzbi u triangulacijskim
mrezama, kao §to su, npr., one u poznatom priruc¢niku Jordana 1 Eggerta
(Jordan, 1904; Jordan-Eggert, 1935), mogu zakazati u relativno jedno-
stavnim slucajevima.

— — - -
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St 5. Na izlete w Austriji 1976. g,
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Oznac¢imo:

W broj izmjerenth kutova u mrezi,

p broj svih vrthova mreze,

p' broj tocaka odredenih jednostranim presjekom (tj. samo presjekom na-
prijed ili natrag),

[ broj svih linija,

' broj jednostrano opazZanih linija.

Tada se prema raznimizdanjima glasovitog Handbuch der Vermessungskunde,
Band 1, (npr. Jordan, 1904; Jordan-Eggert, 1935}, moZe napisati

B=W-2p+4 (A1) broj uvjetnih jednadzbi
P=(-0I')-(p-p)+1 (A2) broj poligonskih jednadzbi
S=1-2p+3 (A3) broj jednadzbi stranica
St=W=2+0+(p-p) (A4) broj stajalisnih jednadzbi

i takoder
B=P+S+S$t {AS) broj uvjetnih jednadzbi

Te formule dobre su za vecinu slucajeva koji dolaze u praksi. Ipak, pri
pazljivijem razmatranju moZe se vidjeti da je njithova primjena ogranicena
i da one zakazuju u sasvim jednostavnim slucajevima. Jung (1941} je to
pokazao na dvama primjerima, od kojih ovdje reproduciramo jedan.

SL. 6. Odredivanje poloZaja tocke C presjekom natrag

Na sl. 6 prikazana je jednostavna shema obi¢nog presjeka natrag. Neka
je izmjerena osnovica AB. Iz njezinih krajnjih to¢aka presjekom naprijed
odredena je treca tocka, C. Konacno, nova tocka, N odredena je presje-
kom natrag. Ako su izmjereni kutovi koji su oznaceni lukovima na sl. 6,
tada nema prekobrojnih mjerenja, i prema tome nema uvjetnih jednadzbi.
Prebrojavanjem pojedinih elemanta dobije se:
W=4, p=d, p'=2 =86 II'=27.
Pomocu formula (A) dobije se
B=0 P=0 8=l 8t=<]

§to ocito nije dobro.

Da bi otklonio pogresku u formulama (A}, Jung uoCava da bi trebalo ra-
zlikovati sloZene i jednostavne mreze. Npr., ako se na sl. 6 izbriSu linije
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oznacene tockicama, tj. one koje prikazuju jednostrano opazane linije, tada
se mreza raspada na dva odvojena dijela. MreZa koja se moze na opisani
nadin rastaviti na dijelove, naziva se slozenom mreZom (zusammengesetzte
Netz), a svaki od dijelova na koje se raspala podmrezom (7eilnetz).

Za slucaj slozenih mreza koje se mogu rastaviti na podmreze Jung izvodi
nove formule

B=W-2p+4 (A’1) broj uvjetnih jednadzbi
P=(-1U)~(p—p)+n (A’'2) broj poligonskih jednadzbi
S=1-2p—n+4 (A’3) broj jednadzbi stranica
St=W=2l+1I'+(p—p,) (A’4) broj stajali$nih jednadzbi

gdje su uvedene nove oznake:

n broj podmreZa,
p" broj tocaka odredenih presjekom natrag,
pv = p' — p" broj to¢aka odredenih presjekom naprijed.

Za prethodni primjer pomocu formula (A’) sad imamo

n=2 p'=1 p=p-p=1
B=0, P=0, $S=0, St=0.

Medutim, postoje mreZe za koje ni formule (A) ni (A’) nisu dovoljno
dobre. Jung ih naziva slozenim mrezama sa zglobnim vezama. Primjer
jedne takve mreZe prikazan je nasl. 7. Ta mreza nije jednostavna, iako su
sve prikazane pune linije i dijelovi punih linija medusobno povezani. Ako
se te linije zamijene krutim Stapovima koji su mjerenim kutovima medu-
sobno kruto povezani, moze se primijetiti da je moguca rotacija jednog
dijela mreZe u odnosu na drugi oko tocke prikazane kruzicem. Ta se tocka
naziva zglobom i odatle naziv zglobna povezanost.

e

.

"

L]
.

Sl. 7. MreZa sa zglobnom vezom

Konacne formule koje obuhvacaju i takve mreze prema Jungu glase:

B=W-2p+4 (A”1) broj uvjetnih jednadzbi
=(l-0IY-(p—-p,)+n—g (A”2) broj poligonskih jednadZbi

S=1-2p—n+4 (A”3) broj jednadzbi stranica

St=W-=-2l+I'+(p—p,)+¢g (A’4) broj stajaliSnih jednadzbi

gdje su upotrijebljene ove oznake:

W broj izmjerenih kutova u mrezi,
p broj svih vrhova mreze,
p. broj toCaka odrednih samo presjekom naprijed,
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[ broj svoj linija,

I' broj jednostrano opazanih linija,

n broj podmreza (pri¢em treba ubrojiti i dijelove spojene zglobovima),
g broj zglobova.

Jungova razmatranja nisu ipak bila dostatna, kao Sto i on sam istice, da
bi se ispravnost izvedenih formula mogla jamciti sasvim opcenito. To je
motiviralo BlanuSu da se posveti problemu i jednom drugom metodom
izvede formule za broj uvjetnih jednadzbi, i to za sasvim opcenite mreze,
ne samo mreze trokutova, kao Sto je slucaj kod Jordana-Eggerta i tako-
der Junga. Pritom se pokazuje da su dobivene formule jednakovrijedne
Jungovima, tako da je time dokazana i njihova opcenita upotrebljivost.

5. Blanusin rad o broju uvjetnih jednadzbi
u trigonometrijskim mrezama

Blanusa je 1944. godine objavio rad pod naslovom “Uber die Anzahl der
Bedingungsgleichungen [in] beliebigen geodiitischen Netzen (O broju uv-
Jetnih jednadzbi u proizvoljnim geodetskim mreZama)” (Blanula, 1944).
MozZda taj naslov nije ba$ najsretnije izabran jer se u geodeziji susre-
¢u i1 razmatraju razliCite druge vrste mreza, a Blanusa se bavi iskljucivo
trigonometrijskim ili triangulacijskim mreZama. Medutim, vjerojatno je
naslovom htio naglasiti opcenitost svojih izvoda, koji vrijede ne samo za
mreZe trokuta, nego i drugih poligona u trigonometrijskim mrezama.

SI. 8. Pozdravni govor na V. kongresu matematicara, fizicara i astronoma
Jugoslavije, Ohrid 14. 11. 1970. g.
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U nastavku se daje prikaz toga BlanuSinog rada koji se sastoji od triju
osnovnih poglavlja:

1. Odredivanje broja uvjetnih jednadZbi pri mjerenju pravaca;

2. Odredivanje broja uvjetnih jednadzbi pri opazanju kutova; i
3. Usporedba s jednadzbama §to ih je postavio H. Jung.

5.1. Odredivanije broja uvjetnih jednadzbi
pri mjerenju pravaca (smjerova)

Neka je zadana proizvoljna mreZa Cije stranice ili linije (Blanusa upo-
trebljava pojam Strecke) mogu biti_opazane djelomi¢no jednostrano, a
djelomiéno dvostrano. Pritom je dozvoljeno da se linije medusobno kri-
zaju. Nadalje, ne traZi se da je svaka linija stranica nekog trokuta, nego
minimalni broj stranica svih poligona iz kojih izlazi proizvoljna linija
mozZe biti bilo koji pozitivan broj veéi od dva. Ne radi se, dakle, o raz-
matranju mreze samih trokuta. Konacno pretpostavimo zasad da je mreza
geometrijski odredena postoje¢im mjerenjima pravaca (smjerova). Jedina
Jje pretpostavka da su iz svake toCke mreZe opaZani ili nijedan ili barem
dva pravca. Jedan jedini opaZani pravac nema smisla jer time ne bi bio
odreden nikakav kut.

Blanu$a u nastavku istraZuje koliko se medusobno nezavisnih poligonskih
jednadzbi moZe postaviti u jednoj takvoj mreZi.

Poligon za koji se takva jednadzba postavlja sadrZavat ce o€ito samo
dvostruko opaZane linije, jer inaCe u jednadZbu ulaze neopazani kutovi.
Izvu¢emo li sada na iscrtanoj mreZi sve dvostruko opazane linije crvenom
bojom, nastaje odredeni kompleks linija (Streckenkomplex) kod kojeg mo-
ramo takoder izracunati sve grani¢ne tocke takvih linija. Otpadaju, dakle,
razmatranja svih jednostruko opaZanih linija i sve takve tocke u kojima
se sijeku jednostruko opazane linije. Odgovarajuci kompleks moZe biti u
jednom dijelu ili se raspasti na viSe odvojenih potkompleksa (Teilkomp-
lexe).

Tocke koje dolaze u komplekse dijelimo na tri tipa:

1. toCkase nazivatockom . tipa kad iz nje izlazi samo jedna dvostrano
opaZzana linija;

2. tocka se naziva toCkom 2. tipa kad iz nje izlaze dvije dvostrano
opazane linije;

3. tocka se naziva toCkom 3. tipa kad iz nje izlazi viSe od dviju dvo-
strano opaZzanih linija.

Izvadimo sad jednu proizvoljnu liniju iz kompleksa. Ako linija ima jednu
ili dvije grani¢ne tocke 2. tipa, predimo preko svake takve tocke i nastavi-
mo tako dalje sve dok ne naidemo na tocku 1. ili 3. tipa, odnosno do kraja
linije, bez susretanja to¢aka 1. ili 3. tipa.

Zavrsi li se izlomljena linija (kod Blanuse Streckenzug, a u geodets-
koj literaturi poligonski vlak, Polygonzug), bez susretanja tocaka 1. ili
3. tipa, nazovimo takvu izlomljenu liniju zatvorenim izoliranim lancem
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i - : \ () . (k)
(geschlossene isolierte Kette), skraceno Gl-lanac. Nekasusada [, i p,’

brojevi linija i tocaka u Gl-lancu. Indeks d upucuje na to da se radi o
dvostrano opaZanim linijama, odnosno tockama, pri cemu ulazi bar jedna
dvostrano opazana linija. Indeks k znaci da se radi o lancu (Kette). OCito
vrijedi

(k) (k) _ ( -

I, —py =0 (GI-lanac). (1)

Ako su na objema stranama tocke . tipa, pri Cemu takve tocke mogu
biti jedna ili obje grani¢ne tocke polazne linije, onda su te tocke sigurno
medusobno razlicite, jer e se u doti¢noj tocki susresti vise od jedne dvo-
strano opazane linije. Govorimo o otvorenom izoliranom lancu (offenen
isolierten Kette), skraé¢eno Ol-lanac, i ra¢unamo njegove graniéne tocke
l. ipa. Sada vrijedi

"ftk} - P;(f“ +1:20 (Ol-lanac). (2)

Ako su na objema stranama tocke 3. tipa, te toCke mogu biti medusobno
identi¢ne, tako da se linija zatvori, ali preostaje tocka 3. tipa iz koje izlaze
jo¥ jedna 1li viSe linija naSega kompleksa koje ne pripadaju tom potezu
linija. Govorimo o zatvorenom pricvrscenom lancu (geschlossenen ange-
hefteten Kette), skraceno GA-lanac. ToCku 3. tipa ne raCunamo u lanac.
Dakle, vrijedi

W _p_1=0  (GA-lanac). (3)

Ako su na objema stranama medusobno razliCite tocke 3. tipa. pri cemu
jedna ili obje grani¢ne toCke izlomljene linije mogu biti takve tocke, go-
vorimo o otvorenom dvostrano pricvrséenom lancu (offenen doppelseitig
angehefteten Kette), skraceno OD-lanac. TocCke 3. tipa ne racunaju se u
lanac. Vrijedi

[9 = P —1=0 (OD-lanac). (4)

Ako je na jednoj strani tocka 1. tipa, a s druge strane tocka 3. tipa, onda su
te tocke sigurno medusobno razli¢ite, jer su razlicitoga tipa. Pritom mogu
jedna ili obje grani¢ne tocke polazne linije biti takve tocke. Govorimo o
otvorenom jednostrano pricvrs¢enom lancu (offenen einseitig angehefte-
ten Kette), skraceno OE-lanac. Tocka 1. tipa ra¢una se u lanac, a to¢ka 3.
tipa ne. Vrijedi

fff) - pf:} =0 (OE-lanac). (S)

Time su iscrpljene sve mogucnosti. Treba primijetiti da u lanac uvijek
raGunamo grani¢ne tocke 1. tipa, a ne raCunamo grani¢ne tocke 3. tipa. To
je radi toga da pri oduzimanju lanca preostale linije imaju sve grani¢ne
tocke, tj. da Cine opet jedan kompleks. Kad bismo grani¢ne tocke 3. tipa
racunali u lanac, tada bi bile izgubljene grani¢ne tocke koje se u jednoj
takvoj grani¢noj tocki susrecu oduzimanjem odgovarajuceg lanca.

Polazimo sad od jednog proizvoljnog kompleksa za koji se moze pos-
taviti odreden broj nezavisnih poligonskih jednadzbi. Dodamo li tome
jedan otvoreni izolirani lanac, jasno je da se time broj tih jednadzbi nece
promijeniti, jer je takav lanac opet zatvoreni poligon. Dakle:
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. Dodavanjem ili oduzimanjem jednog Ol-lanca broj P poligonskih jed-
nadzbi se ne mijenja.

Uzmimo bilo koju tocku kompleksa i dodajmo otvoreni jednostrano pri-
¢vrscéeni lanac. Ako je toCka 2. tipa, sada je 3. tipa, ako je 3. tipa, ona
ostaje, naravno, 3. tipa. Slucaj da je tocka . tipa iskljucujemo, jer tada
imamo samo produzenje ve¢ prethodno otvorenog lanca. U tom slucaju
¢emo 1zaci 1z kompleksa u koji pada taj cijelt otvoreni lanac, 1 onda do-
dati taj cijeli lanac. Vidi se da takoder ni sad ne postoji nova poligonska
jednadzba, dok, naravno, sve koje vrijede 1 dalje ostaju. Dakle,

. Dodavanjem ili oduzimanjem jednog OE-lanca ne mijenja se broj P
poligonskih jednadzbi.

Dodamo li jedan zatvoreni izolirani lanac, povecava se broj poligonskih
jednadzbi za jedan, jer takav lanac ¢int poligon koji prije nije bio obraden.
Dakle,

. Dodavanjem ili oduzimanjem jednoga Gl-lanca povecava se, odnosno
smanjuje broj P poligonskih jednadzbi za jedan.

Isto obrazlozenje vrijedi i kad se na jednu tocku kompleksa doda zatvoreni
pricvr§cent lanac. Tada takav lanac takoder ¢ini poligon koji prethodno
nije uzet u obzir. Ako je tocka na koju se lanac dodaje 1. ili 2. tipa, nakon
toga bit ¢e 3. tipa, a ako je 3. tipa, ostaje prirodno 3. tipa. Vrijedi:

D. Dodavanjem ili oduzimanjem jednoga GA-lanca povecava se ili sma-
njuje broj P poligonskih jednadzbi za jedan.

Uzmimo sada u dvama medusobno odvojenim potkompleksima (Teil-
komplexen) po jednu tocku 2. ili 3. tipa i spojimo te dvije tocke pomocu
otvorenog dvostruko pricvrséenog lanca. (Tocke 1. tipa ne rabimo iz istog
razloga kao u slucaju B.) Taj lanac ne moZe doci kao zatvoreni poligon,
jer bi inace obje grani¢ne tocke morale biti medusobno spojene pomocu
Jo§ jednog, od lanca razlicitog, nacina, i prema tome ne bismo mogli imati
dva odvojena kompleksa. Dakle:

& Dodavanjem jednog OD-lanca, da bi se dvije odgovarajuce tocke iz
dvaju potkomplekasa spojile, ne mijenja se broj P poligonskih jednadZbi.
Obratno: ako s¢ oduzimanjem jednog OD-lanca kompleks rastavlja na
dva odvojena potkompleksa, ne mijenja se broj P poligonskih jednadzbi.

Spojimo konacno dvije tocke 2. ili 3. tipa jednog kompleksa {ili potkom-
pleksa) pomocu otvorenog dvostruko pricvriéenog lanca. Tada grani¢ne
tocke lanca ve¢ prije moraju biti spojene bar jednom izlomljenom lintijom,
jer inace dio kompleksa ne bi bio povezan, pa bi se mogao izgraditi poli-
gon 1z te izlomljene linije 1 lanca koji prije nije bio obraden. Taj poligon
sigurno daje jednu poligonsku jednadzbu koja je nezavisna o prije obra-
denima jer u njoj dolaze kutovi koji prije nisu bile obradeni. Ako su s
druge strane obradene razli¢ite mogucnosti za spajanje grani¢nih tocaka,
mogu se izgraditi razliciti poligoni Koji sadrze lanac. Razmotrimo li takva
dva poligona, vidimo da oni imaju zajednicki dodani lanac 1 eventualno
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jo& druge linije. 1z linija koje dolaze u samo jedan poligon moZe se ocito
sagraditi jedan il vise poligona koji su ve¢ prije bili obradeni. Odgova-
rajuée poligonske jednadzbe moraju prema tome doci u sustav nezavisnih
poligonskih jednadzbi pocetnih poligona ili biti 1z njih izvedive. Lako
se vidi da se pomocu tih, otprije raspolozivih poligonskih jednadzbi obje
razmatranc poligonske jednadzbe u koje dolazi dodani lanac, mogu izvesti
jedna iz druge. Lanac mozZe, prematome, dati samo jednunovu poligonsku
jednazdbu. Dakle:

I'. Dodavanjem jednog OD-lanca, koji povezuje dvije tocke (2. ili 3. ti-
pa) jednog povezanog dijela kompleksa, povecava se broj P poligonskih
Jednadzbi za jedan. Obramo: ostaje li potkompleks nakon oduzimanja
OD-lanca povezan, smanjuje se broj P poligonskih jednadzbi za jedan.

Nakon tih predradnji Blanusa potpunom mdukeijom dokazuje sljedece:

Oznacwju li 1y, i py broj linga, odnosno tocaka povezanog kompleksa,
tuda je broj nezavisnih poligonskih jednadzbi toga kompleksa dan s

P=1l,—ps+ 1. (6)

Dokaz indukcijom dan je u razmatranu Blanu$inu radu u potpunosti, a
ovdje ga preskacemo.

Ako je sada dan proizvoljni kompleks koji se raspada u s medusobno
odvojenih potkompleksa, od kojih je svaki povezan, to daje zbrajanje
odgovarajuce jednadzbe (6) za svaki potkompleks za broj poligonskih
jednadzbi

P=1;—ps+s. (7)

Odatle mozemo izre¢i sljedeci opceniti stavak:

Ako se u jednoj proizvolinoj mrezi kompleks svih dvostrano opazanih li-
nija raspada na s medusobno odvojenih potkomplekasa, od kojih je svaki
povezan, broj P nezavisnih poligonskih jednadzbi dan je jednadibom (7),
gdje je broj dvostrano opazanih linija i broj tocaka u koje dolazi barem
Jedna dvostrano opaZana linija.

Neka [, odnosno p oznacavaju ukupan broj linija, odnosno tocaka, [’
broj jednostrano opazanih linija i p’ broj tocaka kroz koje prolaze samo
jednostrano opaZzane Streke. Ako se, dakle, stavi Iy, == i pa=p-p',
dobije se broj poligonskih jednadzbi

p=U=0)—(p—p')+s. (7a)

Da bismo dosli do broja uvjetnih jednadZzbi, pretpostavimo da je mreza
geometrijski odredena opazanjima pravaca (smjerova) i jednom mjerenom
stranicom te podimo od toga da je za odredivanje p — 2 tocke mreZe u
odnosu na dvije tocke bazisa potrebno ukupno 2p —4 kutova, a za odredi-
vanje polozaja svih p toCaka 2p veliCina (npr. pravokutnih koordinata),
od kojih treba oduzeti Cetiri poznate koordinate obiju bazisnih to¢aka. Ne-
ka su u svakoj tocki opazani praver 1 odreden za jedan manje nezavisni kut.
Neka su p, tofke koje su odredene samo presjeckom naprijed, u kojima
niti jedan pravac nije opazan. Daklie, postoji p — p,. to¢aka u kojima su
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opazani pravci, tizmedu broja R opazanth pravaca i broja W pomocu njih
odredenih kutova vrijedi odnos
W=R-(p—p). (8)
Broj opazanih pravaca dobije se iz broja I, = | — ' dvostrano i broja !’
jednostrano opazanth linija
R=2,+1'=2-1. (9)
Ukupan broj B potrebnih uvjetnih jednadzbi je visak broja odredenih
kutova iznad nuznog broja 2p — 4 za geometrijsko odredivanje, dakle
B=W-(2p—-4)=R—(p—-p)—(2p—4)
=21-U'—(p—p) — 2ps 4)\; 2-1-3p+p.+4.

e

(10)

Da se dode do broja jednadzbi stranica (Seitengleichungen), trebamo odu-
zeti broj poligonskih jednadZbi od ukupnog broja uvjetnih jednadZzbu:

S=B-P=2l-1I'-3p+p,+4—[I-V)—(p—p) +5]

' (11)
=1=-2p—p +py—5+4.

Napisimo zajedno konacne 1zvedene formule za slucaj opaZanja pravaca

(smjerova):
B==2-1I'-3p+p, +4 (12a)
P—(=1I')—(p—-p)+s (12b)
S=1-2p—p' +p.—s+4 (12¢)

StajaliSne jednadzbe u tom slucaju prirodno se ne pojavijuju.

5.2. Odredivanje broja uvjetnih jednadzbi pri opazanju kutova

A.Mreze bez zglobnih veza. Dosad je bilo pretpostavljeno da su za odredi-
vanje mreze opazani pravei (smjerovi). Ako se radi o mjerenjima Kutova,
pod opazanim pravcem treba smatrati takav pravac koji je krak izmjerenog
kuta. Ovdje se, kao §to je poznato, moze susresti slucaj da se u jednoj
tockt mreze opazani praver raspadaju u pojedine grupe. Svaka grupa na
izvjestan nacin predstavija Kruti proizvod, 1 oni s¢ medusobno mogu zaro-
tirati. U tom slu¢aju govori se o zglobnoj vezi. U tocki B/ pokazat cemo
zaSto se pri zglobnim vezama naSa dosada$nja razmatranja ne mogu bez
daljnjega primijeniti. Sad cemo pretpostaviti da nema zglobnih veza, nego
da svi opazani pravet u jednoj tocki ¢ine kruti sustav, Kao Sto je slucaj pri
opazanju pravaca.

Pri opazanju pravaca u svakoj je tocki odreden za jedan manje nezavisni
Kut opazan pomocu pravaca. Pri mjerenju Kutova moze se izmjeriti vise
Kutova nego Sto je broj opazanih pravaca umanjen za jedan, tako da u uvjet-
ne jednadzbe dolazi 1 broj stajalisnih jednadzbi. Sada umjesto jednadzbe
(8) treba staviti nejednakost

W>R—(p—p) (13)
Ako je St broj stajalisnih jednadzbi jednak premasaju poduzetih mjerenga
kutova nad desnom stranom nejednakosti (13), tada je prema (9)

St=W-R+(p-p)=W=20140U+(p p.). (14)
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lzraz za broj poligonskih jednadZbi ostaje nepromijenjen, dok je ukupan
broj uvjetnih jednadzbi prirodno W — 2p 4+ 4. Broj jednadZzbi stranica
dobije se nepromijenjeniz S =8 - P — St.

Stavimo sve tormule zajedno:

B=W-2p+4 (15a)
P=(1-1)-(p—p')+s (15b)
S=1-2p—-p' +p.—s+4 (I15c)
St=W-=2l+1+(p—p.). (15d)

B. Mreze sa zglobnim vezama. Kod zglobnih veza nastaje za nafe razma-
tranje sljedeca teSkoéa: neka su dvije dvostrano opazane linije sadrzanc
u dvama razh¢itim medusobno zakrenutim zglobovima. Tada kut 1zme-
du tth linga nije odreden pomocu mjerenth kutova u promatranoj tocki
mreze, 1 prema tome, za poligon koji te dvije linije sadrzi kao uzastopne,
poligonska se jednadZba ne mozZe postaviti.

Da bi se otklonila ta teSkoca, rastavit cemo zglobne veze u njihove pojedine
zglobne dijelove.

Neka postoji k& zglobnih veza. Kod svake zglobne veze razlikovat ¢emo
zglobne dijelove 1. tipa 1 2. tipa. Pod zglobnim dijelom 1. tipa podrazumi-
jevat cemo zglobni dio koji sadrzi barem jedan opazani pravac koji pripada
jednoj dvostrano opazanoj liniji. Zglobni dio 2. tipa sadrZi samo pravce
koj1 pripadaju jednostrano opazZanim linijjama. Pravce koji u promatranoj
tocki nisu opazani (i prema tome u svakom slu¢aju odgovaraju jednostrano
opazanim hinijjama), mozemo zamisljati kao da su pridruZeni proizvoljno
pojedinim zglobnim dijelovima.

Razmotrimo sad najprije takve zglobne veze koje sadrZe barem dva zglob-
nadijela 1. tipa. Dabismo te zglobne dijelove 1. tipa medusobno uCvrstili,
moramo dodati barem g,, kutova. Te kutove nazovimo kutovima l. tipa1i
njihov je broj ofevidno za jedan manji od broja zglobnih dijelova 1. tipa,
koji su sadrzani v zglobnoj vezi. U zglobnoj vezi koja sadrzi jedan ili
nijedan zglobni dio 1. tipa treba staviti g,, = 0. Da bismo sada ucvrstili i
preostale zglobne dijelove, koji su svi 2. tipa, moramo jo§ dodati minimalni
broj g2, kutova — nazovimo th kutovima 2. tipa. Ako je u zglobnoj vezi
sadrzan najmanje jedan zglobni dio 1. tipa, onda je broj g2, jednak broju
zglobnih dijelova 2. tipa. Ako, naprotiv, nijedan zglobni dio 1. tipa nije
u zglobnoj vezi, onda je g,, jednako za jedan umanjenom broju zglobnih
dijelova 2. tipa. Ako nema zglobnih dijelova 2. tipa, treba staviti g., = 0.

Oznacimo joS s g, broj svih kutova 1. tipa, s g2 broj svih kutova 2. tipa 1
s g broj svih tih kutova, tj.

k
g = Zg]r {l():'
r=1
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g = & +.8x (18)

Zamislimo sada da iz jedne tocke mreze koja je nositel) zglobne veze ra-
stavljanjem u pojedine zglobne dijelove izdvojimo g, mreznih toCaka iz
kojih izlazi barem jedna dvostrano opazZana linija i g-, mreznih toaka iz
kojih izlaze samo jednostrano opazane linije. Ako je, dakle, tocka mreze
takvog tipa da iz nje izlazi barem jedna dvostrano opazana linija, onda
nakon rastavljanja postoji g;, + | mreznih to¢aka istog tipa i1 g, mreznih
toCaka 1z kojih i1zlaze samo jednastrano_ opazane linije. AKo je mrezna
toCka bila takvog tipa da iz nje 1zldze samo jednostrano opaZane linije,
onda ne postoje zglobni dijelovi 1. tipa, dakle je g, 1 nakon rastavljanja
umjesto tih to¢aka mreze postoji g», + 1 tofaka mreZe, iz kojih izlaze
samo jednostrano opazane linije.

Zamislimo sada da je provedeno rastavljanje zglobnih veza. Sad se posto-
jeci kompleks svih dvostrano opaZanih linijja moZe rastaviti u s potkom-
pleksa. Broj poligonskih jednadZbi tth kompleksa je oc€ito jednak broju
poligonskih jednadZbi pocetne mreZe. S druge strane, jedan takav poligon
pocetne mreze ne smije imati nikoje dvije uzastopne stranice koje pripa-
daju razliciim zglobnim dijelovima jedne zglobne veze. Rastav zglobne
veze na zglobne dijelove ne rezultira, dakle, nikakvim rezanjem polhigona,
tako da su one sadrzane u njemu i1 nakon rastavljanja postojeceg kompleksa
dvostrano opazanim linijama.

Broj tocaka mreze kompleksa je ocito 1zvorni postojeci broj tocaka mreze
pa = p — p'. iz kojih izlazi barem jedna dvostrano opazana linija, uvecan
brojem g; novonastalih to¢aka. Prema tome dobijemo u smislu jednadzbe
(12b)

P={U=U)—(p=p +g)+s. (19)

Ako je rastavljanjem zglobnih veza geometrijska odredenost mreze even-
tualno naruSena, to ne smeta, jer pri izvodenju formula (15b), odnosno
(12b), takvu odredenost nismo trebali pretpostaviti.

Prelazimo sad na odredivanje broja stajaliSnih jednadzbi. Pritom se zgiob-
ne veze nece rastavljati. Jasno je da stajaliSne jednadzbe u jednoj zglobnoj
vezi mogu postojati samo izmedu kutova koji pripadaju istom zglobnom
dijelu. Dodamo I tome za sve zglobne veze daljnjih g kutova, oCito ne
moze postojati nijedna nova stajali$na jednadZzba, tako da tako dopunjena
mreza. Koja sadrzt W + g kutova, ima isti broj stajalisnih jednadzbi Kao i
polazna. U smislu (15d) je. dakle,

St=W-+tg-20+10+(p—p). (20)

Ukupan broj uvjetnih jednadzbi nije, naravno, ovisan o postojanju zglob-
nih veza. On, prema tome, prema (15a) iznosi

B=W-2p+4. (21)

Iz (18)—(21) dobije se broj jednadzbi stranica
S=B—-P-St=1-2p+4—-(p'=p)—5—g. 22)
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Napisimo sve konacne jednadZbe zajedno:

B=W-2p+4 (234)
P=0—-0U)=(p=p)+s—g (23b)
S=1-2p—(p —p,) —s—gr+4 (23c)
St=W-2+1I'"+(p—p)+g (23d)

5.5. Usporedba s jednadzbama 5to ih je postavio H. Jung

Dok Blanusa 1z kompleksa 1izvlaci sve dvostruko opazane hnije, H. Jung
(1941) razmatra ncsto drukciju figuru. On 1z dane mreze ne 1zvlaci samo
dvostruko opazanc linije, nego i polovicu svake jednostrano opazane hint-
Je, i to onu polovicu koja zavrSava u tockt mreze i1z koje ¢e doticni smyer
bt opazan. Pritom on sve zglobne veze rastavlja na zglobne dijelove
isto tako kao 1 BlanuSa. Tako nastala figura — nazvat cemo je Jungovom
figurom - - raspada se sada, izmedu ostalog, u izvjestan broj dijelova koji
je Jung oznacio s n. Postavlja se pitanje koji je odnos izimedu velicine n
s BlanuSinom velicinom s.

Buduéi da kod polovice izvucenih linija nema uspostavljenih veza izmedu
toCaka mreze, bit ¢e ocito dijelova na koje se BlanuSin kompleks raspao,
a takoder postoje u rastavu Jungove figure. Pritom postoji mogucnost da
u Jungovoj Tiguri postoje novi dijelovi izgradeni iz polovica linija koji u
BlanuSinom kompleksu ne postoje.

Razmotrimo najprije tocke mreze iz kojih 1zlazi najmanje jedna dvostrano
opazana linija. Sve polulinije koje izlaze 1z jedne takve tocke su zajedno s
tim dvostrano opazanim linijama 1 nalaze se prema tome na jednom dijelu
BlanuSimog kompleksa linyja. One ne daju, dakle, nijedan novi dio.

Razmotrimo sad druge tocke mreze, u kojima dolaze samo jednostrano
opazane linije. Ako iz jedne takve tocke nije opazan ni jedan pravac, ).
ako je to samo tocka dobivena presjekom natrag, tada iz nje ne 1zlaze polu-
linije Jungove figure. Ako su pak 1z te tocke opazana dva ili vise pravaca
(jedan jedini opazani pravac je, naravno, besmisien), tada ti pravci grade
sustav polulinija Koji nije povezan ni s jednom drugom tockom mreZe.
Oni grade, prema tome, dio Jungove figure koji ne postoji u BlanuSinom
komplcksu. Jungova veli¢ina n je, dakle, veca za broj takvih mreznih
toCaka od BlanuSine veli¢ine 5.

Ako ne postoje nikakve zglobne veze, tada je broj takvih toCaka ocito jed-
nak p'— p,., gdjeje p’ brojsvihtocakakroz koje prolaze samo jednostrano
opazane linije, dok je p. broj svih toCaka odredenih presjekom naprijed.

Ako postoje zglobne veze, tada postoji, kao Sto je vec primijeceno, njiho-
vim rastavom u zglobne dijelove g,, novih toCaka mreze, iz kojih izlaze
samo jednostrano opazane linije, a barem su dva pravca opazana. Sve te
nove mrezne tocke, Ciji je ukupan broj ga, povecavaju, dakle velicinu s
svaki put za jedan, tako da odnos izmedu s 1 n glasi

s=n—(p —p.)— ga (24)
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Stavimo li sada taj odnos u jednadzbe ([2a, b, c), pri ¢emu treba staviti
g, = g» = 0, dobit cemo sljedece jednadzbe:

=2-U'-3p+p.+4 (25a)
P=(=-0I)=(p=p")+n (25b)
S=1-2p—n+4. (25¢)

Sto odgovara jednadzbama (A,) u Jungovom radu.

Stavimo li (24) u (23a, b, ¢, d) uz (18), dobije se:

B=W-2p+4 (26a)
P=(-1)=(p o pytn—g (26b)
S=1-2p—i+4 (26¢)
St=W=2l+1"+(p—p.)+g (26d)
$to se podudara s jednadZbama (A™) u Jungovu radu. Ako nema zglobnih
veza, tada prirodno treba staviti gy = g2 = g = 0, §to iz BlanuSinih
jednadzbi (15a, b, ¢, d) daje odgovarajuce jednadzbe (A’) iz Jungovog

rada.

Na taj je nac¢in Blanu$a pokazao da formule koje je postavio H. Jung vrije-
de opcenito, ne samo za mreze trokutova, nego i za proizvoljne mreze, koje
su geometrijski odredive pomocu mjerenja jedne osnovne linije (baze) i
odgovarajuceg broja kutova.

Prema Blanu§i, za prakti¢ne potrebe treba Jungovom obliku jednadzbi,
kod kojeg jo§ treba iz Jungove figure odrediti veliCinu n, dati prednost,
jer pritom ne treba razmatrati razliku izmedu zglobnih dijelova 1.1 2. tipa.
S druge strane, BlanuSinom istraZivanju 1 dokazivanju bilo je primjereno
razmatranje kompleksa s dvostrano opazanim linijama, jer 1zvorno samo
takve linije sudjeluju pri postavljanju poligonskih jednadzbi.

6. Nezavisnost uvjetnih jednadzbi
u trigonometrijskim mrezama

[zbor nuznih uvjetnih jednadZbi u mrezi. koje b istodobno bile i medusob-
no nezavisne — pravi je zadatak racuna izjednacenja (Haimov 1984). Za
izjednacenje koje shjedi vazno je odabrati uvjetne jednadzbe na taj nacin
da se ne propusti ni jedan nuzan uvjet, jer u protivnom slucaju neki geo-
metrijski odnosi u mrezi nece biti ispunjeni. S druge strane, ukljucivanje
suviSnog uvjeta koji je zavisan o ostalima dovodi do singularnog sustava
lincarnih jednadzbi i nejednoznacnosti rjeSenja.

Pogledajmo jedan primjer. Zadan je Cetverokut ABCD u kojem su iz-
mjereni svi Kutovi 1, 2,..., 8 (sl. 9). Mogu se napisati sljededi figurni
uvjeti:

l+4+3+6=180° (27)

245474 8=180 (28)
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|l +2+4+7= 1807 (29_1
8+S5+6+3= 180 (30)

| 4+24+3+4+5+6+7-+8=3060° (31)
:

= oy
St 9 Geodetski Cetverokut

Posljednja dva uvjeta ovisna su o prvim trima. To se lako moze vidjet.
Kad zbrojimo uvjete (27) 1 (28), dobijemo uvjet (31), kad zbrojimo uvjete
(27) 1 (28) 1 odbijemo uvjet (29), dobit ¢emo uvjet (30).

Jedan konkretan primjer iz geodetske prakse opisali suJovicié i dr. (1981).
Radilo se o 1zjednacenju mreze s uvjetnim jednadzbama, a problem se sveo
na rjeSavanje sustava od 23 normalnih jednadzbi. Sustav je rjeSavan pomo-
Cu triju razhi¢itih metoda { Gaussova, Banachiewiczeva i Choleskoga) 1 uz
razli¢itu to¢nost racunanja (zaokruzivanjem na 6, 7, 121 16 znamenaka).
Dobivena su razli¢ita numericka rjeSenja, a u trima slu¢ajevima metoda
rjeSavanja nije dala jednoznacno rjesenje.

Zapravo, sustav je trebao biti teorijski singularan, ali je zbog nuznog za-
okruzivanja ulaznih podataka bio skoro singularan 1 zbog toga osjetljiv
na redoshjed racunskih operacija. Prirodno se postavlja pitanje: zasto je
sustav bio takav? Odgovor je pronaden kod sastavljac¢a uvjetnih jednadzbi.
Bilo mu je tesko izdvojiti nezavisne medu njima, pa ih je sve (!) uzeo za
sastavljanje normalnih jednadzbi.

7. Zakljuéak

Rad Danila Blanuse “Uber die Anzahl der Bedingungsgleichungen [in]
belicbigen geoditischen Netzen (O broju uvjemih jednadzbi u proizvolj-
nim geodetskim mrezama)” objavljen 1944. godine u jednom od naj-
uglednijih svjetskih geodetskih Casopisa, tada, a 1 danas, Zeitschrift fur
Vermessungswesen, vazna je karika u razvoju saznanja o matematickoj
obradi geodetskih mjerenja u podrucju trigonometrijskih mreza. Vrlo je
malo hrvatskih znanstvenika koji su uspjeli nesto objaviti u tom Casopi-
su. Vrnjednost razmatranog BlanuSinog rada najbolje potvrduje ¢injenica
da ga citiraju drugr autori (npr. H. Knorr 1 W. GroBmann), a posebno
W. Jordan, O. Eggert 1 M. Kneiss! u opée poznatom i svjetski priznatom
priru¢niku Handbuch der Vermessungskunde, Band 1V, Mathematische
Geodisie (Landesvermessung ).
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O PRILOZIMA
Ivan Ivansic

Ll
T

P~ ako nismo u mogucnosti objaviti Blanusina sabrana djela, stoga donosimo:

a) prijevod, s njemackog, jednog rada objavljenog u novinama 1943.
god. u Becu,

b) pretisak jednog satuvanog neobjavljenog predavanja,

¢) pretiske triju vrlo znacajnih publiciranih znanstvenih radova koji
se najCeSce spominju u prethodnim tekstovima.

To su ovi radovi:

(1] D.BLANUSA, Karl Friedrich Gauss, najveci matematicki genij svih
vremena (Karl Friedrich Gauss, das groste mathematische Genie
aller Zeiten. Neue Ordnung 1. 1. 1943., 11.), preveo Mario-Osvin
Pavievié. .

[2] D. BLANUSA, Metoda simetricnih komponenata, Zbornik predava-
nja sa seminara “Elektroindustrijska problematika velikih elektra-
na”'15.-25.4. 1957.

3] D.BLANUSA, Uber die Einbettung hyperbolischer Raume in eukli-
dische Riume, Monatsh. Math. 59(1955), 217-229.

[4] D. BLANUSA, Problem cetiriju boja, Glasnik Mat.-Fiz. i Astr. Ser.
11 1(1946), 31-42.

(5] D. BLANUSA, Sur les paradoxes de la notion d’energic, Glasnik
Mat.-Fiz. i Astr. Ser. II. 2(1947), 249-250.

Produhovljeni ¢lanak o velikom Gaussu govori sam za sebe kolikom je Bla-
nu$a dubinom 1 osjecajnoséu dozivljavao matematicka otknca. Profesor
Mario-Osvin Pav&evi¢ potrudio se da nam to pribliZi svojim prijevodom.

Rad Metoda simetricnih komponenata postoji kao umnoZeni tekst preda-
vanja namijenjen, vjerujemo i podijeljen, sudionicima seminara “Elek-
troindustrijska problematika velikih elektrana” odrzanog 1957. god. na
Elektrotehni¢kom fakultetu u Zagrebu. Ovime je taj rad dostupan $iroj
javnosti. Profesor Vjekoslav Filipovi¢ potrudio sc da nam svojim prilo-
gom pribliZi taj rad.

Mislimo da izbor triju u ¢asopisima objavljenih znanstvenih radova sliko-
vito ilustrira svestranost istrazivanja i ¢ini te radove dostupnim ¢itaocu, te
da oni dopunjuju prethodne tekstove.
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Karl Friedrich Gauss,
najve¢i matematicki genij svih vremena

“Neka ne ude pod moj krov nitko nevican geometriji.”’
Platon

Promatra li se povijesni peri-
od koji obuhvaca otprilike po-
sljednja dva desetljeca osam-
naestog i prvu polovinu de-
vetnaestog stoljeca, u oci upa-
daju prijc svega veliki politi-
¢ki dogadaji. Francuska re-
volucija, Napoleonov uspon i
slom, te jo§ neujedinjena, u
puno malih drzava rastrgana
Njemacka, daju tom vremen-
skom razdoblju karakteristic-
no obiljezje. Pa ipak su se
tada zbivale i druge stvari, ko-
je se, mjerimo li th njihovom
trajnom vrijednoscu, ne mo-
gu nimalo podcijeniti u odno-
su na krvave ratove u kojima
je tadaSnja Europa teZila stvo-
riti svoj bududi Zivotni oblik. Sl. 1. Karl Friedrich Gauss (1777. = 1855.)
Tko bi uopce mislio da je i u

tim Zivahnim vremenima jedna mirna znanstvena pojava u neumornom
radu nasla vlastito ispunjenje: Karl Friedrich Gauss, najve¢i matema-
ticki genij svih vremena, stvarao je svoja neprolazna djela. Gotovo da ne
postoji drugi primjer takve nadmoc¢nosti nekog znanstvenika koja bi bila
neograni¢eno i opéenito priznata kao $to je to slucaj kod Gaussa. Kad je
jednom kralj Hannovera dao njemu u spomen iskovati medalju s natpisom
“Georgius V. rex Hannoverae mathematicorum principi”, podario mu je
time poCasnu titulu koju mu od tada nitko nije osporio. Kao “Princepsa
Mathematicorum” njega znaju i $tuju ne samo njemacki matematicari, vec
i matematiCari diljem svijeta.

Pred 165 godina, 30. travnja 1777., ugledao je Karl Friedrich Gauss u
Braunschweigu svjetlo svijeta. Njegov otac Gerhard Diederich Gauss bio
je zidar i posjedovao je skromnu majstorsku “radionicu vodoskoka i fon-
tana”. Majka mu je bila rodena prosjakinja. Sa sedam godina dospio je
Gauss u katarinsku pucku $kolu (pucka skola nazvana po sv. Katarini, op.
prev.). Tu je, prema Skolskom pravilniku, nakon dvogodisnjeg pohadanja
Skole dospio u takozvani racunski razred, gdje su se odmah iskazale njego-
ve neuobicajene matematiCke sposobnosti. Dobro je poznata prica o tome
kako je ucitelj jednog dana dao uCenicima zadatak da prosumiraju sve
brojeve od 1 do 40. Za nekoliko trenutaka Gauss je zadatak rijeSio u glavi.
On se sjetio da se trazeni zbroj moZe razdijeliti na djelomiCne zbrojeve
1 +40, 2+ 39, 3+ 38, i.t.d., pri Cemu svaki daje 41. Buduci se moZe
naciniti 20 takvih djelomic¢nih zbrojeva, dobiva se rezultat 20 x 41 = 820.



O prilozima

Svaka §kolovana osoba danas poznaje ovu metodu. Ona je sadrzana u po-
znatoj formuli za zbroj aritmeti¢kog reda. Cinjenica da je devetogodisnji
djecak u trenu doSao na takvu zamisao bila je prvo ocitovanje njegove
iznimne matematicke inteligencije. Taj neobican talent uskoro je bio za-
paZen, te je vojvoda Karl Wilhelm Ferdinand od Braunschweiga mladome
Gaussu omogucio pohadanje visih §kola. Tako je Gauss 1788. g. dospio u
Catharineum, te uspjeSno ga zavr§ivsi 1793. godine i u Carolinum, pravu
pripremnu Skolu za sveuciliSte. Uslijedio je studij u Gottingenu 1795. —
98., nakon kojeg se povukao u Braunschweig i tamo ostao nemajuci stalno
zaposlenje, privatno poducavavsi, do 1807. godine. Te je godine pozvan
u Gottingen na mjesto profesora astronomije i direktora zvjezdarmice, a to
mjesto zadrzao je do svoje smrti. ,

T

Cinjenica da trenutak pojavljivanja tako moénog matematiCkog talenta
kao $to je bio Gauss pada u posljednja desetlje¢a 18. stoljeca, mora se
opisati kao sretni splet sudbine. Nakon Newtonovog i Leibnizovog otkri-
¢a infinitezimalnog racuna u 17. stoljecu, zapoceo je uzburkani razvitak
matematike, koji je vezan uz Eulera, Lamberta, Bernoullija, Maclaurina,
d’Alemberta, Lagrangea i Laplacea, da spomenemo samo neka od najve-
¢ih imena. U vrijeme kad je Gauss poCeo svoje znanstveno djelovanje,
plima otkrica bila se poneSto smirila. Nastupio je trenutak potrebitosti za
snaznim umom koji bi kriti¢ki razjasnio razlicita pitanja koja se zbog po-
riva za napredovanjem nisu obradivala s dovoljnom strogo$¢u, ali i koji bi
dao novi odlucujudi poticaj za daljnji razvitak i produbljivanje dosegnutih
spoznaja.

Prvi znanstveni rad tada 19-godi$njeg Gaussa je njegova konstrukcija pra-
vilnog sedamnaesterokuta. Taj je problem uspio rijesiti 30. ozujka 1976.
1 u radosnoj rasplamsalosti poklonio je svom prijatelju sa studija, madar-
skom matemati¢aru Wolfgangu Bolyaiju, malu plo€icu na kojoj je sam
izveo doti¢ni raun. Prethodnih dvije tisuc¢e godina vjerovalo se, da se od
svih pravilnih mnogokuta s neparnim brojem stranica, $estarom i ravnalom
mogu konstruirati samo trokut, peterokut i petnaesterokut. Gauss ne samo
da je dao konstrukciju sedamnaesterokuta, nego je jo§ dodatno pokazao
da bi se morao moci konstruirati svaki mnogokut &iji broj stranica jest
takav prim broj da kad ga se umanji za jedan, daje potenciju broja dva, ¢iji
eksponent je opet potencija broja dva. Doti¢ne prim brojeve danas zovemo
gaussovi prim brojevi, a do sada ih je poznato pet: 3, 5, 17, 257, 65 537.
Jedno rjeSenje za slucaj 257-terokuta objavio je kasnije Richelot, a Hermes
Je uspio doci do rezultata za 65537-terokut tijekom desetgodiSnjeg istrazi-
vanja. Gaussova teorija diobe kruga, na kojoj se zasnivaju ove ¢injenice,
tvori jedno poglavlje 1801. godine objavljenog Gaussovog remek-djela
“Disquisitiones arithmeticae”, koje ¢ini osnove moderne teorije brojeva.

1799. godine Gauss je u Helmstedtu stekao akademski stupanj doktora
na temelju rada u kojem je dao prvi nepobitan dokaz takozvanog Funda-
mentalnog teorema algebre, koji govori o egzistenciji korijena algebarskih
jednadzbi.

Jak poticaj za neki problem primijenjene matematike dobio je mladi Gauss
1. sijeCnja 1801. g. kad je Piazzi otkrio Ceres, prvi od takozvanih malih
planeta ili asteroida. Gauss si je postavio zadatak izracunati keplerovo
gibanje nove zvijezde Cije promatranje je bilo ograni¢eno na vrio mali
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interval. Taj problem vodi do jednadzbe 8. stupnja i za njezino rjeSavanje
bile su potrebne opsezne metode pribliznog racuna, koje je Gauss s tim
u svezi najprije morao savladati. Na temelju njegovih rezultata Ceres je
odista ponovno otkriven i taj je uspjeh priskrbio Gaussu prve trenutke
slave. Na temelju ovih radova, koje je dalje razradio, stvorio je svoje ve-
liko djelo objavljeno 1809. godine, “Theoria motus corporum coelestium
in sectionibus conicis Solem ambientium”, koje je postalo upravo zakon
racunske astrononije.

Kao direktor zvjezdarnice u Gottingenu Gauss se bavio izraCunavanjem
smetnji Pallasa, druge male planete koju je 28. II. 1802. otkrio Olbers.
Tu zadacu, koja je iziskivala golem racunski posao, dotjerao je jako da-
leko, ali je ipak nije uspio privesti Kraju. Unato¢ tome je bavljenje tom
zada¢om postalo neobi¢no plodno, o ¢emu svjedoce tri velike rasprave
izaSle 1812., 1814.1 1818. godine. One se tiCu za matematicku analizu
vrlo vaznog hipergeometrijskog reda, problema mehanike kvadrature 1
metode sckularnith smetnji.

1816. godine Gaussu je povjeren zadatak provesti zemljisni 1zmjer Han-
novera. Gauss se podvrgnuo tom za tadas$nje prilike vrlo teSkom zadatku
sa samo njemu svojstvenom energijom. Sam je radio na doticnim mjere-
njima od 1821. do 1825. godine, no cjelokupni posao zavrSili su njegovi
pomocnici tek 1841. Znanstveni rezultat tog posla ¢ini nekoliko vaznih
geodetskih ¢lanaka, od kojih valja posebice istaknuti “Metodu najmanjih
kvadrata” objavljenu 1821.1 1823. godine. Ta metoda izjednacavanja pre-
kobrojnih promatranja ostala je do danas nenadomjestiv prirucni alat za
raCunanje u geodeta. Gaussova hipotetiCka oCekivanja, koja se nadovezuju
na njegove geodetske radove, otiSla su jos puno dalje. Njegova 1827. 1zas-
la rasprava “Disquisitiones circa superficies curvas’™ bavi se geometrijom
zakrivljenih ploha. Nakon $to ju je Riemann proSirio na vise dimenzije,
ova je klasi¢na rasprava izrasla, u novije vrijeme posebice pod rukama ta-
lijanskih matemati¢ara — spomenimo poimence Ricclja — u impozantnu
gradevinu viSedimenzionalne diferencijalne geometrije, grane geometrije
koja bi u razvoju moderne fizike trebala odigrati presudnu ulogu.

Na skupstini prirodoslovnih znanstvenika u Berlinu 1828. godine Gauss
je upoznao Alexandera von Humboldta. Kasnije se to poznanstvo razvilo
u prijateljstvo koje je trajalo cijeli Zivot. Na Humboldtov poticaj poceo se
Gauss, zajedno s 27 godina mladim Wilhelmom Weberom, baviti ispitiva-
njima magnetizma Zemlje. Iz te fiztkalno orjentirane aktivnosti proizasla
1e 1832. godine znacajna rasprava o apsolutnoj mjeri pri magnetskim mje-
renjima, te daljnje rasprave koje potjeu iz razdoblja od 1838. do 1840.
godine 0 magnetizmu Zemlje 1 o teorji potencijala. Rezultat od tehnickog
znacenja nastao 1z zajednicke suradnje Gaussa 1 Webera je opcepoznata
konstrukcija elektromagnetskog telegrafa.

Pored ovih istaknutih doprinosa, koji su jos za Gaussova zivota bili poz-
nati, naslo se u njegovoj ostavstini mnoStvo rezultata koje on nije objavio,
a koje su neovisno o njemu kasnije ponovno otkrili drugi matematicari.
Tako je on jo§ kao mladi¢ imao dalekoseznih saznanja iz podrucja elip-
tickih funkcija. NajviSe tih rezultata su kasnije ponovno nasli Jacobi, te
posebno genijaini, ali nesretni NorveZanin Niels Henrik Abel (1802. -
1829.). Gauss se takoder pozabavio prastarim problemom aksioma pa-
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ralelnosti. On je do$ao do potpune spoznaje 0 mogucnosti postojanja
neeuklidske geometrije, koja je kasnije, kroz Clanke Madara Bolyaija, sina
ve¢ spomenutog Wolfganga Bolyaija, 1 Rusa Lobacevskog, postala opce
dobro matematic¢ara. To §to Gauss te stvari nije sam objavio treba pripisati
njegovoj neuobidajenoj savjesnosti, koja ga je jerala pustiti u tisak samo
potpuno sazrele, formom i sadrzajem do zadnje sitnice dotjerane radove.

Unato¢ velikim znanstvenim uspjesima 1 izvana gledano mirnome Zivot-
nom putu, Gaussu je nedostajalo srece i1 zadovoljstva. Lista i se njegov
dnevnik, jedini dokument u kojem se otvoreno ofituje njegova zatvorena
1 povucena priroda, moze se pored dubokoumnih formula naiéi 1 na ovu
reCenicu, napisanu finim potezima olovke: “Smrt mi je draza od ovakvog
Zivota.” Ove rije¢i, obuzete svojonmprostodusnom tragi¢nos§cu, bacaju jar-
ke iskre svjetlosti na duSevno stanje velikog Covjeka, ¢ijt mu prometejski
duh nije davao mira ni dopustao odmora, vec ga je uvijek tjerao dalje k no-
vim izazovima. Njegov posao ne samo da je trazio najvecu koncentraciju,
nego Cesto 1 golema izraCunavanja, koja je znao provoditi ztlavom ustra;-
noscéu 1 gotovo neCovje¢nom marljivoScu. Nesumnjivo su morali postojati
periodi iscrpljenosti 1 obeshrabrenosti, koji su mogli narasti do zasiCenja
zivotom. Dodatno, Gauss je upravo u to vrijeme — rijec je o 1807. godini
— 1mao 1 materijalnih problema, a trpio je 1 zbog pomanjkanja razumijeva-
nja svoje najblize okoline, koja nije mogla shvatiti da svoju radnu energiju
posvecuje tako neprakti¢nim stvarima. Usud Kojeg velikani rijjetko ostanu
postedeni.

Gauss je umro 23. veljace 1855.

Obuhvati Ii se silno Zivotno djelo ovog pravog titana ljudske duhovnosti,
te Zeli li se naci sliénu pojavu u povijesti matematike, izronit ¢e na vidjelo
jo§ mozda jedino Arhimedov hik. Taj je Grk razumio, jureci nadaleko
ispred svog vremena, razrijesiti pitanja koja pripadaju krugu problema in-
tegralnog rac¢una, matematickog alata kojeg su nam gotovo dva tisucljeca
kasnije podarili Leibniz i Newton. Njegov majstorski prikaz kvadrature
segmenta parabole primjer je starogrCke misaone oStrine te se odupire Cak
i dana$njim zahtjevima za logickom strogoscu.

Kada danas bacimo pogled unazad na Zivot i djelo Karla Friedricha Ga-
ussa, tog najistaknutijeg matematicara uopce, onda je to trebao biti simbol
za nesluceno Sirenje, koje je od Gaussovog doba iskusilo podrucje prim-
jene matematike u prirodnim znanostima i tehnici, kao 1 za produbljivanje
razumijevanja koje nam je dosadasnji razvoj te znanosti podario, pocevsi
od najtezih problema matematicke analize, pa do sasvim temeljnih pitanja
koja zadiru u podrucje Ciste logike.

Matematika nije samo najizoStrenij¢ oruzje u naSoj uspjesnoj borbi za
svladavanje prirodnih sila. Ona je iznad svega jedno od najotmjenijih
zanimanja ljudskoga duha. Ako pod glazbom razumijevamo umjetnost
tonova, onda je matematika umjetnost ostroumija.

S njemackog preveo: Mario-Osvin Pavcevic

Prijevod clanka objavljenog u novinama “Neue Ordnung” 1. 1. 1943,
neznamo nadopunjen natuknicama samog autora.
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Metoda simetricnin komponenata

U okviru teorije viSefaznih izmjenicnih struja metoda simetricnih kom-
ponenata 1ma posebno znacenje. Prema toj metodi nadomjestavaju se
visefazni nesimetricni sustavi superpozicijom simetri¢nih takvih sustava,
Sto daje znatne raCunske prednosti 1 povrh toga omogucuje jasniji uvid u
fizikalno ponasanje cijelog sustava. Razumije se, da su medu viSefaznim
sustavima najvazniji trofazni, pa ¢emo se na takve sustave 1 ograniCitl.

Metodu simetri¢nih komponenata upotrijebio je ve¢ god. 1912, 1.. G. Sto-
kvis za jedan specijalnt problem [1]. Daljni njegovi radovi u tom smislu
potjecu 1z god. 1914, [2]. 1 1916. [3]. No sustavou i temeljitu obradu dao
je tek C. L. Fortescue god. 1918. [4], pa se taj njegov rad smatra osnovnim
1 njime se zapocinje sustavna primjena metode simetriénih komponena-
ta. Pod [S], [0] 1 [7] spomenuto je nesto iz kasnije literature. Koja je vrio
opsezna. Knjiga navedena pod [7] daje opSiran i iscrpan prikaz.

Da ovaj na$ kratki uvod bude Sto jasniji, podsjetit cemo najprije na neke
dobro poznate pojmove.

Promatrajmo najprije sinusnu izmjenicnu veli¢inu ¢, t. ). veli¢inu (napon,
struja, snaga), koja je funkcija viemena ¢ prema formuli

g = Q. sin(wt + @). (1)

Pri tom se Q,, zove “tjemena vrijednost” th “amphtuda™, @ je “kruzna
frekvencija”, koja je jednaka 2z f, gdje je f “frekvencija” ili broj perioda
u jedinici vremena (sekundi), a ¢ je “pocetni fazni kut”, koji mjerimo u
lu¢noj mjeri (radijanima).

imaginarni
brojevi

x

realni
brojevi
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Uz tiksno zadanu frekvenciju ta je funkeija odredena amplitudom Q,,
poCetnim faznim kutom ¢ (Koji je odreden do cijelog visekratnika od
2m), pa se moZe reprezentiratt vektorom Q.. u ravnini, s kKomponentama
Qv 1 Quy - Tay se vektor ujedno moze shvatiti kao kompleksni broj @, 1
brojevnoj ravnini:

Qm = Qm_t + ] Qm_\ [2)

ako os x shvatimo kao os realnih brojeva, a os y kao os imaginarnih bro-
jeva te imaginarnu jedinicu v —1 ozna¢imo sa j (sl. 1}. “Duljina™ toga
vektora ili “apsolutna vrijednost™ toga kompleksnog broja je amplituda

O -

L
Ako poluzraka (“vremenska crta”, wslic crtkana) rotira kutnom brzinom
@ u negativnom smislu (u smislu ku‘/nl_jkc na satu) tako,dase za t = 0
poklapa osi imaginarnih brojeva (s osi v ), onda je projekcija ¢ vektora
Q,, natucrtu dana sa

s :
g = Oy cus{; —(wt + (,n)] = Q,,sinfwt + @), (3)

tj. ona je upravo jednaka trenutnoj vrijednosti velicine ¢.
Mijesto jemene vrijednosti uzima se kao duljina vektora u vektorskim
dijagramima redovno t. zv. efektivna vrijednost.
Q"F 4
)= = i
Q = (4)

_

t. j. vektori se crtaju skraceni u omjeru | . V2. Takav ¢emo vektor,
shvacen ujedno kao kompleksan broj. uznuuu sa

Q= Q.+ jQ_\-. (5)
a njegovu duljinu sa Q. Bududi da je po Iiulf:mvoj formuli
cos @ + jsing = ¢" (6)
a za komponente vektora vrijedi
Q,=Qcosp, Q,=Qsing, (7)
to se vektor (kompleksni broj) Q moZe napisati 1 u tzv. trigonometrijskom
obliku:
Q=0Qcosp+jQsing = Qlcosg + jsing) = Q7 (8)
gdje se @ zove “argument” toga kompleksnog broja.
Vektorskom zbrajanju, gdje treba zasebno zbrojiti x -komponente 1 za-
sebno v-komponente, odgovara zbrajanje kompleksnih brojeva, gdje se

zbrajaju zasebno realni dijelovi i zasebno imagimarnt dijelovi tih brojeva.
Dakle, za dva vektora Q 1V vrjedi

Q+V=0+j0+ V. +jV, == O+ Ve + j(Qy + V). (9)

Pod produktom dvaju vektora razumijevat ¢emo onaj vektor, koji odgovara
produktu doti¢nith kompleksnih brojeva. Ako dakle stavimo

V=V, (10)
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bit Ce , . .
QV = Q° - V¥ = Qveloty) (11)

t. j. duljine treba pomnoZiti, a pocetne fazne kutove (argumente tih kom-
pleksnih brojeva) zbrojiti.

Ta je tvorba produkta drukcija od tvorbe skalarnog 1 vektorskog produkta u
vektorskom racunu. Vektorski produkt od Q i V bio bi vektor okomit na
ravninu (x, y). Zamislimo li os z okomitu na ravninu (x, y) i upravljenu
prema nama (dok su os x i0s y prema obicaju usmjerene udesno, odnosno
prema gore), onda je z-komponenta vektorskog produkta

(Q X V): = Q.x‘v_\’ - va.r = QVSiﬂ(Uf - (P)-, (12)
dok su x -komponentai y -komponenta jednake nuli. Ako je z-komponenta
pozitivna, vektorski produkt ima smjer pozitivne osi z, ako je negativna,
taj vektor ima smjer negativne osi z. Prema tome je duljina vektorskog
produkta ovdje jednaka apsolutnoj vrijednosti njegove z-komponente.

Skalarni produkt vektora Q i V jec skalar, koji je dan sa

(Q-V) =0V + Q,V, = QVcos(y — ¢), (13)
pri ¢emu smo, da ne bude nesporazuma, operaciju skalarnog mnozcnja
oznacili tako da su faktori stavljeni u zagradu, a izmedu njih je toCka kao
znak operacije.

Uvedimo jo$ oznaku
Q' =0.-JjO (14)
za broj (vektor), koji je konjugirano kompleksan broju (vektoru) Q. Vri-
Jjedi onda _
Q" =Qcos¢ —jOsing = Qe . (15)
Tvorimo li produkt Q*V, to izlazi
Q'V=_Qe?VeY¥ = Qve;(w—w
= QVcos(w — @) +jOVsin(y — ¢)
= Q.‘( v.t T+ Q)- v_\' = .)"( Q,t v_\- = Q)' vl’)
=(Q-V)+j(Qx V). (16)
Vidi se dakle, da je skalarni produkt ujedno x-komponenta (realni dio)
vektora (kompleksnog broja) Q*V, a z-komponenta vektorskog produkta
je njegova y-komponenta (imaginarni dio). Time je uspostavljena veza
izmedu operacije mnoZenja vektora u ravnini kao kompleksnih brojeva i
skalarnog i vektorskog mnozenja vektora u smislu vektorskog racuna.

Mnozimo li neki vektor Q s kompleksnim brojem &V, dobivamo
Qef“’ e Qe"“’e"“’ — Qef(ww)_ (17)

Dobivamo, dakle vektor iste duljine kao Q, ali s argumentom, koji je za
y vedi, t. j. vektor, koji je prema Q zakrenut za kut y (u pozitivnom
smislu, ako je y pozitivan). Stoga ponekad kompleksni broj ¢¥ zovemo

3, ” 7r . .
“operator vrtnje”. Napose za y = 5 dobivamo, da je
/1

" T
cos 5 +jsinz=J (18)
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operator vrtnje za 90°, t. ). mnoZenje sa j znaci zakretanje vektora za 90°
u pozitivnom smislu. Za nas e biti naroCito vazan operator zakretanja za

; R AL - .
1207, tj. , u lu¢noj mjeri, za 3 1 ta] Cemo operator oznaciti kraticom a.
Bit ¢e dakle

a=¢ —COS—3—+_)SIH—3-——§+_]7‘ (19)
Dalje se lako dobiva
- cdn 4 . 4 l 3
a=é€73 :(:05---3E + Jsin ?7:= —\5 —}'%, (20)
a* = & = = cos2n + jsin2n = 1, (21)
1 27 2n 1 V3,
— =7 = 3l — 1 S1 S | = —_—— = =g
= E cos( 3)+jsm( 3) 5 —J5 =a 2)
BiljeZimo jo$ vazne relacije
l+a+a* =0, (23)
a—a* =jV3, (24)
@ =ada=a (25)

Prelazimo sad na razmatranje trofaznih sustava. Pod trofaznim sus-

tavom (sistemom) S(U) ra-

Uz zumijevamo tri istovrsne si-

j nusne izmjeni¢ne velicine is-

te frekvencije, koje se u vek-

torskom dijagramu prikazuju

kao tri vektora Ug, Us i Ur

(sl. 2). Opsirnija je oznaka za
takav sustav

Uz
Uy

Same vektore Uz, Us, Ur
moZemo zvati komponentama
tog sustava, pa govorimo o R-
komponenti, S-komponenti i T-komponenti. U tom smislu to dakako
nisu komponente vektora, ve¢ vektori kao komponente {sastavni dijelovi)
trofaznog sustava.

SL. 2.

KaZemo da je takav sustav “simetri¢an”, ako su duljine njegovih triju
vektora iste, t. J.

Ugr = Us = Ur, (26)

a povrh toga i medusobni kutovi jednaki, t. j.
¥(Uk, Us) = ¥(Us, Ur) = (Ur, Ug). (27)
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' ’ U
Ugr Ur /U:

Us

a) b) c)
St 3.

Taj posljednji uvjet moguce je zadovoljiti na tri na¢ina: ili da su svatri kuta
T ; :
jednaka ?n , ili sva tri jednaka Y (tj. na pr. Ug prelazi u Us vrtnjom
2n
za 3 u negativnom smislu), ili su sva tri kuta jednaka nuli. Dobivamo
2n
tako sustav prema sl. 3. U sl. 3a kutovi (27) svi su jednaki -3 pate

vektore vremenska crta sijeCe u poredaju R, S, 7. Takav se sustav zove
“direktan” ili “istohodan” sustav i oznaCuje se indeksom 1, dakle S;(U).

o . 2n . :
U sl. 3b kutovi su jednaki + 3 vremenska crta vektora sijece u poredaju

T, S, R. Takav se sustav zove “inverzan” ili “protuhodan’ sustav i oznacuje
se indeksom 2, dakle $-»(U). Konac¢no su Kutovi u sl. 3 jednaki nuli, t. j.
sva su tri vektora jednaka, pa se takav sustav zove “nulsustav” i oznacuje
indeksom 0, t. j. Sp(U).

Definirati ¢emo sada operacije zbrajanja i mnozenja dvaju sustava S(U)
iS(V) koji ne moraju biti simetri¢ni.

Pod zbrojem dvaju sustava S(U) i S(V) razumijevamo sustav kojemu su
komponente zbrojevi doti¢nih komponenata pojedinih sustava, dakle

S(U)+S(V)=S(U+V) (28)

Uz Vr Ug + Vi
S Us | +S|{ Vs | =8| Us+ Vs (28&)
Uy Vy Ur+ Vyr

Analogno, pod produktom dvaju sustava razumijevamo sustav kojemu su
komponente produkti doti¢nih komponenata pojedinih sustava, tj.

S(U) - (V) = S(UV) (29)

Ug Vi Ux Vi
s{Us)os|vs)=5]Us Vs (29a)
Ur Vs Ur Vy

ili, opSirnije,

ili, opSirnije,
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Promatrajmo napose direktni simetri¢ni sustav §(U). Sjetimo li se da su

L2 )
kutovi (27) kod takvog sustava jednaki —; , a prema (20) je a- operator
vrtnje za taj kut, to s obzirom na (21) i (25) vrijedi ocito

Us S GEUR, Ur = ang = a"UR = GUR (30)
ili preglednije
Ur Us
SiU)=81| Us | =8| a* U (31)
UT a UR

L]
Radi li se o inverznom sustavu $»{U); posluzit cemo se operatorom a,

ox s x ; 2n ” ; ot
koji daje vrtnju za 3 U pozitivnom smislu, pa izlazi

Us = QUR, UT - GUS = GEUR, (32)
t. j.
Ux Ur
Sz(U) =5 | Us | =8| a Ug (33)
UT aZ UR
Konac¢no za nulsustav Sy(U) vrijedi ocito
U = Us = Uy, (34)
odnosno
UR UR
S(](U) = So Us = So UR (35)
Ur Uz

VaZno je uoCiti neka pravila koja vrijede za mnoZenje simetri¢nih susta-
va. PomnoZimo li dva direktna sustava, izlazi inverzan sustav. Zaista,
dobivamo:

Uk A\ Ur Vi
S1(U) S$i(V) =581 | a®Ur | Si| a®Vg | =S| a*Ug Vp
a Ug a Vg a“Ug Vi (36)
Uz Vi
=S5 alr Vp | =S5,(UV)
a’Ug Vi
Dalje, mnoZenje dvaju inverznih sustava daje direktni sustav:
Uk Vi Ug Vg
S(U) $2(V) =8| aUr | S| aVe | =S5 | a®Ug Vi
a Ug a Vg a*Ug Vi (37)
Ur Vi

=5 GZUR VR = S[(U V)
a UR VR
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MnozZenje direktnog s inverznim sustavom daje nulsustav:

Ur Vg Ur Vi
Si(U) Sx(V) =81 | a®Ug | S| aVe | =8| a'Ur Vi
a Uy a*Vg a*Ug Vi (38)
Uz Vi
=¥ Uz VR) = So(U V)
Ug Vi

MnoZenje direktnog sustava s nulsustavom daje direktni sustav, a mnoZe-
nje inverznog sustava s nulsustavom daje inverzni sustav:

Uk Vi Ur Vi
S$1(U) So(V) =8, GZUR So|l Vo | =S (IEUR Ve | = S (UV)
a UR VR a UR VR

Ur A Ugr Vi

SQ(U) S[}(V) = Sg a UR S(} ( VR) =.§ a UR VR = S:(U V)
GZUR VR GEUR VR

(40)

Pravila (36) do (40) lako se pamte, ako se uoci, da se indeks produkta
dobiva zbrajanjem indeksa pojedinih faktora, s time, da treba odbiti 3, sko
je zbroj veci od 2. Tako u (36) za indekse vrijedi 1 + 1 = 2; u (37) je
2+ 2 =4, po odbitku 3 izlazi 1; u (38) je 1 + 2 = 3, po odbitku 3 izlazi
0;u(39)je 140 = 1;u(40)je 2+ 0 = 2. U jeziku teorije brojeva reklo
bi se, da je zbroj indeksa faktora kongruentan modulo 3 indeksu produkta,
dakle, ako je

5(U) 8:(V) = S(U V) (41)

da vrijedi
r+s=t(mod 3) (42)

gdje r,s,t mogu imati samo vrijednosti 0, 1,2. ZnaCenje kongruenci-
je je ovo: dva su broja a i b kongruentna modulo ¢, u simbolima
a = b(modc), ako je razlika a — b djeljiva sa ¢. Zaista je u svim
gornjim slu¢ajevima lijeva strana u (42) ili jednaka desnoj ili za 3 veca od
desne, tj. razlika je 0 ili 3, Sto je oboje djeljivo sa 3.

Razmatrajmo jo$ zbroj komponenata nekog sustava S(U). Taj cemo broj
oznaditi sa ) _(U), tj.

> (U) = Ug + Us + Ur. (43)

Prema tome ) (U) nije sustav triju vektora, ve¢ samo jedan vektor do-
biven zbrajanjem triju vektora sustava S(U}. S obzirom na (23) lako se
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dobiva za slucaj simetri¢nih sustava:

Y (U)=Ug+a’Ur +aUg = (1 +a* +a)Ug =0,  (44)

Y (U) = Ug + aUg + a’Ug = (1 + a + a*)Ug = 0, (45)

2

> (U) = Ug + Ug + Ug = 3Ug. (46)

0

Zbroj komponenata je dakle jednak nuli za direktne i inverzne sustave, a
jednak je trostrukoj jednoj komponenti za nulsustave. To je uostalom i
geometrijski evidentno na temelju §1..3.

Dalje je na temelju (28) ocito

YU +> V)= Y (U+V), (47)

tj. suma zbrojeva komponenata dvaju sustava jednaka je zbroju kompone-
nata sume tih sustava. To dakako vrijedi i za bilo koji broj sumanada.

Jo§ ¢e nam trebati pojam konjugirano kompleksnog u sustava $*(U), koji
je definiran jednadzbom

Ur U;
s Us | =58 Ut (48)
Ur U;.

tj. nekom sustavu S(U) konjugirano kompleksni sustav S*(U) dobiva-
mo tako, da komponente Ug, Us, Ur sustava S(U) nadomjestimo njima
konjugirano kompleksnim vektorima Ug, Ug, Ur. (sl. 4).

Ur

e
v

1

]

]

[ ]

(]

(]

(]

'

i

]

s Eo|

Ur A | i

i | ¢
i £ . T

.' — 1

e N ! [}

| i

* \ Lo

Ur \ Lo

N I :

A | 1

% ]

\Us |

N

Nk

LA

Ugr «

St 4.

Lako je vidjeti da je konjugirano kompleksna vrijednost produkta dvaju
kompleksnih brojeva jednaka produktu konjugirano kompleksnih vrijed-
nosti pojedinih faktora. Dalje je prema (19) i (20)

a = ﬁ"’1 a” =a; (49)
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Uzmemo li dakle konjugirano kompleksni sustav nekog direktnog sustava,
lako vidimo da izlazi inverzni sustav:

Uz Uz Uk
Si(U) =87 | @Ug | =S| (@®Ur)" | =S| &' Up
a Uy {(a Uy) a* Uz (50)
Uz
=§| aU; | =8(U").
a*Uy

Obrnuto je dakako konjugirano kompleksni sustav inverznog sustava di-
rektni sustav:

Ug Ui Uy
S;(U)=85] ale | =S| (aUr)" | =5| a*U; | =Si(U*).
GEUT (a?'Ur)' a U-}

(51)
Konjugurano kompleksni sustav nulsustava je o¢ito opet nulsustav, jer su
opet sve tri komponente jednake:

56(U) = So(U"). (52)
Ove su relacije geometrijski jasne (v. sl. 5).

el el =Sy

{ i+

& 1

N

A I:I
W '|: *
Uy
.§U‘
Up &8

b) c)

Prelazimo sada na osnovni teorem metode simetricnih komponenata, koji
izrice, da se bilo koji sustav S(U) moZe shvatiti kao zbroj triju simetric-
nih sustava, jednog direknog sustava S,(U,), jednog inverznog sustava
$2(Ua) i jednog nulsustava So(Uy).

Poku$ajmo dakle shvatiti
S(U) = 51(U,) + $2(Uz) + So(Uo) (53)

i odrediti komponente tih triju simetri¢nih sustava tako, da jednadzba (53)
bude zadovoljena. Za pojedine komponente ta jednadZba daje

Ug = Ujg + Uzg + Ugg, (54a)
Us = Ujs + Uss + Ugs, (54b)
Ur = Ur + Uar + Ugr, (54c)
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No S, je direktan sustav, pa vrijedi

Us=aUg, Upgr=aUp, (55)
a §, je inverzni sustav, t. j.
Uszs = a U, Uy = ﬂzUzks (56)
So je nulsustav, dakle je
Uor = Ups = Upr, (57)
Jednadzbe 54a, b, ¢ time primaju oblik
Ur = U 'F',Uzs‘+ Uor, (58a)
Us = a’Ujg + aUxg + Ugg, (58b)
Ur = aUg + a*Usg + Ugg, (58c)

pa iz njih treba odrediti nepoznanice U,g, Uag, Ugg , €ime bi problem bio
rjesen.

Zbrojimo li jednadzbe (58a, b, ¢) i uo¢imo relaciju (23), izlazi smjesta
Ug + Us+ Ur = ) (U) = 3U. (59)

Pomnozimo li sada (58b) sa a, (58¢c) s a* i opet zbrojimo. Zbog (21),
(25) i (23) izlazi lako

Ug + aUs + a*Uy = 3Uyz. (60)
MnozZenjem jednadzbe (58b) sa a*, a jednadzbe (58¢) sa a i zatim zbra-
janjem tih jednadzbi izlazi analogno

UR+GEU5+0UT = 3Ux- (61)

Jednadzbama (59), (60), (61) odredene su R -komponente triju simetri¢-
nih sustava i time 1 ostale komponente tih sustava. UvrStavanjemdobivenih
rezultata u (58a, b, ¢) uvjerili bismo se, da su te jednadzbe zaista zadovo-
ljene.

Uzmemo li u obzir znacenje faktora a, a® kao operatora vrtnje, lako je
konstruktivno odrediti R-komponente triju sustava §;, S> 1 Sp natemelju
graficki zadanog sustava S. U sl. 6 vide se te konstrukcije.

Ujednostavnjenje tih konstrukcija moze se postici, ako se posluzimo vek-
torima

Ux=Us—Ug Uy=Ur-U; Uz=Ug-Ur, (62)
koji su na slici neposredno raspolozivi kao spojnice $iljaka triju zadanih
vektora Ug, U, Ur. Naime, vrijedi

1
U = z(Ug + Us + Ur) = E[UR + (Ug + Uy) + (Ug — Uz)]
Uy — Uz
3 k]

(63)

(3UR+Ux-Uz) =Ug+

)] e D]
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;
02US UR UR
aUy U
ﬁ-":'-l-:‘uzg +\} #
T — OR
U/ SN U
Ur Us 3Ugr =
a) b) c)
S 6.
l ] ]. "
Ui = g(UR +aUs+aUr) = 5[(U5 — Uyx) +aUs + a (U + Uy)]
l o o] "'U '!" :U 4
= §(‘U.\' +(l+a+a)Us+aUy) = x—?,a_)‘
(64)
1 \ 1 ;
Ux = E(UR +aUs+alr) = 3[(Us = Ux) +alUs+a (U5 + Uy)]
1 R =11 U
=5(—Ux+(l+a'+a)Us+aUy]:__—_x;a Y‘
(65)

Konstrukcije na temelju formula (64) i (65) vidljive su iz sl. 7. Konstruk-
cija prema (63) nije bitno kraca od one prema (59), pa je ne donosimo.

J 1 J
f
!/
e = U UY
/ A s
i e + il +
77,7 X
U 1” Usz/ eVy
U -~ U k- L Uz 2R
Uy Ur \
\
\aUY
a) b)

St 7.

Ako su, obrnuto, zadane simetri¢ne komponente nekog sustava S(U), te
komponente sustava S;, S», Sy, onda se komponente sustava S dakako
dobivaju izravnim vektorskim zbrajanjem pomocu jednadzbi (54a, b, c)
jer je sustav S superpozicija triju simetri¢nih sustava Sy, S2, Sp .

Iz izloZenog postupka je vidljivo da je rastavijanje bilo kojeg trofaznog
sustava u tri simetricna sustava, jedan direkini, jedan inverzni i jedan
nulsustav, uvijek moguce i da je jednoznacno odredeno.
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Razmotrit ¢emo sada odredivanje snage nesimetri¢nih sustava struja i na-
pona na temelju snage simetri¢nih sustava.

U jednofaznom sustavu sa strujom
L=1+jl, =1 (67)
I naponom
E = E, +jE, = E&¥*9) (68)
djelatna je snaga dana sa
Ny =1Ecos¢ = :’_,EI + LE, = (I1-E), {69)

t. j. kao skalarni produkt tih dvaju veRtora, pri Cemu je ¢ pomak faze
1zmedu struje i napona. Jalova snaga N, dana je izrazom

N; = IEsing = ILE, — ILE, = (I x E),, (70)
dakle kao z-komponenta vektorskog produkta vektora struje i vektora na-
pona. Ta se dva izraza mogu sastaviti u kompleksni broj {(vektor) kao
kompleksna “prividna snaga™ u obliku

Ny, = Ny + jNj = IEcos ¢ + jIEsin@ = IEe®. (71)

Duljina toga vektora je produkt /E, koji se takoder Cesto naziva prividnom
snagom. Vidi se, da je prema (16)

I'E =l "BV = Ee®' = N, (72)

tj. kompleksna prividna snaga je izraZena kao produkt vektoru struje kon-
jugirano kompleksnog vektora i vektora napona.

Zbrajanjem djelatnih snaga triju faza u trofaznom sustavu dobiva se dje-
latna snaga cijelog sustava. Isto tako se ukupna jalova snaga dobiva kao
zbroj jalovih snaga pojedinih faza. Stoga ¢e 1 kompleksna prividna snaga
sustava biti zbroj kompleksnih prividnih snaga pojedinih faza.

Ako je dakle dan trofazni sustav struja S(I) i trofazni sustav napona S(E),
onda je ukupna prividna snaga

N, = IREg + IKEs + I7Er. (73)
Promatramo li sustav
_ I; Eg
S(I) S(E)y=S(I'E) = § | I{ Eg (74)
I; Er

vidimo, da je prema (73) i (43)
N, = (I"E). (75)

Ako je sustav S(I*E) simetri¢an, onda je prema (44) do (46) prividna
snaga jednaka nuli, ukoliko je to direktni ili inverzni sustav, a jednaka je
31 Eg, ako se radi o nulsustavu.

Rastavimo onda sustave S(I) i S(E) na njihove simetri¢ne komponentne
sustave, t. j.

S(I) = 51(I;) + 82(12) + So(To) (76)
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S(E) = SI(E|) = S:(E:) + S{}(E()) (77)

Na temelju (50), (51), {52) vrijedi za konjugirano kompleksni sustav
s (1)

S = S(I*) = S;(1)+S; (1) +Sp (Io) = Sa(I7)+8: (15)+Sp(Ig), (78)

tj. direktni sustav struje se pretvara u inverzni 1 obrnuto, kada se uzimaju
konjugirano kompleksne vrijednosti. Uzevsi u obzir (36) do (40) mozemo
sada pisati
S(I'E) = §"(1) S(E)
= [S2(I7) + Si(12) + So(Xo)] - [S1(Ey) + S2(Ez) + So(Eo)]
= 5:(1})Si1(Ey) + 81 (13)82(Ea) + So(15)So(Eo) + - .-
= S(](IIE|) +Sn(l—_:Eg) ".LS()(I{',E{)) " va G (79)

gdje su toCkicama oznaceni tspusteni ¢lanovi (svega 6 ¢lanova), koji daju
dircktne ili inverzne sustave, a ispisani su samo ¢lanovi, kojt daju nulsu-
stave. Tvorimo li sada zbroj komponenata uzimajuéi u obzir (47}, otpast
Ce zbog (44), (45) svi ¢lanovi, koji nisu nulsustavi, t. j. Clanovi naznaceni
toc¢kicama. S obzirom na (75) 1 (46) dobivamo dakle

Ny=Y (I'E)=> (GE) + ) (IEy) + > (KEy)
0 0

0

- 3“!\’}‘—“1!6 + 315RE1R -+ BISREUR- (80)

No ovdje je prvi ¢lan snaga, koja odgovara direktnim komponentnim su-
stavima struja i napona, drugi ¢lan potjece od inverznih sustava, a treci
od nulsustava. Vidi se dakle, da se snage {djelatna, jalova i kompleksna
prividna) rastavljaju u dijelove, koji odgovaraju direktnim, inverznim i
nulsustavima.

Time su izvedene najvaznije relacije iz metode simetricnih komponenata,
koje dostaju za jednostavne primjene. Na kraju dajemo za ilustraciju me-
tode jednostavan primjer racuna za slucaj jednofaznog dozemnog spoja na
trofaznom vodu.

Neka je dakle prema sl. 8 otvoren trofazni vod prikljucen na trofazni ge-
nerator, u kojemu djeluje direktni simetri¢ni sustav §;(E) induciranih
elektromotornih sila. ZvjezdiSte generatora neka je uzemljeno preko im-
pedancije Z.. Na jednom mjestu voda nastao je dozemni spoj u fazi R s
prelaznim omskim otporom R. Sam vod, a1 generator neka su simetricni
u pogledu triju faza. Impedancije voda u pojedinim fazama od generatora
do mjesta dozemnog spoja jednake su dakle, a i svejedno je, da li se one
odnose na direktan sustav struja, na inverzni sustav 1li na nulsustav. Nonije
tako u pogledu faznih impedancija gneratora. Da te impedancije nece biti
iste za direktni sustav, inverzni sustav i nulsustav struja uvida se odmabh,
ako se pomisli, da inverzni sustav struja, koje teku u statoru, stvara roti-
rajuce polje obrnutog smisla vrtnje rotora, pa se to polje okrece relativno
prema rotoru dvostrukom kutnom brzinom rotora, dok polje, koje potjece
od direktnog sustava struja miruje relativno prema rotoru. Time nastaje
razli¢ito djelovanje na rotor, kod inverznog sustava, gubici u Zeljezu rotora
itd. Jasno je, da ée stoga fazne impedancije za te sustave biti razlicite.
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Te se impedancije mogu odrediti pomocu karakteristike praznog hoda te
mjerenja na generatoru u jednopolnom, dvopolnom i tropolnom kratkom
spoju. PobliZe u to ovdje ne moZemo ulaziti.

Iy
= i
1
E; }
Bs I |
b4 = 1
E i
R |
i
- l
‘l..IR. \ i
I
l:] Zg R z
‘,7//37”;;.//; / 5
SL 8.

Mi ¢emo zamisliti fazne impedancije generatora zbrojene s faznim impe-
dancijama voda od generatora do dozemnog spoja, pa cemo tako dobivene
ukupne impedancije oznaciti sa Z,, Z», Z, prema tome, da li se odnose na
direktni odnos struja, na inverzni sustav ili na nulsustav.

Ako je
S(I) = Si(Li) + S2(L2) + So(Xo) (81)

sustav struja, koje teku u generatoru i vodu, onda ¢e dozemna struja I,
koja se vraca kroz zvjezdiSte generatora, oCito biti zbroj struja triju faza,
dakle

L= =) M)+ (L) +> ()= (I)=3kg, (82)
1 2 0 0

pri cemu smo upotrebili relacije (44) do (47). Nobuducidaje vod otvoren,
to je

LTy csil; (83)
tako da je prema (59) do (61)
Lz = %(IR +als+ a’ly) = %IR, (84a)
Ly = %(IR + a’ls +aly) = %IR, (84b)
lop = 300 + I+ 1) = 1o (84c)

Jednadzbe (82) i (84c) slazu se dakako s time,da je dozemna struja jednaka

struji u fazi R, t. .
Iz — IR. (85)

Racunajmo dalje napone Ug, Us, Ur, t. . sustav

S(U) = 851(Uy) + 52(U,) + So(Uo) (86)
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na mjestu kratkog spoja, i to prema zvjezdiStu generatora. Za direktni
sustav ocito e vrijediti

S (Uy) = Si1(E-Z,1,), (87)

jer je u svakoj fazi napon na kraju jednak elektromotornj sili minus pad
napona u doti¢noj fazi. Za inverzni i nulsustav imamo slijedece relaci-
je, samo tu nema elektromotornih sila, jer je njihov sustav simetrican i
direktan, pa nema inverznog sustava niti nulsustava tih sila. Dakle:

52(Uz) = $2(-Z:1), (88)
So(Uop) = So(—Zgly). (89)

Ukupno je, dakle
S(U) = Si(E — Z)1;) + S2{—Z:11) + Sp(—Zoly). (90)

Postavimo sada jednadzbu za krug *“ R-faza — zemlja — zvjezdiste™:
Er — (LiZ; + IogZ: + TogZo + (R + Zz)31pk] = 0. (91)

Ovdje su od elektromotorne sile odbijeni padovi napona u R-fazi genc-
ratora i voda, koji potjecu po redu od struje direktnog sustava, inverznog
sustava i nulsustava. Te struje teku istodobno, ali za njih vrijede razlicite
impedancije. Konacno je odbijen pad napona ukupne struje Iz = 3Igz u
pelaznom otporu dozemnog spoja i u impedanciji Z;. Iz te jednadzbe
izlazi

B 3Ex
L+ Zy+Zo+3(R+Zy)

3lor =1z = I (92)

¢ime je odredena dozemna struja i ujedno struja u fazi R.

QOdredimo jo3 napone Ui, Us, Ur, na mjestu dozemnog spoja prema
zvjezdiStu generatora pomocu njihovih simetri¢nih komponenata. Prema
(87) do (89) vrijedi

1
Uig = Er — Z)11g = Egp — EZIIR

_g Z:+Zo+ 3(R+ Zy) (93)
2+ 2L+ Zo+ 3R+ Zy)

1
Uy = -2y = 'azzlﬁ

e Z
- ERZ.+Z3+ZO+3(R+ZZ)‘ )

1
Uor = —Zolor = _§ZOIR

= _E Zo
"+ L+ Z+3(R+Z2)
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Iz toga je prema (58a, b, ¢)
Ug = Ujr + Usg + Ugr
3(R+Zz)

=E ; 96
"L+ 2+ Zo+ 3R+ Zy) (56)

Us = GZU]R +- aU:R -+ U(]R

—iV3Zs + (a* - 1)Zo + 3a*(R + Z7)
= Eg ; (97)
2+ 72> +Zog+3(R+Zz)

UT =a UIR + (12U3R + UQR

_ ER]\/§Z2 + (a < 1)Zo+ 3a(R + Zz) (98)

Zi+Z,+Zo+3R+Zz)

Zelimo li na¢i napone prema zemlji, treba samo tim naponima pribrojiti
napon zvjezdista prema zemlji, koji je oito jednak

3Z;

Z,1, = -Z;1; = —E < 99
zz ZR R+ T+ 2o+ 3R+ Zz) o2
! Lz Ip ID'R Ilos|'01‘
Ly Lis I, Is
a) b) ¢

Dodajemo jos sl. 9, koje pokazuju simetri¢ne sustave struja, a u sl. 10 se
vidi, kako se iz toga dobiva stvarni sustav struja Iz i Is = Ir = 0.

ey 1l
I
Py 08 Lo
Iis Lir
1
1 Is Lr
a) b) ¢

St 10.
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Uber die Einbettung hyperbolischer Ridume in
euklidische Riume.

Von

Danilo Blanusa, Zagreb.
(Eingelangt am 25. Februar 1955.)

1. Einleitung.

Es ist bekannt, dafl sowohl die hyperbolische Ebene [1] als auch der
n-dimensionale hyperbolische Raum [2] im Hilbertschen Raum iso-
metrisch eingebettet werden konnen. In einer kiirzlich verdffentlichten
Arbeit zeigte jedoch J. Nash [3), daB sich jede Riemannsche Mannig-
faltigkeit schon in einem endlichdimensionalen euklidischen Raum ein-
betten liBt. Nun beruht Nask’s Existenzbeweis auf einem kunstvoll
aufgebauten System schrittweiser Anniherungen, das sich wohl kaum
dazu eignet, eine solche Einbettung wirklich auszurechnen.

Wir wollen in dieser Arbeit zunichst eine isometrische Einbettung
der hyperbolischen Ebene in einem RE; (6-dimensionalen euklidischen
Raum) formelmiBig angeben. Die Einbettung ist von der Differenzier-
barkeitsklasse C*, aber trotzdem nichtanalytisch. (Nach Nask’s Resul-
taten ist die Existenz einer Einbettung der Klasse C' im R, sicherge-
stellt.) Ferner soll eine Einbettung der Klasse C* (ebenfalls nichtana-
lytisch) des n-dimensionalen hyperbolischen Raumes im B, ; angegeben
werden. (Auf Grund der Resultate von Nash mul es eine C'-Einbettung
im R, ,geben.)

In beiden Fillen gelang es bisher nicht, die Dimensionszahl des
Einbettungsraumes herabzusetzen, ohne dal Selbstdurchdringungen
auftreten.

2. Die hyperbolische Ebene im E,.

Es sel
‘%(u) — eiE(iul-i-l).-‘ﬂHE, 'Pz(u) — olul/z}+6 (1a, b)

Dabei bedeuten die in eckige Klammern gesetzten Ausdriicke die groBte
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218 D. Blanuia:

ganze Zahl, die nicht grofler ist als der eingeklammerte Ausdruck.
Ferner bedeute

A= f sin & . et E g, ()
0

u4-1

@y(u) = (1/4 [ sinzf e~ 1o’ 7E gey'h, (3a)
0
Po(u) = (1/4 } sin & . e~ Vo AE gays (3b)
0
A Pa(%)

fl(u) - wl(u) Sh u, fz(u) - %(u) Sh u. (43, b)

Sind nun =z, ...,z rechtwinklige Koordinaten im R, und u, v
Parameter auf einer Fliche, so behaupten wir, daB die Gleichungen

7y = f I OF—T 0P, m=v  (52.b)

zy = f(u) cos (vyy(w)), @y = fi(w) sin (vyy(w)), (5c, d)
x5 = fo(u) cos (vyy(u)), ¢ = fo() sin (vip,(u)) (De, £)

eine O*-Einbettung der hyperbolischen Ebene ohne Selbstdurch-
dringung im R, ergeben. Dabei erhdlt man die Metrik in der Form

6
ds? = X doj = du® + ch? u dv? (6)
f=1

Die Gauss’sche Kriimmung der Fliche wire also gleich -—1. Es ist
klar, daB sich durch eine Ahnlichkeitstransformation ein beliebiges
negatives KriimmungsmaBl erreichen lief3e.

Um upsere Behauptung zu beweisen, brauchen wir einige Vorbe-
reitungen.

Zur Abkiirzung seien folgende Bezeichnungen eingefiihrt:
7(&) = sin m& e~V — 1 /¢ sin & e~ 7 (7)

wobei fiir ganzzahliges & x = 0 zu setzen ist.
u+41 u

o(w) = 1/4 ! 2(8) dE, gy(u) = 1/4 a[ x(£) dé, (8a, b)
also in Hinblick auf (2) und (3a, b)
7i(n) = V() @) =1/eu). (98, b)
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Im Intervall [0,1] ist ¥ = 0, also wiichst g,(«) in diesem Intervall
monoton, u. zw. von 0 bis 1, da g,(%) = 0 und p,(1) = 1 ist. Dasselbe
gilt dann fiir die Funktion g,(u).

%(u) geniigt der Funktionalgleichung

2(§ -+ 1) = — x(é). (10)
Es wird daber

" udl 1 u4-1 1

A= [ ) dE= [ 1) dE+ [ 1) d= [ 6) e+ [ sn+1)in=

— (1O d— [ dn=a—[ y) 2 =4— Ao 1)
oder

01(%) + o,(u) =1, (12)
das heilit

@1(w) + pa(u) = 1. (13)

Wegen (12) wird also g,(u) im Intervall [0,1] monoton fallen, und zwar
von 1 bis 0.
Auf Grund der Definitionen (8a, b), (9a, b) gilt

01(%) = gy(u + 1) (14)
und

P1(v) = @p(u + 1), (15)
also, wegen (12),

aW) =g+ 1)=1—@g+1)=1—¢gu+2)=

=1—[1—g(u+2)] = e (u + 2) (16)
und
@i(u) = @y(v + 2). (16a)
Auf Grund von (12) folgt sofort
0x(u) = @o(u + 2) (17)
und
a(w) = @y(u + 2). (18)

Wegen (14) mull g,(%) im Intervall [1,2] von 0 bis 1 monoton wachsen,
weil g,(«) dies im Intervall [0,1] tut. Da ferner g,(u) im Intervall [0,1]
von 0 bis 1 monoton wéchst, mull wegen (14) dasselbe fiir p,(%) im Inter-
vall [—1,0] und wegen (16) auch im Intervall [1,2] gelten. Es gilt also
im Intervall [0,2] und daher wegen (16), (17) iiberall

0=aw =1 0=gu=1. (18a, b)
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Die Funktionen g,(u), gs() sind folglich iiberall reell, und es gilt, wenn
die Quadratwurzel in (9a, b) stets positiv genommen wird,

0<g)<1, 0<pu)<l (19a, b)
Man bestdtigt leicht, daB fiir ganzzahliges n

0,(2n) = @,(2n) =1, @,(2n+41) = @(2n-+1) =0, (20a, b)

0(20) = ¢o(21) = 0, on+1) = gyn+1]) =1  (21a, b)
gilt.

Da sich die Ableitungen der Funktion ctg nu als Polynome in dieser
Funktion ausdriicken lassen, ist es klar, daBl sich eine beliebig hohe
Ableitung von y(u) als Produkt der Funktion exp (—ctg? #u) und einer
ganzen rationalen Funktion von sinzu, coszu und ctg zu darstellt.
LiBt man darin » gegen irgendeine ganze Zahl streben, so ist leicht
cinzusehen, daB hicbeil sowohl die Funktion y(u) selbst, als auch deren
simtliche Ableitungen gegen Null streben. Daraus konnen wir schlieen,
daB an diesen Stellen die Funktion y(w) stetig ist und deren simtliche
Ableitungen existieren und gleich Null sind. Selbstverstindlich hat die
Funktion auch an allen anderen Stellen Ableitungen beliebiger Ordnung.

Nach (8a, b) und (10) wird

1 1
o’ (W) =7 - Y=g 2D (u) (22)
und
) ___ i. (n—1) 23
0 = 4 % (w). (23)

Auf Grund der Eigenschaften der Funktion y(u) haben also auch die
Funktionen p,(w) und p,(u) iiberall Ableitungen beliebiger Ordnung.
Fiir ganzzahliges u sind sédmtliche Ableitungen gleich Null, wihrend
0,(u) und g,(w) an diesen Stellen die in (20a, b) und (21a, b) angegebenen
Werte annehmen.

Auf Grund von (9a, b) schlieBt man ohne weiteres, dal an allen
Stellen, wo g,(u) > 0 bzw. p,(x) > 0 ist, auch @,(u) baw. @,(u) Ablei-
tungen beliebiger Ordnung besitzt.

Um dies auch an den Stellen, wo ¢, bzw. ¢, verschwinden, sicher-
zustellen, beachten wir zunichst, dal z. B. die n-te Ableitung von
@, eine Summe der Form

75 = (o) = Z'a, 0 (o) (") - - (&5”)™ (24)

ist. Dabei sind die a, gewisse numerische Koeffizienten, 7, ist eine positive
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ganze Zahl und 7, 7,, ..., r, sind gewisse nichtnegative ganze Zahlen.

Es ist leicht zu sehen, dal} fiir alle Glieder dieser Summe
1/2——?'0—}—71—!—?3—{—...4—?'“:1/2 (?"5)

gilt. Fir » =0 1st das trivial, da dann ry=7 = ... =7, = 0 1st.

Allgemein folgt es durch vollstindige Induktion, da beim Differenzieren
der Exponent eines Faktors eines Summengliedes um eine Einheif
erniedrigt wird, dafiir aber das Glied mit der Ableitung des betreffenden
Faktors multipliziert wird. Die Summie der Exponenten dndert sich also
nicht, was Gleichung (25) zur Folge hat. Nun erinnern wir uns, da8 sich
jede Ableitung von g, als Produkt aus der in (7) vorkommenden Ex-
ponentialfunktion und einer ganzen rationalen Funktion von sinzwu,
cos rie und ctg wu darstellt. Bezeichnen wir eine solche Funktion mut
R(u), so wird also ein solches Summenglied S(«) die Form

S(,_,_) - R(u) 8—(’:-!—--.+?n)ctg’ Tu Qf‘h—r. (25)

haben. Iis sel nun m eine ganze Zahl. Unter Anwendung der I"Hospital-
schen Regel berechnen wir zunichst den Grenzwert
i sin® 7w @y(u) . 8in® 7w y(u)
im = e
u->2m 2“ QB(u) u Lr[;m 2‘4“ Qz(u)
3z sin® u cos mwu y(u) + sin® wu ¥’ (u
— lim 1) ACUNY (27)
w->2m 23: X(’“)
Man kann daher unter Beniitzung von (27) und (25) schreiben:

lim S(x) = lm (27)" " sin’" =% u R(u). (28)

u->2m us2m
27 py(u) ) et
sin® 7w @'o() B

— | D] ro—tfs i a—dr, -+t 4rpdcetg*mu
m (2ne) (%) sin ¢ ;
u->2m

- c”(’1+---+"ﬂ) ctg* T u [g'z(u)]‘fl—'fe (

.8in'P =Ty @~ Ch = O T - Tim (Q7pe) " R(u) sin® ey, e~ o8 R —,
u-»2Im
Hieraus folgt nach (24) ¢{” (w)— 0 fiir w-~ 2. Da gu(u) fiir « = 2m
stetig ist, folgt weiter, dall in diesen Punkten simtliche Ableifungen
existieren und gleich Null sind.
Auf Grund von (15) folgt sofort dasselbe {fiir ¢,(«) in den Punkten
uw =2m + 1.
SchlieBlich sicht man unschwer, dal auch die nach (4a, b) definierten
Funktionen f,(») und fy(u%) iiberall Ableitungen beliebiger Ordnung
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besitzen. Die in den Nennern vorkommenden Funktionen v, (%) und y.(%)
sind nach (la, b) Treppenfunktionen, und man iiberzeugt sich leicht,
daB ,(w) fiir ungerades v und y,(u) fiir gerades « Sprungstellen hat, also
gerade dort, wo die im Zéhler stehenden Funktionen samt ihren simtlichen
Ableitungen verschwinden. Man iiberlegt sich weiter, daB dann die
Ableitungen von f, und f, gegen Null streben, wenn man sich von rechts
oder von links diesen Punkten nihert; daher existieren samtliche Ab-
leitungen in diesen Punkten und sind gleich Null.

Wir wollen nun zeigen, dal die durch (5a) definierte Funktion
@,(u) reell ist. Dazu brauchen wir eine (grobe) Abschitzung fiir | ¢',(%) |
und | ¢/ofu) |

Da y(£) nach (7) eine ungerade Funktion ist, ist nach (8b) und (9b)
@»(u) eine gerade Funktion, so dall wegen (18) folgt:

Po(©) = @o(—u) = @p(2 — w), (29)
also
@'ao(u) = — ¢'2(2 — u). (30)

Wir kénnen uns daher auf das Intervall [0,1] beschrinken und wegen (15)
auf die Funktion g,(%). Nun ist in diesem Intervall

) )
2¢/o(w)  24+/gy(u)

Im Intervall [1/,, 1] fillt der Zdhler monoton gegen Null, wiahrend der
Nenner monoton gegen 24 wichst. Das Maximum von ¢,’(«) muf} also
in [0, /,] iegen. In diesem Intervall gilt nun

|@/ () | = @)/ (w) = (31)

u < sinvu < 7w, (32)
also
; sin zwu exp(—1 /sin® 7u) atu exp(—1/sin? 7ru)
Pa(u)= = = =
QVAf sinzé exp(-1/sin?n &) d& 2VA6f§exp(~1/sin2n§) d¢
1]
(33)

Weiter wird fiir 0 < A < 1:

f & o~ 1/sin® 7§ dt > J‘ & e-»l!ein'mf dt > f Iu o~ 1/sin® mhu dF =
0 Au Au

— uz;{(l . ;.,) e—lfsin’ :"tﬁ.u. (34)
Es folgt mit (33)
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7 exp (—1/sin? ze)
94/AA(1 — 1) exp [—1/(2sin? Anw)]

7 1 1

o/ —a P

Da nun fiir 0 < w < !/, die Sehne zwischen den Punkten (0,0) und
(w, sin 7ru) unter der Sinuslinie sin 7z liegt, so gilt

y (1) <

)- (35)

- + =— .
sin?mu  2sin? wiu

) sin 7y " '
sIn T > il <z <<u) (36)
oder fiir x = Au
8in Y 1
Lo, (37)

sin A pi

1 o
Fiir 7 < 4/2 wird also sicher

sin 7w << 4/2 sin 7w, (37a)
also
I 1
" sin®nu T 2 sin® mwAu =& (38)
d. h.
1 1
oxp (— sin? zu 2sin? mAu )<k (39)
Wir wihlen insbesondere
4 1
A= 5 S 75 (40)

und erhalten aus (35) und (39)

%4

T
) S, (41)
e 24/A441—12) 44/4
Um die Konstante 4 abzuschétzen, schreiben wir:
; " »
A= { sin & ¢~ Vsin* n§ dE > f sin 7 £ ¢ -Vsin* 7§ At >
u 17,
' 7T - 1
>/““I”M%“=a§§ (42)

Hiemit wird schlieBlich
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5 f\/ 8¢
lpdw) | < —F— <18, (43)
und ebenso gilt
Loy (w) < 18 (44)

fiir beliebiges w.
Nun lassen sich die Ableitungen f," und f," abschitzen. Es ist

1
L= o (%, chu + @, shu) (45)
1

(wobei y, als Treppenfunktion wic eine Konstante zu behandeln ist),
also nach (19a) und (44)

1 1
I% Jé (lqo |e'“‘+i%|e’“')<w—19el“' (46)

Ebenso folgt wegen (19b) und (43)

(47)
Weiter iiberlegt man sich leicht, dal3
|
2[I l ]+1= | u| (48)
und
| |
2[5 1+ 2= ul
ist. Daraus folgt wegen (la, b)
wu) = €1, pyu) = el (49a, b)
also sicher
) 19 1 19 N
”1|<*é.?<\/§-a |fz'< '\/2 (50a, b)

(Die Exponenten in (la, b) kénnten natiirlich verringert werden, ohne
dafB dieses Resultat zerstort wird, nicht aber bel einer spiter beniitzten
Abschitzung.)

Es folgt jetzt sofort

1—f2—f2>0, (51)
d. h. die Funktion z,(u) ist reell.

Auf Grund dieser Resultate sieht man, dafl durch (5a—f) eine reelle
C=-Kinbettung gegeben ist. Durch eine einfache Rechnung (bei der y,
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und y, als Konstante zu behandeln sind und von der Beziehung (13)
Gebrauch zu machen ist) iberzeugt man sich, dal die Metrik der Fliche
in der Tat die Form (6) hat.

DaB die Fliche keine Selbstdurchdringung hat, erkennt man folgender-
maflen:

Gibe es eine Selbstdurchdringung, so miiiten zwei Wertepaare der
Parameter %V, v und «®, v® dieselben Wertesextupel (27, ..., 2{V) =
= (2, ..., 2) ergeben. Nun folgt aus 7D = =P wegen (5b) vV = +®,
Da welter wegen (51) z, eine monotbn wachsende Funktion ist, folgt aus
2 = 2" ebenso 4™ = u®. Die zwei Wertepaare u, v wiren also nicht
verschieden. Hiemit ist alles bewiesen.

3. Der n-dimensionale hyperbolische Raum im £, ;.

Es seien ¢, und ¢, wieder die nach (2), (3a, b) definierten Funktionen.
Ebenso beniitzen wir die Treppenfunktionen w, und y, nach (la,b).
Ferner sei fiir u > 0

1 X
Fy(u)= el /u) =0 — e F(u) = pell/u) l‘ %—e"“‘. (52a,b)

p(1/w) yo(1/u)
Weiter seien @y, 7,4, ..., 24 (r =1, ...,7n— 1) rechtwinklige Koordi-
naten in einem By, ;. Als Parameter beniitzen wiru, v, (r =1, ..., n—1),

wobei u alle positiven und die v, alle reellen Werte annehmen kénnen.
Wir behaupten, da dann die Gleichungen

u 1 .
%= [ V?-_ PR o g, (53a)
e~ ¥ e
x, =—=——=cos(y/n—1v,), «,=——=sin(y/n—1v,), (53b,c)
n—1 n—I1
By = % cos (v/n— 1, py(1/u)), (53d)
T, = \/f% sin (\/n — 1 v, 9,(1/u)), (53e)
F
Ty = \/T{!:)T- cos (\/'n 1 v, yy(1/u)), (53f)
F,
= —2 sin (/m— T v, (1) (63¢)
y/n—1
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eine C*-Einbettung ohne Selbstdurchdringung des n-dimensionalen
hyperbolischen Raumes in einem R, ; darstellen. Dabei erhélt man die

hyperbolische Metrik in der Form

n—1 6 1 n—1
It = du? + £ £ daf, = — (@ + Z dv). (54)
r=] s=1 r=1

Auf Grund der Eigenschaften der Funktionen yy, ,, ¢y, @, sieht man
auch hier leicht ein, daB die Einbettung von der Klasse C* ist.
Die Funktionen F,(u) und F,(u) sind offensichtlich reell, da fir

w>0
l -0y o
i e~ >0 (55)

ist. Bs ist nun zu zeigen, daB die Funktion ,(u) fiir jedes u > 0 reell ist,
d. h. daB der Ausdruck unter der Wurzel in (53a) fiir £ > 0 positiv ist.
Betrachten wir diesen Ausdruck zunichst fiir die Werte &> 1.

Iis ist

._.E 9e—28
5T 2€

, O A T ] E
F\(§)=—"7" ‘7’1(?(—}?)" g (1/8) ]/1 -
2V — %
g ¢

> £
tpl(g)

1 { ’l _1_ —2& 1_ ]L 2 —‘JE}
— —%(5)(52 w==il )_%(5)(6'—56 )( -

1 s
51‘{’1(2‘_.') \/1 — & e %

(56)
Nun ist weiter
1
O<?-e"'5<1 (&> 1) (57)
Das Minimum der Funktion 1 — &% e~%¢ (fiir & = 3/,) ist positiv, also gilt
1
o<g—§2e-ﬂf»<1 (&> 1). (58)

SchlieBlich ist das Minimum von 1 — &2 e~ (fiir & = 1) gleich 1 —e™%,

also
2

6
1—523“25>1—e-2>;>—75 (&> 1). (59)

Hiemit wird
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T 1 1)
| FY (&) | < 7 ll% @ | + nlz)) E>1 (60)
6& ’Pl(g)
oder wegen (19a) und (44)
7.19 133
| B/ (&) | < Al i (6 >1). (61)
6§ ?’l(g) ?5 %(E)

Weiter gilt fiir £ > 1
0, (1/&) = €8, w(1[€) = ¢t (62a, b)
Es wird also nach (61) und auf Grund einer ganz analogen Rechnung
fiir F,' (&)
133 133

6565’ |F2’(£)|< 65(,’6'

1P | < (63a, b)

Aus (59) und (63a, b) folgt
1 _ag 6 133
i TR YT
Die Wurzel in (53a) ist also in der Tat reell fiir & > 1.
Es sei nun & < 1. Wir schreiben (56) in der Form

133 ; p
R+ (el > I FO P+ RO P (64

T 77 {—%’(—) (1— &™) —gy(7) (6= e-ﬂé}.

&
54?’1(?) ?-—-6_‘5

Fi(&)=

(65)
Nun ist
1 —Ee ¥ < lb—He¥=¢(1l—8e* <1 (££1), (66a,b)

und es gilt ferner

T S
E ¢ > e (£E<=1). (67)
In der Tat ist
1 —282e™% > 0, (68)

da diese Funktion ihr positives Minimum fiir § = 1 annimmt. Hieraus
folgt leicht (67).

Mit Hilfe von (66a, b) und (67) erhiilt man
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, V2 1 219
|F1(5)|<_—- |?’1()|"|"9”1§}'£_'\/_; (69)
£ %( ) & 1{’:(&_.)
bzw. durch eine analoge Rechnung
2 19
| F/(8)] < il— (70
g
In Hinblick auf (49a, b) ist nun
Lo a 1
w2 ef  , w(l/H) = . (T1a, b)
Weiter gilt
el 1 1 1 1 1 1
e 52“—'?*-14—'5""}' 2!£2+3!§3+4!£4+...:
2 1
also
£ 1
& > '%? (73)
Daher wird
, V219 ) V219
(HOI< g FBO|<—Fa (T4a, b)
Es wird also schliefllich wegen (67) und (74a, b)
2.192 1 1 .
|58 P+ B Pt <gm<m—e (75)

B8 982 g2
so daf} auch fiir & = 1 die Wurzel in (53a) reell ist.

Wir zeigen nun, dall die Mannigfaltigkeit keine Selbstdurchdringung
hat. Es miilte sonst zwei verschiedenen Punkten (u®, v{”) und (u®, )
der Mannigfaltigkeit derselbe Punkt (2, 2@, . . ., 20) = (2, 2@, . . ., 2)
des Einbettungsraumes entsprechen. Nun smht man sofort, dal nach
(53a) z, eine monoton wachsende Funktion von u ist. Aus z{” = af”
folgt also u™” = u®. Beachten wir weiter, daB ¥, und F, niemals gleich-
zeitig verschwinden. Es sei also etwa F,(x) <= 0. Dann folgt aus z{})=1{3
und 28=2a nach (53d), (53e)
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A/n—1o® y,(1fu) =+/n— 16 p,(1]u) + 2kn (76)
und aus 2 = 23 und 2 = 2{) nach (53b), (53c)
Vr—1v" =q/n—19P + 2,n. (77)

Nun ist 9,(1/x) eine Potenz von e mit ganzem positiven Exponenten, etwa
¢'. Die Gleichungen (76) und (77) ergeben dann
k=ek, (78)

Das ist aber nur fiir k, = k, = 0-ndglich, da sonst ¢’ rational, also e
algebraisch sein miiBte. Es gilt also o =@ (r=1,...,n—1),
d. h. die beiden Punkte der Mannigfaltigkeit sind identisch. Ist F,(x)=0,
so ist F,(u) = 0, und man zieht dieselben SchluBfolgerungen auf Grund
der Gleichungen (53b, ¢) und (53f, g).

SchlieBlich zeigt eine einfache Rechnung, dafl (54) richtig ist. Dabei
sind die Treppenfunktionen y, und y, wieder als Konstante zu behandeln,
und es ist die Beziehung (13) zu beniitzen.

Der Sonderfall n =2 ergibt eine Einbettung der hyperbolischen
Ebene im R,. Wir gaben jedoch oben an, wie man fiir diesen Fall eine
Finbettung bereits im R konstruieren kann.
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Dr. ing. Danilo Blanug§a, Zagreb:

PROBLEM CETIRIJU BOJA¥)

Moderna matematika stvara svoje probleme najvise u vi-
soko razvijenim svojim dijelovima, na krajnjim granicama
dosada postignute spoznaje. Takvi su problemi razumljivi samo
struénjaku matematicaru, pa katkada ¢éak samo uZem specija-
listu za doti¢nu matematiéku disciplinu. No osim toga u ma-
tematiei susrecemo neke probleme, koji se daju lako i jedno-
stavno formulirati, pa ih shvac¢a svaki obrazovan dovjek, a
ipak su vanredno teski. Neki su od tih problema rijeSeni po-
slije stoljetnih, pa i tisuc¢ljetnih napora matematicara, cesto
vrio kompliciranim matematickim sredstvima. Neki su 1 do
danas nerijeSeni. Jedan od novijih takvih problema je problem
¢etiriju boja, koji spada u t. zv. topologiju ili analysis situs.

Zamislimo na kugli (globusu) ili u ravnini!) narisanu neku
zemljopisnu kartu, kojom je sva povrSina razdijeljena u sta-
novit konaéan broj podruéja (zemlje, jezera, mora). Tu kartu
zelimo obojiti tako, da podrué¢ja sa zajednickom granicom budu
raznobojna. Dopusta se, da se podruc¢ja iste boje sastaju u po-
jedinim toékama (na pr. ¢etveromedama i t. d.). Pita se, koliki
je nmajmanji broj boja, kojima se to u svakom slucéaju moze
postiéi.

MoZe se pokazati, da je pet boja u svakom sluéaju dosta2).
Slutnju, da veé¢ ¢éetiri boje dostaju u svakom sluc¢aju, nije do
cdanas uspjelo dokazati, pa odatle problemu ime.

Prvi puta spominje taj problem u literaturi matematiéar
(‘ayley god. 1878%). Kempe*) 1 Tait?) dali su dokaze, da su detiri
boje dostatne, no Heawood®) je pokazao, da su ti dokazi po-
gresni. Kasnije su mnogi matematiéari u brojnim istraZivanji-
ma dokazali razne zanimljive teoreme, koji nas znatno pribli-
zavaju rjeSenju, ali do samog rjeSenja ipak joS nije uspjelo
dodéi.

®) Predavanje odrzano u kolokviju matemati¢ko-fizi¢ke 1 astronomske
sekecije dne 26. IX. 1945.
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Cudnovato je, da analogni problem na kompliciranijim
plohama, nego sto je kugla, ne pruZa tolike poteskoée. Tako se
zna, da za obojenje neke razdiobe u podruéja na torusu (prste-
nastoj plohi) uvijek dostaje sedam boja, a i treba toliko, jer
se ploha torusa moze razdijeliti na sedam podruéja, koja gra-
ni¢e svako sa svakim. Sli¢no je uspjelo rijeSiti problem za
cio niz jo§ kompliciranijih ploha, a ba§ na najjednostavnijoj,
na kugli, poteSkoce su tolike, da ih ne umijemo svladati?).

Da se rjeSenje problema olaks$a, nastoji ga se svesti na §to
Jednostavniji oblik. Prvi korak je taj, da pretpostavimo, da se
u jednoj todci ne sastaje vise od triju zemalja, t. j. da nema
¢etveromeda, peteromeda i1 t. d. Takva pretpostavka ne sma-
njuje opcéenitost, jer se tocke, u kojima se sastaje vise od triju
zemalja, mogn prekriti poligonima dotiénog reda, kao §to se
lako vidi. MoZe li se tako nastala razdioba obojiti sa &etiri boje
na Zeljeni nacin, to ove poligone opet stegnemo na toéku. Pri
tom ne nastaje novih granica, veé¢ se samo neke granice produ-
Zuju, pa dobijemo ispravno obojenje prvotno zadane razdiobe.
Ako se dakle mogu sa ¢etiri boje obojiti sve razdiobe s trome-
dama, tada se daju obojiti 1 sve ostale razdiobe.

Promatramo li sve granice i sve toéke, u kojima se granice
sastaju (f. j. tromede), to moZemo reci, da one tvore stanovitu
mrezu. Tromede ¢emo zvati évori§tima te mreZe, same granice
btridovima, dok podrudja na kugli tvore oka te mreZe. MreZa
je razapeta na kugli tako, da se bridovi nigdje ne krizaju. Bri-
dovi se dakle sastaju samo u ¢voristima, i to u svakom é&évoristu
po tri brida, pa stoga kaZemo, da je mreZa treéeg stepena.

(dsada ¢emo promatrati samo mreZe treéeg stepena, pa to ne.

cemo viSe posebno isticati. Mreza, koja se mozZe ovako razapeti
na kugli (pri ¢emu bridove zamisljamo po potrebi rastezljivim),
zove se sferna mreZa. Promatramo 1li prostornu mrezu, t. j.
stanovit broj to¢aka, koje su na neki naéin povezane bridovima
tako, da se po tri brida sastaju u svakoj od tih toéaka, onda
ne smatramo, da ima oka, dok tu mreZu nismo razapeli na
nekoj plohi (bez krizanja bridova). MoZe se pokazati, da se
uvijek moZe naéi takva ploha, ali to ne mora biti kugla. Ako
se mreza ue mozZe razapeti na kugli, zvat ¢emo je nesfernom.

VaZan korak k rjeSenju sastoji se u tome, da se problem
éetiriju boja za oka neke sferne mreZe nadomjesti problemom
triju boja za bridove takve mreze, t. j. da se pita, mogu li se
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hbridovi takve mreZe obojiti trima hojama tako, da se ni u
kojem GvoriStu ne sastaju bridovi iste boje.

Isprva se mislilo, da je to moguée za svaku (i nesfernu)
mreZu, pa se ta tvrdnja zvala Taitov teorem?). Medutim, Peter-
sen?) je oborio tu tvrdnju davii primjer jedne nesferne mreze,
kod koje takvo obojenje nije provedivo ili, kako ¢emo reéi, koja
nije srjeSiva-. Sl 1 pokazuje Peiersenovn mreZu, a sustavnim
pokusavanjem. lako je provjeriti, da je nerjeSiva.

Za sferne mreZe moZe se pokazati, da
je problem njihove rjesivosti, t. j. oboje-
nja njihovih bridova sa tri hoje, ekviva-
lentan problemu olm,icnj‘]a njihovih oka sa
cetiri boje, dakle problemu éetiriju bojat?).
Ako je odgovor na problem ¢etiriju boja
jestan, onda su rjeSive sve sferne mreze,
koje nemaju »mostovas. Pod »mostom« se
pri tom misli na brid, koji spaja dva dijela mreZe tako, da bi se
mreza raspala u ta dva dijela, ako dotiéni brid presijecemo.
Uzduz takvog mostia sferne mreze neko bi podi‘uéjc (oko) gra-
ni¢ilo samim sobom, $to je za zemljopisnu kartu besmisleno.

RjeSivost sfernih mreZa je pristupaéniji problem, koji se
moZe tretirati drukéijim sredstvima, nego li problem cetiriju
boja, pa je stoga ekvivalencija {ih dvaju problema zanimljiva
i va’na ¢injenica, koju ¢emo ovdje potanje raspraviti. Po-
{rebne su nam za to neke pripreme.

Uzmimo, da je neka mreza rijeSena, t. j. bridovi su obojeni
trima bojama, recimo crvenom, bijelom i-plavom, tako, da se
ni u kojem ¢&voristu ne sastaju bridovi iste boje. Podimo od
nekog évori§ta po ervenom bridu do susjednog, od ovog po bi-
jelom bridu do treceg &vorista, onda opet po crvenom i tako
naizmjence. Dobijemo lanac bridova, u kojem alterniraju er-
vena i bijela boja. Takav lanac mora zavrSiti najkasnije onda,
kada su sva évoriita dodirnuta. Mora zavrsiti time, da se dode
do nekog veé dodirnutog évorista, a to moze biti samo polazno
&voriste, jer su kod ostalih dodirnutih &vorista i erveni i bijeli
hrid veé¢ upotrijebljeni, dok polazno &voriste jo§ ima slobodan
bijeli brid. Lanae se dakle zatvara, pa ga zovemo »izmjeniénim
krugome«. Ako jo§ nisu sva ¢évoriSta dodirnuta, zapoénemo jed-
nim od preostalih évoriSta nov lanae, koji se opet mora za-
tvoriti. Nastavljamo tako, dok nisu sva ¢évoriSta dodirnuta,

Sl L
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¢ime je proces zavrsen, MoZemo dakle sva ¢vorista 1 njihove
crvene 1 bijele bridove obuhvatiti konaénim brojem »izmjenic-
nih krugovas«, Jasno je, da svaki krug ima tak (paran) broj
Lridova, jer o¢ito ima isto toliko ervenih kao i bijelih bridova.
Krugovi se ne sijeku medusobno i ne sijeku san sebe, jer ne-
maju zajedni¢kih ¢évorista, a za Dbridove pretpostavljamo, da
ce sastaju samo u ¢évoristima (dakle, ako je mreza sferna, da
se ne krizaju). Da smo odabrali druge dvije boje, dobili bismo
drugi sustav izmjenicénih kru.{:f'ova',‘ Razmatranje ovakvih kru-
gova je vazino sredstvo istrazivanja i mnogo se upotrebljava.

Za naSa razlaganja trebat ée nam pojam poznate Kleinove
éetvorne grupe. Elementi te grupe mogu imati razno znadenje,
t. j. grupa se moze na razne nacine »realiziratic. Neka na pr.
clementi ¢, a, b, ¢ te grupe znace ove transformaeije koordinata
u ravoini:

3 1 ] ?

¥ = x X = —Xx X = X X = —X
) 3 .3 , , (1)
¥y = ¥ y = =Yy == y
Prema tome jedini¢ni elemenat ¢ znaci identi¢nu transforma-
c¢iju, a znac¢i vrinju koordinatnog sustava za 180° b je zrea-
ljenje sustava na osi X, a ¢ zrcaljenje sustava na osi Y. Ra-
zumijevamo l1 pod mnoZenjem dvaju elemenata grupe uza-
stopno izvodenje dotiénih transformacija, to je lako provjeriti,
da vrijede relacije
*=b=c*=e (2) ;. ab=ba=c (3) ;ac=ca=b {4 ;
be=cb=a (5).

.

i
<

Iz (3) se mnoZenjem sa ¢ i upotrebom (2) dobije lako

‘-

abe = e, ()
a iz (2) 1zlazi mnoZenjem sa ¢!, da je

a=a' , b=b—"1 , e=c¢" : (7
t. j., da je svaki elemenat jednak svome inverznom eclementu
isvaka od transformaecija (1) jednaka je svojoj inverznoj trans-
formaciji). Ako su s, 81 1 s2 bilo koja tri elementa ie grupe

to iz

$18 = 82 (8)
izlazi mnoZenjem sa s zbog s =e
828 = S1. (9

Druga je jedna moguénost realizacije ove grupe, da njezine.

¢lemente smatramo permutacijama, a produkt dvaju elemenata
cnom permutacijom, koja odgovara uzastopnom izvodenju do-
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ticnih dviju permutacija. Neka dakle elementi ¢, a, b, ¢ grupe
znace stanovite permutacije ¢etiriju brojaka 1, 2, 3, 4, 1 to:

1234\ ; 1234 234) (.. ) "
1234) ; 2143 3 4321 (10)

ili, ako permutacije lderLVII‘[IO u cikle:
(12 @ ; (12 3 ; 13) 24 ; A 23) . (AD

Jediniénom elementu odgovara identiéna permutacija. I ovdje
mozemo lako provjeriti ispravnost relacija (2) do (9).

Za nase svrhe nam ne treba nikakva realizacija grupe,
nego ¢emo se sluziti apstraktnom ¢éetvornom grupom s elemen-
tirua e, a, b, ¢, koji. zadovoljavaju relacije (2) do (9).

Razmotrimo sad neku mrezu, koja je razapeta (bez kri-
zanja bridova) na nekoj plohi, 1 pretpostavimo, da joj se oka
daju obojiti sa ¢etiri boje. Nazovimo te boje slovima e, «, b, ¢,
t. ). nadomjestimo ih elementima nasSe grupe, a pridajmo sva-
kom bridu onaj elemenat, koji je produkt elemenata susjednih
oka. U svakom c¢voriStu sastaju se tri oka, koja ocito moraju
biti raznohojna, jer svako granicéi sa svakinm. Za njihove boje
postoje detiri moguénosti: e, a, b; ¢, a, ¢; e, b, ¢; a, b, ¢. Tvorimo
I+ u svakoj od tih mogucnosti sve produkte od po dva elementa,
dobijemo prema (3), (4), (3) svaki puta elemente a, b, ¢. Na
bridovima se dakle javljaju samo tri elementa i to na brido-
vima svakog ¢vorista tri razna. Time je obojenje bridova trima
bojama provedeno, Iz rjesivosti problema cetiriju boja za oka
slijedi dakle rjeSivost problema triju boja za bridove, dakle
»rjesivost« mreze, 1 to na hilo kakvo] plohi, ne samo na kugli.

Obrat je teze dokazati i vrijedi samo na plohama s topo-
loskim svojstvima kugle, dok na pr.mna torusu opcenito ne vri-
jedi. Iznosimo najprije vrlo elegantni dokaz, koji je Errera
dao u svojoj tezi't).

Tipi¢éno je topolosko svojstvo kugle, da zatvorena krivulja,
koja sama sebe ne sijece, rastavlja tu plohu u dva zasebna
dijela (na torusu to primjerice ne vrijedi uvijek). Ako zami-
slimo na kugli n takvih zatvorenih krivulja, koje se ne sijeku
ni medusobno ni same sebe, onda se cijela knglina ploha moze
c¢bojiti dvjema bojama, recimo Zutom 1 zelenom, tako, da se
uz svaku krivulju nalaze podrucja razne boje. To se uvida lako
potpunom indukeijom. Za n = 1 tvrdnja vrijedi zbog spome-
nutog svojstva kugle. Ako je obojenje provedemo za n kri--
vulja, pa dodamo (n + 1)-tu krivulju, koja se sva nalazi u po-
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druc¢ju jedne boje, jer ne sijece nijednu drugu krivulju, onda
ta krivulja cijelu kuglu rastavlja u dva podruéja. U jednom
od tih podruéja permutiramo boje, t. j. stavimo zelenu, gdje
je bila zuta, i obrnuto. Time je oé¢ito postignuto trazeno obo-
Jenje za n + 1 krivulja, i potpuna indukeija je provedena.

U rijeSenoj sfernoj mrezi tvore erveno-bijeli izmjeniéni
krugovi zatvorene krivulje, koje se ne sijeku, pa mozemo kuglu
obojiti dvjema bojama .4 i B. Crveno-plavi izmjeniéni kru-
govi rastavljaju kuglu na neka druga podrudja, koja obojimo
bojama C i D. Time se svagdje na kugli nalaze dva sloja boje
Jjedan iznad drugoga. Oka mreze su dakle obojena kombina-
cijama AC, BC, AD i BD. Ni uz koji brid ne moZe se s obih
strana nalaziti ista kombinacija boja, jer svaki brid pripada
ili erveno-bijelom ili erveno-plavom izmjeniénom krugu, ili,
ako je crven, jednom i-drugom takvom krugu. U prvom slu-
¢aju su prve boje.u kombinacijama razli¢ite, u drugom sludéaju
druge, a u treéem i prve i druge. Smatramo li te detiri kom-
binacije boja novim bhojama, to je traZeno obojenje oka pro-
vedeno. Vidi se, da u dokaz bitno ulazi tipi¢no topolosko svoj-
stvo Lrugle.

Dajemo jo$ jedan drugi dokaz, koji je srodan dokazu, §to
ga je dao Wernicke'). Za to trebamo najprije jedan pomoéni
stavalk.

Presijecimo neku rijeSenu prostornu mreZu zatvorenom
plohom, koja prostor dijeli u dva zasebna dijela. Ta ploha ne
mora imali topoloSka svojstva kugle. MoZe to biti na pr. i to-
rus. Pretpostavljamo, da ploha ne prolazi nijednim ¢voriStem
i da s bridovima ima konacan broj zajednic¢kih tocaka, u ko-
Jima bridovi tu plohu probadaju, t. j. susjedne tocke sjecista
na bridu nisu sve s iste strane plohe. Ta sjeci§ta neka su obo-
jena bojom brida, na kojemu leZe. Neka je nt broj ervenih, n2
broj bijelih i ns broj plavih sjeciSta. Zatvorena krivulja sjedéi
Ce plohu u tdkom broju totaka, jer polazecéi s jedne tocke na
krivulji izvan plohe moramo obilazeé¢i krivulju poslije svakog
ulaska u unutra$njost plohe opet iz nje izac¢i, da se konaéno
vratimo k toj polaznoj tocki izvan plohe. SjeciSta ovako tvore
parove i njihov je broj tak. Ako krivulja uopce ne sijete plohu,
broj sjeciSta je nula, Sto moZemo takoder smatrati takim bro-
jem, Razmatramo li sad erveno-bijele izmjeniéne krugove nase
mreze, to je broj sjeciSta svakog pojedinog, dakle i svih takvih
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krugova s plohom tak. No' to su basS sva crvena i bijela sje-
c¢ista, dakle

n + n2 =20 (mod 2) . (12)
Analogno je

n2 -+ na==0 (mod 2) . (13)
nt +n3=:=0 (mod 2) . (14)
Tvorimo li razlike od po dvije takve kongruencije, izlazi lako
n1 —= n:=—ns (mod 2), (15)

a dodavsi na = ns kongruenciji (12) dobijemo konaé¢no
m:=n=nmn=S2AN (mod .2) i (].6)

ako je N = + n2 + n3 ukupni broj svih sjecista. Rijec¢ima to
znaci: Prema tome, da 1i je ukupni broj N svih sjeciSta tak
ili lih, sva su tri broja mi, ns, ms crvenihge bijelih i plavih sje-

.cista taka, odnosno liha.

Za slucaj sferne mreze mozemo zatvorenu plohu nadomje-
stiti zatvorenom krivuljom na kugli, koja kuglinu plohu, na
kojoj je mreza razapeta, dijeli u dva zasebna dijela.

Neka je sad zadana rjeSiva sferna mreza s bridovima obo-
Jenim bojama a, b, ¢, koje ujedno smatramo elementima nase
grupe od cetiri elementa. Da se oboje oka, podnemo jednim okom
i damo mu po volji jednu od ¢éetiriju boja e, a, b, ¢. Od toga
oka prelazimo postepeno na druga oka 1 prelazeéi brid mnozimo
elemenat (boju) s: doti¢nog oka elementom s toga brida. Do-
biveni produkt s: smatramo bojom susjednog oka, na koje smo
dosli. Taj je elemenat uvijek razliéit od si, jer je s razlidit od
jedini¢énog elementa e, kojega na bridovima nema. Dobijemo
dakle s obih strana nekog brida razne elemente (boje) oka.
Relacije (8) 1 (9) kazuju, da je svejedno u kojem se smijeru
neki brid prekoraé¢i. Ovako moZemo postepeno dobiti boje svih
oka, samo treba jo§ istraziti, da li ne moZe doéi do kontra-
dikeije, ako do nekog oka dodemo dvjema raznim putovima,
t. j. da i neko oko dobije isti elemenat (boju) bez obzira na
to, kojim smo putem do njega dosli.

Neka je dakle polazno oko P: spojeno s nekim drugim
okom P dvjema raznim putovima, koji ne prolaze ¢voristima,
a zajedno tvore zatvorenu krivulju. Pretpostavljamo, da se pu-
tovi ne sijeku, jer ih inafe moZemo rastaviti u viSe zatvorenih
krivulja i na svaku primijeniti ovaj dokaz. Iduéi od oka P:
prvim putom do oka P prekorac¢ili smo stanovit broj bridova
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i mnozili elemenat 1 oka Pi elementima tih bridova. Njithov
produkt neka je pi, tako da bi oko P dobilo elemenat ;
Sr = S, P, (17)
Po drugom putu neka je produkt elemenata bridova p2, tako
da bi sad oko P dobilo elemenat
Siro= 8, Pa (18)
Neka zatvorena krivulja tvorena od tih dvaju putova sijece
svega mi bridova s elementon® g, x> bridova s elementom b, a
ne bridova s elementom ¢. Onda je
p,p, = am b™ c™ (19)
Ako je ukupni broj sijec¢enih bridova tak, onda su prema prije
izvedenom stavku sva tri eksponenta ni, ne, ns taka, a taka
potencija bilo kojeg elementa grupe daje prema (2) jediniéni
elemenat ¢, dakle je u tom slucaju
PP =e . (20)
Ako je ukupni broj sjecista lih, sva su tri broja wni, ne ns liha,
3
n = 2m+1, n, = 2m,+1, ny = 2my+1. 21)
Dalkle, nzevsi u obzir ispravnost komutativnog zakona prema
(3), ), &),
I pi'. = g bn, ¢ = a?m, + 1 11;2::':l + 1 c?m,-}- ) -
= q2m pm ¢®m ghe = abe (22;
a to zbog (6) opet daje relaciju (20), koja prema tomu vrijedi
v svakom slucaju. MnoZenjem (17) i (18) dobijemo s obzirom

na (2) 1 (20)

Sr Sy = €, (23)
a mnozenjem ove relacije sa sy izlazi s obzirom na (2)
St = S, (24)

¢ime je dokaz proveden.

Spomenuti  dokaz Wernickeov razlikuje se od naseg
po tom, $to Wernicke zatvorenu krivulju, tvorenu dvjema pu-
tovima, kontinuiranom deformacijomm steze na jednu {ocku,
oslobadajné se tako eventualnih évorova unutar krivulje, dok
smo mi tome izhjegli sluzeé se stavkom izrazenim relacijom
(15), koji ¢ée Dbiti od vaznostii i za druga istrazivanja, osobito
za ispitivanje rjeSivosti prostornih mreza, I Wernicke se slnii
Kleinovom grupom, ali njezine elemente interpretira kao per-
mutacije (11). — Boje oka, nazvane brojkama 1, 2, 3, 4, pod-
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vrgava kod prijelaza preko bridova permutacijama, koje su
umjesto boja pridruZene pojedinim bridovima.

Usporedi li se Errerin dokaz s nasim, to se vidi, da je prvi
dokaz kraé¢i i jednostavniji, dok se u naSem dokazu jasnije
odituje znadenje, koje ima karakteristi¢no topoloSko svojstvo
kugle za provedivost obojenja oka sa ¢éetiri boje.!?)

Na kraju jo§ nekoliko rijeci o nerjeSivim mreZzama. MozZe
se pokazati, da se nerjesiva mreZa, u kojoj se pojavljuju dvo-
kuti, trokuti i éetverokuti (dvostruko spojena ¢évorista tvore
dvokute, a trokuti i ¢etveroknti su trojke odnosno ceivorke
gvorista, koja su eciklicki vezana bridovima) moZe reducirati,
t. j. ispustanjem jedne stranice (brida) tih likova dobije se
jednostavnija mreZza, koja je ta-
koder nerjeSiva. No ima i mne-
rjeSivih mreZa, koje nemaju
dvokuta, trokuta i ¢etverokuta,
ne daju se presjecanjem jednoga,
dvaju ili triju bridova rasta-
viti u dva dijela, a komplicira-
nije su od Petersenove mreZe
(sl. 1). Dajemo u sl. 2 primjer takve mreze sa 18 évorista, koja
je dobivena spajanjem dviju Petersenovih mreZza uz izbaciva-
nje dvaju évorista. Dokaz, da je ta mreZa zaista nerjeSiva, pre-
pustamo ¢itaocn.*)

Sl 2.

Dosada su razni autori u glavnom istrazivali samo sferne
mreZe, nastoje¢i dokazati, da su rjeSive. Za nesferne mreZe su
na temelju Petersenovog primjera veé znali, da nisu sve rje-
§ive. No bilo bi zanimljivo istraziti i nerjeSive mreZe. Kad bi
uspjelo te mreZe potpuno obuhvatiti i klasificirati, mozda bi
se dalo ustanoviti, da 1i medu njima ima sfernih, pa bi onda

“tim putom bio rijeSen problem dCetiriju boja.

1) Stercografska projekeija daje moguénost prijelaza od kugle na
ravninu i obrnuto, pa su za nad problem te dvije plohe istog znacenja.

) Kempe: On the geographical problem of the four colours, Am. J.
of Math., II, (3), 1879, str. 193—200,

Heawood:Map Colour Theorem, Quart. J. of Math. 1890, str. 332—338.
— On the 4-colour Map theorem, Quart. J. of. Math. 1898, str. 270—285.

*) Ako koji od nasih ¢italaca uspije to spretno dokazati, neka nam
posalie dokaz, pa ¢emo ga objelodaniti. (Op. ur.).
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Rademacher - Toplitz: Von Zahlen und Figuren, Springer, werlin, 1933,
str. 62—70.

3) Cayley: On the colouring of maps, Proec. of the London Math,
Soe., 1878, str. 148. — Proc. of the Royal Geogr. Soec. 1879, str. 259—261.

‘) Vidi pod ¥). '

‘) Tait: Note on a Theorem in Geometry of Position, Trans. of the R.
Soc. Edinburgh, XXIX, 1880, str. 667—660. — On the colouring of maps,
Proe. of the R. Soe. Edinburgh, X, 1880, str, 501—503.

Yy Heawood: Map Colour Theorem, vidi pod 2).

’) Poblize o tom na pr. u Hilhert — Cohn-Vossen: Anschauliche Geo-
wetrie, Springer, Berlin 1932, str. 294—300.

) Tait: Note on a Theorem in Geometry of Position, vidi pod °).

*} Petersen: Sur le théoréme de Tait, Intermédiaire des Mathémati-
ciens, 1898, str. 225—227.

: 1) Tu ekvivalenciju je ustvrdio Tait: On the colouring o©of maps,
vidi pod F).

1) Errera: Du coloriage des cartes et de quelques guestions d'analysis
situs, Theése, Paris 1921, str. 50.

) Wernicke: Uber den kartographischen Vierfarbensatz, Math. An-
nalen, 58, 1904, str. 413—426, navlastito 415, 416.

) Autor je svoj dokaz nasao neovisno i tek naknadno upoznao Errerin
i Wernickeov dokaz.

Citaocima, koji se zanimaju za taj krug problema, preporudamo ovu
literaturu:

Errera, vidi pod ).

Sainte-Lagué: Les réscaux (ou graphes), Mémorial des sc. math.
XVIII, Paris, 1926.

Sainte-Lagué: Géomeétrie de situation et jeux, Mém. sc. math. XLI,
Paris 1929.

Konig: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen {Kombina-
torische Topologie der Streckenkomplexe) Leipzig, Akad. Verlagsges. 1936.

Reidemeister: Einfihrung in die kombinatorische Topologie, Vieweg,
Braunschweig 1932 (»Die Wissenschaft« Bd. 86).

Dehn u, Heegard: Analysis situs, Enz. d. math. Wiss. III. Bd.: Geo-
metrie I, Teil, 1. Hilfte, 1907,

Résuymé
LE PROBLEME DES QUATRE COULEURS®*)

Par
Danilo Blanusga, Zagreb

Apreés les généralités et un coup d’oeil historique ’attention
est portée sur 1’équivalence connue du probleme des quatre
couleurs pour les faces d’un réseau cubique sphérique et du
probléme des trois couleurs pour les arétes d'un tel réseau.
L’auteur donne une démonstration de cette équivalence, basée
sur la considération du groupe de Klein (Vierergruppe), et la
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compare avec les démonstrations du méme théoreme d’Krrera
et de Wernicke.

Ltant donné un réseau dont les arétes sont coloriées a 'aide
des trois couleurs a, b, ¢, on peut colorier les faces du résean
en leur donnant les quatre couleurs e, a, b, ¢ que nous consi-
dérons comume ¢léments d'un groupe abstrait (le groupe connu
de Klein) satisfaisant aux relations (2) a (9), e étant I'élément
unité qui n’est pas utilisé pour le coloriage des arétes. Ayant
choisi I’é1ément (la couleur) d'une face initiale, nous passons a
une face voisine en multipliant cet élé¢ment par 'élément de
'aréte franchie qui differe de I’¢lément unité; done la couleur
obtenue n’est pas la méme et les faces ont recu des couleurs
différentes. En continuani ce procédé nous pouvons colorier
toutes les faces. Il faut montrer qu’il n’y a pas de contradiction
si Pon parvient & une certaine face par deux chemins diffé-
rents. 11 est aisé de voir qu’il n’y aura pas de contradiction si
le produit de tous les éléments a, b, ¢ des arétes coupées par
les deux chemins est égal a4 1'unité e et que cette econdition est
nécessaire,

Afin d’établir cette égalité, nous nous appuyons sur le
lemme suivant:

Etant donné un réseau cubique résoluble (c’est-a-dire ad-
mettant le coloriage de ses arétes par trois couleurs), nous le
coupons par une surface fermée qui-divise P'espace en deux
parties séparées et nous supposons que la surface ne passe par
aueun sommet du réseau. Aux points d’intersection nous attri-
buons les couleurs des arétes coupées. Soient ni, ne, n3 les nom-
bres des points d'intersection de trois couleurs différentes et N
leur somme. Alors, les trois nombres =i, 72, ms sont pairs ou
impairs selon que leur somme N est paire ou impaire. ;

Pour démontrer ce lemme, il suffit de remarquer que les
cycles alternatifs formés par les arétes de deux couleurs cou-
pent la surface en. nombres pairs de points, ee qui donne les
congruences (12), (13) et (14), d’ol s’en suit la relation (15) et
finalement (16), ce qui équivaut a notre lemme.

Lorsqu’il s’agit d’un réseau sphérique, on peut remplacer
la surface fermée par une courbe fermée sur la sphére qui
divise le réseau déployé sur la sphere en deux parties séparées.

Les deux chemins dont nous avons parlé forment une telle
courbe, pourvu que les chemins ne se coupent pas. §'il se cou-
pent, on pourra les décomposer en plusieurs courbes fermées
sans points doubles, La démonstration cherchée est maintenant
immédiate, car les arétes coupées par les deux chemins auront
les couleurs a, b, ¢ et en vertu du lemme démontré les nombres
des facteurs a, b, ¢ du produit des éléments de ces arétes seront
tous pairs ou tous impairs, ce qui donne toujours l'unité e en
vertu des relations (2), (6), (22)—~
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Quant a la démonstration de Wernicke, elle est effeetuée
a 'aide d’un groupe de permutations qui est uue réalisation du
groupe abstrait que nous utilisons. Le lemme démontré nous
a permis d’éviter le procédé de déformation continue qu’emploie
Wernieke pour resserrer successivement la courbe fermée a
un point. Ce lemme pourra étre employé aussi dans d’autres
recherches dans ce domaine.

La démonstration élégante d’Firrera est plus courte et plus
simple, mais nous croyons que notre procédé éelaircit mieux le
role de la propricté topologique' fondamentale de la sphéere, 4 sa-
voir qu'une courbe fermée divise la sphére en deux parties
séparees.*™)

Quant aux réseaux irrésolubles, nous donnons — hors de
Pexemple connu de Petersen (fig. 1) — lexemple d’un réseau

irrésoluble & 18 sommets qui ne contient ni digones, ni triangles,
ni quadrilateres et qu'on on ne peut pas décomposer en deux
parties séparées en coupant une, deux ou trois arétes (fig. 2).

*) Colloque mathématico-physique du 26 septembre 1945,
**) I’auteur a trouvé sa démonstration avant de connaitre celles de
Wernicke et d'Errera.
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SUR LES PARADOXES DE LA NOTION D’ENERGIE!

Apres quelques exemples instructifs concernant les notions d'énergie
et dimpulsion et leurs modifications causées par la théorie de la rela-
tivité restreinte on a donné un exposé critique des relations fondamentales
de la thermodynamique relativiste,

Dans son mémoire connu* M. Planck obtient les formules de trans-
formations

Q= Oy, I'="T«
pour la chaleur et la température, « étant l'abbréviation pour
\/ <
P

Son ¢équation de départ

dd =vdG—pdV
pour une transformation ¢élémentaire de 'état thermodynamique du
rayonnement noir représente le bilan du travzil mécanique, dA étant le
travail des forces extéricures, v la vitesse, dG l'accreissement d'impulsion,
p la pression et dV l'accroissement dd volume.

t Colloque du 17 décembre 1947.

* M. Planck: Zur Dynamik bewegter Systeme, Ann. d, Physik 26
(1908), p. 1—-34.
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On critique la signification de dG dans cette équation en avancant
I'interprétation que dG n'est que l'aceroissement d'impulsion causé par
les forces extéricures, tandis que l'accroissement total est composé de

dQ

de ce d@i et de I'impulsion —X~ v amenée par convection avec 1'énergie
[+3 4

de chaleur d@. La conséquence en est que les formules de transformation
pour la chaleur et la température deviennent

-9 i S0
g= T T oa

On arrive au méme résultat par des voies différentes. Par exemple, une

discussion approfondie du cycle de Carnot considéré par Laue® fournit

les mémes formules, l'argumentation de Laue devant étre modifiée.

Une autre idée esquissé dans cette conférence concerne le mouve-

ment de I'énergie dans un corps en 'Ltd.t de tension élastique. Considérons

une barre soumise A une pression long'ltudma.]e po. La transformation
du tenseur d'impulsion et d’énergie fournit les formules

1 Ja
w= (1_9 (u-'u + L’” pl])v

pour la densité d'énergic w et la densité d'impulsion s dans le systéme
de référence par rapport auquel la barre sel meut avec Ja vitesse v, f

étant l'abbréviation pour Y 1l en résulte la vitesse du mouvement

d'énergie:

s wq -t py

— =1 — >
w wy + [5 Po

Dong, l'énergie se meut plug vite que le corps lui-méme. Or, si 'on admet
I'hypnthése qu’'une grande partie de l’énergie, notamment celle qui est
contenue dans les noyaux d'atomes, ne se meut pas.plus vite que le corps,

o

on est conduit 4 supposer que la partie -ﬁ: po de la densité d'énergie
u—v

provenant de la pression po est celle qui se meut plus vite. Sa vilesse
devient

v Py
ol 2
'-f — — =T .('_ L
p* Po v
a2

Ce serait donc la vitesse des ondes de de Broglie. On arrive au méme
résultat d'une autre maniére. La force extérieure agissant de derriére
de la barre fournit unec certaine impulsion et un certain travail mécanique
par seconde. Si l'on admet I'hypothese que l'énergie mécanique fournie
de cette force doit transporter par convection I'impulsion transmise a
la barre par cette méme force, on arrive également au résultat que cette

o

P . 3 f.
énergle se meut avec la vitesse . Il ne faut cependant pas perdre de

vue qu’aun cas d'une pression neg,'ltwe cette énergic aurait une densite
négative,

A la fin de la conférence on a discuté les difficultés connues qui
se présentent dans la théorie de la relativité générale en ce qui concerne
la localisation de l'énergie du champ de gravitation.

3 M. v. Laue: Die Relativititstheorie I (1909), p. 236—23T7,
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