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PREDGOVOR

Ukupno znanje o makroskopskom elektricitetu i magnetizmu moZemo sabrati u
samo nekoliko jednadZbi i definicija. Elektrostatika se temelji na Coulombovu (1785),
magnetostatika na Biot-Savartovu (1820), a elektromagnetizam na Faradayevu zakonu
(1831). Analiza elektri¢nih krugova temelji se na Ohmovu (1826) i Kirchhoffovim
zakonima (1847). Svi su oni sadrZani u Maxwellovim jednadZbama (1862). Radi potpu-
nosti njima dodajemo jo$ jednadZzbu za Lorentzovu silu kojom elektromagnetsko polje
djeluje na naboj u gibanju i tri empirijski odredene relacije grade. Te relacije sadrZe
dinamicki odgovor mnoStva atoma materije na interakciju s poljem za makroskopsko
pribliZenje tvari. Pristup zada¢ama u elektrotehnici uglavnom je deduktivan, sve slijedi
iz Maxwellovih jednadZbi. Medutim, iznenadujuca je injenica da se cjelokupna elektro-
magnetska teorija, uz pomo¢ specijalne teorije relativnosti, moZe razviti iz samo jednog
eksperimentalnog postulata temeljenog na Coulombovom zakonu. Rezultati u magneti-
zmu i Biot-Savartov zakon posljedica su toga postulata, a Lorentzov zakon sile iskazuje
se kao relativisticka transformacija Coulombovog zakona. Iz Lorentzovog zakona sile
lako je izvesti Faradayev zakon indukcije i Maxwellove jednadZbe kao dodatne posljedi-
ce. Takvu moguénost pristupa elektromagnetizmu pokazao je 1912. godine L. Page,
profesor na sveucilitu Yale. Ograni¢enje da je klasi¢na elektromagnetska teorija
utemeljena na makroskopskom pristupu elektromagnetizmu dopusta da zanemarimo gra-
nularnu strukturu materije i naboja. To omogucava veliko pojednostavnjenje teorije. I
dok se ogranienja koja se postavljaju na klasicnu Newtonovu mehaniku odnose na
veli¢inu brzine gibanja, udaljenosti i veli¢inu masa, za sve zakone klasi¢ne Maxwellove
elektromagnetske teorije razumne granice se postavljaju u drugom smjeru. Granice za
makroskopski pristup elektromagnetizmu odreduju dimenzije i naboj atoma te frekven-
cije iznad mikrovalnih.

Daljnji razvoj elektromagnetske teorije koji obuhvaca i relativisticke u€inke ucinili
su H. A. Lorentz (1853 —1928), H. Minkowski (1864 —1909) i A. Sommerfeld
(1868 — 1951). Svojstva elektromagnetskih valova u odnosu na njihovu interakciju s
materijom bitno ovise o njihovoj valnoj duljini, tj. frekvenciji. Opis interakcije zracenja
i materije zahtijeva kvantnu modifikaciju teorije elektromagnetskih valova. Svjetlost se
moZe predstaviti tijekom svjetlosnih kvanta, ¢ija gibanja su statisticki odredena giba-
njem udruZenog klasi¢nog elektromagnetskog vala. Zanemarujuéi kvante dolazimo u
podrudje klasi¢ne elektromagnetske teorije koja je to¢na unutar svojih ogranienja.

Atomizam elektriciteta bio je kao sastavni dio uklju¢en u Faradayeve eksperimente
o elektrolizi (1833). Godine 1881. G. J. Stoney je izloZio atomsku teoriju elektriciteta,
a 1891. upotrijebio je rije¢ elektron kao naziv "prirodne jedinice elektriciteta". H. A.
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Lorentz je 1895. postavio teoriju elektromagnetskih i optickih pojava, koja se s jedne
strane oslanja na Maxwellovu teoriju, a s druge strane na predstavu o postojanju ele-
mentarnih elektri¢nih naboja povezanih s Eesticama materije. Ta je teorija nakon otkri¢a
elektrona nazvana elektronskom teorijom. J. J. Thomson je 1897. eksperimentalno otkrio
elektron i utvrdio omjer njegovog naboja prema masi. Godine 1924. zapoCeo je slijed
novih razvoja u dinamici atomskih fenomena poznatih kao kvantna mehanika, kvantna
dinamika ili valna mehanika. Kvantna teorija valnih polja spaja u jedinstvenu cjelinu
korpuskularna i valna svojstva materije sa specijalnom teorijom relativnosti, koju je
1905. godine utemeljio Albert Einstein. Kvantna teorija je podrudje fizike, koje zadire
najdublje u osnovne zakone prirode. Te nove ideje razvili su L.V.P. de Broglie
(1892 — 1981), E. Schrédinger (1887 — 1961), W. Heisenberg (1901 - 1975), P.A.M.
Dirac (1902 — 1984) i drugi. Oni su formulirali drugaciju sliku atomske strukture i
sugerirali da elektron moZe poprimiti svojstva vala isto tako kao i Cestice.

Predmet ove knjige je elektromagnetska teorija koja obuhvaca elektromagnetska
polja i valove, u obliku koji je prilagoden za primjene u tehnickim zadacama i suvreme-
nim istraZivanjima. Napisana je s namjerom da znanstvenicima i inZenjerima sluZi kao
poticaj, a studentima kao udZbenik i izvor znanja u studiju elektrotehnike. Kao udZzbenik
namijenjena je za naprednije kolegije o elektromagnetskim poljima i valovima u dodi-
plomskom i poslijediplomskom studiju elektrotehnike na Fakultetu elektrotehnike i
raunarstva Sveuéili§ta u Zagrebu. Ti kolegiji jesu: Teorijska elektrotehnika, Teorija
elektromagnetskih polja, Numericki postupci u proratunu polja, Analiza primjenom
ratunala u elektromagnetskoj teoriji i Primjena metode konalnih elemenata. Tekst se
temelji na predavanjima koja su autori odrZavali na tim kolegijima od 1966, odnosno
1991. godine.

Elektromagnetizam je temeljni subjekt s mno§tvom razli¢itih primjena. Kolegiji o
elektromagnetizmu su neupitno medu najvaznijim u studiju elektrotehnike. Njihova
svojstvena sloZenost je uvjetovala potrebu za sofisticiranim matemati¢kim postupcima.
Zato pretpostavljamo da je Citatelj studirao vektorsku analizu, kompleksnu varijablu,
diferencijalne i integralne jednadzbe, matri¢nu algebru i numericki ralun, te da ima
osnovna znanja barem o stati¢kim elektri¢nim i magnetskim poljima.

U knjizi nismo slijedili povijesni tijek, nego smo odabrali logicki redoslijed izlaga-
nja gradiva. U prvom poglavlju zapo&injemo s Maxwellovim jednadZbama kao postula-
tima na kojima se temelji cijela klasi¢na elektromagnetska teorija. Potom smo razvili
teoriju elektromagnetskih polja i valova na izrazito makroskopskoj razini, uvjereni da se
za tehni&ke svrhe jednostavnost i jasnoéa u udZbeniku postiZu postavljanjem teorije na
makroskopske osnove. Na kraju u devetom i desetom poglavlju iznijeli smo osnove
suvremenog numeri¢kog izralunavanja elektromagnetskih polja. Opisali smo temeljne
numeri¢ke postupke za proradun statiCkih i vremenski promjenljivih polja i valova
pomoéu matemati¢kih modela s diferencijalnim jednadZzbama (metode konacnih eleme-
nata) i pomocu modela s integralnim jednadZbama (momentne metode).

Treba napomenuti da bi ova knjiga bila nepotpuna bez oslanjanja na dva monumen-
talna djela: Electromagnetic Theory, J.A. Strattona i Classical Electrodynamics, J.D.
Jacksona, koja su nam predstavljala uzore. U pripremi knjige koristili smo mnoge
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izvore: monografije, udZbenike, znanstvene Clanke, referate sa simpozija, rasprave i
proratune. Osobno iskustvo i mnogi nasi radovi tijekom niza godina imali su znaCajnog
utjecaja na tekst. Vjerojatno je naSe dugogodiSnje djelovanje na Elektrotehni¢kom
fakultetu SveuciliSta u Zagrebu najviSe utjecalo na nastanak ovog udZbenika. Ne moze-
mo posebno ne izdvojiti utjecaj izvanrednih znanstvenika i profesora Josipa Loncara,
Tome Bosanca, Vatroslava LopaSi¢a, Viktora Pintera, Davorina Bazjanca, Danila Bla-
nuse, Antona Dolenca, Radenka Wolfa, Hrvoja PoZara, BoZidara Stefaninija, Tihomila
Jelakovica, Miroslava Plohla, Vladimira Muljevic¢a, Vladimira Matkovica, Zlatka Smr-
ki¢a i Vojislava Bege.

Slike i proracuni u knjizi izradeni su pomocu programskog sustava Mathematica
tvrtke Wolfram Research Inc.

Zelimo izraziti nadu duboku zahvalnost prof.dr.sc. Davoru Butkovicu s Fakulteta
elektrotehnike i ralunarstva u Zagrebu, prof.dr.sc. Nikoli Cindri s Instituta "Ruder
Bogkovi¢" u Zagrebu i prof.dr.sc. Radenku Wolfu s Fakulteta elektrotehnike 1 raCunar-
stva u Zagrebu za trud koji su uloZili u pomno ¢itanje i recenziju rukopisa ovog udzbe-
nika. Njihove opaske i napuci pomogli su nam da otklonimo nejasnoce koje bi se mogle
pojaviti u knjizi.

Zahvaljujemo se prof.dr.sc. Hrvoju Babicu s Fakulteta elektrotehnike i raCunarstva
u Zagrebu na Citanju rukopisa knjige.

Zahvaljujemo dr.sc. Sandoru Dembitzu na strojnoj provjeri teksta programom
HASCHECK.

Umjetnica Jana Ziljak dizajnirala je vrlo uspje$no ovitke knjiga pa joj se srdacno
zahvaljujemo.

Posebno zahvaljujemo dr.sc. Zelimiru Matutinoviéu na stalnoj brizi i viSegodi§njoj
podrsci tijekom pisanja udZbenika. Na kraju koristimo priliku da zahvalimo suradnicima
na katedri Teorijske elektrotehnike u Zavodu za Osnove elektrotehnike i elektricka
mjerenja Fakulteta elektrotehnike i racunarstva SveuciliSta u Zagrebu na pomoci pri
pisanju knjige.

U Zagrebu, svibanj 1996. Zijad Haznadar
Zeljko Stih
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1. ELEKTROMAGNETSKO POLJE

Osnovni zakoni elektromagnetske teorije utemeljeni su pocetkom XIX. stoljeca.
Maxwell' ih je 1862. godine izrazio u obliku skladno povezanog skupa jednadzbi.> Od
tada se Maxwellove jednadibe upotrebljavaju za to¢no matemati¢ko opisivanje makro-
skopskih elektromagnetskih pojava. Ove temeljne jednadZbe klasi¢ne elektromagnetske
teorije opisuju fizikalna svojstva elektromagnetskog polja i povezuju ih s nabojima i
strujama, koji predstavljaju izvore.

Pristup teoriji elektromagnetskog polja u knjizi je viSe deduktivan nego povijesni.’
Zapocinje s predstavljanjem temeljnih postulata usredotocenih na Maxwellove jednadz-
be, koje u potpunosti saZimaju sve rezultate mnogogodi$njih eksperimentalnih opaZanja
i istraZivanja elektromagnetskih pojava. Zatim se s tim postulatima, kao zakonima
elektromagnetizma, izvode 1 opisuju matematicka 1 fizikalna svojstva elektromagnetskih
polja.

Prve studije elektromagnetske teorije zapocinju s razvojem pojma "djelovanja na
daljinu", u kojem su sile koje djeluju na naboj ili strujni element smatrane izravnom
posljedicom sila kojima svi ostali izvori djeluju na taj naboj ili element struje. Nasuprot
tome, Maxwell je prihvatio Faradayeve® ideje, koji je prvi uveo pojam elektri¢nog polja,
koje postoji u svim toCkama u mediju koji okruzuje naboje kao izvore. Faraday je
pojam polja uveo po analogiji s naprezanjima u elasti€cnom materijalu, a medij je nazi-
vao eterom. Maxwell je kasnije uvodenjem pojma "struje pomaka" upotpunio i matema-
ticki formulirao jedinstvenu teoriju elektromagnetskih polja napisavsi 1862. svoje
klasi¢ne jednadZbe.’

U ovom poglavlju definirat éemo elektri¢no i magnetsko polje® pomocu zakona za

! James Clerk Maxwell (1831 — 1879), engleski teorijski fizi¢ar,

? Maxwellove jednadZbe prvi su puta objavljene 1862. godine u Maxwellovom Clanku On Physical Lines
of Force.

* Podrobnije o povijesnom razvitku elektromagnetizma pogledati u R.S. Eliott, Electromagnetics,
McGraw-Hill, New York, 1966. i K. Simonyi, Kulturgeschichte der Physik, Akademiai Kiado, Budapest,
1990.

* Michael Faraday (1791 - 1867), engleski eksperimentalni fiziar.

% Pogledati u J.C. Maxwell, A Treatise on Electricity and Magnetism, Clarendon Press, Oxford, 1873.

® Autori su odluéili upotrebljavati izraze "elektri¢no polje” i "magnetsko polje”. Premda bi bilo logicki
dosljednije upotrijebiti izraz "elektricko polje", prihvatili smo u praksi ustaljeni naziv. Tamo gdje je to
uobicajeno upotrebljavat éemo pridjev "elektricni” (npr. za polje, naboj, struju ...). Takvu praksu preporucuje
i specijalizirana literatura, na pr.: N. Cindro, Fizika 2, Skolska knjiga, Zagreb, 1985. ; T. Cvita§, N. Kallay,
Fizikalne veliine i jedinice, Skolska knjiga, Zagreb, 1975.



2 1.1. Predstavljanje elektromagnetskih polja

Lorentzovu’ silu, odvojeno od temeljnih postulata elektromagnetskog polja. Studij
osnovnih zakona klasi¢ne teorije elektromagnetskih polja najprije ¢emo ograniCiti na
prazan prostor. Zatim ¢emo osnovne zakone polja u vakuumu prilagoditi za primjenu na
polja u materijalu. Analizirat ¢emo makroskopsko ponaSanje elektromagnetskih polja u
vodicima, dielektri¢kim i magnetskim materijalima. Postulirat ¢emo da polarizirani i
magnetizirani materijali utjeu na zakone polja dodavanjem polariziranih i magnetizira-
nih naboja i struja k slobodnim nabojima i strujama ve¢ nazo¢nim u osnovnim zakoni-
ma.

1.1. PREDSTAVLJANJE ELEKTROMAGNETSKIH
POLJA

Za naSe potrebe polje mozemo definirati kao skup vrijednosti pridruZzenih svakoj
tocki u danom podrucju, koje odreduju ponasanje neke veli¢ine u njemu. Prema tome,
ako je neka veli€ina pridruZena svakoj tocki u podrucju, i ako su vremenske i prostorne
promjene te veliine definirane zakonima izloZenim u obliku funkcija koordinata prosto-
ra 1 vremena, smatra se da je polje pridruZzeno odabranom podrudju.

Postoji viSe vrsta polja kao i viSe vrsta matematickih ili fizikalnih veliina koje
mogu biti predstavljene u tocki. Opcéenito, nema matemati¢kih ograni¢enja broja vrsta
polja ili broja dimenzija podrucja. U studiju klasi¢nog elektromagnetizma u ovoj knjizi
prouCavat ¢emo skalarna i vektorska elektromagnetska polja u trodimenzionalnom
euklidskom prostoru. Razmatrat ¢emo statika i vremenski promjenjiva dinamicka polja.

Vrlo je znaCajno da je elektromagnetsko polje odredeno skupom fundamentalnih
zakona fizike koji se u matematickom obliku mogu izraziti pomocu diferencijalnih
jednadZbi® u trodimenzionalnom prostoru i u vremenu. Diferencijalne jednadZbe povezu-
ju ponaSanje polja u danoj tocki s ostalim poljima i izvorima smje§tenim u istoj to€ki,
neovisno o uzrocima smjeStenim posvuda drugdje. Otuda proizlazi da je ponaSanje
clektromagnetskog polja izravno ovisno o vrsti i znaCajkama materijala, koji se nalazi u
promatranoj toc¢ki 1 u njezinom neposrednom okoliSu. Posljedica toga je da se mogu
analizirati opCa svojstva razli€itih polja u ograni¢enim dijelovima prostora, bez zanima-
nja za stanje izvan odabranog podrucja. To je jedna od osnovnih znacajki Faradayevog
i Maxwellovog pristupa elektromagnetizmu.

1.1.1. Definicije polja E i B

Sile opaZene u elektromagnetskim pokusima pripisujemo postojanju elektri¢nog
naboja i njegovom gibanju. Raspodjelu naboja i njihovo gibanje u prostoru moZemo

7 Hendrik Antoon Lorentz (1853 — 1928), nizozemski teorijski fizitar.
# U Prilogu A pogledati totku 3.
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promatrati kao uzrok ili izvor, a opaZenu silu kao posljedicu ili uCinak. Postojanje
naboja i njihovo gibanje tvore elektromagnetsko polje u prostoru. Postoji nekoliko
zakona za sile koji opisuju fizikalna svojstva svakog elektromagnetskog sustava i njemu
pridruZenog elektromagnetskog polja.

U namjeri da izravno pristupimo studiju elektromagnetskih polja i njihovog ponaSa-
nja, paZljivo éemo ponajprije definirati veliine polja. Zato studij ne zapocCinjemo od
Coulombova’ zakona za silu, kako je tekao povijesni razvoj, nego ¢emo elektrino i
magnetsko polje definirati pomoc¢u zakona za Lorentzovu silu odvojeno od drugih
postulata. Brojni eksperimenti s elektromagnetskim silama pokazuju slaganje s nekoliko
temeljnih postulata:

1. Postojanje elektricnog naboja
Prema atomsko-elektronskoj teoriji elektriciteta™ postoje dvije vrste elektri¢nih

naboja: pozitivai 1 negativni. Svi naboji u prirodi cjelobrojni su viSekratnici naboja
elektrona &ija danas prihvadena vrijednost iznosi'' g, = (1.6021892 + 0.0000007 )-10°"
kulona. Jedinica elektri¢nog naboja ili koli¢ine elektriciteta definirana je pomocu
Coulombovog zakona i mjeri se u kulonima (C), $to je jednako ampersekundama (As).
U knjizi ¢emo dosljedno upotrebljavati Medunarodni sustav jedinica, ili SI jedinice.
Medunarodni sustav jedinica temelji se na sedam osnovnih jedinica: metar, kilogram,
sekunda, amper, kelvin, kandela i mol. SI sustav u elektromagnetizmu, koji se naziva i
MKSA-sustav, temelji se na 4 osnovne jedinice:'

metar (m) za duljinu,

kilogram (kg) za masu,

sekunda (s) za vrijeme,

amper (A) za jakost struje.

10

2. Ocuvanje elektricnog naboja
U svakom izoliranom sustavu algebarska suma naboja je konstantna. Taj postulat
uvodi elektri¢ni naboj kao temeljnu fizikalnu veli¢inu u elektromagnetsku teoriju.

3. Zakon Lorentzove sile

Elektromagnetsku silu na ispitni naboj koji se nalazi u zadanoj toCki u prostoru
moZemo izraziti pomocu veli¢ina elektromagnetskog polja u istoj tocki. Tako je ukupna
sila F na toCkasti naboj g u gibanju brzinom v, izraZzena pomocu dva vektorska polja
koja se nazivaju jakost elektric¢nog polja E 1 magnetska indukcija B, dana izrazom

’ Charles Auguste de Coulomb (1736 — 1806), francuski fizitar.

' Pogledati u N. Cindro, Fizika 2, Skolska knjiga, Zagreb, 1985.

" Vrijednost prema E.R. Cohen, Fundamental Physical Constants, Atomic Data and Nuclear Data Tables,
No.6, Vol. 18, 1976. U prirodi nije za sada otkrivena cestica s nabojem manjim od elementarnog, iako
najnovija istraZivanja upuéuju na postojanje Cestica jo§ manjeg naboja, tzv. kvarkova.

'* Definicije svih tih veli¢ina pogledati u N. Cindro, Fizika /, Skolska knjiga, Zagreb, 1975.
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F=g(E+vxB) . (L.1.1)

Ta sila naziva se Lorentzova' sila, a jednadZzbu (1.1.1) koristit ¢emo kao definicijsku
jednadzbu za jakost elektri¢nog polja E i magnetsku indukciju B.

Zadaca je da se vrlo paZzljivo postave operacijske definicije veli€ina polja E i B.
Rije¢ "operacijska" ovdje znali da definicija propisuje nafin mjerenja veliCine i da
osigurava jedinstvenu povezanost teorije 1 stvarnosti. Ako ne znamo izmjeriti neku
veli¢inu, tada je naSe razumijevanje te veliine u osnovi nedovoljno.

A

4

Slika 1.1.1. Gibanje naboja ¢ smjeStenog u
Y tocku izvora u r* brzinom v u odnosu na pro-
> . .
© matraa u to¢ki P u r. Udaljenost naboja od

promatraca je |R| = |r —r'|

Pozivajuci se na to da su elektricno 1 magnetsko polje jedinstveno definirani pomocu
jednadZzbe (1.1.1) za Lorentzovu silu F koja djeluje na naboj ¢ koji se giba brzinom v i
koristeci taj izraz u neSto preuredenom obliku

1im{£l=g+vx3, (1.1.2)
q-0[ ¢

definirat ¢emo polja E 1 B pomocu njihovih ucinaka.

Razmotrimo najprije operacijsku definiciju jakosti elektri¢nog polja E. U promatrani
prostor u kojem se Zeli ispitati polje elektri¢nih sila unijet ¢emo ispitni naboj koji
miruje (v = 0) da bi se iskljucila magnetska komponenta sile. PoZeljno je da naboj bude
nabijena Cestica vrlo malih dimenzija, a najbolje bi bilo kada bi bio totka,'* da bi se
moglo mjeriti lokalno polje u zadanoj togki prostora. Stovise, po pretpostavci veli¢ina
koja se mjeri je elektri¢no polje bez prisutnosti ispitnog naboja. Zato je bitno da ispitni

* Pogledati u M. Javid, P, M. Brown; Field Analysis and Electromagnetics, McGraw-Hill, New York,
1963.; C.C. Johnson, Field and Wave Electrodynamics, McGraw-Hill, New York, 1965.; L. M. Magid,
Electromagnetic Fields, Energy and Waves, John Wiley and Sons, New York 1972,

" Za tockasti ispitni naboj pretpostavljamo da ima neizmjerno mali naboj, tako da njegovo postojanje i
gibanje ne mijenja polja obuhvaéena pokusom.
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naboj ¢ bude tako malen da njegovo unoSenje ne promijeni polje koje se mjeri. S tog
stajalita potrebno je E definirati kao

E =lim
g-0

EJ —— (1.1.3)
q

Jedinica jakosti elektri¢nog polja E je njutn po kulonu (N/C), ili volt po metru (V/m).
Potrebno je napomenuti da je pri tom pokusu bilo pretpostavljeno da E nije funkcija
vremena, ili pak da je poznata funkcija vremena.

Posto je definirano i izmjereno polje E(r,), jednadzbe (1.1.1) i (1.1.2) mogu biti
upotrijebljene za operacijsko definiranje polja B koje je takoder vektorska funkcija
prostora i vremena. Postupak se sastoji u tome da se poznati naboj g giba zadanom
brzinom v i da se ponovno mjeri sila na naboj. Po$to se odbije sila uzrokovana poljem
E, iz jednadZbe (1.1.2) lako se odredi polje B(r,t). Izravna mjerenja te vrste sluZe vise
za naelno definiranje B nego za prakti¢nu provedbu mjerenja. Za praksu je mnogo
pogodnije mjerenje B putem sile na vodi¢ koji se nalazi u magnetskom polju. Jedinica
magnetske indukcije ili gustoée magnetskog tijeka B je tesla (T), Sto je ekvivalentno
omjeru veber po etvornom metru (Wb/m?).

Treba istaknuti da te operacijske definicije veliCina polja E i B zadovoljavajuce
propisuju mjerni postupak koliko je to moguce, a u krajnjem slu€aju pojmovno. U stvar-
nosti takva mjerenja vrlo su sloZena. Danas se u podrucju frekvencija koje su znaCajne
u tehnici, primjenjuju mjerni postupci koji su jednostavniji i izravno povezuju veliCine
polja s teorijom strujnih krugova i mreZa."

Zakon za Lorentzovu silu (1.1.1) opskrbio nas je s temeljnim definicijama o vekto-
rima elektri¢nog i magnetskog polja. Jedna vazna posljedica te definicijske jednadzbe
jest &injenica da svojstva prostora opisana vektorima E 1 B postoje bez obzira da li je
unesen ili ne ispitni naboj q u taj prostor.

Potrebno je jo§ napomenuti da se u elementarnoj fizict polja E 1 B Cesto definiraju
putem udaljenih izvora koji ih uzrokuju (Coulombov i Ampéreov zakon).

1.2. IZVORI POLJA: NABOJI I STRUJE

U studiju polja potrebno je drzati se Cinjenice da su polja izgradena izvorima koji
mogu biti smjeSteni unutar ili izvan podrucja u kojem se polje promatra. Opredijelit
¢emo se za makroskopsku teoriju klasicnog elektromagnetizma, uvode¢i pojmove "glat-
kih" raspodjela naboja i struja u prostoru kao izvora elektromagnetskog polja.'® Obi¢no

'S pogledati W.L. Weeks, Electromagnetic Theory for Engineers Applications, John Wiley, New York,
1964.; V. Bego, Mjerenja u elektrotehnici, Tehnitka knjiga, Zagreb, 1966,

'* O kontnuiranim ili neprekinutim funkcijama pogledati D. Blanu3a, Vifa matematika, I dio, drugi svezak,
Tehnicka knjiga, Zagreb, 1965.
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se smatra da su elektri¢ni naboji i njihovo uredeno gibanje koje tvori struju primarni
izvori polja, a buduéi je elektriéni naboj uvijek udruZen s materijalom, ispravno je
uzimati nabijenu tvar (elektrone, jezgre atoma, ione itd.) kao primarne izvore elektro-
magnetskog polja.

1.2.1. Mikroskopska i makroskopska teorija

Kada analiziramo polja u prostoru koji sadrZi materijal, obicno u primijenjenoj
elektrotehnici nismo zainteresirani za promjene elektromagnetskog polja u meduatom-
skom prostoru. Studiranje takvih polja u meduatomskim prostorima pripada u podrucje
mikroskopske, odnosno kvantne teorije polja."” Vise smo zainteresirani za vremen-
sko-prostorne srednje vrijednosti polja unutar vremenskih intervala i volumena, koji su
vrlo maleni u usporedbi s na§im mjernim uredajima, ali su veliki u atomskim mjerilima.
Takav aproksimativni pristup referira se kao makroskopska teorija polja. Makroskopska
teorija polja omogucéava pribliZan pristup stvarnosti.

U matematic¢kim izrazima u elektromagnetizmu Cesto ¢emo se susretati s volumnim
integralima oblika deVi s vremenskim derivacijama dp/dt, gdje p oznaCava gustocu
izvora polja. Takve operacije su posljedica grani¢nih prijelaza

lim Y (p,AV,)=[pdV ; V=Y AV,,
il v : (1.2.1a,b)
lim Ap _9p
at-0 At Ot

U makroskopskom pristupu uzimat é¢emo da su dV i dt vrlo male veli¢ine koje su
razli¢ite od nule. U namjeri da utvrdimo mjerila za volumen 1 vremenske razmake,
posluZit ¢emo se vrlo pojednostavnjenom atomskom teorijom materije s planetarnim
modelom atoma.'® Ako usvojimo da je srednji polumjer putanje elektrona reda 10™"'m,
tada je srednji "volumen" atoma reda 10~ m®. Pretpostavimo li da elementarni volumen
dV iznosi 10™"® m? §to &ini jedan kubni mikron, Cak i tako si¢u$ni element volumena
jednak je 10" volumena jednog atoma i moZe sadrZavati milijune atoma tvari. Zato
rezultati makroskopske analize predstavljaju prosjecnu vrijednost ucinaka velikog broja
atoma. SliCan pristup treba primijeniti i u analizi ovisnosti rezultiraju¢ih polja o njiho-
vim izvorima. Usvojimo li za df najmanju veli¢inu reda 107" s, dakle 1/1000 nanose-
kunde, moZemo biti sigurni da ¢e i u tako malom vremenskom intervalu elektron

"7 Za podrobniji uvid u mikroskopski i makroskopski pristup elektromagnetskoj teoriji pogledati J. D.
Jackson, Clussical Electrodynamics, John Willey, New York, 1975.; L.D. Landau, E.M. LifSic, Elektrodina-
mika splosnih sred, Gostehizdat, Moskva, 1957.

" Planetarnu sliku atoma ne smijemo doslovno shvatiti. Elektronske staze samo su zorni prikaz mnogo
sloZenije kvantnomehanicke stvarnosti. Pogledati N. Cindro, Fizika 2, Skolska knjiga, Zagreb, 1985; V. Paar
Atomi, molekule, poluvodici, supravodljivost, Skolska knjiga, Zagreb, 1989.
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naCiniti na tisue obilazaka oko jezgre atoma. Proizlazi da je makroskopsko polje
srednja vrijednost vrlo brzih vremenskih promjena u prostoru.

Nas opcenito neée zanimati ponaSanje pojedinih mikroskopskih Eestica — teorija
njihova gibanja pripada u kvantnu teoriju — nego éemo biti zainteresirani isklju¢ivo za
prosjene ulinke, takve koje ¢emo odrediti eksperimentalno u makroskopskim razmjera-
ma. Naravno, nema oStre linije podjele izmedu makroskopske i kvantne teorije. Kona-
¢na potvrda valjanosti moZe biti u¢injena jedino dobivanjem rezultata makroskopske
teorije koji e biti u skladu s eksperimentima.

1.2.2. Gustoce naboja i struje

Kao $§to smo rekli, u studiju makroskopske teorije elektromagnetizma upotrijebit
¢emo pojmove kontinuiranih raspodjela naboja i struje. Opcenito, za sve izvore koji se
pojavljuju u stvarnosti pretpostavit éemo da imaju neprekinutu raspodjelu u prostoru i
da se mogu predstaviti neprekinutim funkcijama koordinata prostora i vremena.

Uvest ¢emo pojam funkcije gustode prostornog naboja p, ili jednostavno gustoéu
naboja p u tocki P prostora. Nju ¢emo definirati kao omjer ukupne koli¢ine naboja AQ
u malom dijelu prostora oko to¢ke P i volumena AV tog djeliéa prostora, uzimajuéi
limes kada podrucje konvergira u tocku P

AQ _dQ
- T (122)
b= AV av °

Gustoca naboja mjeri se u kulonima po prostornom metru (C/m?), §to odgovara amper-
sekundi po prostornom metru. Gustoéa naboja p(r,t) neprekinuta je funkcija koordinata
prostora i vremena u makroskopskom pristupu.

Radi zornosti navodimo podatak da je u kovinama gustoc¢a slobodnih elektrona reda
veli¢ine 10% elektrona po m?, §to zna&i da se u elementarnoj kocki, sa stranicom duljine
1 mikron i volumena 107" m?, nalazi oko 100 milijardi slobodnih elektrona.

Struju [ (tj. jakost struje) koja protjeCe kroz vodié, prikazanu na slici 1.2.1, definirat
¢emo kao limes omjera koli¢ine naboja AQ koji proteée kroz plohu S plostine AS
tijekom vremena Af i vremenskog intervala At kada se At priblizava k nuli, tj.

I=1im2Q _9Q (1.2.3)
A:oA dt

Jakost struje mjeri se u amperima (A), a jedan amper je ekvivalentan kulonu po sekun-
di. Predznak je dogovorno usvojen kao pozitivan za struju koja tee u smjeru gibanja
pozitivnih naboja, ili suprotan ako te¢e u smjeru gibanja negativnih naboja. Vektor
gustoce struje J, ili struja kroz jedinicu povrSine, definiran je kao vektor u smjeru
pozitivne struje kojem je veli¢ina odredena omjerom jakosti struje Al, koja protjede kroz
element plostine AS smjeSten okomito na smjer struje prema plodtini AS, uzimajuéi
limes kada se AS pribliZzava k nuli, tj.
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i A1
Vlas-0 AS

_, a (1.2.4)
a‘__ dS ]

J=a

gdje je a, jediniéni vektor u smjeru gibanja pozitivnog naboja kako je prikazano na slici
1.2.1.

Slika 1.2.1. Protjecanje struje kroz
vodi&

Mijerna jedinica za |J| je prema jednadzbi (1.2.4) amper po &etvornom metru (A/m?).
Gustoéa struje J(r,t) je kontinuirana vektorska funkcija koordinata prostora i vremena
u makroskopskoj teoriji.

Na temelju definicije struje kao uredenog gibanja naboja moZe se ofekivati da je
gustoca struje izravno srazmjerna gusto¢i naboja. No nije uvijek tako; to je to¢no samo
za jednu vrstu struja poznatih kao konvekcijske struje. Primjera ima mnogo, pa su struje
u vakuumskoj cijevi ili u katodnoj cijevi primjeri konvekcijskih struja. Izravnu propor-
cionalnost izmedu J i p za konvekcijske struje lako ¢emo dokazati. Zadani naboj gusto-
ée p(r,t) giba se prema slici 1.2.1. poznatom brzinom v(r,t) okomito na elementarnu
plohu AS, kroz koju protje¢e u vremenskom intervalu At koliCina naboja

AQ=pAV=pvAtAS , (1.2.5)

gdje je AV =vArAS volumen zauzet nabojem koji je protekao kroz AS u vremenu At
Ako je v =a,y vektor srednje brzine naboja iz jednadZbe (1.2.3) slijedi da struja kroz
plohu AS iznosi Al = pvAS, a prema (1.2.4) gustoca konvekcijske struje jest

J=a pv=pv. (1.2.6)

U skladu s definicijom konvekcijskih struja, gibanje elektricnih naboja u tvari vodi nas
do pojma provodnih ili kondukcijskih struja. To su struje koje rezultiraju iz strujanja
elektrona, iona ili obje vrste Cestica u razli¢itim oblicima tvari, ukljucujuci kovine, polu-
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vodie, elektrolitske otopine i plinovite plazme. Provodne ili kondukcijske struje razli-
kuju se od konvekcijskih struja po tome §to je J neovisan o ukupnoj gustoCi naboja p.
U stvarnosti je utvrdeno da je gustofa naboja p jednaka nuli u slu€aju stacionarnog
tijeka istosmjerne struje (gustoée J razliCite od nule) kroz homogene vodiCe. Utvrdeno
je jos da je prosje¢na brzina pokretnih naboja izravno proporcionalna polju E u vodicu,
a kako je gustoéa rezultirajuée provodne struje srazmjerna srednjoj brzini Cestica, J je
takoder izravno proporcionalno polju E. Kao posljedica toga slijedi da se gustoca
provodnih struja upravlja prema Ohmovu zakonu'

J=xE , (1.2.7)

gdje x oznalava elektricnu provodnost materijala u to¢ki u kojoj mjerimo J i E. Jedini-
ca provodnosti je simens po metru (S/m).

Preostaje jo§ da na kraju ovog odjeljka uvedemo integrale za izratunavanje jakosti
struje i koli¢ine naboja. Polaze¢i od definicijskih relacija (1.2.3) i (1.2.4), moZe se struja
I(t) kroz plohu S izravno povezati s gusto¢om struje J(r,) integralom

I(t) = f J@rt)n dS (1.2.8)
S

gdje je n jedini¢ni vektor okomice na plohu S. Sli¢no se koliina naboja Q u zatvore-
nom prostoru volumena V, prema analogiji s relacijom (1.2.5) moZe izraziti kao

Q= [p(r.nav . (12.9)
4

Napominjemo da treba uoéiti bitnu razliku izmedu diferencijalnih veli¢ina gustoca J(r,1)
i p(r,1), koje su funkcije koordinata toke u prostoru (i vremena), i integralnih veliCina
iznosa struje i naboja I(t) i Q(#), koje su funkcije vremena, ali nisu funkcije koordinata
prostora.

1.2.3. Jednadzba kontinuiteta

U svim fizikalnim pokusima opaZeno je da je ukupni naboj uvijek ocuvan, pa
stavak o njegovu oCuvanju ¢ini fundamentalni postulat teorijske fizike. On utvrduje da
je iznos tijeka naboja iz zatvorenog konacnog prostora jednak iznosu smanjenja naboja
unutar toga prostora

V(pv)+%z0_ (1.2.10)

" Georg Simon Ohm (1789 - 1854), njemacki fizicar.
® pogledati ¢lanak 1.1.1. Definicije polja E i B, stav 2. Otuvanje elektri¢nog naboja.
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Prema analogiji s odgovarajuéom jednadZbom u hidrodinamici, parcijalna diferencijalna
jednadzba® (1.2.10) naziva se jednadzba kontinuiteta.
U stvarnosti je za bilo koju vrstu struja valjana jednadzba kontinuiteta (1.2.10)
izraZzena u obliku
dp

v+ =0, (1.2.11)

buduéi da je produkt pv prema jednadzbi (1.2.6) gustoca konvekcijske struje J.

1.2.4. Singularne gustoce izvora

Sva poznata fizikalna polja u prirodi uvijek su konacna i kontinuirana. Uzrokovana
su izvorima Cije su volumne gustoe takoder uvijek konacne. U pribliZznoj makroskop-
skoj elektromagnetskoj teoriji €esto je, medutim, matematicki pogodno realne volumne
gustoce struja i naboja, kao izvore polja, idealizirati u oblike ploSne ili linijske gustoce
ili predstaviti kao izvore koncentrirane u tocku. Takve idealizacije rezultiraju u beskona-
¢noj, tj. singularnoj volumnoj gusto¢i naboja i struja. Te nestvarne gustoCe izvora
proizvode diskontinuirana i u nekim slucajevima beskonacna (singularna) polja. Odgo-
varajuée nefizikalno ponaSanje elektromagnetskog polja proizvedenog singularnim
nabojima i strujama bit ée analizirano kasnije u odjeljku o poljima u tvari, te kada se
budu razmatrali grani¢ni uvjeti. U svakom slu€aju pri prenoSenju tako izracunatih polja
iz makroskopske teorije u stvarnost to treba imati na umu i ¢initi to s potrebnim opre-
zom. Idealizacija realnih naboja i struja u tockaste, linijske i plosne izvore omogucava
ne samo potrebnu matemati¢ku jednostavnost, nego ona takoder daje povoda za uvode-
nje pogodnih fizikalnih pojmova koji opisuju i predstavljaju stvarna polja. Zbog tih
¢emo razloga ovdje podrobno raspraviti prirodu takvih hipotetskih izvora, koje ¢emo
koristiti u okviru pribliznog makroskopskog pristupa elektromagnetskoj teoriji.

Zapotet ¢emo s vjerojatno najviSe upotrebljavanim pojmovima koji obuhvacaju
singularne izvore. To su gustoca plo$nog naboja i njegovo gibanje koje tvori ploSnu
struju.

1.2.4.1. Gustoca plosnog naboja i gustoca plosne struje

Utvrdeno je da se diskontinuiteti u komponentama elektromagnetskog polja doga-
daju na plohama na kojima su naboji i struje rasporedeni u tankom sloju, tj. u obliku

! Opfirnije o parcijalnim dieferencijalnim jednadZbama pogledati u: A. Sommerfeld, Partal Differential
Equations in Physics, Academic Press, New York, 1964.; LN. Sneddon, Elements of Partial Differential
Equations, McGraw-Hill, New York, 1957.; R. Dennemeyer, Introducton to Partial Differential Equations and
Boundary Value Problems; McGraw-Hill, New York, 1968.; D. Greenspan, Lectures on the Numerical
Solution of Linear, Singular, and Nonlinear Differential Equations, Prentice-Hall, New York, 1968.; F.B.
Hildebrand, Advanced Calculus for Applications, Prentice-Hall, New York, 1962.
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plo¥nih naboja i plo3nih struja Cije gustoce definiramo na sljedeci nacin:
Plosni naboj definiran je kao naboj raspodijeljen u sloju debljine nula, pa se gusto-
¢a plo$nog naboja ¢ na geometrijskoj plohi S definira kao

o= i AQ dQ (1.2.12)

gdje je AQ ukupan naboj na elementarnoj plohi AS. Mjerna jedinica za ¢ prema jedna-
dzbi (1.2.12) je kulon po Cetvornom metru (C/m?).

Slika 1.2.2. Uz uvodenje pojma plo$nog naboja

Zamislimo da se vrlo mali valjak volumena AV = ASAl (gdje je AS povrsina baze, a Al
visina valjka) nalazi na geometrijskoj plohi S (debljine nula) prema slici 1.2.2. Ako je
gustoéa naboja p poznata, u valjku se nalazi naboj Ciji se iznos prema jednadzbi
(1.2.5) moZe izratunati kao AQ = pAV = pASAl. Ako sada pretpostavimo da se visina
valjka Al smanjuje prema nuli, tj. da valjak volumena AV degenerira u plo3ni element
plostine AS, tada ¢e naboj konagnog iznosa AQ u volumenu AV prijeci na plohu plotine
AS. Zbog toga mora gustoéa prostornog naboja p unutar sloja debljine nula postati
beskona&na, i mi kazemo da je p postao singularan na plohi, tj. da postoji povezanost

prw

Al-0
Ukupna koli¢ina naboja na plohi ploitine S raluna se analogno jednadZbi (1.2.9) prema
relaciji

Q=[ods. (1.2.14)

§

Plosna struja definirana je kao struja koja te€e duZ plosnog sloja debljine nula, a
gustoéa plosne struje K definirana je kao

K = lim [a,ﬂ}q! a. (1.2.15)
as-0 | = As ds
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gdje je, prema slici 1.2.3, Al iznos struje koja tee duZ ploSnog sloja S debljine nula
kroz element duljine As postavljen okomito na tijek struje Al, a a, je jedini¢ni vektor u
smjeru tijeka struje. Mjerna jedinica za |K| je amper po metru (A/m).

Slika 1.2.3. Uz definiciju plo¥ne struje

Analogno izrazu (1.2.6) gustoca ploSne struje moZe se povezati s gustoéom ploinog
naboja ¢ koji se duZ plohe S giba brzinom v = a,v kao

K=ov. (1.2.16)
I ovdje opaZzamo da je odgovarajuca gustoca struje J = pv beskona¢na, tj. singularna na
plohi S u dimenziji okomitoj na plohu, budu¢i je gusto¢a naboja p na toj plohi singular-
na. Prema tome, gustoée K i J mogu se povezati izrazom

E=SDmidat (1.2.17)
Al~0
gdje je Al debljina plos$nog sloja S koja teZi nuli.

Plosne naboje u stvarnosti nalazimo na povriinama vodi¢a. UnoSenjem prostornog
naboja gustoce p u vodi¢ istovremeno se uspostavlja elektri¢no polje E i potete provo-
dna struja J = KE, koja odvede prostorni naboj na vanjsku povrSinu vodita. Pokazat
¢emo,” da ako se uspostavi poetna proizvoljna prostorna raspodjela naboja gustode
Py(r,t = 0) unutar izoliranog, linearnog, izotropnog, homogenog® i pasivnog vodita (tj.
vodiCa u kojem je provodnost k u izrazu J = KE pozitivna konstanta), tada gustoéa
naboja p opada eksponencijalno tijekom vremena i brzo postaje nula u svim totkama
unutar vodi¢a. Buduci da prema zakonu o ouvanju naboja ukupan naboj u vodi&u mora
biti saluvan, to on mora ostati jednak ukupnom kona&nom plo§nom naboju raspore-
denom po plohi S koja zatvara vodljivi volumen V, ;.

[podV=§ads, (1.2.18)
4 §

2 Pogledati Slanak 1.4.3.
% Linearne, izotropne i homogene (LIH) materijale nazvat ¢emo "jednostavni materijali".
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gdje je o kona¢na plo¥na gustoca naboja na S kako je prikazano na slici 1.2.4.

po(r, 1=10) o(r, t =)

+ g
Slika 1.2.4. Prijenos naboja na povriinu vodica

Plo¥ne struje poprimaju fizikalno zna¢enje ako ih upotrijebimo da bismo priblizno
nadomjestili tijek izmjeni&ne struje u dobrim vodi¢ima, posebno u slu¢aju povrsinskog
u¢inka. U takvim sluajevima najveéi dio struje tede uz povrSinu vodica, posebno pri
visokim frekvencijama. Pokazat ¢emo® da u vodidu gustoéa struje opada eksponenci-
jalno s okomitom udaljeno$¢u od njegove vanjske povrSine. Zato se gustoCa plo3ne
struje K Cesto naziva i strujni oblog.

Slika 1.2.5. Idealni vodié protjecan plo§nom
strujom

LR

Pogodno je dobre vodice, kao $to su kovine, pribliZiti idealnim vodi€ima, tj. vodi¢ima
koji imaju beskonaénu provodnost. U idealnim voditima (x = =) pojam gustoCe plosne
struje K postaje egzaktan. Ukupna struja koja protjee takvim vodi¢em moZe se izraziti
kao

I=§ (Ka)ds (1.2.19)

* pogledati ¢lanak 8.3.4.
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kako je to prikazano na slici 1.2.5.

1.2.4.2. Gustoce linijskog naboja i linijske struje

Zbog pojednostavnjenja analize Cesto ¢e u makroskopskoj teoriji biti pogodno
promatrati elektricki nabijene vodiCe ili vodiCe protjecane strujom koji imaju infinitezi-
malni poprecni presjek. Gustoce naboja i struja u tim linijama (koje su konacne duljine,
ali beskonatno malog popre¢nog presjeka Cija plostina teZi nuli) su dvodimenzionalno
singularne. Rezultirajuéu konanu gustocu linijskog naboja u tocki r, oznaCit ¢emo s
Mr,), tako da bude

Q=[Mryd, (1.2.20)

gdje je jedinica za A kulon po metru (C/m).
Ako se linijski naboj gustoce A(r)) giba duZ crte brzinom v(r), kaZzemo da to giba-
nje &ini linijsku struju, ili strujnu nit, ili jednostavno strujnicu iznosa i, a smjera a,

ia,=A(r)v(r) , (1.2.21)

gdje je a, jedini¢ni vektor tangencijalan na liniju u tocki r,. Mjerna jedinica je amper
(A). S druge strane moZemo promatrati linijsku struju kao limes prostorne raspodjele
struje Ciji popreéni presjek tezi nuli i ¢ija gustoéa J postaje beskonacna. Element linije
duljine dl i popre¢nog presjeka dS protjecan je strujom J = Jdl/dl. Struja kroz poprecni
presjek je i=J-ndS, gdje je n vektor okomice na poprecni presjek. Otuda slijedi da je
idl = (J-n)dSdl, a kako su J i dl kolinearni to mozemo pisati idl = (dl-ndS)J = JdV pa
vrijedi

Javs=idl . - (1.2.22)

Dakle, raspodjelu struje moZemo idealizirati u strujnu nit uz zadovoljenje te ekviva-
lencije.

1.2.4.3. Tockasti izvori

Na velikim udaljenostima od prostorno rasporedenog naboja, ¢iji ukupni konacni
iznos je g # 0, polje se moZe pripisati tockastom naboju g smjestenom u srediSte raspo-
djele naboja r’. Takva idealizacija rezultira u beskona¢noj, tj. singularnoj gusto¢i naboja
u tocki »/, pa se pomocu Diracove delta funkcije”® moZe izraziti kao

p(r)=qd(r-r'), (1.2:23)

a ukupan naboj u volumenu V koji sadrZi i tocku ’ prema jednadzbi (1.2.9) jest

¥ Pogledati Prilog B. Simbol 8(r —r) prvi je upotrijebio Kirchhoff, ali ga je znaGajnije koristio tek
Dirac. Delta funkcija nije stvarna funkcija nego distribucija ili poopcena funkcija.
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fp(r)dV=fqa(r—r*)dV=q , (1.2.24)
V v

buduéi da je™

')y 3 ey,
0

f F(r)d (r-r)dV =
3 o r'eV.

Izvore &ije su gustoée predstavijene impulsima oblika 8(r —7*) nazivamo diskretnim
izvorima, singularnim izvorima, ili to¢kastim izvorima. Oni su matemati¢ki pogodni, 1
usprkos singularitetima udruZenim s njima zapamtit ¢emo da predstavljaju konaCne
veli¢ine smjestene u prostoru razli¢itom od nule ali vrlo malom. U elektromagnetizmu
model totkastog naboja &esto se upotrebljava u makroskopskoj teoriji da bi se opisalo
ponasanje Cestica koje su malene u usporedbi s udaljenostima izmedu njih.

1.2.5. Diskontinuiteti u polju

Kao §to je veé reeno, nazocnost plo§nog naboja i ploSne struje na plohi upucuje na
pretpostavku da se mogu o&ekivati diskontinuiteti (tj. nagli skokovi ili prekidi) u nekim
od komponenti polja na plohi koja sadrzi ¢ ili K. Takvi nefizikalni diskontinuiteti u
polju nastaju zbog pretpostavljenih nefizikalnih singulariteta u gustoama izvora.

U ovom &lanku razmotrit ¢emo opéi problem diskontinuiteta u poljima koji nastaju
zbog singularnih izvora. Zbog opéenitosti promatrat ¢emo polje F koje moZe biti bilo
koji vektor polja. Singularnu gustocu vektorskog izvora polja oznalit cemo s K, a
singularnu gustocu skalarnog izvora sa ©.

1.2.5.1. Diskontinuiteti u polju zbog plosne gustoce skalarnog izvora

Neka je prema slici 1.2.6. na plohi S gustoca skalarnog izvora p polja F singularna,
tako da je pdV=odS. Ovdje je G plosna gustoa konatnog iznosa definirana jed-
nadzbom (1.2.13). Ploha S dijeli prostor u dva podrucja, koja ¢emo oznaCiti s 11 2,
tako da je okomica n usmjerena iz podru¢ja 2 u podru¢je 1. Na slici je prikazan mali
valjak volumena AV visine Al sagraden na S, s bazama §, i S, usporednim sa S,
Primijenimo li teorem divergencije’’ na polje F unutar volumena valjka AV, dobivamo

fv-dez fF-ndS=fF-ndS+fF-ndS+ fF-nds.
AV S, S,

Sd v Sp'lum

% Oznaka r'e V znadi da je »’ Elan skupa V; r'g V znaéi da r’ nije ¢lan skupa V.
7 Detaljnije o teoremu divergencije ili Gaussovu teoremu pogledati u Prilogu C.
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Kako posljednji integral i§¢ezava s Al — 0, to je

lim f V-FdV=lim
Al-0 Al-0

fF n,dS + fF ‘n,ds| ,

gdje su F, i F, diskontinuirane vrijednosti od F u istoj tocki na S, ali u podru¢jima 1 i
2, an, i n, jedini¢ne okomice u ta dva podrudja.

Slika 1.2.6. Diskontinuitet u polju F na plohi S koja nosi plo¥ni skalarni izvor gustoée ¢

U odjeljku 1.3 pokazat ¢emo da je lijeva strana te jednadZbe jednaka skalarnom izvoru
polja JpdV u AV, tj.

flﬂ fVFdV m} !VpdV anods.
—

U grani¢nom prijelazu kad Al — 0, vrijedi

lim | [F, ndS+fF n,dS| = [n-(F,~F,)ds ,

Al~0| 5, s, 5,

budu¢i da plohe S, i S, postaju podudarne sa S,, a okomice postaju n, = —n,=n. Na
kraju dobivamo

[n@ -F)ds=[ods .

So So
Ako je ova jednadZba valjana za svaku infinitezimalnu plohu S, integrandi moraju biti
jednaki tako da je
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n(F,-F)=o0 .

Prema toj jednadzbi ako je gustoCa skalarnog izvora vektorskog polja F, singularna na
plohi, tada se u okomitoj komponenti polja u bilo kojoj tocki na plohi dogada diskonti-
nuitet koji je jednak plosnoj gustodi skalarnog izvora polja u toj tocki.

1.2.5.2. Diskontinuitet u polju zbog plo$ne gustoce vektorskog izvora

Pozivaju¢i se ponovno na sliku 1.2.6. razmotrit éemo gustocu vektorskog izvora J
polja F. Neka je J singularan u dimenziji okomitoj na plohu S, tj. neka je JdV = KdS,
pri cemu je K konadan i leZi u S. Primjenom rotorskog (Gaussova) teorema® na polje F
unutar valjka volumena AV, dobivamo

foFdV: 5€n xFds .
AV

SAV

U odjeljku 1.3. koji slijedi pokazat ¢emo da je lijeva strana te jednadZbe jednaka vek-
torskom izvoru polja

fvdeV= deV=f f(Jdl)dS.
AV

AV AS Al

Kako je za Al — 0, limes integrala

]jmf.Idl-*K,

Al-0 %,
dobivamo konac¢no iz gornjih izraza

deS= lim 3§ands :
So

Al-0
Say

Ponovno se plo3ni integral na desnoj strani te jednadZbe moZe izraziti sumom triju
integrala: doprinosa po S, S, i plastu valjka. U grani¢nom prijelazu, kada Al — 0, dopri-
nos plaSta iSCezava. Iz slike 1.2.6. vidljivo je takoder

lim [, xF,dS= [nxF,ds,

Al-0
Sl So

lim [n,xFydS=[-nxF,ds
At'--(l‘.s.2 5,

* Detaljnije o Gaussovim teoremima i posebno rotorskom teoremu pogledati u Prilogu C.
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pa imamo

[KdS= [nx(F,-F,)ds .

S, Sy

Buduéi da ovo vrijedi i za S, — 0, a buduéi je n x F, =0 slijedi
K=nx(F -F,)=nx(F +F -F, -F,)=nx(F,,-F,,) . (1.2.26)

Ova jednadZba utvrduje da se u tangencijalnoj komponenti polja F na plohi S dogada
diskontinuitet, koji je jednak plo$noj gusto¢i K njegovog vektorskog izvora.

Cesto ¢e u zada¢ama polja biti zadane ili pretpostavljene gustoée ploinih skalarnih
i vektorskih izvora ¢ i K na plohi koja dijeli promatrani prostor u dva podru¢ja. Pomo-
¢u trostrukog vektorskog produkta oblika A x (B x C) = B(A-C) - C(A*B) dobivamo
nx|[(F,-F,)xn]l=0mn)F,-F,)—[n(F, -F,)ln. Ako uvrstimo da je n'n=1,
(F\-F)xn=-Kin(F, ~F,) =0, dobivamo

FI~F2=K><n+nU ) (1.2.27}

To je opéi rezultat, koji izrazava diskontinuitet u polju F izravno kao sumu okomitih i
tangencijalnih komponenata, tako da mozemo pomocu

F,-Fy=Kxn,
F

(1.2.28a,b)

lu"Fz" =na,

izraziti tangencijalne i okomite diskontinuitete u ovisnosti o vektorskoj 1 skalarnoj
gustoci izvora.

1.3. MAXWELLOVE JEDNADZBE U VAKUUMU

U namjeri da izravno pristupimo studiju elektromagnetskih polja i njthovom pona3a-
nju, zapoéet ¢emo ovaj odjeljak Maxwellovim jednadzbama koje se temelje na obilju
cksperimentalnih ¢injenica. Maxwellove jednadzbe cine klasi¢nu elektromagnetsku
teoriju.

Elektromagnetska teorija temelji se na nekoliko osnovnih postulata i eksperimenata.
Iznenadujuéa je Cinjenica da se sva eksperimentalna opaZanja mogu saZeti u samo
nekoliko osnovnih zakona: Coulombov, Ampereov,” Biot-Savartov,” Faradayev i
druge. Ti eksperimentalno utvrdeni zakoni povezuju klasi¢nu elektromagnetsku teoriju
sa stvarno$éu. Dodajuéi im osnovne definicije, pojmove i neke postulate, usvajajuci

® André Marie Ampere (1775 — 1836), francuski fizicar.
W Jean Baptiste Biot (1774 ~ 1862) i Félix Savart (1791 — 1841), francuski fizi¢ari.
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makroskopski pristup 1 uvodeci pojam polja, Maxwell je izgradio potpunu i jedinstve-
nu’' klasicnu makroskopsku elektromagnetsku teoriju. Njezin matematiCki izraz su
jednadZbe polja ili Maxwellove jednadZbe. One sadrZe sve prirodne zakone elektro-
magnetizma. I sva druga proSirenja teorije, nastala uvodenjem drugih pojmova i veli€i-
na, npr. potencijala, te izgradnjom matematickih modela i primjenom razliCitth matema-
tickih postupaka, dat ée rezultate koji ¢e biti onoliko dobri koliko ¢e se slagati s ekspe-
rimentalnim ¢injenicama.

Kao §to smo pokazali u ¢lanku 1.1.1, operacijske definicije polja E i B utvrdene su
jednadzbom (1.1.2) za Lorentzovu silu. U skladu s makroskopskom pribliznom teorijom
pretpostavljamo da su vektorske funkcije koordinata prostora i vremena, polja E 1 B,
kontinuirane i da imaju kontinuirane derivacije u svim toCkama u slobodnom prostoru.
U odjeljku 1.2. opredijelili smo se za stav da su naboji i struje primarni izvori polja.
Bududi da propisivanje izvora jedinstveno definira polje, mi na taj naCin raspolazemo s
dvije definicije polja. Zato ¢emo sada preurediti eksperimentalne zakone Coulomba,
Amperea i Faradaya u oblike izraza za skalarne i vektorske gustoce izvora para polja E
i B, tako da rezultiraju¢a polja tvore silu koja je odredena Lorentzovom jednadZbom.
Nedemo strogo "izvoditi" ove izraze, nego Ce oni biti uzeti, kako je ve¢ receno, kao
fundamentalni postulati teorije elektromagnetskog polja. Poopéenje Coulombova zakona
za silu izmedu dva tokasta naboja koji jedan prema drugom miruju na izraz za silu
kojom raspodijeljeni naboj djeluje na tockasti naboj, izravno vodi k zakljuCku da je
naboj skalarni izvor elektriénog polja. Zato mozemo pisati V-E(r) = p(r), gdje je p(r)
gustoca elektri¢nog naboja u toCki u kojoj E promatramo. Budu¢i da se E mjeri u
voltima po metru, a p u kulonima po prostornom metru, moramo uvesti dimenzijsku
konstantu za slobodni prostor €, = (8.85418788 + 0.00000007)-107"? As/Vm ili farada
po metru (F/m). Ona se jo§ naziva i permitivnost vakuuma ili dielektricnost vakuuma.
Konaéno, kao posljedica Coulombova zakona slijedi

e,V-E=p, , (1.3.1)

relacija koja povezuje elektri¢no polje E sa skalarnim izvorima, tj. gusto¢om ukupnog
naboja p, . U praznom prostoru moze postojati samo slobodni naboj p, pa je p,= p,.

Da bismo upotpunili zadavanje elektri¢nog polja E pomocu njegovih izvora, potre-
bno je uz divergenciju u jednadbi (1.3.1) propisati i rotor.”* Eksperimenti pokazuju da
promjena magnetskog polja proizvodi elektricno polje. Ta Cinjenica izraZava se

M Da se kod elektromagnetskog polja radi o jedinstvenom fenomenu, a ne o dva razna povezana ali
odvojena fenomena vidi se analizirajuéi Lorentzovu silu (I.1.1) u raznim referentnim sustavima sa stajaliSta
teorije relativnosti. Atomisticki model elektri¢ne struje uz teoriju relativnosti daje razliit rastav elektromag-
netskog polja na vektore E i B u raznim koordinatnim sustavima koji su u relativnom gibanju, pa se postoja-
nje magnetskog uz elektri¢no polje moZe smatrati nuZno$cu sa stajalidta teorije relativnosti. Za detaljniji uvid
pogledati N. Cindro, Fizika 2, Skolska knjiga, Zagreb, 1985.

2 pomoéu zadanih V'E i V x E moZe se iz izraza AE = V(V'E) -V x (V x E) izraunati AE, a
potom i E.



20 1.3. Maxwellove jednadZbe u vakuumu

Faradayevim zakonom u integralnom obliku

3§E-d£z—ﬁf3-nds, (1.3.2)
dt
s s

gdje je C; krivulja koja zatvara plohu S, &ija je pozitivna okomica n odredena smjerom
desnog vijka, kao na slici 1.3.1.

Slika 1.3.1. Okomica na plohu §

Primjenom Stokesova teorema™ na lijevu stranu jednadZbe (1.3.2) dobivamo

fvxE-ndS= = §—f--nds ,
S

g A

pa buduéi da ova jednadzba mora biti valjana za bilo koju plohu S slijedi

VxE=~@ . (1.3.3)
ot

Ova jednadZba utvrduje da je smanjenje gustole magnetskog tijeka® ( — 0B/ot) gustoca
vektorskog izvora elektridnog polja E. Treba upozoriti da ovdje imamo "izvor" koji nije
ni naboj ni struja. Zbog tog razloga struje i naboje nazivamo "primarnim" izvorima
elektromagnetskog polja. Vidjet éemo kasnije da &injenica da je promjena polja B izvor
polja E vodi k prostiranju elektromagnetskih valova. Konatno moZemo ustvrditi da
propisivanje skalarnih i vektorskih izvora prema jednadZzbama (1.3.1) i (1.3.3) uz pret-

3 pogledati Prilog C.

 Autori su se opredijelili za upotrebu izraza "tijek” umjesto "tok", pa ¢emo tako u knjizi upotrebljavati
termine "elektri¢ni tijek" i "magnetski tijek”. Tome u prilog izjadnjava se i Dalibor Brozovi¢ u osvrtu pod
naslovom Tijek tece, tok stoji, koji je objavio u €asopisu Hrvatskog filoloskog drudtva "Jezik", godiste XXIV,
Zagreb, 1976 — 1977. Citat iz tog &lanka: "Tako onda i fijek znati "proces teCenja", a tok konkretno mjesto na
kojem se ili u kojem taj proces odvija." Buduéi da je elektromagnetsko polje dinamicko treba govorili 0
magnetskom i elektridnom tijeku, te o tijeku energije. U statickim poljima drZeCi se re¢enog nalela bilo bi
pravilno koristiti izraze elektri¢ni i magnetski tok. Da ne bi doveli Citatelje u nedoumicu, buduci da se radi o
istim velidinama i u statitkim i u dinamitkim poljima autori preporuduju koristenje istih izraza elektricni i
magnetski tijek.
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postavku da polje E 1 njegove derivacije isCezavaju u beskonacnosti jedinstveno odredu-
ju polje E.

Promotrimo sada izvore polja B. Iz Faradayeva zakona indukcije (1.3.3) proizlazi
da je V'B =0. To je vidljivo iz Cinjenice da je divergencija bilo kojeg rotora identi¢no
jednaka nuli, tj.

oB
V(VxE)=-V-—

0
—(V-B)=0 .

3sh? B)

Ova relacija pokazuje da je V-'B uvijek neovisno o vremenu, a to znaCi da je
V-B = 0.* Jednadzba

V-B=0, (1.3.4)

utvrduje da nema skalarnih izvora polja B. MozZemo reéi da izolirani magnetski naboji
nisu dosada opaZeni u prirodi.*® JednadZzbe (1.3.1) i (1.3.4) pokazuju da linije elektri-
¢nog polja E pocinju ili zavrSavaju na elektri¢nom naboju, a da su linije magnetskog
polja B zatvorene same u sebe.

Propisivanje veli¢ine V x B temelji se na Ampereovim eksperimentima. U skladu s
Ampéreovim kruZnim zakonom, ili kako se jo§ naziva zakonom protjecanja, poopéenim
za dinamicka polja u praznom prostoru, slijedi integralna relacija

$B-dl=p, [J, ndS (1.3.5)
C; S

gdje je J, (ukupna) gustoéa svih struja koje teku kroz plohu S i koje su obuhvaéene
zatvorenom krivuljom C. Dimenziona konstanta u sustavu SI jedinica iznosi
W, =4n-107 Vs/Am ili henrija po metru (H/m), u slobodnom prostoru. Naziva se jo§
i permeabilnost vakuuma. Primijenimo li Stokesov teorem na lijevu stranu jednadZbe
(1.3.5) dobivamo

[VxBndS=[uyJ, nds
) h)

pa kako to vrijedi za bilo koju plohu S, konacno je
VxB=p,J, . (1.3.6)

Relacija (1.3.6) utvrduje da je gustoca ukupne struje J, vektorski izvor polja B. U
slobodnom (zrakopraznom) prostoru nema tvari, pa mogu postojati samo slobodni

* Relacija V-B = 0 nije nuZna posljedica, ali je najprirodnija.

% Dana 14.02.1982. godine je fizitar Blas Cabrera u Laboratoriju za niske temperature Stanford Universi-
teta (SAD) registrirao dogadaj koji se moZe interpretirati kao prolaz magnetskog monopola kroz supravodljivu
petlju. Izgleda da kasnije potrage za monopolom nisu dale rezultat, a-dio fizi¢ara sumnja u Cabrerin rezultat.
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naboji p, koji prema (1.2.6), ako se gibaju brzinom v, tvore konvekcijsku struju gustoée
J, = py. Maxwell je primijetio nepotpunost i nesklad u Ampeéreovom kruznom zakonu,
pa je ustvrdio da se k struji J, mora dodati jo§ jedan ¢lan u slobodnom prostoru da bi se
dobila ukupna struja J, koja bi onda bila u skladu s jednadZbama

eoV'E=p ,
VxB=p,J

n?

i jednadZbom kontinuiteta

aps
or

Naime, poSto je J, rotor vektora, to mora biti V:J, =0. Medutim, iz jednadZbi

1]

(1.2.11) 1 (1.3.1) slijedi

VJ + 0.

dp, _ OE

V=g = gy

4.
oE
V'(JS‘PSOE]:O s
pa tako izraz u zagradama
oE
Joreg— |,
( sT € ot J

mora biti jednak rotoru vektora. Prema Maxwellovoj tvrdnji gustoca ukupne struje u
slobodnom prostoru treba biti uzeta kao

oE
Ju-= J&+ 803{. . (137)
To rezultira u novom vektorskom izvoru polja B prema jednadzbi (1.3.6)
VxB=p0(Js+eO%) . (1.3.8)

Pokazat ¢emo da je uvodenje ¢lana €,0E/ot u jednadZbu (1.3.8) vodilo do proricanja
prostiranja elektromagnetskog polja konaénom brzinom. Ta ¢injenica nije bila poznata
do Maxwellova vremena, ali je kasnije potvrdena pokusima. To otkri¢e temeljeno na
matemati¢koj skladnosti jedan je od najvaznijih doprinosa u povijesti znanosti.
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Uveli smo ovdje poopéenje Ampereova zakona koje je Maxwell na3ao potrebnim da
bi se dobio fizikalni i matematicki skladan skup fundamentalnih jednadZbi koje to¢no
opisuju ponaSanje vremenski promjenjivog elektromagnetskog polja. Nakon prije udi-
njene dopune osnovnih eksperimentalnih zakona, nalazimo da su vremenski promjenjiva
elektricna i magnetska polja povezana, tj. ona su medusobno ovisna i otud se nazivaju
zajednikim imenom elektromagnetska polja.

1.3.1. Maxwellove jednadzbe u diferencijalnom obliku

Medusobno ovisna elektricna i magnetska polja, tj. elektromagnetsko polje koje
rezultira iz zadanog skupa naboja u gibanju u slobodnom prostoru, moZe se saZeto
izraziti s pomocu Cetiri diferencijalne jednadzbe koje sumiraju osnovne zakone elektro-
magnetizma. One glase:

1. Coulombov zakon (Gaussov®’ zakon):

V=2 (1.3.9a)

2. Ampeéreov (poopceni) kruzni zakon:
VXB:MO(JS*‘%%?] ; (1.3.9b)

3. Faradayev zakon indukcije:

UxBm— 2 , (1.3.9¢)

ot

4. Gaussov zakon (nepostojanje slobodnih magnetskih naboja):

V:B=0 . (1.3.9d)

Ove Cetiri jednadZbe poznate su kao Maxwellove jednadzbe u diferencijalnom obliku za
vakuum. Pisane su u makroskopskom obliku i zajedno s jednadZzbom za Lorentzovu silu
tvore temeljne zakone elektromagnetske teorije. Takav oblik jednadZbi valjan je za
studij elektromagnetskih polja u sustavima koji miruju. Cinjenica je da su relativisticke
korekcije malokad potrebne u inZenjerskim radovima, tj. u klasi¢noj elektromagnetskoj
teoriji. To nam dozvoljava da u slufaju gibanja sustava manjim brzinama®
elektromagnetsko polje promatramo na taj nalin, tj. pomodu sli¢nih jednadbi s dodat-

4 Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), njemacki matematiar, fizi¢ar i astronom.
" U usporedbi s brzinom svjetla.
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nim ¢lanovima. O¢ito je da Maxwellove jednadZbe sumiraju i sadrZe sve eksperimen-
talne Cinjenice i Citav teorijski razvoj klasi¢nog elektromagnetizma. Tako je npr. jed-
nadZba kontinuiteta implicitno ugradena u dvije od njih. Sve Maxwellove jednadzbe
nisu neovisne. Pokazali smo da se primjenom operacije divergencije na jednadzbu
(1.3.9¢) dobiva jednadzba (1.3.9d). Isto tako se lako iz jednadZbe (1.3.9b) i jednadZbe
kontinuiteta (1.2.11) izvodi jednadzba (1.3.9a). Zato kazemo da su Maxwellove jedna-
dzbe (1.3.9b) i (1.3.9¢) neovisne,” kao i jednadzba kontinuiteta (1.2.11), dok su jedna-
dZbe (1.3.92) i (1.3.9d) izvedene." Sustav od &etiri Maxwellove jednadzbe (1.3.9a — d)
moZemo lako nadomjestiti s dvije glavne Maxwellove jednadzbe (1.3.9b) i (1.3.9¢) i s
JednadZbom kontinuiteta (1.2.11).

Posebno treba istaci da sinteza svih zakona elektromagnetizma u jedan potpuni
skup jednadibi ne bi bila mogucéa bez ¢lana e E/dt u praznom prostoru. Njegovo
otkrice i uvodenje u elektromagnetsku teoriju predstavlja bit Maxwellova doprinosa.
Vazino je podsjetiti da je taj clan, kao §to je veé redeno, predstavljao kljuc za teorijsko
otkrice elektromagnetskih valova. Maxwell je prorekao da je svjetlo elektromagnetska
valna pojava i da elektromagnetski valovi svih frekvencija mogu biti proizvedeni, §to je
stimuliralo poduzimanje mnogih teorijskih i eksperimentalnih istraZivanja u elektromag-
netizmu tijekom druge polovine XIX. stoljeca. Clan €,0E/dt povijesno nazvan struja
pomaka, uveo je Maxwell zbog dvaju razloga: prvo, jer je bio potreban dodatni &lan
strujne gustoCe da bi se proSirio Ampereov zakon i tako doveo u matemati¢ko suglasje
s drugim zakonima, i drugo, jer je u to vrijeme prevladavalo misljenje da je slobodan
prostor neka vrsta materijalnog medija nazvanog eter. Stvarno, nita se ne pomice u
slobodnom prostoru i kao takav izraz "struja pomaka" je obmana. To ime, izniklo iz
odbacCene eterske teorije elektromagnetizma, ne moZe imati nita drugo do povijesni
znacCaj i mi ga kao takvo upotrebljavamo.

1.3.2. Maxwellove jednadzbe u integralnom obliku

Sustav diferencijalnih Maxwellovih jednadZbi (1.3.9a — d) jest skup relacija pisanih
za jednu toCku slobodnog prostora. Te linearne diferencijalne jednadZbe simultano
povezuju prostorne i vremenske derivacije polja E(r,t) i B(r,t) u svakoj tocki prostora i
u svakom trenutku vremena i medusobno i s gustocama naboja p (r.f) i struja J (r,1),
smjeStenih takoder u istu to¢ku r i u istom vremenskom trenutku t. Primje¢ujemo da
one izravno ne povezuju polja E i B u promatranoj to¢ki s izvorima u drugim to¢kama
u prostoru.

Jednako vaZni integralni izrazi daju raspodjelu polja u unutradnjosti cijelog podrudja
i Cesto pomazu da bi se fizikalno lakSe interpretirali nego pomocu diferencijalnih jed-
nadzbi koje se odnose na neposredni okoli§ to¢ke. Integralni oblik Maxwellovih jednad-

* Cesto ih nazivamo i glavne Maxwellove Jednadibe.
“ Nazivamo ih jo¥ i sporedne Maxwellove jednadibe.
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7bi povezuje ponasanje polja E(r,f) i B(r,t) u danoj to€ki r s izvorima p(r’,t") i J(r',t')
smjeStenim posvuda u #’ u danom podrucju, prema slici 1.3.2.

Slika 1.3.2. Proratun polja
pomoéu sustava Maxwe-
llovih jednadZbi u integral-
nom obliku. P(x,y.z) je
toCka u kojoj se promatra
polje, a Q(x',y",2") je totka
u kojoj se nalazi elemen-
tarni izvor polja.

Primjenom Stokesova® teorema i teorema divergencije moZe se sustav Maxwellovih
diferencijalnih jednadZbi (1.3.9a — d) transformirati u sustav integralnih jednadZbi koje
u slobodnom prostoru glase

feE ndS=[pdV=Q,

$B-di= [l nds +%fuozoE-ndS ;
s S : (1.3.10a - d)

fE-dt=—§£B-ndS,
§B-nd3=o.
S

Te relacije primjenjuju se na zatvorenu krivulju Cg koja obrubljuje otvorenu plohu S i
na zatvorenu plohu S koja omeduje volumen V u slobodnom prostoru. Upotrebom teore-
ma divergencije stavak o oCuvanju naboja, tj. jednadzba kontinuiteta (1.2.11) moZe se
sli¢no izraziti u integralnom obliku, pa glasi

dQ

d
Tonds= -2 — 1.3.11
585 nds dt{pdV = ( )

4 Sir George Gabriel Stokes (1819 — 1903), engleski matematicar i fizicar.
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Jedinicni vektor okomice 7 na plohu S je pozitivan, ako gleda prema vani iz zatvorene
plohe S, ili ako je usmjeren u pravcu desnog vijka iz otvorene plohe S. Kao i u sluc¢aju
diferencijalnih jednad?bi, ova JednadZba moZe zamijeniti dvije sporedne jednadZbe, pa
se Maxwellov sustav jednadZbi u integralnom obliku moZe upotrebljavati sastavljen od
samo tri neovisne jednadZbe (1.3.10b), (1.3.10¢) i (1.3.11).

Opca svojstva elektromagnetskih polja u danom ograni¢enom podrucju praznog
prostora, bez poznavanja i zanimanja za stanje izvan tog podruéja, mogu se odrediti i
izraCunati pomocu sustava Maxwellovih jednadzbi, bilo u diferencijalnom (1.3.9a - d),
bilo u integralnom (1.3.10a — d) obliku. Da bi se odredila raspodjela polja izgradenog
zadanom raspodjelom izvora u prostoru zadanog oblika, nuZno je da budu zadani i svi
potrebni rubni i pocetni uvjeti.* Oni se sastoje u zadavanju raspodjele svih izvora i
polja po rubnim plohama koje omeduju i zatvaraju promatrani prostor u Jednom poce-
tnom trenutku vremena.* Ti uvjeti osiguravaju da bi se iz opcih rjeSenja diferencijalnog
sustava jednadZbi izdvojilo samo jedno posebno jedinstveno rjeSenje. Isto tako oni su
potrebni da bi se iz integralnog sustava jednadZbi mogla izra¢unati rjeSenja, tj. obaviti
integracija po zadanim rubnim linijama i plohama.

Zakljuéno moZemo re¢i da je Maxwell prihvacajuéi Faradayevu ideju polja i uvo-
de€i pojam struja pomaka u Ampereov zakon prorekao mnoge prirodne pojave koje su
bile potvrdene kasnije (elektromagnetsku prirodu svjetla). Time je izgradio jedinstvenu
matematicku osnovu za cijelo podrucje klasiéne teorije elektromagnetskih polja. Ono Sto
su Kirchhoffovi zakoni u teoriji krugova i mreza, to su Maxwellove jednadibe u teoriji
polja. U tablici 1.3.1. na kraju poglavlja pregledno smo prikazali Maxwellove jednadzbe
za elektromagnetsko polje u slobodnom prostoru.

1.4. ELEKTROMAGNETSKA POLJA U MATERIJALU

U ovom odjeljku progirit ¢emo studij elektromagnetizma na makroskopsko ponaga-
nje polja u nazo¢nosti vodica, dielektrika i magnetskih materijala. Dovest ¢emo u svezu
neka makroskopska opaZena svojstva materijala s njihovim mikroskopskim izvorima.
Pritom ¢emo koristiti jednostavne klasi¢ne modele koji osiguravaju prihvatljiva priblizna
rjeSenja esencijalno kvantno-mehanickih procesa. Iako éemo nelinearne znatajke materi-
jala takoder analizirati, naglasak ¢emo staviti na linearne odnose u clektromagnetskom
polju, koji osim $to su valjani u slobodnom prostoru, &esto su dobra aproksimacija i za
odnose u materijalima. Strukturu materijala ne¢emo ovdje posebno proucavati, jer se
pretpostavlja njezino poznavanje. Razmotrit ¢emo gradu materijala samo onoliko koliko

* PobliZze o rubnim i potetnim uvjetima pogledati u Clancima 2.4.4. i 2.4.5, te u odjeliku 4.5, kao i u
Prilogu A.

* Ovdje treba istaknuti da u Maxwellovoj elektrodinamici, kao uostalom i u Newtonovoj mehanici, vrijedi
nacelo kauzalnosti, §to znadi da ako je u nekom potetnom trenutku poznato stanje, tada Maxwellove jednadz-
be jedinstveno odreduju stanje polja u bilo kojem sljedeéem trenutku.
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nam je nuZno da bi smo razumjeli elektri¢ne pojave i interakciju materijala s elektro-
magnetskim poljem.* Iako sliku planetarnog atoma ne smijemo doslovno shvatiti,
model planetarnog atoma e nam posluZiti kao osnova za razumijevanje elektriCnih
pojava u materijalu. Jasno je da dublje razumijevanje elektricnih pojava u materijalu
zahtijeva kvantno-mehanicki pristup. U skladu s re€enim polazimo od Cinjenice da se
sva tvar sastoji od atoma koji su gradeni od subatomskih estica. Neke od njih posjedu-
ju pozitivne ili negativne naboje, a neke opet imaju (zbog orbitalnih gibanja i spinova)
magnetske dipolne momente. U svjetlosti ovog jednostavnog modela tvari ne iznenaduje
da moZemo opisati ponaSanje materijala kao izvora elektromagnetskih polja. To nas
navodi da u zakone polja u slobodnom prostoru uvedemo dodatne gustoce izvora svoj-
stvene materijalu.

Pod djelovanjem vanjskih polja odziv materijala se sastoji u pojavi izvora sekundar-
nih polja, koja se mogu usporediti s narinutim poljima. Te pojave u makroskopskim
mjerilima ekvivalentne su raspodjelama naboja i struja, koje djeluju kao da su smjeStene
u slobodnom prostoru. Ustvari imamo zanimljivu situaciju u kojoj su ekvivalentne
raspodjele naboja i struja povezane s ukupnim poljima u materijalu (koja obuhvacaju
narinuta i sekundarna polja), dok su sekundarna polja povezana s ekvivalentnim naboji-
ma i strujama. Slijede¢i ovu logiku pokazuje se opravdanim da se uvedu nova vektorska
polja i razvije novi skup Maxwellovih jednadzbi s pridruZenim relacijama grade.

Rezultirajuéa clektromagnetska polja u materijalu vrlo su zamrSena u njihovom
egzaktnom obliku. Na sreu poznavanje tih detaljnih mikroskopskih polja nije nuZno za
mnoge tehnitke primjene. Nafe makroskopske naprave i uredaji jednostavno su preveli-
ki ili neosjetljivi na tako fine detalje. Ustvari makroskopska ispitivanja ne mogu izmje-
riti stvarna polja u materijalu. U najboljem slucaju, pomoc¢u njih mogu se mjeriti samo
polja izgradena u praznom prostoru u blizini materijala. Upotrebljavat cemo izraz
makroskopska, da bismo oznalili polja proizvedena izvan, ali u blizini materijala, na
udaljenostima dovoljno velikim u odnosu na veli¢inu atoma unutar materijala na kojima
se opaZaju samo usrednjeni uinci svih atoma u materijalu.

Suglasno tome ovdje ¢emo izloZiti prikladan makroskopski model materijala na
temelju kojeg éemo procijeniti, u svakom slucaju korektno, opaZeno polje izvan materi-
jala. Tako na%i modeli materijala mogu takoder dati izraze za polja unutar materijala, oni
trebaju biti promatrani kao matemati¢ki pogodne, ali fizikalno nestvarne velifine potre-
bne za razvoj teorije makroskopskih polja u blizini materijala. Zato treba upozoriti da
makroskopska polja unutar materijala, koja upotrebljavamo u naSim analizama, nisu
obvezatno polja koja stvarno djeluju na bilo koju Cesticu materijala.

“ Za dublje upoznavanje s kvantno-mehani&kim i stohasti¢kim procesima u materijalima, te sa svojstvima
materijala preporutamo pogledati u monografiji: V.Knapp, P.Coli¢: Uvod u elekiricna i magnetska svojstva
materijala, Skolska knjiga, Zagreb, 1990.
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1.4.1. Makroskopski model vodljivog materijala

Materijale moZemo klasificirati kao vodice, poluvodiée i izolatore, ovisno o njihovu
odzivu na narinuto elektri¢no polje. Prema klasiénom planetarnom modelu atom se
sastoji iz &vrsto vezane, pozitivno nabijene jezgre, okruZene difuznim elektronskim
oblakom koji ima jednaku koli¢inu negativnog naboja. Vecina elektrona je takoder
Svrsto vezana za jezgru atoma, pa ih nazivamo vezani elektroni. Ti vezani elektroni
mogu se pomicati, ali ne seliti, tj. odstraniti iz atoma pod djelovanjem narinutog elektri-
¢nog polja. Ovamo ne pripadaju slobodni ili provodni elektroni. Ti elektroni su stalno u
stanju termi¢kog neuredenog gibanja, napustajuci jedan atom i seleci se u drugi. Ako
vanjsko elektri¢no polje nije narinuto, njihovo gibanje je potpuno nasumicno, tj. prepu-
$teno slucaju.* Srednja termalna brzina slobodnih elektrona u makroskopskim mjerilima
u materijalu jednaka je nuli tako da nema struje. Ako se elektri¢no polje narine, pod
djelovanjem Coulombove sile pojavit ¢e se dodatna brzina koja se superponira na
nasumi¢na gibanja i koja prouzrokuje strujanje, tj. tijek srednjeg poloZaja elektrona u
smjeru suprotnom smjeru elektriénog polja. Taj proces nazivamo vodenjem struje.*®
Materijale u kojima velik broj slobodnih elektrona moZe sudjelovati u procesu vodenja
struje nazivamo elektri¢nim vodic¢ima. U nekim materijalima samo mali broj ili zanema-
rivo malo, elektrona moZe sudjelovati u vodenju, pa ih nazivamo izolatorima.”’ Za njih
je mnogo vie karakteristiCan proces polarizacije, koji ¢e biti obja$njen kasnije. Posebna
vrsta materijala u kojima se vodenje struje ne obavlja samo elektronima, nego i drugom
vrstom nositelja poznatim kao "Supljine”, nalazi se u podru¢ju izmedu vodica i izola-
tora. Te materijale nazivamo poluvodi¢ima. Kvantna teorija obja$njava gibanje nositelja
struje pomoéu energetskih nivoa.*

1.4.2. Gustoéa provodne struje u materijalu. Ohmov
zakon

Sveza izmedu gustoce struje i jakosti elektriénog polja u materijalu ovisi o prirodi
materijalnog medija. Razmotrimo dva krajnja slu¢aja: struju u razrijedenom plinu i stru-
ju u kovini. U svakoj vakuumskoj cijevi postoji vrlo mala koli¢ina plina (npr. pri tlaku
reda veli¢ine 10® mm stupca Hg tj. 133.3:107 paskala, i pri temperaturi od 300° K,
koncentracija plina je reda 3+10'® molekula/m?). Za plin &iji poprecni presjek molekule
iznosi 8:10™ m? kod gornje temperature i tlaka "srednji slobodni put" je oko 400 m,

* Niihova raspodjela vierojatnosti je Fermi-Dirac-Sommerfeldova raspodijela.

% Zato i naziv provodna struja.

“ Izolatori su dobili ime zbog njihova odnosa prema vodenju struje. lako su izraziti dielektrici, treba ih
razlikovati od dielektrika. Karakterizira ih dielektri¢nost, provodnost i elektriéna (probojna) Evrstoca.

“ Pogledati C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, John Wiley, New York, 1971.
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Sto je mnogo dulje od dimenzija vakuumske cijevi. Zbog tog razloga u takvom mediju
smatramo da se elektron giba od katode do anode bez sudara s ostalim &esticama.
Gibanje elektrona odredeno je Lorentzovom silom i Newtonovim zakonom (ubrzanje
elektrona izravno je proporcionalno jakosti elektritnog polja E).

U krutim materijalima srednji slobodni put elektrona je u mikroskopskim dimenzija-
ma, tj. reda veli¢ine 107’m. Kod bilo kakvog makroskopskog pomaka elektron se &esto
sudara s Cesticama materijala koje su kod kovina poredane u kristalne resetke. Zbog
velikog broja sudara srednja brzina elektrona u krutim tvarima ovisi linearno o jakosti
elektri¢nog polja u Sirokom opsegu od interesa. Kada je jednom uspostavljen linearan
odnos izmedu brzine strujanja v i jakosti elektriénog polja E, moZemo pisati da je
v =uE, gdje je p svojstvo materijala koje se naziva "pokretljivost". Uz gustodu naboja
elektrona p; = — Ng,, moZemo prema (1.2.6) pisati

J,=py=-Nqy=-Nq,u E=xE , (1.4.1)

gdje je N koncentracija elektrona, g, je naboj elektrona, a x je konstanta koja se naziva
elektricna provodnost materijala. JednadZbu (1.4.1) uveli smo veé u ¢lanku 1.2.2. pod
oznakom (1.2.7). Nazivamo je Ohmovim zakonom u elementarnom obliku, i ona pokazu-
je da je J, proporcionalno s E. Materijali za koje ova relacija vrijedi, tj. da je
K = — g,Nu neovisno o veli€ini 1 smjeru od E, poznati su kao linearni izotropni vodiéi.
Za neke vodi¢e svaka komponenta od J, moZe biti ovisna o svim komponentama od E,
U takvim sluCajevima J, nije kolinearno s E i vodi¢ nije izotropan. Takvi vodi&i su
poznati kao anizotropni vodiéi.

Cili s p,. Oni se mogu gibati u mediju, za razliku od vezanih naboja, &iju ¢emo gustoéu
oznaliti s p,. Provodni naboji u materijalima i prostorni naboji u vakuumskim cijevima
su primjeri slobodnih naboja.* Razlikujemo unutarnje slobodne naboje (to su slobodni
elektroni u kovinama) i vanjske slobodne naboje (to su prostorni naboji u vakuumskim
cijevima). Cesto se nazivaju stvarnim strujama one koje nastaju gibanjem tih slobodnih
naboja u usporedbi s polarizacijskim i magnetizacijskim strujama koje nastaju pomica-
njem vezanih naboja. Stvarna struja je prema tome i konvekcijska struja, koja je nastala
gibanjem vanjskih slobodnih naboja p, u vakuumskoj cijevi i provodna struja J,, koja je
nastala gibanjem unutradnjih slobodnih naboja p, u kovini. Provodne struje nastaju
strujanjem slobodnih elektrona i iona u materijalu pod djelovanjem elektri¢nog polja,
npr. u kovinama i elektrolitskim otopinama.

Obmov zakon (1.4.1) moZe se izraziti i u integralnom obliku, koji se koristi u
teoriji strujnih krugova. Zamislimo stacionarnu raspodjelu struje J, u vodi¢u koja se
zbog bezdivergentnog karaktera strujanja moZe predstaviti strujnicama. Ozna&imo s 1 i
2 dvije to¢ke na strujnici ¢iji je element duljine dl, a sa S plostinu popreénog presjeka u
ravnini okomitoj na strujnicu. PloStina S je upravo toliko malena da gusto¢a J, po njoj

% U literaturi se slobodni naboji Eesto nazivaju i "stvarnim" nabojima.
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bude konstantna, pa iz (1.2.8) slijedi SnJ,-dl =Idl. Integracijom po strujnici izmedu
toaka 1 i 2, i uz pomo¢ jednadzbe (1.4.1) dobivamo

2 2 Js 2 dl
[E-dt=]l"}—dl=fjl’g .

Oznalimo li s U razliku potencijala, tj. napon izmedu toaka 1 i 2 u stacionarnom
polju, gornji izraz moZemo pisati u obliku Ohmova zakona

U=IR, (1.4.2)

gdje koeficijent proporcionalnosti struje i napona
" dl
R=[—, (1.4.3)
'1{ KS

predstavlja elektricni otpor dijela vodica plostine popre¢nog presjeka S, provodnosti X,
izmedu toCaka 1 i 2 u stacionarnom elektricnom polju. Ohmov zakon (1.4.2) je temeljni
zakon teorije krugova i mreza.

1.4.3. Vodic u elektricnom polju

Namjera nam je utvrditi ograni¢enja koja se namecu za staticka elektri¢na i dinami-
Cka polja i gustoée provodnih (slobodnih) struja koje mogu postojati u vodljivom
materijalu. Ponajprije uvodimo pretpostavku, tj. dodatni postulat teorije polja, da je
ponaSanje elektricnih 1 magnetskih polja u vodljivom materijalu odredeno temeljnim
jednadZbama polja u slobodnom prostoru (1.3.9a —d), kojima dodajemo dvije nove
gustofe izvora: gustocu provodnih struja J, = kE 1 odgovarajuu gustocu slobodnih
elektri¢nih naboja p, koja rezultira iz zakona o o€uvanju naboja (1.2.11)

u (1.4.4)

Vg
s" ot

Staticko elektri¢no polje je stacionarno polje uzrokovano stacionarnim nabojima, pa su
prema tome u takvom polju svi naboji u stanju mirovanja. Posto je opcenito J = pv, to
je J=0, jer su svi naboji stacionarni, tj. v = 0. Elektrostatika pretpostavlja da su sve
vrste gustoce struje (slobodne, polarizacijske, itd) jednake nuli. Zato moZemo zakljuditi
da staticko elektricno polje ne moZe postojati u vodljivom materijalu, posto su u takvom
materijalu J, algebarski povezane s E na takav nacin da je J, = 0 samo kada je E=0. S
druge strane, buduci da je E =0, tada je V'E = p, /e, =0, pa moZemo zakljuciti da u
elektrostatickim uvjetima ne moZe biti naboja u unutrasnjosti vodica.

Tu tvrdnju dokazat ¢emo tako 3to ¢emo pomocu jednadZbe kontinuiteta (1.4.4) i
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Maxwellove jednadZbe divergencije (1.3.9a) pokazati da ¢e svaki slobodni naboj smje-
Sten u unutraSnjosti linearnog izotropnog homogenog vodia vrlo brzo iS¢eznuti, tj.
postati jednak nuli, ¢ak i u prisutnosti vremenski promjenjivih polja. Dakle, ako u
(1.4.4) uvrstimo (1.4.1) i (1.3.9a) slijedi

dp,
ot ’

VJ,=V-(kE)=xV-E+E-Vk=— p +E-Vx=-
€o
pa dobivamo diferencijalnu jednadZbu raspodjele slobodnog naboja u unutra$njosti
vodia

£, X o pove (1.4.5)

u kojoj gustocu slobodnog naboja p, moZemo promatrati kao odziv vodi¢a na funkciju
uzbude E -Vk. Gustoca p, sastoji se od komponente bez izvora (to je rjeSenje homoge-
nog dijela diferencijalne jednadZbe (1.4.5), kada je desna strana jednaka nuli) plus
komponenta uzrokovana izvorom (funkcijom uzbude). Kako je u unutra$njosti vodic¢a u
stacionarnom polju E =0, ocito je da je i za homogene vodice (K = konst.) i za neho-
mogene vodi¢e K = x(r), (dok u dinamickom polju, u kojem slucaju moZe biti unutar
vodica E # 0, tada vrijedi samo za homogene vodi¢e kod kojih je Vk = 0), desna strana
jednadzbe (1.4.5) jednaka nuli u unutrasnjosti vodica. Tako je gustoéa slobodnog naboja
u bilo kojoj to¢ki u unutra$njosti vodi¢a dana samo komponentom bez izvora, tj. homo-
genom diferencijalnom jednadZbom

3
p‘+ips=0. (1.4.6)
a g,

Gustoéu p, moZemo izraCunati integracijom izraza

d
[~2=-[Ea,
Ps 80

pa slijedi

lnps=-8ir+1nc .
0

C je konstanta integracije koju odredujemo iz pocetnog uvjeta da je u trenutku r=0
pocetna gustoc¢a slobodnog naboja p, = p, pa imamo

P, = Pf ~(Weglt _ b€ -yT ) (1.4.7)

gdje definiramo
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=50 (1.4.8)

To je egzaktan dokaz da se gustoca slobodnog naboja p, u unutra$njosti vodica, pofev
od zadanog pocetnog iznosa P, eksponencijalno smanjuje tijekom vremena na nulu s
vremenskom konstantom 7. Vremenska konstanta 7 = gy/x (dielektri¢nost slobodnog
prostora dijeljena s provodljivo§éu vodic¢a) mjeri se u sekundama (s), naziva se 1 vre-
menska konstanta relaksacije naboja u vodicu.” Pokazuje nam kako brzo naboj i§¢ezava
u vodi¢u. Ona predstavlja vrijeme potrebno da bi gustoéa naboja pala e = 2.718 puta, tj.
na priblizno 37% svog pocetnog iznosa. Prakti¢no uzimamo da nakon 37 do 57 vreme-
na naboj i¥¢ezne u vodidu. Red veliCine konstante relaksacije mijenja se od 107" s za
bakar, preko 107 s za destiliranu vodu, do 10*® s za kremen.”' OpaZamo da je za kovine
T ekstremno kratko, tako da moZemo pretpostaviti da svaka gustoca slobodnog naboja u
unutradnjosti vodica i§¢ezava i pojavljuje se kao $to je bilo re€eno u ¢lanku 1.2.4, na
njegovoj povrsini (skoro) istovremeno. I jo§ viSe, moZemo pretpostaviti da plo$ni naboj
na povrsini vodica slijedi sve vremenske promjene elekiricnog polja koje ga je uzroko-
valo, tako dugo dok su te promjene polja spore u usporedbi s vremenskom konstantom
relaksacije. Ne samo u dobrim vodi¢ima, nego i u destiliranoj vodi, slobodni naboj
i8¢ezava s vremenskom konstantom reda 1 ps, i u vremenu od nekoliko mikrosekunda
priblizava se nuli. S druge strane, vremenska konstanta za izolatore moZe iznositi i
nekoliko dana. Upravo ta Cinjenica predstavlja jednu od bitnih razlika izmedu vodica i
izolatora u prirodi.

Zbog mnogih razloga pogodno je u makroskopskom pristupu elektromagnetskoj
teoriji pretpostaviti da provodnost materijala moZe biti neizmjerna (K = ). Tako smo
uveli pojam idealnog vodi¢a kojeg nema u prirodi, ali su mu vrlo bliski supravodici. U
idealnom vodicu je toéno T'= 0, pa se slobodni naboj ne moZe uopce zadrZzati u njego-
voj unutra$njosti, nego se odmah pojavi na njegovoj povrsini. I ne samo to, u takvom
materijalu uvijek mora biti (i u statickom i u dinamickom polju) E =0, jer bi u supro-
tnom slucaju i pri najmanjem polju E potekla struja Cija bi gustoca bila neizmjerna, tj.
J, = KE — <o, §to nema smisla. Posljedica toga je takoder da ni vremenski promjenjivo
magnetsko polje ne moZe postojati u njegovoj unutra$njosti (buduci je
V x E = - 0B/dt = 0). Da zaklju€imo: u idealnom vodi¢u nema slobodnih naboja, ne
moZe biti promjenjivog (dinamickog) magnetskog polja ni bilo kakvog (ni statickog ni
dinamickog) elektri¢nog polja. Elektromagnetsko polje ne postoji u njemu, tj. ne moZe
prodrijeti u idealni vodic.

Razmotrimo ponovno jednadzbu (1.4.5), i to za slu¢aj da se homogeni vodi¢ kona-
¢nih dimenzija unese u elektrostaticko polje E u slobodnom prostoru, kao na slici 1.4.1.

50 Analogna je vremenskoj konstanti u teoriji krugova T = RC = otpor x kapacitet.
5! Ovdje treba imati na umu da se dielektricka konstanta vode i kremena (koji nisu vodi¢i kao npr.
kovine) razlikuje od e,. Pogledati €lanak 1.5.3.
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Tada je VK na povrSini vodi¢a (tj. na granici vodi¢ — slobodni prostor) beskonacan i
okomit na granicu. Ako polje E ima okomitu komponentu na granici, tada je desna stra-
na jednadzbe (1.4.5) takoder beskonacna na grani¢noj plohi, tj. na povrSini vodica.
Ocito je da to vodi beskonanoj volumnoj gustoci slobodnog naboja na grani¢noj plohi.
Budu¢i da beskonafna gustoca naboja nije fizikalno moguca, to ¢e prema definicijskoj
jednadZbi (1.2.13) s jedne strane matematic¢ke graniéne plohe postojati materijal provod-
nosti X i na njemu plo$ni naboj konacne gustofe G, a s druge strane granice slobodni
prostor. Taj nagli skok na granici, tj. diskontinuitet u prostoru, makroskopski je prihva-
thjiv. Budu¢i da u vodiCu postoje slobodni naboji, oznacit ¢emo tu plosnu raspodjelu
naboja sa 0,(r,), gdje r, je vektor poloZaja tocke na grani¢noj plohi S. Naboj na povrSini
vodiCa naziva se 1 inducirani plosSni naboj.

a) b)

Slika 1.4.1. Pojava plo$nog naboja ¢, na povrini neutralnog vodita unesenog u polje E

Budu¢i da je o, jedini naboj na vodi€u, jer u unutra$njosti vodi¢a ne moZe biti naboja,
utjecaj vodljivog tijela na elektrostatiCko polje E moZe se nadomjestiti odgovarajuéom
raspodjelom ploSnog naboja gustoée o,(r,), na povrsini vodic¢a S. Taj plosni naboj prije
svega poniStava elektri¢no polje u unutra$njosti vodi¢a, a u svom okoli$u u slobodnom
prostoru mijenja vanjsko polje E. KaZemo da inducirani plo$ni naboj ¢, proizvodi u
slobodnom prostoru vlastito sekundarno elektri¢no polje koje se superponira na izvana
narinuto polje E. Na kraju ¢emo jo§ jednom upozoriti da postojanje provodnih struja J,
u vodljivom materijalu (K #0) ne namece nuZno postojanje ukupnog naboja gustoce
razli¢ite od nule u njegovoj unutra$njosti. Ukupan naboj moZe, ali ne mora, biti jednak
nuli u materijalnom vodljivom mediju kada kroz njega teku provodne struje.
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1.4.4. Polarizacija materijala. Vektor polarizacije P

U prethodnim odjeljcima 1.3. i 1.4.3. studirali smo elektromagnetska polja u slobo-
dnom prostoru i u vodifima u prisutnosti slobodnih naboja i struja. Zrak je dovoljno
rijedak da zanemarenje njegovih dielektriCkih svojstava u polju ne prouzrokuje veliku
pogreSku (istina ne uvijek), pa ga Cesto nadomjeStamo praznim prostorom. U veéini
zadac¢a, medutim, susreemo se s analizom elektromagnetskih polja u materijalnim
medijima Ciji odziv mora biti uzet u obzir. I dok smo pri studiju polja u vodi¢ima
paznju usredotodili na slobodne naboje i struje, sada ¢emo se usredotoCiti na vezane
naboje u materijalu, tj. na one koje nalazimo u dielektrickim materijalima.” Svrha ovog
¢lanka jest da odredimo kako mikroskopski pomaci vezanih naboja u prisutnosti narinu-
tog elektri¢énog polja mogu biti predstavljeni makroskopskim raspodjelama polariziranih
naboja i struja.

Veé smo rekli da su raspodjele atomskih naboja i struja poremecene iz njihovog
neutralnog stanja, ako elektromagnetsko polje postoji u materijalu. Ti poremecaji djeluju
na narinuto polje i mogu biti simulirani ekvivalentnim raspodjelama naboja i struja. Da
bismo ustanovili tu ekvivalenciju, uvest ¢emo pojmove dipolnog momenta atoma i
polarizacije kao gustoce dipolnih momenata atoma i molekula u materijalu.

Na slici 1.4.2. prikazali smo jednostavne modele atoma materijala u neutralnom
stanju® i atoma u kojem je simetrija raspodjele vezanog naboja poremeéena narinutim
vanjskim poljem.

tq
Ia Slika 1.4.2. Polarizacija veza-
nog naboja u atomu pod dje-
lovanjem elektri¢nog polja; a)
P=4qa neutralni atom, b) polarizirani
atom, c) predstavljanje dipo-
lom.

a) b) c)
Za materijal Cija je raspodjela naboja poremecena iz njezinog normalnog stanja kaZzemo
da je elektri¢no polariziran. Da bismo utvrdili mjeru stupnja polarizacije takvih materi-
jala, koje nazivamo dielektricima, definirajmo dipolni moment mikroskopskog elektri-
¢nog dipola pripadajuceg atomu. Naime, dvije pomaknute raspodjele naboja u polarizi-
ranom atomu ne mogu viSe u potpunosti neutralizirati jedna drugu.
Ustvari, upotrebljavajuéi nacelo linearne superpozicije, mogu se pomaknuti naboji

32 Dielektrickim materijalima, ili kraée dielektricima, nazivamo sve one materijale koji pokazuju svojstvo
elektri¢ne polarizacije.
53 Stvarna raspodijela elektronskih naboja mora, naravno, biti odredena kvantno-mehanicki.
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nadomjestiti, za promatrada izvan atoma, elektri¢nim dipolom® &iji dipolni moment p
definiramo kao

p=qa, (1.4.9)
gdje je g koli¢ina naboja svakog od dva po iznosu jednaka, a po predznaku suprotna
to¢kasta naboja koji su medusobno za a pomaknuti. Pomak a je vektor usmjeren od
negativnog prema pozitivnom naboju kao na slici 1.4.2. Dipolni moment mjeri se u
kulon-metrima (Cm). Budu¢i da je a atomskih dimenzija, p je vrlo malen.

Razlikujemo tri vrste polarizacije materijala. Mnogi dielektricki materijali neutralni
su i ne pokazuju efekte polarizacije ako nije narinuto vanjsko polje. KaZemo da ne
postoji permanentna polarizacija u molekularnoj strukturi takvih materijala. To su
nepolarne molekule. Djelovanjem vanjskog elektricnog polja na takve nepolarne mole-
kule dolazi do sli¢nih, prije opisanih, pomaka elektronskih naboja u svim atomima i taj
proces nazivamo elektronska polarizacija.

Neki dielektri¢ki materijali imaju polarizirane molekularne strukture i bez vanjskih
elektri¢nih polja. Za takve dielektrike kaZzemo da imaju polarne molekule. Polarizacija
pojedinih atoma i molekula, medutim, je nasumice orijentirana i zbog toga materijal nije
polariziran u makroskopskim mjerilima. Ako narinemo vanjsko elektri¢no polje, ono
djeluje na moment polarnih molekula i nastoji ih zakrenuti iz poCetnog slu¢ajnog polo-
Zaja u djelomi&no koherentno stanje duZ smjera narinutog polja. Ova druga vrsta polari-
zacije poznata je kao orijentacijska polarizacija. Neki materijali koje nazivamo "elektre-
tima", ako in. omoguéimo da se skrutnu u narinutom elektri¢nom polju, postaju perma-
nentno polarizirani u smjeru polja, tj. zadrZavaju polarizaciju i nakon prestanka djelova-
nja polja. Neki drugi dielektrici, poznati kao "feroelektri¢ki materijali", pokazuju spon-
tanu permanentnu polarizaciju.

Treca vrsta polarizacije, poznata kao ionska polarizacija, rezultira iz razdvajanja
pozitivnih i negativnih iona u molekulama koji se drZe skupa ionskim vezama formira-
nim prijelazom elektrona s jednog atoma na drugi u molekuli. Sve tri vrste polarizacije
mogu se istovremeno dogadati u materijalu.

Iako su fizikalni mehanizmi tih triju tipova polarizacije u materijalu u osnovi
razliditi, njihovo zajedni¢ko makroskopsko ponaSanje kao izvora elektromagnetskog
polja izvan materijala je sli¢no. Najjednostavniji makroskopski model koji moZemo
upotrijebiti jest da pretpostavimo proizvoljnu prostornu raspodjelu dipola, koja se
mijenja relativno glatko i kontinuirano od tocke do tocke u materijalu. Zato definirajmo
makroskopsko vektorsko polje P(r,t), koje nazivamo gustoca polarizacije (vektor polari-
zacije, ili jednostavno polarizacija), tako da predstavlja ekvivalentnu glatku raspodjelu
elektri¢nih dipola u jedini¢nom volumenu u svakoj tocki polariziranog materijala

5 Multipoli viSega reda (kvadrupoli, oktopoli, itd.) mogu se takoder ofekivati, ali je njihovo djelovanje
dovoljno slabo da ih ovdje moZemo zanemariti.
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X.p
P(r)=lim 2 .
av-0 AV

okor

(1.4.10)

Gustoca polarizacije P mijeri se u kulonima po cetvornom metru (C/m?). Definirana je
tako da je ukupni dipolni moment volumena dV, odreden s dp = PdV. Ocito je da je P
dipolni moment materijala u jedinici volumena. Polarizacija je mjera poremecaja raspo-
djele vezanih naboja u materijalu u makroskopskim myjerilima. U sljede¢em c¢lanku
pokazat ¢emo da polarizacija dielektrika proizvodi (sekundarno) polje koje se suprotsta-
vlja narinutom elektri¢nom polju i mijenja njegovu raspodjelu i unutar i izvan dielektri-
¢kog materijala.

1.4.5. Dielektrik u elektricnom polju. Polarizirani naboj i
struja

Utvrdili smo da se polarizacija zbiva u dielektrickim materijalima pod utjecajem
narinutog elektri¢nog polja. Definirali smo polarizaciju pomocu vektora polarizacije P,
koja je dipolni moment jedini¢nog volumena materijala ili broj dipola materijala u
jedinici volumena P = Np (N je broj molekula materijala u jedinici volumena). Kada
unesemo dielektrik u elektri¢no polje E, inducirana polarizacija proizvodi sekundarno
elektri¢no polje E,, koje smanjuje narinuto polje E, $to opet povratno uzrokuje promje-
nu vektora polarizacije P, itd.

Stvarno polje u

Narinuto polje dielektriku
E E=E,+E,

i +
@ " DIELEKTRIK

Sekundarno polje

E

)

POLARIZACIJA

Slika 1.4.3, Povratna sveza koja objaSnjava polarizaciju u dielektriku

Kada je taj proces prilagodavanja potpun, tj. kada se postigne stacionarno stanje, suma
originalnog narinutog polja E, i sekundarnog polja E, mora biti takva da proizvodi
polarizaciju P koja rezultira u sekundarnom polju. To stanje moZemo predstaviti povra-
tnom svezom, kao na slici 1.4.3, 1 izraziti relacijom
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E=E +E_,

gdje E predstavlja stvarno (rezultantno, ukupno) polje u dielektriku. Sekundarno polje
E_ uzima u obzir postojanje materijala, a E, je (vanjsko, narinuto) polje koje bi posto-
jalo da nema materijalnog sredstva. Pokazali smo da uinak polarizacije materijala
moZemo jednostavno nadomjestiti raspodjelom dipola €ija je gustoa odredena jed-
nadZzbom (1.4.10). U namjeri da simuliramo ucinak dielektrika u elektromagnetskom
polju pomodéu ekvivalentnih raspodjela naboja i struja, unesimo materijal u vremenski
promjenjivo vanjsko elektricno polje. Pomak a; od negativnog do pozitivnog srediSta
naboja + ¢; u i-tom atomu materijala mijenja se s vremenom 1 povezan je s brzinom
naboja v, = da/dt. Gibanje naboja + g, tvori strujni element

qv;=( +Q;)V; +(-q,)v; .

Ako je volumen i-tog atoma 8V, i ako je gustoca polariziranog naboja u tom volumenu
+p,» tada je

da;
a¥;=p,0V»;=p,0V, a

strujni element udruzen s i-tim titraju¢im dipolom polariziranog materijala. Oznac¢imo li
gustoCu struje i-tog dipola kao J,; = p,¥; = p,0a/ot i p,= qa; tada je

J SV, iy g 2 il
pi®Yi= Ppi ot j_qi_g_a(chaf)‘* 3’

bududi da je g; konstantno za i-ti atom. Ako ovu ekvivalenciju prenesemo u makroskop-

ski oblik sumiranjem mikroskopskih elementarnih struja preko makroskopski malenog
volumena dV, dobivamo

d
JPdV:XE:JPﬁsz E ;pi ;
gdje je J, makroskopska gustoca polarizirane struje. Konacno dobivamo

agp"_gf_) (1.4.11)

P ot dv ar
pomocu definicije gustoée polarizacije P dane u jednadZzbi (1.4.10). Buduci da je polari-
zirani (vezani) naboj ofuvan u svakom atomu materijala, prema jednadZbi kontinuiteta
moZemo pisati da je
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... , (1.4.12)
pa ako zamijenimo J, = dP/dt i zamijenimo red diferenciranja dobivamo

0

—(V-P =0,

5 Pre,)

Uz pretpostavku da prije poletka integracije nije bilo naboja polarizacije imamo
p,=-VP uV, (1.4.13)

gdje p, predstavlja makroskopsku gustocu ekvivalentnog polariziranog naboja u materi-
jalu. J, se mjeri u amperima po cetvornom metru (A/m?), a p, U kulonima po prostor-
nom metru (C/m>).

Slika 1.4.4. Izvori polja P u
dielektriku

Istaknimo Cinjenicu da jednadZba (1.4.13) utvrduje da su izvori vektorskog polja P
negativni (polarizirani) naboji p, u volumenu V, kao §to smo pokazali na slici 1.4.4.
Ukupan polarizirani naboj Q, u promatranom volumenu V koji je zatvoren plohom S,
prema (1.2.9) i (1.4.13) i uz pomo¢ Gaussova teorema divergencije iznosi

Q,=[p,dV="-[V-PdV=-§P-nds (1.4.14)
vV 4 § .

gdje je n jedini¢ni vektor okomice na plohu S usmjeren prema vani. Iz jednadZzbe
(1.4.14) proizlazi da se ne pojavljuje gustoca polariziranog naboja u homogenoj prostor-
noj raspodjeli naboja, tj. p,=—V-P=0, jer je P=konst. Pojavit ¢e se zato plosni
polarizirani naboj gustoce

op=—n-P na$ , (1.4.15)

na granici homogene raspodjele dipola (na grani¢noj plohi S homogenog dielektrika koji
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se nalazi u slobodnom prostoru), tj. u to¢kama u kojima P(r) je diskontinuirano. Plo§na
gustoéa vezanog polariziranog naboja 0, definirana je makroskopski prema jednadZba-
ma (1.2.12) i (1.2.13) analogno kao za slobodne naboje.

Na kraju treba upozoriti na ¢injenicu da u materijalu u mirovanju fizikalno nisu
opaZene plosne polarizirane struje. Naime, ako je za materijal u gibanju s brzinom v,
plosni sloj naboja 6, dovoljan da bi proizveo ekvivalentnu ploSnu struju K, = o, tada
je u stacionarnim sustavima uvijek K, = 0. Na povrSini dielektrika u slobodnom prosto-
ru, prema definiciji polariziranih struja J, i naboja 6, mora biti zadovoljena relacija

o P (1.4.16)

P ot

gdje je n okomica na povrini dielektrika, usmjerena iz dielektrika u slobodni prostor.

1.4.6. Magnetiziranje materijala. Vektor magnetiziranja M

Eksperimentalno je opaZeno da neki materijali unijeti u magnetsko polje djeluju na
polje i mijenjaju ga. Poznato je da je odziv materijala na vanjsko narinuto polje prou-
zrokovan mikroskopskim elementarnim magnetskim dipolima koje tvori gibanje vezanih
naboja u materijalu. Rezultirajua promjena koja se iskazuje u mikroskopskim magnet-
skim dipolnim momentima u materijalu poznata je kao magnetiziranje. Materijali se
nazivaju magnetskim materijalima ili magneticima.

Slika 1.4.5. Magnetsko polje strujne petlje i magnetske igle

Sli¢no kao za elektri¢ni dipol u ¢lanku 1.4.4. definirajmo pojam magnetskog dipol-
nog momenta. Struja i koja tee petljom C i obrubljuje plohu S proizvodi isti u€inak
na veéim udaljenostima kao i magnetska igla Ciji je sjeverni pol orijentiran u smjeru
pozitivne okomice n na plohu S kao $to smo pokazali na slici 1.4.5.
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.....

udaljenost (u usporedbi s udaljenoSCu promatraca), nazivamo je magnetskim dipolom, a
jakost joj mjerimo magnetskim momentom m. Magnetski moment strujne petlje definira

se kao

m—niS . (1.4.17)
i mjeri se u amper-Cetvornim metrima (Am?). Buduéi da gibanje naboja tvori struju, u
skladu s pojednostavnjenim planetarnim modelom atoma svaki atom moZe biti karakteri-
ziran superpozicijom magnetskih dipolnih momenata odgovarajucih orbitalnim gibanji-
ma elektrona, spinovima elektrona i spinu jezgre. Kako je zbog teSke mase jezgre kutna
brzina spina jezgre mnogo manja od one spina elektrona, stoga dipolni moment uzroko-
van nuklearnim spinom moZemo zanemariti u usporedbi s ostala dva uCinka.

Postoje Cetiri glavne vrste magnetskih ucinaka u materijalu: feromagnetizam, feri-
magnetizam, paramagnetizam i dijamagnetizam. Prve tri vrste magnetizma preteZno su
uzrokovane permanentnim magnetskim dipolnim momentima elektrona, koji rezultiraju
iz njihovih svojstvenih spinova oko vlastitih osi. Samo vrlo mali udjel moZe se pripisati
struji proizvedenoj orbitalnim gibanjima elektrona oko pozitivnih jezgri u atomima.
Dijamagnetizam nastaje potpuno zbog ovog posljednjeg gibanja. Dijamagnetizam rezul-
tira iz promjena induciranih u magnetskim dipolima orbitalnih elektrona kada se narine
vanjsko magnetsko polje.

U mnogim materijalima ukupni magnetski moment svakog atoma je nula u odsutno-
sti vanjskog magnetskog polja. Narinuto magnetsko polje djeluje tako da inducira
dipolni moment ili da magnetizira materijal, s tim §to mijenja kutne brzine elektrona u
orbitama. To inducirano magnetiziranje suprotno je narinutom polju, tako da se pojavi
smanjenje gustoce ukupnog magnetskog tijeka u materijalu prema narinutoj vrijednosti.
Za takve materijale kaZemo da su dijamagneticni. Ustvari, dijamagnetizam koji je
istovaljan s elektronskom polarizacijom u dielektriku, prevladavajuci je u svim materija-
lima. Paramagnetizam, feromagnetizam i ferimagnetizam razlikuju se medusobno jedino
u na¢inu na koji se permanentni dipolni momenti povezuju. Paramagnetizam je sli¢an
orijentacijskoj polarizaciji u dielektri¢kim materijalima. U paramagnetskim materijalima
pojedini atomi imaju magnetske momente ¢ak i u odsutnosti vanjskog magnetskog
polja. Ti permanentni magnetski momenti pojedinih atoma su nasumce orijentirani, tako
da je ukupno magnetiziranje u makroskopskim razmjerama nula. Narinuto magnetsko
polje zakrece te permanentne dipole u djelomi¢no usmjeren poredak duz polja, inducira-
juéi ukupno magnetiziranje koje rezultira pove¢anjem narinutog polja.

U feromagnetskim 1 ferimagnetskim materijalima sile izmedu susjednih molekular-
nih dipolnih momenata dovoljno su jake u odnosu na neuredene ucinke termickog
gibanja da se dipoli orijentiraju u istom smjeru unutar malih podru¢ja poznatih kao
domene.” Rezultantno magnetsko polje u blizini materijala ovisit ¢e o relativnoj velicini

55 Domene je uveo Weiss 1907. godine, pri obja$njenju feromagnetizma,
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tih domena i o orijentaciji molekularnih dipola unutar njih. Ono moZe biti razli¢ito od
nule, ¢ak i u odsutnosti vanjskog magnetskog polja ispod odredene kriti¢ne temperature
poznate kao Curieva temperatura. (Iznad Curieve temperature iS¢ezava spontana magne-
tizacija i pojavljuje se paramagnetsko ponaSanje.) U tom sluc¢aju materijal se opéenito
naziva permanentnim magnetom. Struktura domena moZe biti izmijenjena narinutim
vanjskim magnetskim poljem. Pod njegovim djelovanjem dolazi do porasta veliCine
domena u kojima molekularni dipolni momenti imaju komponente paralelne vanjskom
polju, dok se druge domene smanjuju. Ta promjena strukture domena ocituje se u pora-
stu ukupnog makroskopskog magnetiziranja materijala u smjeru narinutog polja kao Sto

je pokazano na slici 1.4.6.
N Slika 1.4.6. Prikaz koraka u

B postupku magnetiziranja fero-
a I magnetskog materijala: a) ne-
/ | magnetizirano stanje, b) giba-
nje granica domena, ¢) zakre-
a) b) C) tanje domena

Ako se primijeni dovoljno jako vanjsko polje, gibanje granica podru¢ja udruZeno je
s rotacijom domena, pa se materijal magnetizira do zasicenja. Materijal zadrZava neku
magnetiziranost i nakon prestanka djelovanja vanjskog polja. Ustvari, treba primijeniti
suprotno vanjsko polje da bi se poniStilo ukupno magnetiziranje materijala. Taj feno-
men, prema kojem je trenutno stanje magnetiziranja materijala ovisno o njegovoj pret-
hodnoj magnetskoj povijesti, poznat je kao histereza. Za razliku od dijamagnetskih i
paramagnetskih materijala magnetiziranje feromagnetskih materijala je nelinearna pojava
u odnosu na narinuto polje.

Razlika izmedu feromagnetizma i ferimagnetizma nastaje iz toga $to su molekularni
dipoli unutar svake domene u feromagneticima svi paralelni, dok jake meduatomske
veze u ferimagnetskim materijalima prisiljavaju neke molekularne dipole u svakoj
domeni da budu antiparalelni glavnom smjeru magnetiziranja u domeni. Podgrupa
ferimagnetskih materijala poznatih kao feriti posebno je vazna u tehnici, buduci da ti
materijali imaju znatno manju elektri¢nu provodnost od feromagnetskih materijala, dok
su im magnetska svojstva usporediva s feromagneticima.

Iako smo zbog jasnoée zapoceli analizu magnetizma tim opisnim pregledom mikro-
skopskih svojstava magnetskih materijala, poznavanje mikroskopske teorije magnetizma
nije nuzno za utvrdivanje makroskopskih svojstava magnetskih materijala. Kao i u
analognom sluCaju elektrine polarizacije, makroskopski opis ponaSanja magnetskog
materijala moZe biti zasnovan na samo jednom novom vektoru, makroskopskoj gustoci
magnetiziranja M (vektor magnetiziranja ili jednostavno magnetiziranje), definiranoj
pomoc¢u ucinaka magnetiziranja opazenih izvan materijala. Pretpostavit ¢emo postojanje
glatko promjenjive makroskopske gustoe ekvivalentnih dipolnih momenata. Zato
definiramo vektor gustoée magnetiziranja M kao ekvivalentnu kontinuiranu raspodjelu
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magnetskih dipola u jedinici volumena, u svakoj tocki magnetiziranog materijala, tj.

g AV (1.4.18)
M(r) = lim .
av-0 AV
oko r

Gustoéa magnetiziranja M ima znacenje dipolnog momenta po jedinici volumena, pa je
ukupan dipolni moment u volumenu dV jednak dm = MdV. Jedinica za M je amper po
metru (A/m).

1.4.7. Model amperske struje u magnetskom materijalu

Postoje dva fundamentalno razli¢ita teorijska pristupa i metode za analizu ponaSanja
magnetskog materijala unesenog u elektromagnetsko polje, tj. za odredivanje gustoéa
razliCitih ekvivalentnih makroskopskih izvora iz vektora magnetiziranja M. Jedan
pristup operira s modelom amperskih struja J,, a drugi s modelom magnetskih naboja i
struja p,, 1 J,. Mi ¢emo analizirati i usporediti oba pristupa, zapoCinju¢i prvo s mode-
lom amperskih struja.

Kao i za elektri¢nu polarizaciju u tocki 1.4.5, magnetiziranje magnetskog materijala
unesenog u narinuto polje B, moZemo ilustrirati povratnom svezom, tj. djelovanjem
sekundarnog polja B, materijala tako da je stvarno polje u magnetiku

B=B +B_. (1.4.19)

Sli¢no kao Sto smo elektri¢nu polarizaciju dielektrika uzimali u obzir pomoéu polariza-
cijskog naboja p, ucinke spinova elektrona i njihovih orbitalnih gibanja u magneticima
uzet ¢emo u obzir pomocu ekvivalentne makroskopske elektri¢ne struje gustoée

J,=VxM , : (1.4.20)

koju nazivamo gustocom amperske struje, i mjerimo u amperima po fetvornom metru
(A/m?). Model amperske struje temelji se na opaZanju da magnetski dipoli mogu biti
proizvedeni u slobodnom prostoru pomocu elektri¢ne struje. Definiciju J, pomodéu
JednadZbe (1.4.20) moZemo objasniti na sljedeéi nadin: budu¢i da J, predstavlja udinke
elektronskih spinova i orbita, ista struja ulazi i napusta diferencijalni volumen dV. Tako
je tijek struje J, kroz plohu koja omeduje diferencijalni volumen dV jednak nuli. Iz
definicije divergencije onda slijedi da V+J, mora biti jednako nuli, tj.

V-J,=0. (1.4.21)

Zato moZemo zakljuciti da J, predstavlja vektorsko polje bez izvora, tj. solenoidalno
polje, pa se ono moZe izraziti rotorom neke druge vektorske funkcije.
Da je ta nova vektorska funkcija upravo magnetiziranje M proizlazi iz jednostavnog
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razmatranja koje slijedi. Prema definicijskoj jednadzbi (1.4.18) ukupni dipolni moment
volumena dV magnetiziranog materijala je

dm=MdV =(M-dl) ngdS ,

gdje je dV = dl dS, a n okomica odredena prema slici 1.4.7.
—dS

dVv =dl dS
M

Slika 1.4.7. Uz istraZivanje udinka magnetiziranja elementarnog volumena materijala i njegovo
predstavljanje amperskim strujama

U skladu s relacijom (1.4.17) dobivamo da je struja u elementarnom volumenu
dl = M-dl,

gdje je dl duljina u dV u smjeru M.

M Sc

Slika 1.4.8. Izvori polja M u mag-
netiziranom materijalu

Ukupna inducirana struja koja tee iz plohe Sc, magnetiziranog materijala dobiva se
integracijom diferencijalnih doprinosa preko elementarnih duljina dl krivulje C, koja
zatvara plohu Se¢
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I,=fdi=§M di=[J ngds (1.4.22)
C C

Se

gdje je J, ploS$na gustoéa makroskopske amperske struje /,. Podijelimo li jednad¥bu

(1.4.22) sa Sc i uzmemo li limes kada Sc¢ — 0, pomoc¢u Stokesova teorema dobivamo da

jeJ,=V x M, tj. relaciju (1.4.20) koju smo Zeljeli dokazati. JednadZba (1.4.20) upotreb-

ljiva je samo ako je V x M konacan, tj. nije singularan. Medutim, na grani¢noj plohi §

magnetskog materijala dogadaju se diskontinuiteti u M, pa moramo biti paZljivi s
upotrebom relacije (1.4.20). Vektor J, na povrSini magnetika zbog toga postaje singula-

ran, pa uvodimo pojam sloja amperske plosne struje K,, gustoce

K,=Mxn na$, (1.4.23)

gdje je n okomica na grani¢nu plohu S koja zatvara magnetski materijal u volumenu V.
Jedinica mjere amperskog strujnog obloga K, je amper po metru (A/m).

Ukupna volumna struja kroz poprecni presjek plostine Sc, volumena V, ogranicen s
C, kako smo pokazali na slici 1.4.8, dana je integralom (1.4.22)

I,=[J,ngdS=[(VxM)ngdS=fM-dl=
5 o & (1.4.24)
= ~§(Mxn)-(nxdl)=-§K,-(nxdl) .
C C

Ovdje smo koristili Stokesov teorem da plo3nu integraciju transformiramo u linijsku
integraciju. Desna strana integrala je upravo ploSna struja, koja prolazi kroz krivulju C
u suprotnom smjeru od volumne struje.Sumirajuéi na kraju moZemo zakljuciti da mag-
netski dipolni momenti, nastali magnetiziranjem magnetskog materijala unesenog u
magnetsko polje, imaju opéenito u¢inak na nastanak:
a) amperske plosne struje, gustoée odredene jednadZbom (1.4.23) na grani¢nim ploha-
ma magnetskog materijala;
b) amperske volumne struje, gustoce dane jednadZbom (1.4.20) u magnetskom materi-
jalu, i to tako da je ukupna volumna struja koja te€e kroz bilo koju popre¢nu plohu
u materijalu to¢no suprotna ukupnoj plo$noj struji kroz petlju koja zatvara tu plohu.
Utvrdili smo da amperske struje mijenjaju narinuto magnetsko polje i unutar i izvan
magnetskog materijala. Konacni korak u toj teoriji ucinit ¢emo u ¢lanku 1.5.1, gdje
¢emo se vratiti na$im temeljnim postulatima koji odreduju ponaSanje elektromagnetskog
polja u prisutnosti materijala, i pretpostaviti da se makroskopska polja u magnetskom
materijalu pokoravaju osnovnim zakonima za polja u slobodnom prostoru, ali ukljucu-
juéi J, 1 K, kao dodatne izvore elektromagnetskog polja u magnetskom materijalu.
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1.4.8. Model magnetskog naboja i struje

U prethodnom ¢lanku opisali smo makroskopske uéinke magnetiziranja materijala
pomocu ekvivalentne raspodjele struja J, i K. Taj pristup se temeljio na opaZanju da se
magnetski dipoli mogu nadomjestiti elementarnim zatvorenim strujnim petljama 3to se
dobro priblizava fizikalnoj realnosti. S druge strane, elementarna strujna petlja nije
Jedini prihvatljiv izvor koji proizvodi polje dipola u slobodnom prostoru. Takvo polje
mogu proizvesti i dva tockasta naboja suprotna predznaka i jednakog iznosa. Iz mate-
matickih svojstava Maxwellovih jednadZbi (1.3.9a-d) za elektromagnetsko polje u
slobodnom prostoru, takvih kao $to su sli¢nost i antisimetrija po vektorima E i B,
prema 1intuiciji bi se moglo ocekivati da su analogni magnetski dipoli kao izvori polja
moguci ako bi magnetska kopija elektricnog naboja bila utvrdena. Nadeno je da bi
magnetski izvor koji bi bio kopija elektricnog naboja upravo bio magnetski naboj p,,.

Prije nego nastavimo s razradom pojma magnetskog naboja, u¢inimo neke temeljne
opaske. Prvo, izolirani djeli¢ magnetskog naboja jo§ nije bio eksperimentalno opazen u
prirodi. Ustvari to je implicitno potvrdeno i u originalnom obliku osnovnih zakona ele-
ktromagnetizma kao i1 u Maxwellovim jednadZbama (1.3.9a - d) za slobodni prostor.
Gaussov zakon (1.3.9d) za magnetsko polje utvrduje da nema magnetskog naboja.
Drugo, iako do danas nema eksperimentalne potvrde o postojanju magnetskih naboja ili
monopbia: uglavnom zbog jednog rénijeg teorijskog Diracova rada,’ istraZivanje mono-
pola obnavlja se uvijek kada se otkriju nova energetska podrucja u fizici visokih energi-
Ja, ili kada novi izvori materijala, takvi kao stijene s Mjeseca, postanu dostupni. Diracov
argument se sastojao u tome da bi samo postojanje magnetskog monopola u svemiru
osiguralo objaSnjenje diskretne prirode elektri¢nog naboja, te najdublje misterije fizikal-
nog svijeta.

S druge strane, invarijantnost Maxwellovih jednadZbi, koja se postize dualnom
transformacijom,” pokazuje da je samo stvar dogovora da govorimo o &esticama koje
posjeduju elektricni naboj, a nemaju magnetskog naboja. Jedino je znacajno pri tome
(da 1i ili ne) da sve Cestice imaju isti omjer magnetskog i elektri¢nog naboja. Ako
imaju, tada moZemo provesti dualnu transformaciju s takvim izborom da magnetski
naboji 1 struje budu nula, tj. p,=0 1 J,=0. Tada imamo Maxwellove jednadzbe u
uobic¢ajenom i dobro poznatom obliku, koji ¢emo stalno koristiti i u ovoj knjizi.

Zato pojam magnetskog naboja moramo uzeti kao Cistu fikciju matematicke teorije
koju uvodimo da bi posluZila $to lakSem objaSnjenju pojave magnetiziranja materijala u
elektromagnetskom polju. Pogotovo jer nema niega u postojecoj teoriji $to bi se proti-
vilo uvodenju magnetskih naboja. Ako nam uvodenje magnetskog naboja omogudi
egzaktno odredivanje mjerljivog vanjskog polja, tada ¢e rezultirajuéa makroskopska

3 Paul Adrien Maurice Dirac, (1902 — 1984), engleski fizi¢ar. Pogledati P.A.M. Dirac, Proc.Roy.Soc.
Al133, 60,1931.g, Phys. Rew. 74, 817, 1948.g.
5 Pogledati M. J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, John Wiley, New York, 1975.
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teorija magnetiziranog materijala biti valjana, isto kao i ranija teorija izgradena na
petljama amperskih struja. Naravno, da kona¢na potvrda valjanosti rezultata tih teorija,
uostalom kao i svih drugih, treba biti u¢injena mjerenjima u pokusima.

Magnetski naboj g,, u magnetiziranom materijalu moZemo definirati po analogiji s
odgovarajuéim vezanim elektri¢nim nabojem u polariziranom materijalu. Sli¢no kao §to
smo definirali elektri¢ni dipol p = ga u jednadZzbi (1.4.9), definirat cemo i moment mag-
netskog dipola

J=pgm=gq,a , (1.4.25)

gdje je permeabilnost vakuuma p, = 4n-107 henrija po metru (H/m), a pojavljuje se
samo zato jer se j = pgn po tradiciji uzima da je analogno p. Ako je p, u H/m, i m u
A/m?, vidimo da dimenzija g,, je veber (Wb), odnosno volt-sekunda. Jedinica za j je
veber-metar (Wbm). VaZno je primijetiti da je jedinica za g,, veber, a ne kulon, i prem-
da je magnetski naboj na mnogo nacina slian elektri¢nom naboju g, on ni na koji
fizikalni nacin nije jednak g. To¢nije moZemo reéi da g,, djeluje kao dvojnik (dual) od
g, i dok su te dvojne veli¢ine matematicki slicne, one su fizikalno razliCite. Nastavlja-
juéi zakljuCivanje po analogiji q,, s g, 1 j=pyn s p, slijedi da ukupnu makroskopsku
raspodjelu izvora u modelu s magnetskim nabojem moZemo prema jednadZbama
(1.4.11) i (1.4.13) izraziti ekvivalentnim skupom gusto¢a magnetskih naboja p,,

p,=-V (kM) , (1.4.26)

1 magnetskih struja J,

0
I = EE(”"M) . (1.4.27)

Ovdje p,, predstavlja gustoéu magnetskog volumnog naboja (u Wb/m’), a J,, gusto¢u
magnetske struje (u V/m?). Polazeéi od odgovarajuéeg ponasanja p, i J, u jednadzbi
(1.4.12), jasno je da i magnetski naboj mora zadovoljavati zakon o oCuvanju naboja

d 5, dp
VJ =V =—(V: i (1.4.28)
" ( at“"M] oLV HoM)= "

Da bismo upotpunili propisivanje ekvivalentnih gustoa izvora pomocu magnetskih
naboja, dolazimo i do propisivanja gustoce magnetskog plosnog naboja G,, na graninoj
plohi magnetskog materijala u slobodnom prostoru

0,="n-puM, (1.4.29)

gdje okomica n na grani¢nu plohu gleda iz magnetskog materijala u prazni tj. slobodni
prostor. Konaéno, gusto¢a magnetskog ploSnog naboja mora takoder zadovoljiti zakon o
ouvanju magnetskog naboja, pa je na grani¢noj plohi magnetika u slobodnom prostoru
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n-J =~% ; (1.4.30)
o ot
Kao i u sluaju elektri¢ne polarizacije, ne postoji magnetska plosna struja K, (u V/m)

u mirujuéem materijalu.

1.4.9. Vektori polja D i H. Elektri¢ni i magnetski tijekovi

U prethodnim ¢lancima postupno smo uveli i opisali vodice, dielektrike (izolatore)
i magnetske materijale. Studirali smo pojave koje se dogadaju u tim materijalima u
nazoCnosti elektricnih i magnetskih polja. Utvrdili smo da u usporedbi s Maxwellovim
jednadZbama u slobodnom prostoru, u zakone za polja u materijalu treba uvesti nove
izvore polja. To su vektori polarizacije P i magnetiziranja M, koji predstavljaju makro-
skopski odziv materijala na narinuto polje. U¢inili smo i korak dalje, pa smo interakciju
materijala i elektromagnetskog polja zadanog vektorima E i B predstavili uz pomo¢ veé
prije definiranih izvora slobodnih naboja p, i struja J, (provodnih i konvekcijskih), jo3
i ekvivalentnim vezanim (u materijalu) polarizacijskim nabojima p, 1 strujama J, te
amperskim strujama J,, odnosno magnetskim nabojima p,, i strujama J,,. Svi ti prostor-
no rasporedeni naboji i struje u materijalu Cesto se mogu pojaviti kao ploSne gustoce
naboja i struja na grani¢nim plohama materijala o ¢emu smo prethodno vise rekli.
PredodZba o rjeSavanju elektromagnetskog polja u koje je unesen materijal bit e potpu-
na tek kad se podsjetimo da je u osnovi naseg pristupa postulat da vrijedi nacelo linear-
ne superpozicije, tj. da uz zadane neovisne izvore (p, i J,) i odredene ovisne izvore (P
iM,ilip,J,J, pP.J,) koji zamjenjuju djelovanje materijala, ukupno stvarno makro-
skopsko elektromagnetsko polje, s vektorima E i B, rafuna se tada iz Maxwellovih
jednadzbi u slobodnom prostoru. Pritom ne treba smetnuti s uma da se uz prije navede-
ne primarne izvore polja pojavljuju i vremenske promjene elektriCnog i magnetskog
polja i ve¢ spominjane struje pomaka, kao sekundarni izvori elektromagnetskog polja.

O svemu tome ¢emo potanko pisati u odjeljku o Maxwellovim jednadZzbama za
polje u materijalu. U ovom ¢lanku usredotoCit emo se na uvodenje dva nova vektora
polja D i H koji su vrlo vaZni u makroskopskom pristupu elektromagnetskim poljima.
Oni ¢e nam omoguditi rjeSavanje polja, ukljucujudi materijalne medije, bez eksplicitnog
uzimanja u obzir razliitih pojava koje se zbivaju u njima. Njihov znafaj u inZenjer-
skom pristupu elektromagnetskoj teoriji i njezinoj primjeni u elektrotehnici je velik, pa
ih mnogi pisci*® uzimaju jednako zna¢ajnim vektorima E i B, te sva Cetiri vektora E, B,
D i H smatraju temeljnim vektorima elektromagnetskog polja.

Usredoto¢imo zato na$u paZnju i odvojimo vise prostora uvodenju i definiranju tih,

* Pogledati u jednom od veé klasiénih djela elektromagnetske teorije: J. A. Stratton, Electromagnetic
Theory, McGraw-Hill, New York, 1941.
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kako rekosmo, vrlo vaznih vektora: elektricne indukcije D i jakosti magnetskog polja H.
U ¢lancima 1.4.4. 1 1.4.5. utvrdili smo da u dielektrickim materijalima u neutralnom
stanju nema makroskopske raspodjele vezanih naboja ni dipola. UnoSenjem takvog
dielektrika u vanjsko elektri¢no polje E,(r), koje je izgradeno od neovisnih slobodnih
naboja, ¢ija je raspodjela u slobodnom prostoru nepromjenjiva i Cvrsto zadana s p(r),
tako da je V‘E,=p/e,— vezani naboji u dielektriku zauzet ¢e nove poloZaje, Sto Ce
rezultirati u raspodjeli dipola unutar dielektrika. To novo stanje u dielektriku predsta-
vljamo raspodjelom induciranih dipola P(r) i njoj odgovarajuom gusto¢om vezanih
(induciranih) naboja p,=— V-P. Ukupno elektri¢no polje E(r) u polariziranom dielek-
triku je superpozicija u slobodnom prostoru narinutog neovisnog polja E (r) i sekundar-
nog (induciranog) polja V-E,=p /e, od polarizacije P, tj. od odgovarajuceg vezanog
naboja p, tako da je E =E, + E,. Konacno se to, pomocu jednadzbi (1.3.9a), (1.4.10),
(1.4.11) i (1.4.13) izraZava relacijom

Py P, P
V-E=V'E"+V-Es:——+-—£=—S~~1~V-P ;
€ € & g

pa stoga slijedi

V(e E+P)=p, .

Definirat éemo sada novi vektor D, poznat kao vektor elektricne indukcije ili vektor
gustoe tijeka pomaka ili jednostavno vektor elektricnog pomaka, kao

D=¢E+P, (1.4.31)

koji zadovoljava jednadZbu
V-D=p. . (1.4.32)

Primjecujemo da je jedinica za D ista kao za ey 1 P, tj. kulon po cCetvornom metru
(C/m?), i zato je on vektor gustoée elektricnog tijeka. Treba upozoriti: premda je defini-
cijska jednadZba (1.4.31) pojmovno zadovoljavajuca, ona stvarno ne moze biti smatrana
operacijskom definicijom. Zbog tog razloga, a i zbog matematickih pogodnosti, vektor
D se Cesto zamjenjuje u jednadZbama uvodenjem druge nove veli€ine koja se naziva
dielektricnost. Ve¢ smo prije rekli da P obi¢no na zamrSen i nepoznat nacin ovisi o E.
Podsjetimo se samo da je E,=f|(P) i da je P =f,(E, + E,), pa bi se te jednadZbe morale
rjeSavati simultano. U prakti¢nim okolnostima nadeno je empirickim putem da je polari-
zacija P(r) linearno povezana s elektri¢nim poljem E(r), tako da je
=¢,%,E . (1.4.33)
Za izotropne dielektrike tenzor ¥, , koji se naziva elektricna susceptibilnost dielektrickog
materijala, je skalarna veli€ina, pa je
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P=¢y E, (1.4.34)
§to pomoc¢u (1.4.31) daje
D=eo(1+xe)E=soer=eE . (1.4.35)

U ovim novim relacijama grade (1.4.33), (1.4.34) i (1.4.35) izravno su povezani vektori
elektri¢nog polja E i D pomoc¢u novih veli¢ina

e,=1+x, ; e=¢g,¢e,, (1.4.36a,b)

koje nazivamo: €, kako je veé reCeno, apsolutna dielektricnost™ (mijeri se u faradima po
metru (F/m)), i e,, relativna dielektricnost, ili jednostavno dielektricnost, a predstavlja
bezdimenzionalan broj. OpaZamo da je relacija (1.4.35) toéna samo za linearne dielek-
trike, kada je & konstanta, dok definicijska jednadZba (1.4.31) vrijedi opéenito. Slobo-
dan prostor naravno ima €, = 1, a g, je dielektri¢nost slobodnog prostora. Iz navedenog
moguce je izraziti P kao funkciju od D, tako da je

Pese i Bty (1.4.37)

e l+y,

Polazeci od razli¢itih na¢ina kako su definirani vektori E i D, dolazimo do zanimljive
spoznaje o njihovim izvorima. OCito je da su izvori polja E svi naboji, tj. slobodni i
vezani, §to potvrduje relacija V-E = (p,+p,)e,=p,/e,. S druge strane, iz (1.4.32) je
V:D = p,, pa proizlazi da su izvori polja D jedino slobodni naboji.

Uobicajeno je staticko elektri¢no polje graficki prikazivati E-linijama, ili kako ih
jo8 nazivamo silnicama (linijama sile) i D-linijama ili linijama tijeka. O tome e kasnije
biti jo¥ rije¢i.” Sada uo€imo da na temelju re€enog E-linije pocinju i zavriavaju na
svim vrstama elektri¢nih naboja (slobodnih i polariziranih), dok D-linije polinju i
zavrSavaju samo na slobodnim elektri¢nim nabojima (nikada na polariziranim u materi-
jalu). Prekid u E-linijama koji nastaje zbog polariziranih naboja nadomjesten je P-linija-
ma, kako je to zorno pokazano na slici 1.4.9.

Tijek vektora E kroz sfernu zatvorenu plohu sa srediStem u to€kastom naboju Q mi-
jenja se od ruba do ruba materijala, ovisno o dielektri¢nosti & materijala u kojem je
sferna ploha poloZena. Tijek vektora D kroz istu plohu uvijek je jednak po iznosu slo-
bodnom naboju Q, neovisno o dielektri¢nosti materijala koji je obuhvaéen zamisljenom
sfernom plohom. Linije vektora D su neprekinute kroz dielektrik, bez obzira na neho-
mogenosti koje u njemu postoje.

* U anglosaksonskoj literaturi upotrebljava se naziv elektri¢na permitivnost ili jednostavno permitivnost
(electric permitivity), u ruskoj literaturi pak dielektricka propustljivost (dielektriceskaja pronicajemost), dok se
u germanskom govornom podruéju koristi apsolutna dielektricka konstanta (Absolute Dielektrizititskonstante).

% Pogledati odjeljak 4.2. '
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D-linije

Elinije __

P-linje

Slika 1.4.9. Gustoéa tijeka pomaka D,
jakost elektriénog polja E i vektor polari-
zacije P totkastog naboja Q smjestenog u
sredifte dielektriéne ljuske e i uzemljene
metalne kugle

Pojam tijeka® o kojem je ovdje bilo rijeci, vrlo je znaCajan u elektromagnetskoj
teoriji. Tijek koji potjede od stvarnih (slobodnih) naboja i koji je neovisan o materijalu,
izvorno je otkrio Faraday. On je eksperimentalno utvrdio da je inducirani naboj na
povrsini vodi¢a neovisan o mediju. Kako god vektor D je uveo kasnije Maxwell, koji ga
je nazvao "pomak”, ¥to obja$njava ime "gustoca tijeka pomaka".

U namjeri da objasnimo silu na nabijeno tijelo, koju pripisujemo drugim nabijenim
esticama, potrebno je uvesti veli¢inu koja ¢e biti povezana s tim udaljenim Cesticama.
Naéelo kontinuiteta, koje smo prihvatili u klasi¢noj elektromagnetskoj teoriji da bi
objasnili temeljne eksperimente, zahtijeva da svaka elektri¢no nabijena Cestica posjeduje
tijek, koji proZima cijeli prostor, i kojemu se gusto¢a smanjuje s povecanjem udaljeno-
sti. Nema eksperimenta kojim bi se moglo utvrditi postojanje naboja neovisno o tijeku.
Ideja tijeka® potrebna je da bi se objasnio prijenos elektriCnog utjecaja iz jedne tocke
prostora u drugu. Gustoéa tijeka u bilo kojoj tocki prostora moZe se matematicki defini-
rati kao koli¢ina tijeka kroz jedininu plostinu okomitu na smjer linija tijeka, tj.

" do,
BT

(1.4.38)

gdje je D gustoca tijeka na elementu plohe dS, a d®, je iznos tijeka kroz plohu dS
odreden s

d®,=DndS ,

5 Pogledati podtekstnicu 34 u odjeljku 1.3.

62 Elektri¢ni tijek je toliko znafajan pojam da mu mnogi pripisuju veéu vaZnost nego samom naboju. Nije
predmetom klasitne elektromagnetske teorije, niti je svrha ove knjige da to utvrduje. Pogledat npr. P.
Silvester, Modern Electromagnetic Fields, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1968.
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prema slici 1.4.10.

Slika 1.4.10. Uz odredivanje elektrinog
tijeka

Ukupan tijek kroz plohu plostine S odreduje se pomocu plosnog integrala preko plohe S,
i iznosi

q)e:fp -nds . (1.4.39)
S

U SI sustavu jedinica mjeri se u kulonima (C). Ako zamislimo zatvorenu plohu plostine
S oko volumena V, u kojem je zadana raspodjela naboja p, ukupnog iznosa Q, tada je
prema (1.3.10a) i (1.4.39) ukupni elektri¢ni tijek kroz zatvorenu plohu §

®,,=§Dnds=[pdv=Q. (1.4.40)
h 14

$to je integralni oblik Gaussova zakona. Diferencijalni oblik Gaussova zakona izraZava
se jednad?bom (1.4.32). Fizikalno znaZenje oba oblika je naravno isto: nema naboja bez
tijeka, i nema linije tijeka (D-linije) koja pocinje i zavrSava negdje drugo do na (slobo-
dnom) naboju.

Sli¢no kao za dielektrike utvrdit éemo sada odnose izmedu vektora M i B, te uvesti
novi vektor H za polja u magnetskim materijalima. U &lancima 1.4.6, 1.4.7. i 1.4.8.
utvrdili smo da je rezultantno polje B =B, + B, superpozicija u slobodnom prostoru
narinutog polja B, i sekundarnog polja B,, koje tvori magnetiziranje M, tj. B, = f(M).
Magnetiziranje M je pak proizvedeno ukupnim poljem, tj. M =f,(B, + B,). Uzimamo da
je narinuto polje B, stacionarno i da se ne mijenja, da ne ovisi 0 uno3enju i iznoSenju
materijala iz njega, te da je proizvedeno slobodnim strujama V x B, = y,J; (Ovdje smo
s J, ozna&ili slobodne, a ne sekundarne struje!) Sekundarno polje posljedica je magneti-
ziranja M materijala, koje prema dogovoru proizvode ekvivalentne amperske struje
V x M = J,. Konaéno, pomo¢u jednadzbi (1.3.9b), (1.4.19) i (1.4.20) dobivamo

UxB=p,,+J,)=po(J,+VxM) ,

pa stoga slijedi



52 1.4. Elektromagnetska polja u materijalu

B
Vx|—-M|=J, .
Mo
Definirat éemo sada jo§ jedan novi vektor magnetskog polja H, poznat kao vektor
Jakosti magnetskog polja, koji je dan s

-y (1.4.41)

Fo

i koji u stacionarnim poljima zadovoljava jednadZbu
VxH=J_, (1.4.42)

dok éemo u odjeljku 1.5. razviti odgovarajuéi izraz za dinamicko elektromagnetsko
polje. Jedinica za H je ista kao i za B/y, i M, tj. amper po metru (A/m). Usporedujuci
s jedinicom za jakost elektricnog polja E u voltima po metru, vidljiv je razlog zasto
smo H nazvali jakost magnetskog polja. Ovdje treba upozoriti, da premda je izvod H
nalinjen za stacionarna polja, valjanost definicijske jednadZbe (1.4.41) je opca; ona
vrijedi i za stati¢ka i za dinamicka polja. U mnogim magnetskim materijalima postoji
linearan odnos izmedu magnetskog polja H i induciranog magnetiziranja M, tako da je

M=%,H, (1.4.43)

gdje je ¥, tenzor magnetske susceptibilnosti. Ako se ograni¢imo na izotropne materija-
le, za koje je yx,, skalarni operator, tada je

M=y H . (1.4.44)

Za takve materijale Y, se naziva magnetska susceptibilnost. Magnetska susceptibilnost
moZe biti pozitivna i negativna. Za paramagnetike ona je pozitivna, a za dijamagnetike
je negativna. Za jednostavne materijale se H pomocu (1.4.41,44) moZe izraziti kao

. B __ B 8B (1.4.45)
Po(l+%,) Kok, KB
gdje definiramo
(1.4.46a,b)

Bo=14%, 5 B=HH, .

Veli¢ina y, je poznata kao relativna permeabilnost magnetskog materijala, a p je perme-
abilnost (apsolutna) magnetskog materijala. OpaZamo da je p, bezdimenzionalna velici-
na i da relacija grade (1.4.45) je istinita samo za linearne magnetske materijale, ako se
it uzme kao konstanta za posebnu vrstu magnetskih materijala, dok je definicijska
relacija (1.4.41) valjana opéenito. Jedinica permeabilnosti p je henri po metru (H/m).
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Proraun magnetskih polja je mnogo zamrSeniji zbog vrlo Cestih nelinearnosti
ukljucenih u p, u usporedbi s dielektri¢kim materijalima koji opéenito imaju konstantnu
dielektriCnost. Permeabilnost vec¢ine magnetskih materijala je ovisna o polju. Feromag-
netici su takvi materijali. Oni mogu biti magnetizirani bez prisutnosti vanjskog polja. U
njima veza izmedu B i H nije linearna, a ovisi osim ostalog i o magnetskoj povijesti
materijala. Veza izmedu B i H u feromagnetskom materijalu dana je tabelarno ili
graficki u obliku krivulje magnetiziranja. Postoje materijali s p, manjim od jedan, dok
nema dielektrika Cija je €, manja od jedan. Konatno, moZe se iz prije izvedenog izraziti
M kao funkciju od B, tako da je

X
-y B (1.4.47)

p 1+Xm p’o .
Sli¢no kao u elektri¢nim poljima, uvest ¢emo pojam magnetskog tijeka ®,,, kao plosni

integral gustoce tijeka B

®,=[Bnds, (1.4.48)
S

kroz konaCnu i otvorenu plohu plostine S. Rezultat analogan Gaussovu zakonu u ele-
ktrostatici ne moZemo dobiti posto je gustoéa magnetskog tijeka B prema jednadZbi
(1.3.9d) solenoidalan vektor bez izvora. Tako je ukupan magnetski tijek kroz svaku
zatvorenu plohu prema jednadzbi (1.3.10d) jednak nuli, tj.

fB-ndS=0.
5

To znaci da su B-linije s kojima se predstavljaju (staticka) magnetska polja, tj. magnet-
ske silnice zatvorene same u sebe.

1.4.10. Materijali i relacije grade

lako vektori polarizacije 1 magnetiziranja nisu bili eksplicitno uvedeni u njegove
jednadZbe, Maxwell je vec¢ uoCio da su magnetiziranje i polarizacija materijala induci-
rani poljima narinutim izvana, tako da postoje ovisnosti

B=DLEB] ; (1.4.49,50)
H=HI[E,B] .
Tim vezama, koje su poznate kao relacije grade, dodaje se za vodljive materijale

poopceni Ohmov zakon, koji takoder pripada u klasu relacija grade

J=J[E,B] . (1.4.51)
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Pravokutne zagrade smo ovdje upotrijebili da bi istakli da te veze nisu nuZno jedno-
stavne i da mogu ovisiti o proSlosti materijala (histereza), da mogu biti viSeznaéne,
nelinearne, anizotropne itd. Postoji golema raznolikost u elektricnim i magnetskim
svojstvima materijala, posebno u kristalnim krutinama. Studij tih svojstava jedno je od
podrucja fizike &vrstog stanja.” Ovdje éemo se samo opisno dotaéi nekih osnovnih
vidova tih makroskopskih svojstava.

1.4.10.1. Vodici

Polaze¢i od vodi¢a, moZe se re¢i da gustoca slobodne provodne struje J, moze
ovisiti o E na razliCite naline. NajvaZniji je sluaj vodenja slobodne struje u materijal-
nim tijelima u izotropnim uvjetima. Kao §to je veé receno, u tom sludaju je gustoéa
struje kod bilo koje dane temperature jedinstvena funkcija elektri¢nog polja u obliku

J=xE ,

gdje je provodnost Kk parametar koji se moZe odrediti eksperimentalnim mjerenjem.
Opcenito, k moZe biti funkcija i iznosa i smjera od E. U specijalnom, ali vrlo ¢estom
slu¢aju, kada je x neovisno o E, kao u kovinama i elektrolitickim otopinama, J, je
izravno proporcionalno s E, pa se takvi materijali nazivaju linearnim.

POLUVODICI

KRUTI IZOLATORI

KOVINE

NECISTI

log k (S/m)

O

=13 -10 3 0 5 10

Slika 1.4.11. Podru¢ja provodnosti u razli¢itim vrstama materijala

Na slici 1.4.11. dali smo red veliCine provodnosti za vodiCe, poluvodice i izolatore.
Konstantne vrijednosti provodnosti ne znae da je gustoéa provodne struje srazmjerna
jakosti narinutog elektri¢nog polja za sve vrijednosti J i E. Opseg gustoée struje pri
kojoj je materijal linearan, tj. pri kojoj je provodnost konstantna je vrlo $irok za kovine.

U (lanku 1.4.2. objasnili smo vodenje struje u materijalu, a jednadzba (1.4.1)
definira provodnost u linearnim izotropnim materijalima. Iznosi provodnosti za neke
materijale navedeni su u tablici 1.4.1.

%' Za sistematigniji pristup i studij elektromagnetskih svojstava materijala treba koristiti neke od mnogih
knjiga iz podruja fizike krutog stanja, kao na pr.: C. Kittel, Introduction to Solid State Physich, 4 edition,
John Willey, New York, 1971. Pogledati takoder: V. Knapp, P. Coli¢, Uvod u elektricna i magnetska
svojstva materijala, Skolska knjiga, Zagreb, 1990. '
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Tablica 1.4.1. Provodnost materijala x kod 20° C*

Provodnost

Provodnost Materijal

S/m

Materijal

6.1-10 NaCl otopina (zasi¢ena)

5.7-10 morska voda

4.1-107 germanij (Sisti)

3.5:10 silicij (Cisti) 1.6:107

volfram 1.8-107 voda 107

cink 1.7-107 vlazno tlo 107 - 107

mjed 1.5-107 voda destilirana (18°C) 2-107*

nikal 1.3:107 suho tlo 107 = 107

zeljezo (0°C) 1.1:107 drvo 10°% — 107"

Celik 0.5 - 1-10 staklo 107" - 107"

kositar 7.0:10% porculan 2:107"

olovo 4.8:10° tinjac 10" — 107

konstantan (Cu60,Ni40) 2.0-10° petrolej 107"

Ziva 1.0-10° jantar 2:107°

nikrom 8.9-10° parafin 1074

‘ kremen 0.4-107"7 ]

1.4.10.2. Permanentni magneti

Obratimo li paZnju na svojstva dielektriCkih i magnetskih materijala, najjednosta-
vnija situacija se dogada kada su P i M neovisni o elektromagnetskom polju, tj. kada je
njihova raspodjela unaprijed zadana. PribliZno je to slucaj u praksi kod nekih permanen-
tno magnetiziranih i permanentno polariziranih materijala. Materijali za permanentne
magnete karakteriziraju se veli¢inama koje se odreduju iz dijela histerezne petlje u
drugom kvadrantu B-H dijagrama, Sto je prikazano na slici 1.4.12.

% Podaci su orijentacijski, a dani su prema : J.R. Reitz, F.J. Milford, Foundations of Electromagnetic
Theory, Addison-Wesley, Reading, 1967., N.N. Rao, Basic Electromagnetics with Applications, Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, 1972., J. D. Kraus, K. R. Carver, Electromagnetics, McGraw-Hill, New York, 1973.
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Krivulja Re iia B
demagnetiziranja B (T) /.,w_f
N
1
1.2 | T
P N
/! /
0.8 5 1
| f——] BHH‘WL"!
| / |
04 —ft—1 A — ; —
; | | Slika 1.4.12. Krivulje demagne-
i i tiziranja i umnoska (BH)
- 0 J | | »
40 -20 0 20 40
- H (kA/m) BH (kJ/m?)

Koercitivnost /1,

-Pregled podataka za neke materijale za permanentne magnete dali smo u tablici 1.4.2.

Tablica 1.4.2. Permanentni magnetski materijali

B(T) | H(A/m) | (BH),,(J/m") [

krom-éelik 98 Fe: 0.9 Cr; 0.6 C; 0,4 Mn 1.0 4 000 I 600

Materijal Sastav u %

oksid 57 Fe; 280 ; 15 Co. 0.2 72 000 4 800

alnico 5 (Alcomax) 51 Fe; 24 Co; 14 Ni; 8 Al 3 Cu. 1.25 44 000 36 000

platina-kobalt 77 Pt; 23 Co. 0.6 290 000 52 000

samarium-kobalt sinterirani supermaloj S3 1.1 840 000 235 000

790 000 275 000

Magnetiziranje visokokvalitetnih permanentnih magneta neovisno je o magnetskom
polju u magnetu u §irokom rasponu vrijednosti. Sli¢no se ponaSaju feroelektreti; njihova
polarizacija je gotovo neovisna o elektricnom polju u materijalu.

nodium-Zeljezo-bar neomagloj N35

% Podaci su dani prema: J.R. Reitz, F.J. Milford, Foundations of Electromagnetic Theory, Addison-Wes-
ley, Reading, 1967; J.D. Kraus, K.R. Carver, Electromagnetics, McGraw-Hill, New York, 1973; Swift Levick
Magnets Company katalozi.
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1.4.10.3. 1zolatori

Znacajni su sluCajevi u kojima su M i P funkcije polja u materijalu. Kao §to je
pokazano u Clanku 1.4.9, polarizacija P i magnetiziranje M funkcije su elektri¢nog i
magnetskog polja, tj. P =P(E) i M = M(H). Takvo ponaSanje moZemo lako realizirati
eksperimentalno u uredajima koji vode na homogena polja unutar homogenog materija-
la. Zapocet ¢emo prvo s dielektri¢kim materijalima, tj. izolatorima.

Relacija P = P(E) sadrZi veliku raznolikost fizikalnih svojstava dielektri¢kih mate-
rijala. U nekim materijalima, iako je P izravno proporcionalno s E, vrijednost P u
danom trenutku vremena nije nuzZno jedinstveno odredena iznosom E u tom istom
trenutku. Taj vaZan fenomen, u kojem je P funkcija "povijesti" od E, poznat je pod
imenom histereza. Drugi vaZan slucaj, gdje je P u materijalu funkcija prija$njih vrijed-
nosti od E, predstavljaju Ziroelektricni materijali. Kod takvih materijala u odredenim
uvjetima relacija P = P(E) priblizava se obliku linearne diferencijalne jednadZbe s vre-
menskim derivacijama. I kona¢no, ako P nije ovisan o povijesti od E, tada se relacija
P = P(E) reducira na jedinstvenu funkciju od E. Svi prije spomenuti materijali mogu se
podijeliti na izotropne i anizotropne.

A A
P P
P=P(E)
P=P(E)
Nagib = gy,
0 E 0 E
a) b)

Slika 1.4.13. Graficki prikaz povezanosti P i E u a) nelinearnim i b) linearnim izotropnim dielektricima

[zotropni materijali su takvi kod kojih veza izmedu P i E ne ovisi o orijentaciji E u
odnosu na materijal. U anizotropnim materijalima P i E, pa ni D nisu kolinearni.
Mnoge kristalne strukture predstavljaju anizotropne medije. Da bi se opisala ovisnost P
o E u anizotropnim materijalima, opéenito je potrebno devet odvojenih skalarnih relaci-
Ja koje se mogu predstaviti u obliku 3x3 matrice ili tenzora, gdje svaki od devet &lano-
va matrice povezuje jednu od tri komponente od P s jednom od triju komponenata od
E. U praksi se koriste odredene relacije recipro¢nosti da bi se devet relacija reduciralo
na Sest ili na manje.

U izotropnim materijalima smjer P i E, pa prema tome i D, podudara se u svakoj
toCki, tako da je potrebna samo jedna skalarna jednadZba da bi se izrazila povezanost P
i E. Na slici 1.4.13.a) prikazano je ponaSanje nelinearnog izotropnog materijala s
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jedinstvenom relacijom izmedu P 1 E.

Tablica 1.4.3. Relativna dielektri¢nost i elektri¢na &vrstoa materijala

Materijal

Relativaa
dielektric¢nost

Elektricna
cvrstoda MV/m

zrak (atmosferski tlak)

1.0006

papir (impregnirani)

guma

parafin

petrolej

teflon

polistiren

drvo

najlon

kremen

bakelit

suho tlo

staklo

tinjac

porculan

vlaZno tlo

glicerin

voda (destilirana)

barijum titanat

barijum titanat-stanat

Najjednostavniji su odnosi u linearnom izotropnom materijalu kao na slici 1.4.13. b)
Prema jednadZbi (1.4.34) ta linearna ovisnost je izraZena analiticki kao
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P=e;y E ,

gdje je x, elektri¢na susceptibilnost materijala. Odgovarajuéa linearna relacija grade za
izolatore je prema jednadzbi (1.4.35)

D=¢,E+P=¢,(1+y,)E ,
Sto se obiljezava kao
D=¢e,e E=¢E, (1.4.52)

gdje je dielektricnost € = g,(1 + ,) konstanta (dielektricka konstanta) neovisna o veli-
¢ini E u izotropnom linearnom materijalu. DielekiriCnost moze biti i funkcija polozaja,
tj. € = e(r), 1 biti neovisna o E u izotropnom, linearnom, ali nehomogenom materijalu.
Ako to nije slucaj, materijal je homogen. U makroskopskom pristupu klasi¢noj elektro-
magnetskoj teoriji kao relaciju grade za dielektricke materijale upravo koristimo jed-
nadZzbu (1.4.52). U tablici 1.4.3. naveli smo eksperimentalne podatke za relativnu
dielektri¢nost i elektri¢nu (probojnu) &vrstoéu za neke materijale.*

1.4.10.4. Magnetski materijali

MozZemo ih podijeliti na slican naCin. Pokazali smo da unutar homogenih materijala
vrijedi proporcionalnost M = M(H). Materijali u kojima M ovisi o povijesti magnetizira-
nja pokazuju histerezu ili su Ziromagnetski materijali. Razlikujemo takoder izotropne i
anizotropne materijale.

1.4.10.5. Histereza

Pojavu koja uzrokuje da B zaostaje iza H, tako da krivulja magnetiziranja za rastu-
¢a i padajuca polja nije ista, nazivamo histereza. Petlja koja predstavlja krivulju magne-
tiziranja naziva se histerezna petlja i predstavili smo je na slici 1.4.14. Ako je materijal
doveden do zasicenja na oba kraja krivulje magnetiziranja, petlju nazivamo zasicena, ili
glavna petlja histereze. Zaostala gustoca tijeka B, u zasicenoj petlji naziva se remanen-
tna indukcija ili retencija, a koercitivna sila H, na toj petlji se naziva koercitivnost.
Tako je retencija materijala maksimalna vrijednost koju zaostala indukcija moze popri-
miti, a koercitivnost je maksimalna vrijednost koju moZe poprimiti koercitivna sila.
Prema tom opisu nema tocke koja bi se mogla nalaziti na B-H dijagramu izvan zasi¢ene
petlje histereze, ali su sve tocke unutar petlje moguce. U mekim materijalima ili onima
koji se lako magnetiziraju, histerezna petlja je uska, s malom plo§tinom koju zatvara
petlja. U usporedbi s njom histerezna petlja tvrdih magnetskih materijala je Siroka, s

5 Podaci su dani prema: J.R. Reitz, F. Milford, Foundations of Electromagnetic Theory, Addison-Wesley,
Reading, 1967.; N.N. Rao, Basic Electromagnetics with Applications, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1972
J.D. Kraus, K.R. Carver, Electromagnetics, McGraw-Hill, New York, 1973,
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velikom ploStinom koju zatvara petlja histereze.

B A 4”._'_._'___________ 7\
et
Krivulja prvog B,
magnetiziranja
Bm
Y o
A o
e o P H, H
Glavna petlja
histereze
-B,
,v//‘
e -B,

Slika 1.4.14. Histerezna petlja

Veé je reeno u prethodnoj tocki da linearne izotropne materijale moZemo predstaviti
jednostavnim relacijama (1.4.41), (1.4.45) i (1.4.46a,b), koje preuredene glase

B=p,(H+M)=p,(1+y,)H , (1.4.53)
Sto se obiljezava s
B=pu,n H=pH , (1.4.54)

gdje je permeabilnost p = u(1 + %,,) konstanta neovisna o veli¢ini H u izotropnom linear-
nom materijalu (analogno slici 1.4.13b). U nehomogenom linearnom izotropnom materi-
jalu permeabilnost je funkcija poloZaja, tj. p= p(r). Relacije grade (1.4.54) za magnet-
ske materijale utvrduju se eksperimentalno mjerenjem.

Kod dijamagnetskih i paramagnetskih materijala, ¢ija se relativna permeabilnost
u, = 1 + %, malo razlikuje od jedan, pogodnije je dati podatke za magnetsku susceptibil-
nost %, = 1, — 1, $to smo i u&inili u tablici 1.4.4.”

%7 Podaci su dani prema: N.N. Rao, Basic Electromagnetics with Applications, Prentice-Hall, Englewood
Cliffs, 1972.
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Tablica 1.4.4. Magnetska susceptibilnost dijamagnetskih i paramagnetskih
materijala kod sobne temperature i atmosferskog tlaka

Paramagnetski
materijal

Dijamagnetski
materijal

Xm xﬂt

uglji¢ni dioksid ~0.99:10"® | zrak 3.6:107

dusik - 0.50-107® kisik 2.1:107

vodik -0.21'10%* magnezij 1.2:107°

zlato - 3.60°107° aluminij 2.3.10°

Fiva - 320107 volfram 6.8-107°

srebro -2.60-10° | platina 2.9:10

bakar -0.98:10° | paladij 8.210™

voda - 0.98107 tekuéi kisik 3.5:107

natrij - 024107

=

1.4.10.6. Feromagnetski materijali

Za ove materijale relacija (1.4.54), koja povezuje B i H nije linearna i za njih je
karakteristiCna histereza ¢iju smo petlju dali na slici 1.4.14.

- 1.66:107

B TN
5 1\2
3 umax T/
=T rS—
H H
3 6
4 6
5 a) b)

Slika 1.4.15. a) Histerezna petlja. b) Krivulje permeabilnosti

Zato ne postoji jedinstvena vrijednost za y, tj. p, za pojedine feromagnetske materijale.
Stoga ¢emo naSu paZnju usredotoCiti na definiranje pojma permeabilnosti za nelinearne
feromagnetske materijale. Skrenimo ponovno pozornost na petlju histereze prikazanu na
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slici 1.4.15.2). Odgovarajuéi graf za p = p(H) prikazan je na slici 1.4.15.b). Za H =0,
o¢ito je prema (1.4.54) da p postaje beskonatno. Kada je B =0 tada je i p=0. U tim
uvjetima permeabilnost p gubi smisao. Zato uporaba p mora biti povezana sa stanjem u
kojem ima smisla, tj. s krivuliom prvog magnetiziranja. Treba zapaziti da pojam maksi-
malne permeabilnosti oznatava specifi¢nu maksimalnu permeabilnost i da je povezan s
krivuljom prvog magnetiziranja, a ne s histereznom petljom ili s drugom vrstom krivulja
magnetiziranja.

Druga vrsta krivulje magnetiziranja s kojom permeabilnost p moZe biti povezana
jest normalna krivulja magnetiziranja. Ova krivulja je mjesto to€aka iz niza histereznih
petlji dobivenih cikli¢kom permutacijom H putem uzastopnih malih pomaka. Prikazana
je na slici 1.4.16. Ova krivulja je upotrebljiva jer se moZe ponoviti i karakteristi¢na je
za odredenu vrstu feromagnetskih materijala. Normalna krivulja magnetiziranja je vrlo
sli¢na po obliku krivulji prvog magnetiziranja.®

4

Remanencija

Normalna
. krivulja
Koercitivnost magnetiziranja

Fusihena Slika 1.4.16. Normalna krivulja magnetiziranja i histere-

petlja zne petlje

Nakon ovih kratkih obja$njenja pojma permeabilnosti moZemo reci da se relacija grade
(1.4.54) upotrebljava i za polja u nelinearnim feromagnetskim materijalima s p = u(H).
Eksperimentalni podaci za te materijale dani su u tablici 1.45.%

Relativna je permeabilnost vakuuma, odnosno slobodnog prostora, jedan prema
definiciji. Najbolji savjet koji se moZe dati jest da se svaka zadaca koja obuhvaca fero-
magnetizam razmatra zasebno, pokuSavajuéi da se odredi koje podru¢je B-H dijagrama
je vazno za tu zadacu, pa da se naCine odgovarajuca pribliZenja tom dijelu krivulje.
Zato se u praksi za rjeSavanje svake zadace s feromagnetskim materijalima koriste
podaci za potpunu krivulju prvog magnetiziranja, odnosno za normalnu krivulju magne-
tiziranja. Oni se odreduju eksperimentalno i obi¢no daju tabelarno.

% Podsjetimo da se kod magnetiziranja izmjeniénim poljima uvode jo§ pojmovi diferencijalne permeabil-
nosti (dB/dH) i inkrementalne permeabilnosti p,,. = (dB/dH),, = AB/AH, koja se povezuje s minornom histere-
znom petljom superponiranom na predmagnetiziranje.

% podaci iz: J.D. Kraus, K.R. Carver, Electromagnetics, McGraw-Hill, New York, 1973.; American
Institute of Physics Handbook, McGraw-Hill, New York, 1957.
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Tablica 1.4.5. Svojstva petlji histereze za feromagnetske materijale pri sobnoj temperaturi

Sastav u M, H, B,

Materijal % T Al T (M nas

2 Mo, 81 Ni,

3
17 Fe i nedistoée 130

permalloy prah 2 — 81

kobalt 1.79 250

nikal 0.61 600

600

lijevano Zeljezo

E;;r{ix;ubf fim(_ prahy | MP:Z0a - oFe,0, 0.34 16 1500 “
meko Zeljezo 0.2C 2 000 "
Ni - Zn ferit Ni,Zn, _ JFe,0, | 037 30 2 500 "
zeljezo (kaljeno) 0.2 nedistoce 2.16 5 000
permendur 50Co 50Fe 24 160 1.4 5 000 “
silikonsko Zeljezo 96Fe 4Si 1.95 24 7 000

permalloy 55Fe 45 Ni 1.60 24 25 000

hypernik 1.65 32 0.73 70 000

mumetal T5Mi, 30, 2, | ges 4 100 000
18Fe

Cisto Zeljezo 0.05 netistoée 200 000

1 000 000

supermalloy S5Mo, 79Ni 0.8 0.32

1.5. MAXWELLOVE JEDNADZBE ZA POLJA U
MATERIJALU

U ovom odjeljku progirit éemo Maxwellove jednadZbe’ tako da obuhvate ponasanje

elektromagnetskih polja u materijalu koji miruje. Na temelju razmatranja provedenih u
odjeljku 1.4. usvojili smo glediSte da je materijal u osnovi agregat elementarnih naboja
i struja udruZenih zajedno u slobodnom prostoru, §to se moZe izraziti u obliku postulata
o makroskopskom ponaSanju elektromagnetskih polja u materijalu: Elektromagnetska
polja u nazo¢nosti materijala podreduju se osnovnim zakonima koji odreduju ponasanje

™ pogledati odjeljak 1.3. Maxwellove jednadZbe u vakuumu.



64 1.5. Maxwellove jednadZbe za polja u materijalu

elektromagnetskih polja u slobodnom prostoru, izmijenjenim tako da obuhvate ekviva-
lentne makroskopske raspodjele naboja i struja u materijalu koje se uzimaju kao da su
izvori smjeSteni u slobodnom prostoru.

Ustvari, na$u paznju ¢emo usredotociti na kontinuirano promjenjiva ili makroskop-
ska polja izvan materijala, koja predstavljaju ukupno ponaSanje svih Cestica unutar
materijala. Pri postavljanju matematickih modela za makroskopska polja koja opaZamo
u blizini materijala, sti¢i ¢emo takoder do matematickih izraza za odgovaraju¢a makro-
skopska polja unutar materijala, Ta polja u materijalu bit ¢e uzeta jednostavno kao
matematicki upotrebljive (ali fizikalno fiktivne) funkcije, koje ¢emo koristiti za proracun
fizikalno opaZenih (i zato realnih) polja izvan materijala.

Pokazali smo da makroskopske u¢inke polariziranog materijala moZemo izraziti
pomocu vektora gustoce polarizacije P, i da su prostorne i vremenske promjene od P
ekvivalentne makroskopskoj raspodjeli gustoce polariziranog naboja p,=-V-P i
gustode polarizirane struje J, = dP/dt. Osnovni zakoni polja u dielektrickim materijalima
mogu se uzeti kao zakoni za slobodni prostor nadopunjeni uz slobodne naboje p, i
struje J, 1 izvorima p, 1 J,,.

Sli¢éno se makroskopski ulinci magnetiziranog materijala mogu izraziti pomocu
vektora gustoe magnetiziranja M. Pokazali smo u ¢lancima 1.4.7. i 1.4.8. da postoje
dva razli¢ita modela za predstavljanje ekvivalentnih gusto¢a magnetskih izvora u materi-
jalu, koji po€ivaju na bitno razli¢itim fizikalnim tumacenjima prirode magnetskih dipol-
nih momenata. Prvi je model amperske struje, koji se temelji na univerzalno prihvaéenoj
fizikalnoj slici magnetskog dipolnog momenta izgradenog elementarnom strujnom
petljom. Ekvivalentna makroskopska gustoca magnetskog izvora je u obliku gustoce
amperske elektri¢ne struje J, = V x M. Osnovni zakoni polja u magnetskim materijalima
tada slijede iz zakona polja za slobodni prostor, s tim da se J, doda gusto¢i slobodnih
struja J..

Drugi nadin predstavljanja magnetiziranja temelji se na modelu magnetskog naboja.
Iako nije utvrdeno da magnetski naboj postoji, nije u suprotnosti s osnovnim zakonima
upotrijebiti model s parom suprotnih magnetskih naboja unutar materijala, da bi se pred-
stavili ekvivalentni magnetski dipolni momenti. Ideju magnetskog naboja moZemo
upotrebljavati samo kao matematicki pojam, koji na analogan nacin s polariziranim
elektri¢nim nabojem nadomjes§ta ekvivalentne magnetske dipole u materijalu. Odgovara-
juée gustoée magnetiziranih izvora mogu se predstaviti gusto¢om magnetskog naboja
p,=—V-(uM) i gustoom magnetske struje J, = d(p,M)/0t. Makroskopski zakoni
polja za magnetske materijale dobiju se ukljuc¢ivanjem izvora p,, i J,, u jednadzbe polja
u slobodnom prostoru uz postojece slobodne izvore p, i J.,.

Oba ova pristupa poljima u magnetskim materijalima reduciraju se na iste jednadz-
be u slobodnom prostoru. Iako se u ova dva modela pojavljuju razliCite veliine za
predstavljanje jakosti magnetskog polja unutar magnetskog materijala (H, za model s
amperskim strujama i H za model s magnetskim nabojima), one se razlikuju samo za
iznos gustode magnetiziranja M, tj. H, = H + M. Potpuno podudaranje izmedu ova dva
pristupa dobiva se ako definiramo gusto¢u magnetskog tijeka B jedanput kao B = pH,
i drugi put kao B = p,(H + M). Za posljedicu dobivamo da se oba pristupa svode na
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jedan skup zakona makroskopskog elektromagnetskog polja unutar materijala, ako ih
izrazimo s Cetiri vektora polja E, B, D i H.

1.5.1. Maxwellove jednadZbe za model s amperskom
strujom

Do sada smo analizirali razliite pojave koje se dogadaju u vodi¢ima, dielektricima
1 magnetskim materijalima u nazoCnosti elektri¢nih i magnetskih polja. U ovom odjeljku
prilagodit ¢emo osnovne zakone elektromagnetskog polja da opiSu ponaSanje polja u
materijalu, koriste¢i model materijala s elektricnim polariziranim nabojima i strujama i
s amperskim magnetskim strujama.

Zadacu ¢emo postaviti tako da ¢emo u zadanom prostoru volumena V, koji je
ispunjen homogenim izotropnim materijalom poznatih znacajki, propisati postojanje
slobodnih naboja p, i struja J,, tako da zadovoljavaju jednadZbu kontinuiteta
VJ,=—0pJot. Propisano je takoder da u V postoje vezani polarizirani naboji
p,=—V-P i struje J,=dP/dt, koji zadovoljavaju jednadZbu oluvanja polariziranog
naboja V+J, = — dp, /dt. Kona¢no, u zadanom volumenu V u materijalu postoje i vezane
amperske struje gustoée J,=V x M, koje su prema definiciji bez izvora. One zadovo-
ljavaju jednadZzbu kontinuiteta V-J, = 0.

1.5.1.1. Jednadzbe

Na temelju reCenog u odjeljcima 1.3. i 1.4. postulirat ¢emo da su vektori elektroma-
gnetskog polja E i B u svakoj tocki prostora u volumenu V koji je ispunjen homogenim
izotropnim materijalnim medijem, subjekt Maxwellovih jednadzbi

oB

V Ez"‘_ 3
% ot
oE oP oE
VxB=u«h=uo(“'s”p”a”05]:“"(“'“5”’"“‘*805 (15.1a-d)
1 1 1
V'E=_”pu:_(ps+pp m__(ps“V.P) ’
80 80 80
V-B=0 .

JednadZzbe (1.5.1a — d) su Maxwellove jednadZbe elektromagnetskog polja pisane tako
da budu valjane za materijal koji se ne giba. One su suglasne s jednadzbama
(1.3.9a—d) i lako se mogu svesti na njih. JednadZbe (1.5.1a—d) pisane su tako da
povezuju polja E i B s njihovim izvorima: slobodnim nabojima i strujama, te polarizira-
nim i magnetiziranim nabojima i strujama, kao i vremenskim derivacijama vektora E i
B. Vektori D, B i1 J, moraju takoder zadovoljavati definicijske i relacije grade u materi-
Jjalu koje ih povezuju s E i H,, odnosno s H, tako da propisuju da je u V



66 1.5. Maxwellove jednadZbe za polja u materijalu

D=¢g E+P,
B=pH =p,H+M), (1.52a-¢c)
J,=xE .

Maxwellove jednadZbe (1.5.1a — d) i relacije grade (1.5.2a — ¢) zajedno s jednadZbom za
Lorentzovu silu (1.1.1) ¢ine temeljne zakone elektromagnetske teorije.

1.5.1.2. Uvjeti na granici

U namjeri da opiSemo ponaSanje elektromagnetskog polja u tockama na grani¢noj
plohi § izmedu dva homogena izotropna materijala, ili na povr§ini materijalnog medija
koji se nalazi u slobodnom prostoru, potrebno je propisati odgovarajuce rubne uvjete. Iz
razmatranja provedenog u €lanku 1.2.5. poznato nam je da se na takvim rubnim ploha-
ma dogadaju diskontinuiteti u komponentama odgovarajuc¢ih vektora polja. Analiza
provedena u odjeljku 1.4. pokazala je takoder da se na rubnim plohama materijalnih
medija pojavljuju singularne plo$ne gustoée ekvivalentnih vezanih naboja i struja.

Neka je na grani¢noj plohi S izmedu dva razli¢ita materijala propisano postojanje
slobodnog plo$nog naboja gustoée o, i slobodnih plo$nih struja gustoée K, kao $to smo
prikazali na slici 1.5.1.

2 ‘Iﬂ / ";'2:':

Slika 1.5.1. Uz dokaz oCuvanja slobodnog naboja na grani¢noj plohi § izmedu dva materijala

Pokazat ¢emo da na rubnoj plohi § mora biti zadovoljen zakon ofuvanja slobodnog
naboja. Primijenimo jednadZbu kontinuiteta (1.3.11) u integralnom obliku na elemen-
tarni valjak s bazama S, i1 S, plostine AS i visine Al, prikazan na slici 1.5.1. Volumen
valjka je AV. Ako visina valjka teZi k nuli Al — 0, tada valjak degenerira u plohu S,
ploStine AS na grani¢noj plohi §, pa dobivamo
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Al-0 Al-0

lim f.}-nds=vlim (d%f pst] ,
R} AV

Sto daje

AS .

a &
n-(.Islﬂ.fsz)AS+j€Ks*(dsxn)=— =
C

Ako uvedemo dvodimenzionalni operator divergencije V prema jednadZbi

§ K, -(dsxn)
L8

lim ——=V_K
AS-0 AS i

(1.5.3)

zakon oCuvanja slobodnog naboja na grani¢noj plohi moZe se kona¢no izraziti u obliku
relacije

da,
n(Jy )+ VK, =-—". (1.5.4)

Propisimo dalje, koriste¢i jednadzbe (1.2.25) i (1.4.15), da na grani&noj plohi § izmedu
dva materijala postoje vezani plo$ni polarizirani naboji gustofe

o,=-n'(P-P) ms, (1-3:5)
koji zadovoljavaju jednadzbu kontinuiteta na grani¢noj plohi §

do
ne(lJyy ~Jp) = __gtﬂ : (1.5.6)

Sliéno se pomocu jednadzbi (1.2.26) i (1.4.23) moZe propisati postojanje vezanih
plosnih amperskih struja magnetiziranja gustoce

K, =nx(M,-M,) , (1.5.7)

na grani¢noj plohi S izmedu dva homogena materijala. Budu¢i da u amperskom modelu
nema plo§nog magnetskog naboja, to na grani¢noj plohi S mora biti zadovoljena jed-
nadzba kontinuiteta

ne(J, -J,)=0. (1.5.8)

Zadali smo ili propisali gustoce prostornih naboja i struja i to: slobodnih naboja i struja,
polariziranih naboja i struja i amperskih struja magnetiziranja, kao i odnose medu njima
(jednadzbu kontinuiteta, odnosno zakon oCuvanja naboja) u volumenu. Isto tako smo
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zadali ili propisali iz uvjeta na grani¢noj plohi S gustoée plo¥nih naboja i struja i to:
slobodnih naboja i struja, ploSnih polariziranih naboja i plo§nih amperskih struja magne-
tiziranja, te odnose medu njima koji proizlaze iz jednadZbe kontinuiteta koja mora biti
zadovoljena na grani¢noj plohi S izmedu dva materijala.

Preostaje nam da koristeCi jednadzbe (1.2.25) i (1.2.26) propiSemo rubne uvjete,
odnosno uvjete na granici, za okomite i tangencijalne komponente vektora polja E i B,
koji trebaju biti zadovoljeni na grani¢noj plohi S izmedu dva homogena izotropna
materijala (slika 1.5.2), i oni glase

nx(E, -E)=0,

1
nx—(B -B)=K +K =K +nx(M,-M,)) ,
ug( B =K K =K, b (1.5.92 - d)

ne,(E -E,)= 0x+0p=03_u(Pl P,
n(B,-B,))=0.

nl\

a) b)
Slika 1.5.2, Uz uvjete na granici, a) za vektor E i b) za vektor B

Radi preglednosti u tablici 1.5.1. na kraju ovog poglavlja ispisani su svi izvori elektro-
magnetskog polja i uvjeti koje oni trebaju zadovoljavati, kao i Maxwellove jednadZbe s
pripadnim uvjetima na granici za polja u materijalu uz koriStenje modela s amperskim
strujama.
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1.5.2. Maxwellove jednadZbe za model s magnetskim
nabojem

Namjera nam je prilagoditi sustav Maxwellovih jednadZbi tako da opiSu ponaSanje
elektromagnetskog polja u materijalu, koriste¢i pritom model materijala s elektri¢nim
polariziranim nabojima i strujama, t¢ magnetskim nabojima i strujama. Propisat cemo
postojanje slobodnih naboja p, i struja J; u prostoru zadanog volumena V, koji je ispu-
njen homogenim izotropnim materijalom poznatih znalajki. Pritom zadani slobodni
naboji i struje trebaju zadovoljavati jednadZbe kontinuiteta (1.2.11). Postoje takoder i
vezani polarizirani naboji volumne gustoce p,=— VP i polarizirane struje gustoce
J,=0P/ot. T ti vezani izvori trebaju zadovoljiti jednadZbu kontinuiteta (1.4.12). Na
kraju, u modelu magnetiziranog materijala s magnetskim nabojem propisujemo i posto-
janje (fiktivnih) vezanih magnetskih naboja i struja Cije su gustoe odredene prema
jednadZbama (1.4.26) i (1.4.27): p,,=— V-(uM) i J, =d(uM)/ot. Ti izvori takoder
zadovoljavaju jednadzbu kontinuiteta (1.4.28).

1.5.2.1. Jednadzbe

Kao i u prethodnom ¢&lanku postulirat ¢emo da su vektori jakosti elektri¢nog i
magnetskog polja E i H u svakoj tocki prostora u volumenu V subjekt Maxwellovih
jednadZzbi

3 d d
VxE = --JmH—t(IJQH) &= ‘&(HUM) - ‘a;(llgﬂ) >

0 oP 0
VXH:JS +Jp+“é;(EOE’)=‘Is+5 *'é‘t'(SDE) s
(1.5.10a — d)

1 1
V-E=—(p,+p)=—(p,~VP),
€ €,

V‘H= —1~pm= -V'M .
Mo

Te su jednadZbe valjane za materijal koji se ne giba. Pisane su tako da povezuju polja
E i H s njihovim izvorima: slobodnim nabojima i strujama, te vezanim polariziranim i
magnetiziranim nabojima i strujama u materijalu, kao i vremenskim derivacijama
vektora E i H. Treba uotiti da u slucaju kada u materijalu nema slobodnih naboja ni
struja (p, = 0, J, = 0), jednadzbe (1.5.10a — d) su antisimetri¢ne. Relacije grade (1.4.31),
(1.4.53) i (1.2.7) koje glase

D=¢E+P ,
B=p,(H+M) , (1.5.11a—-¢)
J.=«xE ,
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povezuju vektore gustoe elektri¢nog i magnetskog tijeka D i B kao i gustoée slobodne
provodne struje J,, s vektorima jakosti polja E i H.

1.5.2.2. Uvjeti na granici

Na grani€noj plohi § koja razdvaja dva homogena izotropna materijala propisat
¢emo postojanje slobodnih plosnih naboja i struja zadanih gustoéa o, i K,, tako da
zadovoljavaju jednadZbu kontinuiteta (1.5.4) na plohi S. Na grani¢noj plohi pojavit ée se
vezani polarizirani naboj ploSne gustoée o,=-n-(P,—P,), koja je odredena jed-
nadZbom (1.5.5), i koji zadovoljava jednadZbu kontinuiteta (1.5.6). Za modele s magnet-
skim nabojem moZe se na temelju jednadzbi (1.2.25) i (1.4.29) propisati postojanje
vezanog ploSnog naboja magnetiziranja gustoée

0,=-npn,(M -M,) , (1.53:12)
na grani¢noj plohi S izmedu dva homogena izotropna materijala.

n* n L)

K . o

s m

a) b)

Slika 1.5.3. Uz uvjete na granici, a) za vektor E i b) za vektor H

Taj naboj, analogno jednadzbi (1.4.30), treba takoder zadovoljiti jednadzbu kontinuiteta,
pa je na grani¢noj plohi S izmedu dva materijala valjana relacija

do,,
nJ, -J,)=- = (1.5.13)
Konacno nam preostaje da koriste¢i jednadzbe (1.2.25) i (1.2.26) propisemo graniéne
uvjete za okomite i tangencijalne komponente vektora jakosti elektri¢nog i magnetskog
polja E i H, koji trebaju biti zadovoljeni na grani¢noj plohi S, prikazanoj na slici 1.5.3,
izmedu dva homogena i izotropna materijala. Oni glase
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nx(E -E)=0,

nx(H -H)=K_,
n'eo(El—E2)=os+0p=as—n°(Pl—P2) ,
np(H -H)=0,=-np,(M,-M,) .

(1.5.14a - d)

Kratak pregled Maxwellovih jednadZzbi i dodatnih uvjeta za model s fiktivnim magnet-
skim nabojem dali smo u tablici 1.5.2. na kraju poglavlja.

1.5.3. Maxwellove jednadZbe za vektore polja E, B, D i H

Ovisne ekvivalentne gustoée izvora p,, J,, J,, P, 1 J,, ne pojavijuju se eksplicitno
u Maxwellovoj izvornoj formulaciji elektromagnetske teorije. Pokazali smo u Clanku
1.4.9. koliko je zna€ajno bilo uvodenje dvaju novih vektorskih polja D i H, koji su bili
ukljueni u Maxwellovu formulaciju. Dodavanjem dva nova vektora, definirana prema
jednadZbama (1.4.31) i (1.4.41) u temeljne zakone polja koji su u prethodna dva clanka
izraZeni skupovima Maxwellovih jednadZzbi (1.5.1a—d) i (1.5.10a —d), razvit ¢emo
mnogo jednostavniji oblik Maxwellovih jednadZbi, koje ¢e omoguditi rjeSavanje elektro-
magnetskih polja u materijalnim medijima bez eksplicitnog uzimanja u obzir razliitih
fenomena koji se dogadaju u materijalu. IzraZavanje skupa Maxwellovih jednadZzbi u
obliku

oB
V Eﬂ__ ’
S ot

VxH=JS+a—D ’ (1.5.15a - d)
ot

V-D=p_,

V-B=0,

¢ini osnovu za makroskopski opis elektromagnetskih polja u materijalu koji se ne giba.
Ovdje treba napomenuti da u prirodnim zadaéama izvori, tj. slobodni naboji p, i struje
J, moraju biti zadani tako da zadovoljavaju jednadZbu kontinuiteta

V-J. = ~ap‘ : (1.5.15¢)
8 ot

Odgovarajuéi uvjeti na grani¢noj plohi S izmedu dva homogena izotropna materijalna
medija, prema jednadZbama (1.2.25) i (1.2.26) jednostavno glase
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nx(E,-E,)=0,
nx(H,-H,) =K, ,
n(D,-D,)=o0,,
n-(B,-B,)=0 .

(1.5.16a-d)

Znacdajno je svojstvo prednjih skupova jednadzbi (1.5.15a—d) i (1.5.16a — d), kao Sto
smo veé istakli da su one potpuno slobodne od polariziranih i magnetiziranih izvora, tj.
u njima se ne pojavljuju ovisne veli¢ine: P, M, p,, J,,, p,,» J,, 1 J,. Ustvari, uvodenjem
pojmova dielektrinosti €, permeabilnosti u i provodnosti k’' materijala, kao fizikalnih
makroskopskih veli¢ina koje se mogu mjerenjem odrediti, nalazimo da su Maxwellove
jednadZbe (1.5.15a —d) poprimile oblik koji ih izravno povezuje s eksperimentalnim
opaZanjima i tako podreduje eksperimentalnoj provjeri. Upadljiva je sli¢nost tih zakona
polja u materijalu i izvornih zakona polja u slobodnom prostoru (1.3.9a —d). Jedina
razlika u izgledu izmedu tih skupova jednadzbi jest da se za materijalne medije uvedu
dielektri¢nost & i permeabilnost p umjesto odgovarajucih vrijednosti €, i y, za slobodan
prostor. Relacije grade za homogene izotropne materijalne medije, prema jednadZbama
(1.2.7), (1.4.52) i (1.4.54) glase

D=¢cE ,
B=uH, (1.5.17a-c¢)
J,=xE .

One medusobno povezuju vektore E i B s vektorima D, H i J, koji uzimaju u obzir
dielektri¢ka, magnetska i provodna svojstva materijala.”

Zajedno s relacijama grade (1.5.17a — ¢), Maxwellove jednadZbe (1.5.15a — d) tvore
potpun sustav jednadZbi za jedinstveno odredivanje elektromagnetskih polja, tj. vektora
E, B, D i H, za dane izvore p, i J, u materijalnom mediju za koji su €, p i X mjere-
njem utvrdeni uz zadane rubne i poletne uvjete.”” Ako podrudje zanimanja obuhvaca
razliite, ali homogene i izotropne materijale, tada na grani¢nim plohama S trebaju biti
zadane raspodjele slobodnih plo$nih naboja i struja o, i K, koje takoder moraju zadovo-
ljiti jednadZbu kontinuiteta (1.5.4).

Napomenimo jo§ da su vektori E i B definirani s pomocu zakona za Lorentzovu
silu (1.1.1), a da jednadzbe (1.4.31) i (1.4.41) definiraju vektore D i H. Ove tri defini-

" Pogledati ¢lanke 1.2.2, 1.4.9. 1 1.4.10.

" Povezanost polja u jednadZbama (1.5.17a ~ c) moZe biti vrlo opéenita. Najjednostavnija je u linearnim,
izotropnim i homogenim LIH materijalima. Tada su znagajke materijala e, p, K skalarne konstante. U anizo-
tropnim materijalima npr. ne postoji kolinearnost vektora polja na lijevoj i desnoj strani jednadZbi
(1.5.17a - ¢). Znadajke materijala se daju 3x3 matricama koje su funkcije prostora i koje se na transformacije

koordinata ponasaju kao tenzori. Ta je situacija u kristalima.
™ Pogledati Prilog A.
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cijske jednadzbe zajedno s Maxwellovim jednadZbama i relacijama grade Cine osnovu
za prouCavanje elektromagnetskih polja u materijalnim medijima. UvrStavanjem vektora
D i H odredenih jednadZzbama (1.4.31) i (1.4.41) u skupove Maxwellovih jednadZbi
(1.5.1a=d) i (1.5.10a~d), mogu se oba skupa lako svesti na jednostavni oblik
(1.5.15a — d), koji najcesce koristimo za rjeSavanje polja u materijalu. Njegova jedno-
stavnost ogleda se i u tome $to je dovoljno zadati samo slobodne naboje i struje p, i J,,
koje Cesto nazivamo stvarnim nabojima i strujama. Samo su oni mjerodavni za polja
karakterizirana vektorima jakosti polja E i H i odgovarajuim vektorima gustoce tijeka
D i B. Podsjetimo da su slobodni (stvarni) naboji oni koji se mogu slobodno gibati i
nisu vezani za njihove atomske jezgre, kao Sto su vezani polarizirani naboji. Provodni
naboji u materijalima i prostorni naboji u vakuumskim cijevima su primjeri slobodnih
naboja. Slobodne (stvarne) struje su one koje tvori uredeno gibanje slobodnih naboja u
usporedbi s polariziranim i magnetiziranim (amperskim) strujama koje nastaju gibanjem
naboja vezanih za jezgre atoma materijala. Provodne struje u materijalima i konvencij-
ske struje uzrokovane gibanjem prostornog naboja u vakuumskim cijevima su primjeri
slobodnih (stvarnih) struja. Tako J, moZe predstavljati i provodne (J, = xE) i konvencij-
ske (J, = p,v) struje.

U ¢&lanku 1.4.3. studirali smo ponasanje dobrih vodica, takvih kao §to su kovine, u
elektromagnetskom polju. Utvrdili smo da ¢e prema jednadZbama (1.4.7) i (1.4.8) svaki
slobodni naboj p, smjeSten u unutra$njost linearnog homogenog izotropnog vodita vrlo
brzo iSCeznuti. Pokazat ¢emo da u unutraS$njosti bilo kojeg homogenog materijala ne
moze biti (nikakvih) elektri¢nih naboja. DokaZimo to prvo za slobodne naboje. Prema
definiciji u nevodljivom materijalu (x =0), tj. u dielektriku, ne moZe biti slobodnog
naboja (ni u unutraSnjosti, ni na njegovoj povrsini). U homogenom vodljivom materijalu
(tu ukljuCujemo i dobre i loSe vodice, kao i realne izolatore), pokazat ¢emo da takoder
ne moZe biti slobodnog naboja. U tu svrhu uvrstimo u jednadZbu kontinuiteta (1.4.4),
pisanu za slobodne naboje i struje, Maxwellovu Jednadzbu (1.5.15¢) i relacije grade
(1.5.17a) i (1.5.17c¢), pa dobivamo

dp
K K 5
—p.+DV—=- .
Ps € ot

£

V-JS=V-(xE)=V-(§D)=§V-D+D-VE =
€

Odavde slijedi diferencijalna jednadzba raspodjele naboja u unutra$njosti vodljivog
homogenog materijala

3
ps+5ps=_3_v§ _ (1.5.18)

Napomenimo da se ona prema oCekivanju nesto razlikuje od odgovarajuée jednadZbe
(1.4.5), koja je pisana iskljucivo za dobre vodice (kovine). Ako je materijal homogen,
tada je u svakoj to¢ki u njegovoj unutra$njosti V(x/e) =0, pa je gustoéa slobodnog
naboja u unutraSnjosti homogenog vodljivog materijala (za koji je x #0) odredena
rjieSenjem homogenog dijela diferencijalne jednadzbe (1.5.18), kao
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K !
g ——
T

Pf = TP0® (1.5.19a,b)

Ps

T

€
K

JednadZbe (1.5.19a,b) pokazuju da se gustoca slobodnog naboja p, u vodljivom homo-
genom materijalu (X = konst. #0), pofev od zadanog poCetnog iznosa p,, eksponenci-
jalno smanjuje na nulu, tj. i§¢ezava s vremenskom konstantom relaksacije T = /e.
Slobodni naboj i§¢ezava iz unutra$njosti vodljivog materijala i pojavljuje se na njegovoj
povrSini u tijeku nekoliko vremenskih konstanti (obi¢no se uzima u trajanju od tri do
pet konstanti relaksacije). Gradijent od x/e na povrSini vodljivog materijala, zbog
skokovite promjene omjera K/e u makroskopskom pristupu, je beskonacan i okomit na
graniénu plohu. Ako polje D ima okomitu komponentu na granici, tada je desna strana
jednadzbe (1.5.18) takoder beskonana na grani¢noj plohi. To vodi na beskonacnu
volumnu gustoéu slobodnog naboja (p, — <o) na povrsini vodljivog materijala. Poslje-
dica je da se na povrini vodljivog homogenog materijala, prema analizi provedenoj u
¢lancima 1.2.4, 1.2.5. i 1.4.3. pojavljuje slobodni plo$ni naboj konalne gustoée G,.
Zaklju¢imo da slobodni naboj ne moZe postojati u unutra$njosti homogenog vodljivog
materijala, dok se na njegovoj povr§ini moZe pojaviti u obliku ploSnog naboja gustoce
o,.

Preostaje da pokaZemo da ni vezanog polariziranog naboja ne moZe biti u unutra-
$njosti homogenog materijala. U unutradnjosti linearnog homogenog izotropnog medija
dielektri¢nost je konstantna, pa je Ve =0. Iz jednadZbi (1.5.15¢) i (1.5.10c¢) slijedi da je

Ps*P,

p,=V-D=V(eE)=¢V-E+E-Ve=¢V'-E=¢ "

0

Odavde se moZe izraziti polarizirani naboj p, u ovisnosti o slobodnom naboju p, u
materijalnom mediju kao

fo”® (1.5.20)

pp= pxﬁ_Xeps‘

€

PoSto smo dokazali da u homogenom materijalu ne moZe biti slobodnog naboja
(p, =0), to iz jednadZbe (1.5.20) zakljuujemo da u unutra$njosti homogenog materijala
ne moZe biti ni polariziranog (vezanog) naboja (p, =0).

Kona¢no zaklju¢imo: u unutra$njosti homogenog materijala ne mogu postojati ni
slobodni ni polarizirani naboji. Naboji mogu postojati samo na povr§ini homogenih
medija u obliku (singularnih) plo$nih gustoéa o, i ©,. Zbog toga razloga Cesto Ce biti
pogodno nadomjestiti u¢inke homogenog materijala s plo$nim gusto¢ama naboja smjes-
tenim na grani¢nim plohama.

U nevodljivim materijalima zbog k¥ = 0 ne mogu postojati nikakve provodne struje
(J,=0, K,=0). U vodljivim homogenim materijalima (tu mislimo na sve materijale koji
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imaju x = konst. # 0), iako nema slobodnih naboja, mogu te¢i provodne volumne i
plo¥ne struje, tj. moZe biti J,#0 i K, #0. Kasnije éemo pokazati’* da i u vremenski
promjenjivim elektromagnetskim poljima postoji namjera da se volumne struje potisnu
iz unutra¥njosti na povrsinu vodljivih materijala. Sto je frekvencija promjena polja veéa,
to je i potiskivanje provodne struje na povrSinu materijala u sve tanji sloj izrazitije.

U odjeljku 1.3. objasnili smo pojam struja pomaka u slobodnom prostoru koji je
uveo Maxwell i predstavio ¢lanom &,0E/dt u jednadzbi (1.3.9b). Preostaje nam da poop-
¢imo pojam gustoce struja pomaka u materijalnim medijima. Iz razli¢itih oblika sustava
Maxwellovih jednadZbi (1.5.1a-d), (1.5.10a—d) i (1.5.15a —d), pisanih za polja u
materijalu proizlazi da je gustoéa struja pomaka dana izrazom

oD oE oP oE
o Tt T Ty GaEl

i da se mjeri u amperima po &etvornom metru (A/m?). Posto je u slobodnom prostoru
P=01iJ,=0,to je i gustota struja pomaka jednostavno oD/t = €,dE/dt. MoZemo reci
da se ukupna elektri¢na struja J, koja predstavlja izvor magnetskog polja B sastoji iz
J,=J,+J,+J,+¢e0Eldt=] +J, + oD/ot.

Pregled Maxwellovih jednadZbi s pripadajué¢im relacijama grade i rubnim uvjetima
dan je u tablici 1.5.3. na kraju poglavlja.

™ Pogledati &lanke 8.3.2. 1 8.3.4.
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Tablica 1.3.1. Pregled Maxwellovih jednadZbi za polje u vakuumu

Slobodni naboji i konvekcijske struje p,=p(rt)

zadani u volumenu V: J=py=J(r)

JednadZzba kontinuiteta koja mora

V(o) = - Ip,
biti zadovoljena u volumenu V: (p,) =

or

Maxwellove jednadZbe
(diferencijalni oblik)
postulirane u volumenu V ;

d
fE-dh—Et{B-ndS

Maxwellove jednadZbe ng dl= uﬁf(ls rE, aE]
2

(integralni oblik) s &

ostulirane u volumenu V:
P $Ends==[p,av
3 oy

fﬂ-ndS=0
s

g, =0 (rgt)

Naboji i struje zadani na plohi §: K =oy=K(re)

JednadZba kontinuiteta koja mora R A o da
biti zadovoljena na plohi §: S A ot
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Tablica 1.5.1. Pregled Maxwellovih jednadZbi, izvora i uvjeta na granici za model s amperskom strujom

Izvori (naboji i struje)
zadani i propisani u
volumenu V:

Slobodni Polarizirani

Magnetizirani

p,= V<P
:a—-P
root

p,=p,ry)
J =J (1)

J,=VxM

Jednad?ba kontinuiteta
koja mora biti
zadovoljena u V:

dp
VJ, =-—F
P at

V-J,=0

Maxwellove jednadzbe
(diferencijalni oblik)
postulirane u
volumenu V:

aB
v E__._._._.
X —_— "

oP

oE
VxB=pg, = pU(Ja, +J'.‘J +J,t EOE] = p.o[.ls + a + VM +e,—

1 1 1
V-E=—p,=—(p,*p,)=—(p,- V"

%pu £ﬂ(p, P, F‘a(p, P)
V-B=0

JE
ot

Maxwellove jednadzbe
(integralni oblik)
postulirane za
volumen V:

jCSE-m: —gr-{B-ndS

oF

OE oP
fB dl = uof(J'erJp wJ, soﬁ)wdﬁ': uoﬂ.ls*«g AL A )-ndS

5

1 1
fﬁ: ‘ndS = ;—f(ps “p)dV=— f(ps ~V-P)dV
s 0y 0y

jfB-ndS=0
5

Relacije grade u V.

D=¢e,E+P ; B=pH =p(H+M) ; J =xE

Naboji i struje zadani
ili propisani iz uvjeta
na plohi S:

o,=a(r.b) a,=-n (P, -P,)
K =K(r.p)

K,=nx(M,~M,)

JednadZba kontinuiteta
koja mora biti
zadovoljena na §:

do,
_Jﬁ) i VS -K.‘; T

n-(J, =

n ’(‘Ial ‘an) =0

Graniéni uvjeti koji
moraju biti zadovoljeni
na plohi §:

nx(E, - E,) =0
nx—(B, -B) =K +K, =K, +nx(M, - M,)
Ko

n-e(E -E)=0+0 =0 -n(P -P,)

P
n-(B,-B,)=0
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Tablica 1.5.2. Pregled Maxwellovih jednadZbi izvora i uvjeta na granici za model s magnetskim nabojem

Izvori (naboji i
struje) zadani i
propisani u
volumenu V:

Stobodni

Polarizirani

Muagnetizirani

J, =J.(r1)

p,=p, 0

X

ppv——rV-P
oP
JP:E

Pu= =V (o M)
d
=—(hoM
Jm at(”l] }

9%,

p,,

JednadZba
kontinuiteta u V: ’ V'JP dt Vedy= at

d 0 a
= e i HY S 2o i
VxE=-J, at(% ) 3 (B M) Y (BoH)

oP o
at * ar(e"E)

1 1
VE=—(p,*p,)=—1(p,~V'P)
€y €y

Maxwellove
jednadzbe
(diferencijalni
oblik) postulirane
u volumenu V:

d
VxH=J£+JP+§(s°E)=J_w+

1
LB i —Pn= -V-M
Ho

3§E-dt=f[-Jm~§(p0H)]-nds= -;%f(panuH)-nds
Maxwellove ¢ g *
jednadzbe

(integralni oblik)

postulirane za
volumen V:

3 P 3
ij-dl—ﬂJs +J, 5 (8E) uds_ﬂ(13+a- v, (&oE)|-ndS

fE-ndS:.!_f(ps+pp)dV=if{ps—V-P) av
£ €
s 0y oy

g T ik M
fH ndS p{]_F[{del}" Pu‘fM nds

Relacije grade u

- ; B= Y
volumenu V: D=¢,E+P ; po(H+M) ; J,=xE

Naboji i struje
zadani ili
propisani iz gr.
uvjeta na plohi §:

os: Gs(r.r")

K =K (r,!) 0,=-n(P -F) Pp= "1 Po(M, - M)

do, do,,
"-(JPI_J_B?): —éf_ n’(‘fml -sz)z _“E-

JednadZba da,
kontinuiteta na S: n-(Jy “Jp) + Vg Al at

nx(E,-E)=0

nx(H,-H))=K,

ne,(E, —E2)=us+up=ax—n-(Pl -P,)
nu,(H -H)=o0,=-n'p,(M -M,)

Graniéni uvjeti
koji moraju biti
zadovoljeni na §:
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Tablica 1.5.3. Pregled Maxwellovih jednadzbi za vektore polja E, B, D i H.

Izvori (naboji i struje)
zadani i propisani u
volumenu V:

Slobodni Polarizirani Mugnetizirani

py=p,(re) - =
J,=J(rp)

JednadZba kontinuiteta
u volumenu V:

a
Ve =- Ps .
s ot

Maxwellove jednadzbe
(diferencijalni oblik)
postulirane u
volumenu V:

OB
e ..
& ot

VxH=J, f(—a-I—)
ot

V-D=p,
V-B=0

Maxwellove jednadZbe
(integralni oblik)
postulirane za
volumen V:

d
E-dl=-—[B-nds
fra=§on
jﬁn-d:=fJ_,,-ndS+§fn-nds
C 5 rS
§Dnds=[pav
S v

353 ndS=0
5

Relacije grade u V:

D=¢E ; B=pE ; J =«xE

Naboji i struje zgdani 0, =0(r,.1) _ -
ili propisani iz ’
grani¢nih uvjeta na S: K,=K{rt)
Jednadzba kontinuiteta (g =I) _
koja mora biti do
zadovoljena na §: =

Grani¢ni uvjeti koji
moraju biti zadovoljeni
na plohi S:

nx(E,-E,)=0
nx(H -H) =K
n (D -D,)=o0,
n(B,-B,)=0
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2. ELEKTROMAGNETSKI POTENCIJALI

U prethodnom poglavlju opisali smo razli¢ite oblike Maxwellovih jednadZbi pomo-
¢u kojih se rjeSavaju elektromagnetska polja. Polja smo predstavljali glavnim vektorima
polja E 1 B i pomo¢nim vektorima polja D 1 H. Sljede¢i korak ucinit ¢emo u ovom
poglavlju tako da ¢emo za predstavljanje polja uvesti nove pomoc¢ne funkcije poznate
kao elektromagnetski potencijali. Te pomocne matematiCke funkcije, nazvane vektorski
I skalarni potencijali, bit ¢e uvedene tako da budu suglasne s Maxwellovim jednadZba-
ma. S druge strane, ako se upotrijebe potencijali, proracun i analiza elektromagnetskih
polja Cesto ¢e biti znatno pojednostavnjeni i olaksani.

2.1. VEKTORSKE I SKALARNE POTENCIJALNE
FUNKCIJE

Opéenito smo zainteresirani za pronalaZenje pomocnih funkcija pomocu kojih bi §to
jednostavnije predstavljali i proracunavali elektromagnetska polja. Razli¢iti oblici
sustava Maxwellovih jednadzbi, za polja u vakuumu tj. slobodnom prostoru i u materi-
jalu koji se ne giba, uvedeni u prethodnom poglavlju, predstavljaju skupove medusobno
povezanih parcijalnih diferencijalnih jednadZbi prvog reda. Da bi se proracunalo elektro-
magnetsko polje, nuzno je cijeli sustav jednadZbi, zbog njihove medusobne povezanosti,
rjeSavati simultano. Simultano rjeSavanje tako velikih sustava jednadZbi vrlo je teSka, a
Cesto 1 nerjeSiva zadaca.

Ocita je potreba da se uvede nova klasa funkcija pomocu kojih ¢emo predstavljati
elektromagnetska polja, umjesto do sada upotrebljavanih vektorskih funkcija jakosti
polja £ 1 H, te indukcija B i D. Definiranje i uvodenje novih potencijalnih funkcija u
teoriju elektromagnetskih polja imat ¢e smisla ako se njihovim uvodenjem prvo bitno
smanji broj jednadZzbi koje treba rjeSavati u matematickom modelu polja 1 drugo, ako
uvodenje tih funkcija omoguéi razdvajanje jednadzbi u sustavu tako da ih se moZe
pojedinacno i odvojeno rjeSavati. U ovom odjeljku pokazat ¢emo upravo to, uvodenjem
dviju klasa potencijalnih funkcija koje ¢emo nazvati potencijalima i antipotencijalima.

2.1.1. Potencijali i antipotencijali u dielektriku bez izvora

Studij potencijala zapocet ¢emo analizom elektromagnetskog polja u neograni¢enom
prostoru koji je ispunjen materijalom koji se ne giba. Za materijal koji ne sadrzi slobo-
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dne naboje i struje (p, = 0, J, = 0), pretpostavit ¢emo zbog jednostavnosti da je linearan,
izotropan, homogen (LIH) i bez gubitaka. Prema tome, to je dielektrik s konstantnim
znadajkama ¢ i u (i s x =0). PonaSanje elektromagnetskog polja u takvom materijalu
odredeno je homogenim dijelom sustava Maxwellovih jednadzbi (1.5.15a — d), koje sada
glase

VxE+@ =0,
ot
oD
UxH -2 =0, 2.1.1a~d
o ( )
V-D=0,
V-B=0 .

Namjera nam je da uvodenjem potencijalnih funkcija, koje ¢emo nazivati potencijalima
i antipotencijalima, obavimo pretvorbu tih jednadZbi u odgovarajuce valne jednadzbe
elektromagnetskog polja.

2.1.1.1. Vektorski i skalarni potencijali

Suglasno jednadZbi (2.1.1d) magnetsko polje je uvijek solenoidalno (bez izvora).
Zato vektor B moZe biti predstavljen kao rotor drugog vektora A, tj.

B=VxA . (2.1.2)

Vektorsko polje A je vektorska potencijalna funkcija elektromagnetskog polja 1 naziva
se magnetski vektorski potencijal. Vektorski identitet V-V x A =0 osigurava valjanost
sporedne Maxwellove jednadZbe (2.1.1d), pa ako B u jednadZzbi (2.1.1a) zamijenimo s
B =V x A, dobivamo

Vx(E+a—A]=O .
ot

Ta relacija pokazuje da vektor (E + dA/dt) predstavlja bezvrtloZno vektorsko polje, koje
se u suglasnosti s vektorskim identitetom V x (V@) =0 — gdje je ¢ = @(r,f) proizvoljna
skalarna funkcija — moze uvijek izraziti kao gradijent skalarne funkcije @, tj. moZemo
pisati

E+— =-Veo .
*ar L4

Negativni predznak pred gradijentom je posljedica definicije potencijala ¢; prema
dogovoru Zelimo da u statickom polju vektor E ima smjer od veceg prema manjem
potencijalu. Suglasno toj jednadZbi elektricno polje E moZe biti izraZzeno pomocu
magnetskog vektorskog potencijala A i elektricnog skalarnog potencijala ¢ relacijom
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E=~th~%%, (2.1.3)

koja i1zravno zadovoljava jednadzbu (2.1.1a). Prema jednadZzbama (2.1.2) i (2.1.3)
jedinica za vektorski potencijal A je veber po metru (Wb/m), a za skalarni potencijal ¢
je volt (V).

JednadZbe (2.1.2) i (2.1.3) dopustaju da se polja E i B u ovom sustavu izraze
pomocu dva potencijala @ i A. Potencijali su dvije potpuno proizvoljne i neovisne
funkcije prostora i vremena. Oni se odreduju iz valnih jednadzbi koje se dobiju kada se
potencijali supstituiraju u preostale dvije jednadZbe sustava (2.1.1a - d).

2.1.1.2. Svojstva potencijala

Buduc¢i da su vektori polja B 1 E povezani s potencijalima A i ¢ s pomocu jednadz-
bi (2.1.2) i (2.1.3), iz kojih se dobivaju prostornim i vremenskim deriviranjem poten-
cijala, moZemo zakljuciti da u svakoj tocki u kojoj su polja E i B kona¢na potencijali ¢
1 A moraju biti kontinuirani. Uvjet neprekinutosti za potencijalne funkcije A 1 @, Cini da
su one pogodnije za proracun polja nego veli€ine E 1 B, koje mogu biti (na granicama
razliCitih materijala i na mjestima singularnih gustoc¢a naboja i struja) diskontinuirane.

2.1.1.3. Valne jednadzbe

Ocekivane valne jednadzbe za @ i A slijede iz uvodenja jednadzbi (2.1.2) 1 (2.1.3)
u jednadzbu (2.1.1b) mnoZenu s p, i u jednadZzbu (2.1.1c) dijeljenu s . Tako dobivamo

aA“;J,s@=V V-A+;.t£a—(p 3
ot? ot
(2.1.4a,b)

d
A +— (V-A)=
(p+ar( ) 03

par povezanih linearnih diferencijalnih jednadZbi drugog reda za potencijale ¢ i A, koje
se mogu razdvojiti pogodnim izborom potencijala. U jednadZbe (2.1.4a,b) uveden je
Laplaceov skalarni operator kao A@=V-(Vg), a Laplaceov vektorski operator. AA
odreduje se iz vektorske relacije' VxVxA=V(VA)-AA. .

U odjeljku 2.2, pokazat ¢emo da vektorski i skalarni potencijali za jedno te isto
elektromagnetsko polje nisu jedinstveni. S druge strane, sva parcijalna rjeSenja sustava
jednadzbi (2.1.4a,b) za @ 1 A vode k istim vektorima E i B elektromagnetskog polja ako
su subjekt istih rubnih i pocetnih uvjeta. Ta parcijalna rjeSenja za potencijale razlikovat
¢e se medusobno za proizvoljnu funkciju ¥. Ova sloboda u izboru potencijala dopuSta
nam da zahtijevamo da vektorski i skalarni potencijali zadovoljavaju jo§ i jedan drugi
uvjet, osim uvjeta da odreduju upravo Zeljene vektore polja E i B. Taj dodatni uvjet

' Odgovarajuée izraze za A@ i AA u razli€itim koordinatnim sustavima pogledati u Prilogu D.
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sastoji se u propisivanju divergencije vektorskog potencijala.” Taj izbor je uvijek mogué
posto rotor i divergencija bilo kojeg vektorskog polja (takvog kao A) su potpuno neovi-
sna svojstva polja, a samo je V x A pomocu jednadZzbe (2.1.2) bio do sada propisan.

Dodatni uvjet opéenito se bira tako da razdvoji i pojednostavni jednadZbe (2.1.4a,b),
koje treba rijesiti da bi se izralunali potencijali. U nevodljivim materijalima, tj. dielek-
tricima nalazimo da ée se potencijali ¢ i A razdvojiti u jednadZbama (2.1.4a,b) ako
propiSemo da divergencija A iznosi

V-A+pe%—(f=0 ; (2.1.5)

Taj je uvjet poznat kao Lorentzov uvjet. UvrStenjem uvjeta (2.1.5) u jednadZbe
(2.1.4a,b) dobivamo simetri¢ne valne jednadzbe

2

AA—paa—f=0 ,
ot (2.1.6a,b)
P

Ap-pe—=0.

Lorentzov uvjet omogucio je da izrazimo osnovne zakone elektromagnetskog polja u e,
u-mediju bez gubitaka (x = 0) u obliku slicnog para nepovezanih, linearnih, diferenci-
jalnih, homogenih valnih jednadzbi drugog reda, za vektorski i skalarni potencijal A i @.
Zadace polja svodimo tako na rjeSavanje tih jednadZzbi.

2.1.1.4. Antipotencijali

Treba upozoriti da izrazi (2.1.2) i (2.1.3) za vektore B i E nisu opca, nego su to
samo parcijalna rjeSenja homogenog sustava jednadzbi (2.1.1a —d). Kako je taj sustav
antisimetri¢an, to on identi¢no moZe biti zadovoljen s novim rjeSenjima

D=-VxA" ,

oA’
o

(2.1.7a,b)
H=-V¢’

pa moZemo dobiti polja E i B pomoéu novih potencijala, koje nazivamo 1 antipotenci-
jalima. Polje E dobivamo kao

E= —-leA* § (2.1.7¢)
)

a za odredivanje polja B pomodu antipotencijala koristimo izraz

? Pogledati podtekstnicu 32 u élanku 1.3.2.
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0A* (2.1.7d)
at |

B=—u(th‘+

Sve dosad receno za potencijale ¢ i A vrijedi jednako i za antipotencijale ¢ i A” koji
su subjekt sljedecih relacija

AA™ - pe o4 =0,
or?

Ao -pel® o (2.18a-c)
ar?

99
VA" + =0 .
P o
RjeSavanjem para homogenih valnih jednadZbi (2.1.8a,b) te pripadajucih rubnih i po&et-
nih uvjeta odredujemo antipotencijale @ i A". Jedinica mjere za elektri¢ni vektorski
potencijal A" je kulon po metru (C/m), a za magnetski skalarni potencijal @° je amper
(A).

2.1.1.5. Opce rjeSenje

Konatno moZemo napisati opée rjeSenje sustava Maxwellovih jednadZbi
(2.1.1.a — d) za polje u linearnom homogenom dielektriku bez slobodnih naboja i struja,
izraZeno pomocu potencijala i antipotencijala, kao

B=V><A*pai -uVe© ,
o (2.1.92,b)
A 1 .

E=-Vo & m VxA™ .
Ta opca rjeSenja elektromagnetskog polja odredenog parom vektora E, B, koji se odre-
duju iz potencijala i antipotencijala, tj. iz jednadzbi (2.1.6a,b) i (2.1.8a,b), mogu se
protumaciti tako da kazemo: da su funkcije ¢ i A potencijali koji odgovaraju slobodnim
elektrinim nabojima i strujama raspodijeljenim izvan podru¢ja promatranja, a da su
funkcije @" i A" potencijali, tj. antipotencijali koji odgovaraju ekvivalentnim (fiktivnim)
magnetskim nabojima i strujama raspodijeljenim izvan podruéja promatranja.

Uobicajeno je, kad god je to moguce, da se izabere da su @ i A" jednaki nuli, pa se
polje predstavlja samo jednim parom potencijala @ i A, i da se koriste jednadZbe (2.1.2)
i (2.1.3). No ima slucajeva kada je u rjeSavanju polja pogodno koristiti par antipoten-
cijala @" 1 A", ili pak da se koristi samo jedan od njih kao §to ¢ée to biti sluaj u kvazi-
statiCkim i statickim magnetskim poljima.
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2.1.2. Potencijali u vodljivom materijalu bez izvora

U ovom &lanku paZnju ¢emo usredotoéiti na potencijale u neograni¢enom prostoru
koji je ispunjen jednostavnim (LIH) vodljivim materijalom. Treba posebno ista¢i da u
takvom materijalu sa zadanim znalajkama €, p i K, mogu teci provodne struje, jer je
provodnost razli¢ita od nule. Prema Ohmovu zakonu (1.2.7), provodne struje mogu
postojati u vodljivom materijalu u kojemu egzistira elektromagnetsko polje 1 u slucaju
kada u njemu nema slobodnih naboja.

U stvarnosti ée u vodljivom materijalu, ako pretpostavimo da je postojala neka
podetna zadana raspodjela slobodnih naboja p,,, prema jednadzbi (1.5.19a), taj slobodni
naboj i¥¢eznuti eksponencijalno u vremenu s vremenskom konstantom relaksacije naboja
T = e/x. Za dobre vodi&e vrijeme relaksacije je ekstremno kratko, pa moZemo pretposta-
viti da je gustoéa slobodnih naboja uvijek nula u unutrasnjosti vodica, tj. p, = 0.

Pojava da slobodni naboj vrlo brzo i¢ezava iz unutra$njosti vodica i da se prenosi
na njegovu povrsinu upucuje nas na uvodenje pojma nestacionarne (prijelazne) struje.
Tako mozemo slobodnu (stvarnu) struju predstaviti da se sastoji od dva dijela: stacio-
narnog (stalnog) i nestacionarnog (prijelaznog). Struja se naziva stacionarnom ako nema
nakupljanja naboja ni u jednoj tocki u polju. Prema Panofskom i Phillipsu® kriterij
stacionarnosti struje jest

Vederc=0 , (2.1.10)

gdje smo s Jgc 0znadili gustou stvarne stacionarne (stalne) raspodjele struje. Nestaci-
onarni (prijelazni) dio stvarne struje potjeCe od pocetne raspodjele slobodnog naboja, pa
mora biti zadovoljena jednad?ba kontinuiteta V+J,z, = — dp,/0t. Lako se moZe poka-
zati da u vodljivom materijalu gustoa stvarne provodne struje moZe biti izraZena kao
- = 4T 2.1.11

Js=Jppor *Israc=J0€ " *XE , ( )
gdje je J,, gustoéa pocetnog nestacionarnog dijela provodne struje koja potjece od poce-
tne raspodjele slobodnog naboja i povezana je s njom relacijom

V.Jso(r)=p_}0=_:,pm(,.) _ (2.1.12)
Relacija (2.1.11) u skladu s izrazom za relaksaciju naboja p = pee ™" pokazuje nam
da u dobrim vodi¢ima nestacionarni dio struje vrlo brzo iSCezava, pa se sva stvarna
struja moZe predstaviti stacionarnim dijelom, tj. izraziti kao J, = K E.

Imamo li prednje u vidu, razumljivo je da ¢emo za proraéun polja u dobrim vodici-
ma primijeniti Maxwellov sustav, dan skupom jednadzbi (1.5.15a—d), u koji ¢emo

' Pogledati W. K. H. Panofsky, M. Phillips, Classical Electricity and Magnetism, Addison-Wesley,
Reading, 1972,
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uvrstiti relacije grade (1.5.17a-c), i Cinjenicu da je p,=0. Tako dobivamo sustav
homogenih jednadZbi

VXE+§§— =0,
ot

VxH~@ -kE=0, (2.1.13a - d)
ot

V-D=0 ,

V-B=0,

u koje u prvoj alternativi uvodimo potencijale A i @ prema jednadZbama (2.1.2) i
(2.1.3), tj. izraze B =VxA i E =— V@ — dA/dt, pa dobivamo

& A A

AA-pe — -px% =V|VA+pe %9 +ump} ,
& ‘ ‘ (2.1.14a,b)

d
Ap+— (VA)=0.
@+ ar( )
Definirat éemo za vodljivi materijal Lorentzov uvjet

e

V-A+p.e§+pkcp=0, (2.1.15)

tako da ponovno za potencijale A i ¢ dobijemo slicne valne jednadZbe koje glase

A 0A
AA-pe—-pxk— =0
(2.1.16a,b)
) de
a(p—pe?—p.lca—ﬂ

To je par nepovezanih homogenih prigusenih valnih jednadZzbi za potencijale A i ¢ koji
predstavljaju elektromagnetsko polje u vodljivom materijalu s gubicima. Razlikuju se od
para jednadZbi (2.1.6a,b) zato §to imaju dodatni ¢lan pxdA/dt, odnosno pKd@/dt koji
predstavlja priguSenje elektromagnetskog vala u materijalu s gubicima (k # 0). Oba para
jednadzbi i (2.1.6a,b) 1 (2.1.16a,b), pokazuju da elektromagnetsko polje u prirodi, u
krajnjem odredeno sustavom Maxwellovih jednadZbi ima valni karakter. Bit ¢e pokaza-
no da se u dobrim vodi¢ima (takvim kao Sto su kovine), mogu zanemariti ¢lanovi s
drugim derivacijama ped®A/0’t i ped’@/of’, pa priguSene valne jednadZbe prelaze u
diferencijalne jednadzbe difuzije,’ za koje je karakteristi¢no da se energija u elektromag-

' Pogledati Prilog A.
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netskom polju u vodi¢u viSe ne prenosi valom (kojega nema), nego slicno kao toplina
difuzijom.

2.1.3. Potencijali i antipotencijali zadane raspodjele
neovisnih izvora

U primijenjenoj teoriji elektromagnetskih polja ima slu¢ajeva kada je polja i njihove
potencijale pogodno raCunati iz zadane raspodjele neovisnih izvora. Pod neovisnim
izvorima razumijevamo one na Ciju raspodjelu ne djeluju polja obuhvaéena sustavom
Maxwellovih jednadzbi koje rjeSavamo. Zato ¢emo u ovom ¢lanku izvesti diferencijalne
jednadzbe u kojima ¢emo povezati neovisne izvore polja i odgovarajuée potencijale A i
¢ koje oni uzrokuju.

2.1.3.1. Vodljivi materijal

Pretpostavit ¢emo da polje postoji u neograni¢enom prostoru koji je ispunjen linear-
nim homogenim izotropnim materijalom sa zadanim znacajkama €, pu 1 K, koje su
opéenito razlifite od nule. Raspodjela neovisnih izvora zadana je tako da je zadana
neovisna raspodjela slobodnih naboja, koju ¢emo oznaciti s p,” da bi istakli da je
neovisna i da na nju izraCunato polje ne djeluje. Za gustocu slobodne struje J, pretpo-
stavit ¢emo da se sastoji iz dva dijela: jednog koji je ovisan o polju koje se raCuna i
koji je odreden Ohmovim zakonom te iznosi xE, i drugog dijela koji je zadan sa J," i
koji uzimamo da ne ovisi o polju koje racunamo. To moZemo pisati tako da je
J. =xE’, gdje je E’ elektri¢no polje koje nije obuhvaéeno Maxwellovim jednadZbama,
za razliku od polja E koje raunamo iz Maxwellovih jednadZzbi. Drugim rijecima, J,” je
dio zadane gustoce struje koji proizvode vanjske elektromotorne sile. On ne sadrZi niti
jedan dio struje uzrokovane elektri¢nim poljima u vodljivom materijalu. Dakle, imamo

J,=xE+J'=x(E+E") . (2.1.17)

U mnogim slucajevima J. je idealizacija slicna strujnom izvoru u teoriji krugova. Pre-
ostaje da uz zadane neovisne izvore p,” i J,” definirane potencijale A i ¢ prema jedna-
dZbama (2.1.2) i (2.1.3) uvedemo Lorentzov uvjet (2.1.15) za vodljivi materijal u sustav
Maxwellovih jednadZzbi (1.5.15a — d). Budu¢i da smo J, definirali pomocu (2.1.17) i da
preostale relacije grade glase: D = e E 1 B = uH, dobivamo valne jednadZbe potencijala

2
AA—p.sgwA- —pxééz—p.]' ;
or? ot "
(2.1.18a,b)
52(9 a(P pe"
Ap-pe—— -px—=-—",
¢-pe 3 px ot "

To su nehomogene priguSene valne jednadzbe iz kojih se u jednostavnom (LIH) materi-
jalu mogu izracunati potencijali A 1 ¢ kao posljedica neovisnih izvora elektromagnet-
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skog polja zadanih pomocu gustoca p,’ i J,". Parcijalna rjeSenja tih jednadZbi mogu se
izraziti kao integrali preko zadanih raspodjela naboja i struja, dok su njihova komple-
mentarna rjefenja, tj. ona od homogenih dijelova jednadZbi, ofigledno valna rjeSenja.
Podsjetimo da su neovisni izvori polja p,” i J,” proizvedeni vanjskim uzrocima.

2.1.3.2. Nevodljivi materijal

Ako je neogranieni prostor ispunjen jednostavnim materijalom bez gubitaka, tj.
dielektrikom (x = 0), lako se moZe pokazati da se potencijali tada raCunaju iz para neho-
mogenih nepriguSenih valnih jednadZbi

I

AA—pz:gié=-uJ

2 s ?
o (2.1.19,b)
62<p ps’
s (N .
¢-ue—; -

za zadanu raspodjelu gustoéa neovisnih izvora p,” i J,". Ovdje treba podsjetiti da je
Lorentzov uvjet za dielektrik dan jednadZbom (2.1.5). Pokazat ¢emo sada da je jed-
nadZba kontinuiteta uklju¢ena u Lorentzov uvjet (2.1.5)

¢
VA=-pe— .
ke ot

Primijenimo li Laplaceov operator A na obje strane ove jednadZbe dobivamo
V-AA = - eg (A o)
p’ at {'p *

Uvrstimo li iz jednadzbi (2.1.19a,b) vrijednosti za AA i Ag, slijedi

a s
VI, + Ps } .

& d
e— |V-A+pe — |=
g &2( B &] u a

Prema tome, primjenom Lorentzova uvjeta (2.1.5) mi ukljuCujemo da je
V-J! +9p,/0t = 0, §to predstavlja jednadzbu kontinuiteta. Budu¢i da jednadzba konti-
nuiteta mora biti zadovoljena kod prirodnih zadaéa za fizikalne raspodjele naboja i
struja, pogodno je upotrijebiti Lorentzov uvjet za razdvajanje valnih jednadzbi po A i po
. Tako imamo matemati¢ku slobodu da zadamo bilo kakve raspodjele neovisnih izvora
otito je da kod prirodnih zada¢a moramo zadavati neovisne izvore J,'i p, tako da oni
zadovoljavaju jednadZbu kontinuiteta.

2.1.3.3. Staticki naboji i struje

U slucaju stati¢kih naboja i stalnih (istosmjernih) struja i njihovih stati¢kih polja ne
postoji ovisnost o vremenu, {j. u jednadzbama za polja i potencijale otpadaju Clanovi
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koji sadrze derivacije po vremenu. Tako se elektri¢no polje pomocu statickog elektri-
&nog potencijala moZe izraziti prema jednadzbi (2.1.3) kao

B, | (2.1.20)

$to je svojstvena relacija konzervativnog polja. Vektorski magnetski potencijal propisuje
se na temelju relacija

VA=, (2.121a,b)
V-A=0,

gdje ova posljednja jednadZba predstavlja Coulombov dodatni uvjet. Valne jednadZzbe
potencijala (2.1.19a,b) za zadane neovisne izvore p,” i J,” (koji moraju zadovoljavati
stati¢ku jednadZbu kontinuiteta za fizikalne naboje i struje), degeneriraju tada u par
nehomogenih diferencijalnih jednadzbi

AA=-pJ',

0/ (2.1.22a,b)
Agp= -,

)

koje nazivamo vektorska i skalarna Poissonova’ jednadZba. One sluZe za odredivanje
potencijala iz zadanih izvora u statickim poljima. Ako staticko polje promatramo u
prostoru bez izvora, tada jednadZbe (2.1.22a,b) prelaze u homogene parcijalne diferenci-
jalne jednadzbe drugog reda, oblika

AA=0, (2.1.23a,b)
Ap=0.

Te najjednostavnije jednadZbe temeljne su jednadZbe statickih polja pa ih nazivamo
vektorska i skalarna Laplaceova® jednadZba.

2.1.3.4. Magnetski naboji i struje

Ima slu¢ajeva kada je pogodno elektromagnetska polja raCunati pomocu antipotenci-
jala @ i A", koje odredujemo iz njihovih zadanih izvora. Promatramo polje u neograni-
&enom prostoru koji je ispunjen nevodljivim jednostavnim (LIH) materijalom, sa zada-
nim znadajkama € i p (k=0). Zadana je raspodjela fiktivnih neovisnih magnetskih
naboja p,’ i neovisnih magnetskih struja J,”." Elektri¢nih naboja i struja pretpostavlja-
mo da nema. Po sli¢nosti sa sustavom (1.5.10a,d), moZemo pisati Maxwellove jed-
nadzbe za takvo polje

* Siméon Denis Poisson (1781 — 1840), francuski matematicar i fizicar.
® Pierre Simon Marquis de Laplace (1749 — 1827), francuski matematicar i fizicar.
7 U &€lanku 1.4.8. pokazano je da se p,’ mjeri u Wb/m?, a J," u V/m’.



2. Elektromagnetski potencijali 91

VxE=~Jm’—%-?— ;
oD
VxH=— ) 1 =
X o (2.1.24a—-d)
V-D=0,
V-B=p,' .

Vazede relacije grade u ovom su slucaju

D=2k’ (2.1.25a,b)
B=uH .
Antipotencijale @ i A" uvodimo tako da su vektori polja D i H odredeni jednadzbama

(2.1.7a,b), dok je odgovarajuéi Lorentzov dodatni uvjet dan jednadZzbom (2.1.8¢c). Nakon
uvritenja u sustav (2.1.24a — d) dobivamo nehomogene valne jednadzbe oblika

AA*-pe G;Az =-eJ,’,
¢ (2.126a.b)
ach* Pm!
A -pe = - :
. or? 1l

Jasno je da se parcijalnim rjeSenjima tih nehomogenih valnih jednadZzbi, koja se dobiju
integracijom preko zadanih neovisnih izvora p,’” i J,/, mogu dodati sva parcijalna
rjeSenja homogenih dijelova jednadZbi (2.1.26a,b), odnosno (2.1.8a,b).

Napomenimo na kraju da je gustoca neovisne magnetske struje J,’ fiktivna velicina
koja je analogna naponskom izvoru u teoriji krugova. Njezino uvodenje u matematicki
model &esto olak$ava proradun polja. Tako npr. u sinusnim poljima J," ima karakteri-
stike oscilirajuéeg magnetskog dipola 1 daje istu vrstu polja.

Pregled jednadZbi elektromagnetskih potencijala i antipotencijala dali smo u tabli-
cama 2.1.1. i1 2,2.2. na kraju ovog poglavlja.

2.2. BAZDARSKE TRANSFORMACIJE

Pazljivim pregledom jednadZzbi (2.1.2) i (2.1.3) moZemo utvrditi da elektricno 1
magnetsko polje E i B ostaju nepromijenjeni ako potencijal A transformiramo izrazom

A=A+, (2.2.1a)

hovo

a potencijal @ pomocu izraza
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oy (2.2.1b)

gdje v je po volji odabrana skalarna funkcija prostora i vremena. To znali da svaki
zakon elektromagnetizma, ako ga izrazimo s pomocu elektromagnetskih potencijala A i
@, mora ostati nepromijenjen nakon transformacija danih jednadZbama (2.2.1a,b). Fizi-
kalni zakon koji je invarijantan na takve transformacije naziva se bazdarski invarijan-
tnim, a te transformacije poznate su pod nazivom: baZdarske transformacije.

Drugim rijefima, zadavanjem potencijala preodreduju se polja i obratno, jedan par
polja ima vi$e parova potencijala. Izborom funkcije  moZemo matematicki korektno za
jedno te isto polje dano vektorima B i E izabrati beskona¢no mnogo odgovarajucih
potencijala A i ¢. U tom izboru moguéih potencijala posebno su znalajne dvije grupe
potencijala, nazvanih Lorentzovi potencijali i Coulombovi potencijali. 1 jedni i drugi
dobiju se zadavanjem odgovarajuéih dodatnih uvjeta, a pogodni su jer u prvom redu
daju takve matemati¢ke modele, tj. odgovarajuée sustave potencijalnih jednadzbi Cija
rjefenja se u potpunosti slazu s realno$¢u i eksperimentalno utvrdenim Cinjenicama. S
druge strane, Lorentzovo baZdarenje pogodno je jer uvodi potpunu simetriju izmedu
skalarnog i vektorskog potencijala, tj. ono osigurava da oba potencijala zadovoljavaju
valnu jednadZbu istog oblika. Lorentzovo baZdarenje takoder osigurava relativisti¢ku
kovarijantnu relaciju izmedu skalarnog i vektorskog potencijala. Coulombovo bazdarenje
nije relativistitko. Ono je pogodno zato jer se u tom sluCaju postiZze najpotpunije raz-
dvajanje potencijala A 1 @ i njihovih tzv. transverzalnih i longitudinalnih polja. U pose-
bnim slu€ajevima moZe se izabrati da ¢ i$¢ezava, pa sc clektromagnetsko polje moZe
predstaviti samo s jednim potencijalom A. Velika prednost Coulombovog baZdarenja
jest u njegovoj jednostavnosti.

2.2.1. Lorentzovo bazdarenje

Ovdje ¢emo pokazati da postoji sloboda u izboru i da uvijek mogu biti nadeni novi
potencijali koji zadovoljavaju Lorentzov uvjet. Pretpostavimo da u jednostavnom vodlji-
vom materijalu postoji elektromagnetsko polje bez izvora. Neka potencijali A 1 ¢ zado-
voljavaju valne jednadZbe (2.1.16a,b) i Lorentzov uvjet (2.1.15). Primjenjuju¢i bazdar-
sku transformaciju (2.2.1a,b) uvedimo nove potencijale A,,,, 1 @,,,,- Zahtijevamo da novi
potencijali zadovoljavaju iste valne jednadZbe (2.1.16a,b) i Lorentzov uvjet (2.1.15), tj.
da bude

a('p:m\w
V .Amwn v “8 a! ¥ HK(inmw = 0 " (2'2'2)

Uvrstavajuéi u ovu jednadzbu relacije (2.2.1a,b), slijedi jednadZba
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Fy g d¢
A=l @ s =t =] NP bk 4 =0 . 2.2.3)
Y-pe vl [ e S tHKe 0 (

Osiguravajuci da bazdarsku funkciju y nademo tako da zadovolji valnu jednadZbu
(2.2.3), mi osiguravamo da i novi potencijali 4,,,, 1 ¢,,., zadovoljavaju valne jednadZbe
(2.1.16a,b) i da je Lorentzov uvjet (2.2.2) ostao ocuvan.

Za sve potencijale u toj ogranicenoj klasi kaze se da pripadaju Lorentzovu baZda-
renju. U svim tofkama u prethodnom odjeljku 2.1. analizirani su elektromagnetski
potencijali za polja u razli¢itim materijalima sa i bez zadanih neovisnih izvora koji su
svi pripadali Lorentzovu bazdarenju.

2.2.2. Coulombovo bazdarenje

Razmotrit ¢emo novu klasu potencijala koji pripadaju Coulombovom ili transverzal-
nom baZdarenju. Ve je reCeno da je to najjednostavnije bazdarenje i da je odredeno
jednostavnim dodatnim uvjetom

VA=0, (2.2.4)

koji se naziva Coulombovim uvjetom i koji se uvodi u jednadZbe elektromagnetskih
potencijala.

2.2.2.1. Polja bez izvora

Coulombovo ili transverzalno baZdarenje Cesto se upotrebljava kada u podruéju u
kojem promatramo elektromagnetsko polje nema izvora, tj. kad su neovisni slobodni
naboji p,” i neovisne slobodne struje J.” jednaki nuli.

2.2.2.2. Nevodljivi materijal

Promatramo li polje u nevodljivom jednostavnom (LIH) materijalu bez izvora, polja
su tada odredena Maxwellovim homogenim jednadZbama (2.1.1a~-d). Potencijali
uvedeni pomo¢u relacija (2.1.2) i (2.1.3) zadovoljavaju tada jednadZbe (2.1.4a,b).
Uvedemo li Coulombovo bazdarenje, tj. uvjet (2.2.4) i uvrstimo baZdarske transforma-
cije (2.2.1a,b), slijedi da bazdarska funkcija zadovoljava Laplaceovu jednadZbu

Ay =0 . (2.2.5)

Potencijali se odreduju iz transformiranih jednadzbi (2.1.4a,b), koje sada glase

PA o
AA- - v — (2.2.621)
Qe ;2 HE ( t] 3
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Ap=0 . (2.2.6b)

Vektorski potencijal odreduje se u tom slucaju iz nehomogene valne jednadZzbe, a
skalarni potencijal iz Laplaceove jednadzbe. Iako je Laplaceova jednadZba jednostav-
nija, ovaj par jednadzbi ipak nije dovoljno jednostavan da bi se iskoristile sve povolj-
nosti Coulombova bazdarenja.

Naime, uvijek se mogu izabrati trivijalna rjeSenja za baZdarsku funkciju y, fj. za
skalarni potencijal ¢ (koji zadovoljavaju istu Laplaceovu diferencijalnu jednadZbu), tako
da bude @ = 0, tj. da skalarni potencijal i§¢ezne. U tom slucaju se polje moZe predsta-
viti samo s jednim vektorskim potencijalom, koji je na temelju re¢enog definiran s

VxA=B, (2.2.7a,b)
VA=0 .

U tom sludaju vektorski potencijal odreduje se iz zadanih rubnih i pocetnih uvjeta® i
homogene valne jednadzbe

A i il (2.2.8)
ot?

Podrazumijevajuéi da je ¢ = 0, slijedi da jednostavne relacije

B=VxA ,
(2.2.10a,b)

.Y

ot

odreduju vektore elektromagnetskog polja.

2.2.2.3. Vodljivi materijal

Slino se u vodljivom jednostavnom materijalu bez neovisnih izvora, primjenjujuci
Coulombovo baZdarenje na jednadZbe (2.1.14a,b) i uvodeéi bazdarske transformacije
(2.2.1a,b), mo¥e pokazati da bazdarska funkcija zadovoljava Laplaceovu jednadzbu
Ay = 0, a potencijali A i ¢ jednadZbe

(2.2.11a,b)

AA“pe%iA—pK%?—=V(ue%—@+pmp)

Ap=0.

Taj sustav jednadzbi moZe se bitno pojednostavniti ako se izabere trivijalno rjesenje
@ =0, tj. da skalarni potencijal i§¢ezne. Tada je elektromagnetsko polje u vodljivom
materijalu odredeno samo jednim vektorskim potencijalom, koji je definiran prema

¥ Pogledati Prilog A.
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(2.2.7a,b). Potencijal se odreduje iz priguSene valne jednadzbe

AA- pegz—A—p.K%"O (2.2.12)

a vektori polja B i E odredeni su tada jednadZbama (2.2.10a,b).”

2.2.2.4. Polje s neovisnim izvorima

Cak i onda ako su u promatranom podru¢ju prisutni i zadani neovisni izvori, mi
moZemo primijeniti Coulombovo bazdarenje, tj. izabrati da bude V-A = 0. Analizirat
¢emo polje u vodljivom homogenom linearnom materijalu sa zadanim znacajkama €, y,
K i sa zadanim neovisnim slobodnim nabojima p,” i strujama J.”. Ako smo struju defini-
rali jednadzbom (2.1.17), . J,=«E +J/, polje je odredeno Maxwellovim sustavom
jednadzbi (1.5.15a — d). Uvedemo li potencijale pomoéu izraza (2.1.2) i (2.1.3), dobiju
se odgovarajuce jednadZbe

d
AA- ps%—px%}: —sz’+VV-A+p.a?T+pmp
3 Ps
Ap+—(V-A)=
"”az( ) .

Primijenimo li Coulombovo baZdarenje (2.2.4), moZemo izabrati baZdarsku funkciju y
uvijek takvu da bude

AA - psﬁ—uk—%—? —ﬂsz’+V(pa%l£+pmp] ;
or* (2.2.13a,b)

r

Ps
£

A =-

Skalarni potencijal zadovoljava Poissonovu jednadzbu (2.2.13b) ¢ije rjeSenje, slicno kao
u ¢lanku 2.4.1. 1 to¢ki 2.4.2.3, piSemo

1 pﬁrﬂ

(2.2.14)
e |r r|

¢ (rt)= 7

Skalarni potencijal je istodobni (neretardirani) Coulombov potencijal, uzrokovan gusto-
¢om slobodnih neovisnih naboja p,'(r,f). Otuda poti¢e i ime "Coulombovo bazdarenje".
Treba podsjetiti da je Poissonova jednadZba karakteristicna za statitcka polja. Ovdje

? U izrazito vodljivim materijalima moZemo zanemariti struje pomaka. To ima za posljedicu da drugi &lan
u jednadzbi (2.2.12) is¢ezava. Takva polja nazivamo kvazistaticka polja, a detaljno su obradena u poglavlju 7.
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takvo ogranienje nije zahtijevano, p,” je funkcija vremena i skalarni potencijal slijedi
promjene naboja bez bilo kakvog kaSnjenja u prostoru (jer Poissonova jednadZba ne
sadrzi ¢lan [ped®@/or?], koji doprinosi retardaciji potencijala). U svakom slucaju lakse je
rijeSiti Poissonovu nego valnu jednadzbu.

Jednom kada je rijeSena jednadzba (2.2.14), dajuci @ iz raspodjele neovisnih slobo-
dnih naboja p,’, moZe se potencijal A izraCunati iz nehomogene prigulene valne jed-
nadZbe (2.2.13a). Kada su potencijali ¢ i A izracunati, polja B i E se mogu odrediti iz
jednadzbi (2.1.2) i1 (2.1.3). "Strujni" ¢lan na desnoj strani jednadzbe (2.2.13a), koji
sadrzi potencijal ¢, moZemo izraCunati iz (2.2.14). Budu¢i da taj ¢lan sadrZi operator
gradijent, to je on bezvrtloZan (konzervativan), tj. njegov rotor je jednak nuli. To nas
navodi na zakljucak da moZemo ispustiti odgovaraju¢i dio gustoce struje. Zato ¢emo
neovisnu gustocu struje rastaviti na sumu dvaju ¢lanova

J =J'+J/, (2.2.15)

gdje se J, naziva transverzalnom ili solenoidnom strujom i ima V+J =0 (bez izvora),
dok se J, naziva longitudinalnom ili bezvrtloznom strujom i ima V x J' = 0. Uz pomoé
jednadZbe kontinuiteta
a r
S A 7 . B (2.2.16)
s ! ot

koja povezuje longitudinalni dio struje J,” s promjenom neovisnog slobodnog naboja p,’
(ako je zadaca prirodna), 1 iz jednadzbe (2.2.13b) slijedi

; de
J£=EV(§) ; 2.2.17)

Ako je sredstvo nevodljivo, tada su u jednadzbi (2.2.13a) ¢lanovi koji sadrZe K jednaki
nuli, pa je u dielektriku sa zadanom raspodjelom neovisnih izvora p,” i J,” potencijale
moguce racunati iz jednadzbi

ﬂA‘[.LC%?‘I‘}LJr' .
(2.2.18a,b)

Izvor u valnoj jednadZbi za A je transverzalna struja J,', koja nije povezana s promje-
nom neovisnog slobodnog naboja p,”. To je razlog da se Coulombovo baZdarenje naziva
i “"transverzalno baZdarenje". Cesto se koristi i naziv "radijacijsko bazdarenje" koji
slijedi iz Cinjenice da su transverzalna radijacijska polja odredena samo s vektorskim
potencijalom, dok istodobni skalarni Coulombov potencijal pridonosi samo bliskim
poljima. To baZdarenje posebno je pogodno u kvantnoj elektrodinamici.
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Na kraju moZemo zakljuciti ako nema slobodnih naboja p,” i sva struja je trans-
verzalna J,, @ se moZe izabrati jednakim nuli, i polje se moZe racunati samo s pomocu
vektorskog potencijala A. Ako postoje slobodni naboji p./, potencijal @ se ratuna iz
njega pomocu Poissonove jednadZbe, ali slobodni naboj ne djeluje na vektor potencijal
A, koji se racuna pomoéu jednadzbe (2.2.18a) iz raspodjele slobodne (transverzalne)
struje.

Usput upozorimo na osobitosti Coulombova bazdarenja. Dobro je poznato da se
elektromagnetski valovi prostiru konacnom brzinom. Jednadzba (2.2.18b), odnosno
(2.2.14), pokazuje da se skalarni potencijal rasprostire trenutno (istodobno) po cijelom
prostoru. S druge strane, vektorski potencijal zadovoljava valnu jednadZzbu (2.2.18a),
koja ukljuuje konacnu brzinu prostiranja ¢ = 1/(ue)"*. Na prvi pogled tesko je objasniti
kako to oCito nefizikalno ponaSanje moZemo otkloniti. Odgovor moZemo naslutiti u
Cinjenici da su polja prije svega one fizikalne veliCine koje nas zanimaju, a ne potenci-
jali kao pomocne veli¢ine. Sljedeéa opaska jest da se transverzalna struja J,” odreduje
integracijom po cijelom prostoru.'

Pregled jednadzbi elektromagnetskih potencijala s Coulombovim baZdarenjem dali
smo u tablici 2.2.1. na kraju ovog poglavlja.

2.3. HERTZOVI POTENCIJALI

U prethodnim odjeljcima 2.1. 1 2.2. vidjeli smo da se elektromagnetsko polje mozZe
rijeSiti tako da se odrede vektorski i skalarni potencijali iz kojih se deriviranjem dobiva-
ju vektori polja. PoSto su potencijali medusobno povezani 1 Lorentzovim uvjetom
(2.1.5), mo¥e se pretpostaviti da je polje odredeno samo s tri funkcije. Ustvari, Hertz''
je pokazao da elektromagnetsko polje, u odredenim uvjetima, moZemo predstaviti samo
jednom vektorskom funkcijom. Promatrat cemo elektromagnetsko polje u nevodljivom
linearnom, izotropnom 1 homogenom materijalu sa zadanom raspodjelom neovisnih
izvora. U Clanku 2.1.3. pokazali smo da je Lorentzov uvjet (2.1.5) izravna posljedica
jednadZbe kontinuiteta. Posto fizikalni naboji i struje ne mogu biti zadani neovisno jedni
od drugih, povoljno je za prorafun polja predstaviti ih jednom vektorskom funkcijom
izabranom tako da jednadZba kontinuiteta bude uvijek zadovoljena. Stoga uvodimo
vektor P/(r,1), tako da se gustoéa neovisnih slobodnih naboja moZe odrediti samo iz
jednog vektora pomocu relacije

p,/=-V-P/, (2.3.1a)

a da se gustoca neovisnih slobodnih struja odreduje iz istog vektora pomocu

1 Za detaljniju analizu kauzalnosti u Coulombovu baZdarenju pogledati J. D. Jackson, Classical Electro-
dynamics, John Wiley, New York, 1975; 1 O. L Brill, B. Goodman, Am. J. Phys. 35, 832, 1967.

"' Heinrich Rudolf Hertz (1857 — 1894), njemacki fizicar. Pogledati H. Hertz, Wiedemann’s Ann., 36, 1,
1889.
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X

T (2.3.1b)
ot

Lako je pokazati da je jednadZba kontinuiteta zadovoljena takvim izborom vektora P/,
dok se s druge strane svaka proizvoljna raspodjela struje moZe na taj nacin predstaviti.
Funkcija izvora P, poznata je kao ekvivalentna gustoca raspodjele elektri¢nih dipola.
Povezana je sa (stvarnim) slobodnim nabojima i slobodnim strujama na isti naCin kao
Sto je vektor polarizacije P povezan s polariziranim nabojima 1 strujama, prema jed-
nadzbama (1.4.11) i (1.4.13). To je samo matematicka sli¢nost, i treba istaéi da p,” i J,
predstavljaju neovisne slobodne naboje i struje koji su vanjski izvori polja, tako da je
P/ potpuno razli¢it od polarizacije P. Vektor P, mijeri se u jedinicama kulona po
cetvornom metru (C/m?). UvrStavanjem relacija (2.3.1a,b) u nehomogene valne jednadz-
be (2.1.19a,b) dobivaju se jednadZbe elektromagnetskih potencijala

oP '
.{}A—pegfém—p. - ;
at? ot
(2.3.2a,b)
Fo 1
Ap-pg —=—V-P',
PR T

&iji su neovisni izvori zadani pomocu vektora P,”. Uvedemo li sli¢no novi vektor Z,
tako da bude

A=pe—o ; (2.3.3a,b)
o=-V-Z,

tada ¢e biti zadovoljen Lorentzov uvjet (2.1.5). Uvrstimo izraze (2.3.3a,b) u valne
jednadZbe (2.3.2a,b), dobit éemo jednu te istu jednadZbu po Z, koja glasi

P»I‘
M_pgaz_f?_é_. (2.3.4)

ot £

Prema tome, uvodenjem izvora P/ i vektora Z zadovoljene su jednom jednadZbom
(2.3.4) obje jednadZbe (2.3.2a,b), odnosno (2.1.19a,b) za potencijal A i @. Vektor Z je
"superpotencijal”, a Cesto se naziva polarizacijski potencijal ili Hertzov vektor, odnosno
Hertzov potencijal. Mjeri se u volt-metrima (Vm).

Mozemo zaklju&iti da svako rjesenje vektorske nehomogene valne jednadzbe (2.3.4)
odreduje elektromagnetsko polje, Ciji vektori se prema (2.1.2), (2.1.3) i (2.3.3a,b) mogu
odrediti iz relacija
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oz
B=peVx—
heVx—,
(2.3.5a,b)
P’z
E=VV-Z-pe — .
| o’
ProSirenje tih jednadZbi na homogeni vodljivi materijal bez neovisnih izvora slijédi bez

teSkoca, pa dobivamo

oz
B=uV —— R
" x[e e +K ),

(2.3.6a,b)
FZ oz
E=VV-Z-pe E - MK F> =VxVxZ ,
gdje je
>’z o0Z
AZ-pne — -pxk— =0 . (2.3.7)
M M

NaSe razmatranje moZemo jo§ proSiriti. Zbog antisimetrije Maxwellovog sustava jed-
nadZbi moguce je osim elektritnog Hertzova vektora Z, uvesti i magnetski Hertzov
vektor Z°. Zadadu éemo postaviti tako da je u linearnom homogenom nevodljivom
materijalu zadana raspodjela neovisnih slobodnih naboja i struja. Moguce je naci gusto-
¢u ekvivalentne raspodjele elektri¢nih dipola P, i gustocu ekvivalentne neovisne raspo-
djele magnetskih dipola M/, ¢ija elektromagnetska polja su ista kao polja proizvedena
slobodnim neovisnim raspodjelama naboja i struja p,” i J,'. Vektore P i M uvest
éemo, slicno jednadzbama (2.3.1a,b), prema relacijama

ps’ = "V'P_; ’
P’ (2.3.8a,b)
L= WV

tako da za fizikalne naboje i struje bude zadovoljena jednadZba kontinuiteta

dp.’ :
v-J' = =0 . {2.3.9)
s ot

Gustoca ekvivalentne raspodjele neovisnih magnetskih dipola M. mjeri se u amperima
po metru (A/m), dok je jedinica magnetskog Hertzova vektora Z" veber (Wb). Uvede-
mo li Hertzove vektore Z i Z', tako da bude
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oz .
A=p¢ o +VxZ° , (2.3.10a,b)

g =-NZy

tada ¢e biti zadovoljen Lorentzov uvjet (2.1.5) automatski, a time i jednadZba kontinui-
teta, Uvrstimo li jednadZbe (2.3.8a,b) i (2.3.10a,b) u valne jednadzbe (2.1.19a,b) dobiva-
mo nove valne jednadZbe

Pr‘
az—ueaz—f =-—,
ot ¢ (2.3.11a,b)
AZ"- e =-uM/ .

or?

Hertzove vektore trebamo izabrati tako da zadovoljavaju te jednadZbe. Pregled jed-
nadZbi Hertzovih potencijala dali smo u tablici 2.3.1. na kraju ovog poglavlja.

2.4. INTEGRALNO PREDSTAVLJANJE

U ovom odjeljku prikazat ¢emo pristup elektromagnetskim zada¢ama pomocu
integralnih jednadZbi, koji ¢emo razviti usporedo s dosad obradenim pristupom poljima
putem diferencijalnih jednadZzbi. Matemati¢ki modeli'” u elektromagnetskoj teoriji koji
sadrZe integralne jednadZbe &ine osnovu tzv. metode momenata.'

Razmatrat ¢emo izvore i temeljnu zadacu odredivanja elektromagnetskog polja
izgradenog zadanom raspodjelom neovisnih naboja i struja. Formalno matematicki
problem povezivanja polja s njihovim izvorima jest da se rijeSe nehomogene valne
jednadZzbe elektromagnetskih potencijala. Zapo¢nimo istraZivanje s parcijalnim rjeSe-
njima nehomogenih valnih jednadzbi (2.1.19a,b), opisanim u ¢lanku 2.1.3.

Uz Lorentzovo bazdarenje, za zadane raspodjele struja i naboja, skalarni potencijal
@ i kartezijske komponente vektorskog potencijala A u jednadZbama (2.1.19a,b) zadovo-
ljavaju skalarnu nehomogenu valnu jednadZbu oblika

.. N @an

Ovdje funkcija y predstavlja skalarni potencijal ili bilo koju pravokutnu komponentu
vektora polja ili vektorskog potencijala, a funkcija g(r,f) funkciju gustoCe izvora. Pret-
postavljamo da je zadana raspodjela izvora moguca, tj. da ne proturjeci jednadZbama

2 pogledati Prilog A.
" Pogledati poglavlje 10.



2. Elektromagnetski potencijali 101

polja, i jo§ k tome da je raspodjela struja i naboja neovisna, tj. da izraCunato polje ne
utjeSe na nju niti je mijenja. U jednadzbi (2.4.1) stavili smo pe da je jednako 1/c?, gdje
¢ ima dimenziju brzine (m/s). Pretpostavili smo takoder da je prostor ispunjen materija-
lom koji je homogen i izotropan i koji ima vodljivost jednaku nuli.

Rjesavanju valne jednadZbe pristupit ¢emo postupno. Prvo ¢emo rijesiti polje to¢ka-
stog izvora, a potom ¢emo izvesti op¢i integral jednadzbe (2.4.1) za kontinuiranu raspo-
djelu izvora u neograni¢enom, a potom i u ograni¢enom prostoru. U stvarnosti samo
neki od idealiziranih slu¢ajeva mogu biti rijeSeni relativno jednostavno. Za prakti¢ne
primjene pri dobivanju integralnih rjeSenja u zadaCama zamrSene geometrije koristit e
se numericke metode.

2.4.1. Skalarni potencijal tockastog naboja

Najjednostavnija raspodjela naboja koju moZemo promatrati je ona koja je posvuda
mala izuzev u neposrednom okoli$u ishodista. To nas vodi prema hipoteticki idealizira-
nom modelu naboja koncentriranog u ishodiSte sustava. Takav izvor nazivamo tockastim
nabojem. Gustoca takvog toCkastog naboja posvuda je nula, izuzev u naboju gdje je
beskonacna. Zamislimo dalje tockasti naboj iznosa f(f) koji miruje, ali se njegov iznos
vremenski mijenja, tj. poznata je funkcija vremena. To je fizikalno nemoguce, ali ¢e
nam ta pretpostavka pomo¢i da u¢inimo prvi korak prema rjeSenju postavljene zadace.
Radi jednostavnosti smjestili smo naboj u ishodiste sfernog koordinatnog sustava.
Homogeni dio jednadzbe (2.4.1)

i Fo _ 2.4.2)

mora vrijediti za sve tocke neogranifenog prostora izuzev za ishodiSte sustava. S ¢ smo
oznaCili skalarni potencijal tockastog naboja smjestenog u ishodiStu. O€ito je da potenci-
jal ovisi samo o radijalnoj udaljenosti od ishodiSta r 1 da je neovisan o smjeru. Prema
tome, zbog sferne simetrije @ je funkcija samo od r i #. Zato jednadzba (2.4.2) pisana u
sfernom koordinatnom sustavu glasi

rz or or B

ii(,z,a_"i)_ 1% _, (2.4.3)
c? or?

Uvodeéi zamjenu ¢ = V/r dobivamo

F¥r_LBY 4 (2.4.4)

U¢inimo transformaciju koordinata
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E=t-2,
c
.
n=t+—,
C
tako da je
o> O\ c 9t can) 2\9E2 dEdm an?)’

Fy_&v, ., FV  FV
o 9Er  9Edam on?

Tada jednadzba (2.4.4) postaje

Cid (2.4.5)

— =0,

dEan
a njezino rjeSenje je
V=£(©&) +h(n) , (2.4.6)

gdje su f i h kakve god funkcije. Konacno je rjeSenje jednadZbe (2.4.2), odnosno
(2.4.3), dano izrazom

A 48

Razmotrimo prvo Clan f(¢ — r/c) u rjeSenju (2.4.7). Ako t poraste na t+ ¢ i r se poveca
na r+ ct’, argument od f ostaje nepromijenjen. Drugim rijeCima, ako f ima neku vrije-
dnost u trenutku ¢ u tocki na udaljenosti 7, ona ¢e imati istu vrijednost nakon vremena
¢’ kasnije 1 u to¢ki na udaljenosti vecoj za ¢’ od prijasnje. Tako smo dobili val koji se
giba prema vani od ishodiSta brzinom c¢. ZakljuCimo da prvi Clan od ¢ predstavlja
izlaze¢i val Cija se amplituda smanjuje zbog faktora 1/r kako se val giba prema vani.
Sli¢no i drugi ¢lan od ¢ predstavlja ulazeci val koji putuje prema ishodi3tu 1 &1ja ampli-
tuda stalno raste kako se on giba prema ishodistu. To&no odredivanje funkcija fi 4 ovisi
o postavljenim uvjetima. Ako npr. pretpostavimo da smo odjednom postavili naboj u
ishodiSte neogranienog prostora, to ¢e uzrokovati val koji ¢e se rasprostirati prema
vani, i tada moramo staviti da je 4 identi¢no nula, jer A predstavlja val koji putuje
prema unutra. Opcenito i predstavlja poremecaj koji moZemo opaziti prije nego li ga je
proizveo izvor. Buduci da je takvo ponaSanje u suprotnosti s makroskopskim eksperi-
mentalnim opaZanjima u elektromagnetizmu, to ¢emo pretpostaviti da je A jednako nuli.
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Funkciju f treba tako izabrati da tocno odreduje naboj u ishodiStu. Ako naboj ima
konstantan iznos Q, tada je elektrostaticki potencijal @ = Q/4wer, pri Cemu se pretposta-
vlja da je potencijal u beskonaé¢nosti jednak nuli. Kona¢no, skalarni potencijal tockastog
naboja iznosa f(z) smjestenog u ishodiStu neograni¢enog sustava jest

p
f(“;) (2.4.8)
L dner

lako je to samo heuristicko razmatranje koje ne moZemo nadomjestiti strogim razma-
tranjem jer je zamiSljeni model fizikalno nemoguce realizirati, ipak nam je rezultat
(2.4.8) koristan. On predstavlja jedno rjeSenje valne jednadzbe (2.4.2) primijenjene na
tockasti naboj iznosa f(¢), koji je smjesten u ishodiSte koordinatnog sustava u neograni-
¢enom prostoru.

2.4.2. Retardirani i avanzirani potencijali. Greenove
funkcije neogranicenog prostora

Ovdje smo zainteresirani za dobivanje formalnog rjeSenja valne jednadZzbe (2.4.1).
Pogodno je stoga prikazati dobiveni skalarni potencijal tockastog naboja kao rjeSenje
diferencijalne jednadZbe uvodeéi poopéene funkcije.'® Za razliku od rjeSenja pomocu
poopéenih funkcija,” ovdje smo se opredijelili za neSto podrobniji matematicki izvod
potkrijepljen fizikalnim objasnjenjima, kako bi ovo fundamentalno podrucje prostiranja
elektromagnetskog polja konaénom brzinom pomoéu valova u slobodnom neograniCe-
nom prostoru bilo §to detaljnije osvijetljeno.

2.4.2.1. Retardirani potencijal jedini¢nog impulsa u neograni¢enom
prostoru
U neograni¢enom prostoru zanima nas partikularno nehomogeno rjeSenje koje
predstavlja putujuée valove prema beskonacnosti. Takvo partikularno rjeSenje nehomo-
gene valne jednadZbe (2.4.1) primijenjene na skalarni potencijal moZemo dobiti na
temelju jednostavnih razmatranja. Zato razmotrimo slucaj kada izvor zadajemo kao

0 ; <0, (2.4.92)

p(r’t)z{a(r) . >0,

gdje lokalna svojstva Diracove delta funkcije moZemo zamiSljati kao

4 O poopéenim funkcijama pogledati u Prilogu B.
5 Pogledati Z. Haznadar, Teoretska elektrotehnika, Elektromagnetska teorija i polja, Liber, Zagreb, 1972,
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0 ; #0 ,
8(r) :{ r (2.4.9b)
@ 5 rald,
i
1 rer
f 5 (r)dV={ (2.4.9¢)
A U 5 R,

gdje R predstavlja regiju integracije. Fizikalno jednadZbe (2.4.9a,b,c) utvrduju da prije
nultog vremena nije bilo nikakve raspodjele naboja u prostoru i da se jedini¢ni pozitivni
to¢kasti naboj odjednom u trenutku ¢ = 0 pojavio u ishodiStu koordinatnog sustava.

Na temelju analize i rezultata dobivenih u ¢lanku 2.4.1. moZemo ocekivati da ce se
uspostaviti potencijalno polje koje ¢e biti odredeno sli¢no relaciji (2.4.8). Ako je gusto-
¢a naboja u vremenu > 0, prema jednadZzbi (2.4.9a) zadana kao p = d(r), $to odgovara
statickom polju (jer p nije funkcija od 1), tada valna jednadzba (2.4.1) prelazi u staticku
Poissonovu jednadZzbu za jedini¢ni toCkasti naboj u ishodiStu u slobodnom prostoru

&(p(r)z—? : (2.4.10a)
0

Njezino rjeSenje ima poznati oblik za potencijal tockastog naboja koji glasi

e (2.4.10b)

Jasno je da se to polje nece uspostaviti istovremeno u svim to¢kama u prostoru. Ono Sto
mozZemo ocekivati jest, da se informacija o trenutnoj pojavi jedini¢nog pozitivnog
naboja u ishodiStu sustava u trenutku ¢ = 0 prenosi dalje od ishodiSta nekom konanom
brzinom c. Zato o¢ekujemo da ¢e skalarni potencijal koji nastaje zbog pojave jedini¢nog
pozitivnog naboja u trenutku ¢ =0, prema (2.4.10b), biti

0,; <0,

r<ct,t>0 , (2.4.11a)

¢, (= dreyr

0; r>ct,t>0 .

Pretpostavimo da u kratkom vremenskom razmaku At pozitivni naboj odjednom nestane.
To je fizikalno ekvivalentno nagloj pojavi jedini¢nog negativnog naboja u ishodiStu u
trenutku ¢ = At. Oznacimo potencijal proizveden tim negativnim nabojem u trenutku At
kao
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0: <AL,

r<c(t-AD,t>At (2.4.11b)

(p“(r:t)= _4-';]:30’- ;
0; r>c(-Apn,t>Ar.

Ukupni potencijal uzrokovan pojavom jedini¢nog pozitivnog naboja u ishodistu sustava
u trenutku 7 =0, a zatim njegovim i§¢eznu¢em u trenutku 7= At odreduje se po nacelu
superpozicije kao @ = @, + @_. U svakom trenutku ¢ > At taj potencijal ¢e biti nula svu-
gdje izuzev unutar uskog podrucja omedenog sfernim plohama polumjera r, =ct i
r, = c(t — Ar). Prema tome, u trenutku ¢ iznos potencijala unutar sferne ljuske prema
(2.4.10b) je o(r) = 1/4me,r, Sto se moZe, uzimajuéi u obzir i vremensku ovisnost,
1zraziti relacijom

ir P
o) dme, r

0

6,(:— 5)3: . (2.4.12a)
c

Ocito je da potencijal (2.4.12a) predstavlja rjeSenje nehomogene valne jednadzbe

g ol B0 OGN (2.4.12b)

c? or? €9

gdje smo izvor u jednadzbi (2.4.1), odnosno raspodjelu naboja u jednadzbi (2.1.19b), za
jedini¢ni naboj koji u ishodi$tu sustava djeluje u kratkom periodu At, izrazili u obliku

p(rt)=38(r)d,(t)At . (2.4.12¢)

Prije nego dokaZemo tu tvrdnju podsjetimo da izraz d,(f — r/c)At predstavlja vremensku
ovisnost

1, 0<(@-rlc)<At,
&=L e (-ic) (2.4.13a)
c 1) za sve ostale trenutke .

Tok funkcije 8, — r/c) prikazali smo na slici 2.4.1.

Ll

8(t - rlc)]
1/At

At

t

»

rle  rlc+ At Slika 2.4.1. Tok funkcije 8t — r/c)
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Sli¢éno i izraz §(f)At predstavlja sljedeCu vremensku ovisnost

1; O<t<At, : (2.4.13b)
0 ; zasve ostale trenutke .

610Ar={

Da bismo dokazali da je (2.4.12a) rjeSenje nehomogene valne jednadZbe (2.4.12b),
razvijmo Laplaceov operator u sustavu sa sfernom simetrijom'® za sljedeci izraz

»
A .._.____,_C_ =.!'...__§.__6 r...z _lﬁa t_ﬁ +6 t_£ i(l +
ror '\ c¢) r2or 'l c oc)art\r

r
2 0 r ry2 o1
+{;56’(r_-c-)+6‘(rnz); Gr(rﬂm

Zbog simetrije funkcije 8,(¢ — r/c) moZemo pisati da je
0 r 10 r
L 1 [ il (s s P i BN
or ! ( c ] cat ’( ¢ ]

pa uvrStavanjem dobivamo

g
4=
c 1 r 1
= —|+O [t-—|A — .
r c? ot? r J C r

Nakon mnoZenja ove jednadzbe s faktorom At/4me,, ona glasi

A

r r
a,(:-~)m 6,{:—-—}5:
ﬁ __H._.u.._c_'__. .._1._.&2_ ___.......__E.._._ +5r(f_£]ﬂrﬂ.
2 atz C

41‘1:807‘ c 4n30r

1
dne,r '

Uvrstimo li sada umjesto A(1/4me,r) = — 8(r)/e,, Sto slijedi iz jednadZbi (2.4.10a,b) i
rjeSenja (2.4.12a), dobivamo konacéno

' Pogledati Prilog D.
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Aq;:iz ai +a,(r—f]m[~6—(—r—)J ;

c? o? c €4
Sto daje valnu jednadZzbu (2.4.12b)

5(r)d,(0) At
A w(r,r)—gﬁ o(rt)= i

Ovdje treba podsjetiti da funkcija [8(r)d,(t — r/c)] ima vrijednost razli¢itu od nule samo
u tocki r =0, pa se zbog toga moZe staviti [3(r)d,(t — r/c)] = [8(r)d,(1)].

Posto smo izveli dokaz da je za naboj gustoce zadane jednadZbom (2.4.12c), rjeSe-
nje valne jednadzbe (2.4.12b) dano izrazom (2.4.12a), proslijedit ¢emo dalje s razmatra-
njem. Analogno se moze pokazati da jedinini toCkasti naboj gustoce
p=08(r—r)d,(t—)Ar, koji je smjesten u toCku r* u trenutku ¢ i koji djeluje u vre-
menskom razmaku At” (do naglog nestanka), zadovoljava nehomogenu valnu jednadzbu

d(r-r')d,(t-tHAr

1 &
A @t ) - — L g (ritlr ') = - (2.4.14)
RjeSenje ove jednadzbe je
6 t _t" - ._|..r___.{'.‘_| At
t ¢ (2.4.15)

(Po(r:t]rxat’) =

4rne, |r-r|

potencijal u tocki r u trenutku ¢, koja je udaljena od jedini¢nog naboja smjeStenog u r’
u trenutku ¢’ za razmak R =r —r’.

2.4.2.2. Greenove funkcije neogranicenog prostora

Posebno je vazna funkcija koju definiramo kao

I el
PPN (L0 . (2.4.16)
o(r|r'#) = al,-rilo At B 4rey|r-r |

gdje smo uvrstili da je

lim 6,(::—:’——'"' |)=5(:—:’—-—-~—|’"" |] .

c C

Jednadzba (2.4.14) i njezino rjeSenje (2.4.15) upucuje na zakljucak da je funkcija
G,(r,t|r,t') odredena nehomogenom valnom jednadZbom
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_6(r~r’)6(t*!’) . (2417)
€

1 &
AG(rt|rg)-——G,(rt|r't)=
0 | ) C2 arz 0( I ) )

Vidimo da je izvor impuls u trenutku ¢ = ¢ smjeSten u to¢ku r =r’. Funkcija G, naziva
se Greenova'” funkcija slobodnog neogranic¢enog prostora za skalarnu valnu jednadzbu.
Ona opisuje djelovanje impulsa kako se on prostire iz izvora u r =7’ tijekom vremena.
Greenova funkcija slobodnog prostora Gy(r,t|r’,t') predstavija potencijal opaZen u tocki
r u trenutku t od jedinicnog naboja koji se pojavi u obliku jedinicnog impulsa u tocki r’
u trenutku . Ona predstavlja odziv slobodnog neogranicenog prostora na uzbudu
jediniénim impulsom. Prema tome, vremenski ovisna Greenova funkcija slobodnog
neogranienog prostora jest funkcija samo relativne udaljenosti R = |r—r’| i relativnog
vremena T =t~ ¢ izmedu izvora i to¢ke promatranja. Za pocetne uvjete Cini se razum-
ljivim pretpostaviti da bi G, trebao biti jednak nula za 1 < ¢, tj. ako se impuls pojavio u
trenutku 7/, ne bi trebale biti prije opaZene nikakve posljedice.

Ne bi trebalo smatrati da su te uzro&no-posljedi¢ne relacije ocigledne. Jednosmjerni
tijek vremena ofit je za makroskopske dogadaje, ali nije moguce jednostavno ekstrapoli-
rati to iskustvo na mikroskopske pojave. Maxwellove jednadZbe koje nas stvarno vode
k valnim jednadZbama ne sadrZe nikakvu nesimetriju po vremenu. Stoga bi moglo biti
moguée za mikroskopske dogadaje da se "efekti" prostiru unazad u vremenu. Posljed-
njih godina bile su razvijene teorije koje su upotrebljavale takva rjeSenja valne jednadz-
be."™ Odvelo bi nas daleko da razmotrimo kako takva rje§enja mogu dovesti do uzro¢no-
posljedi¢nih vremenskih relacija u makroskopskim dogadajima. Za sada ¢emo biti
suoCeni s pofetnim uvjetom da je Gy(rt|r',t)=0 za t<{, iako postojanje drugih
moguénosti ne bi trebalo zaboraviti. I dok se u statickim uvjetima Greenova funkcija, (.
interakcija jediniénih naboja u statickim zadacama, pokorava uvjetu reciprociteta

Gy(r|r')=Gy,(r'|r) , (2.4.18a)
u vremenski promjenjivim zadacama za t >0 vrijedi
Go(rt|r' ') =Gy (r',~t' |r-1) . (2.4.18 b)

Zbog usmijerenosti vremena i u namjeri da dobijemo relaciju reciprociteta (2.4.18b), bilo
je nuZno promijeniti smjer tijeka vremena, tj. predznak od ¢ se mijenja ako se smjer u
prostoru promijeni."” Funkcija na desnoj strani u toj relaciji je adjungirana funkcija onoj
na lijevoj strani.

Funkcija (2.4.16) naziva se i retardirana Greenova funkcija jer pokazuje kauzalno
ponadanje valne promjene. Argument delta funkcije pokazuje da je efekt opaZen u tocki

'" George Green (1793 — 1841), engleski matemati¢ar.

'* Bilo je predlagano da se u kvantnoj elektrodinamici upotrijebe i retardirani i avanzirani potencijali.

" Dokaz relacije reciprociteta (2.4.18b) izveden je u P. M. Morse, H. Feschbach, Methods of Theoretical
Physics, Part [, McGraw-Hill, New York, 1953,
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r u trenutku ¢ uzrokovan djelovanjem izvora na udaljenosti R u jednom ranijem odno-
sno retardiranom vremenu

t’:t_‘r_r I=t—'£ . (2419)
c c

Vremenski razmak R/c je upravo vrijeme prostiranja poremecaja od jedne tocke do
druge. Suglasno rjeSenju (2.4.7) valne jednadzbe (2.4.2), moZe se uvesti i avanzirana
Greenova funkcija G, (dok bi retardiranu mogli obiljeziti G,*’), kao jedno mogude
rjeSenje nehomogene valne jednadzbe (2.4.17), i ona bi sli¢no glasila

P il |
5(‘ L (2.420)

Gt |r ) = :
¢ dre,|r-r |

Ocito je da G, predstavlja divergirajuci sferni val koji se prostire iz izvora, dok G,
predstavlja konvergirajuci sferni val u slobodnom prostoru.

2.4.2.3. Potencijali vremenski ovisne raspodjele prostornog naboja u
neograni¢enom prostoru

Sada moZemo rijesiti nehomogenu skalarnu valnu jednadzbu (2.4.1) u neogranide-

nom prostoru za bilo koju zadanu raspodjelu vremenski ovisnih naboja pomoéu Greeno-

vih funkcija. Zato neka je zadana kontinuirana raspodjela neovisnog prostornog naboja
p(r,t) po volumenu V koja zadovoljava valnu jednadZbu skalarnog potencijala

1 &¢ __p'(nn) 2.421)
C2 afz €y

Bitan korak prema opéem rjeSenju valne jednadZzbe (2.4.21) u neograni¢enom slobod-
nom prostoru ucinit ¢emo ako promatramo gusto¢u naboja p’(r,,,) u toki r; u trenutku
t;, da bi izrazili naglu pojavu totkastog naboja iznosa p’(r,,t)AV" u tocki r; u trenutku ¢,
u tijeku vremenskog intervala A¢’. Potencijal proizveden u tocki r u trenutku ¢ ovim
tockastim nabojem bit ¢e jednak [p’(r;,t)AV’]-strukom potencijalu jedininog totkastog
naboja koji se pojavio u intervalu A" u tocki r; u trenutku #, proizvedenom u toki r u
trenutku 7. Tako dolazimo do potencijala tockastog naboja iznosa p’(r,z)AV’, koji se
prema jednadzbi (2.4.15) mozZe izraziti relacijom

Ri
p'(rut) AV’ af(r—zf —JM (2.4.22)

4ne, R, ?

@ (rt|r,t)=

gdje je R;=|r—r;|. Ako je p’=0 izvan volumena V, kao §to je prikazano na slici
242,



110 2.4. Integralno predstavljanje

AQ' = p'(rt)AV”

P(r,0)

r Slika 2.4.2. Uz odredivanje
retardiranog potencijala

.
L

x y

potencijal u tocki » u trenutku ¢ proizveden ukupnim nabojem u V, za neograniCeni
slobodni prostor moZe se izraCunati prema

R
1 p'(rut) AV’ 5{:—5. . ?JA:'

0)=E T o0rilri)= 7T ¥ . ,

i

ili u grani¢nom prijelazu, kada A — 0 i AV’ — 0, i uz pomo¢ jednadZzbe (2.4.16)

4

R
p’(r',t')ﬁ(t—t' L

)dt’=f fp’(r,t)Go(r,r|r’,t’)dV’dr’ =

d
o(r)= [+
(2.4.23)

€9

oo
i “Jay

R

dne, 2
Partikularni integrali nehomogene valne jednadzbe (2.4.21) su prema (2.4.16), (2.4.20)
i (2.4.23), za slobodan neogranicen prostor

0 rt) = [[GS (|7 )0 (r' #)dV' dt' (2.4.24)

gdje je p’ obi¢na funkcija isto kao i @. MoZe se pokazati da je ¢ kontinuirana funkcija
ako je to i p’, i da @ ima kontinuirane derivacije ako ih ima i p’. Potencijali ¢ i ¢
u jednadZbi (2.4.24) poznati su kao retardirani i avanzirani potencijali. Oni nisu jedina
rjeSenja jednadZbe (2.4.21), jer im moZemo dodati bilo koje rjeSenje homogene jed-
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nadzbe

1 P
Ag-——% =0, (2.4.25)
¥ c? 4t?

u namjeri da rije§imo odredenu fizikalnu zadaéu. Prije nego §to kaZemo da je (2.4.24)
rjeSenje jednadZbe (2.4.21) moramo postaviti dodatne uvjete. Razmatranja jedinstvenosti
rjeSenja (2.4.24) ucinit éemo nakon Sto u ¢lanku 2.4.4. izvedemo Kirchhoffova rjeSenja.
Izraze u (2.4.24) moZemo smatrati svojstvenim rjeSenjima.” Zadana raspodjela izvora
p'(r',f) u (2.4.24) smjeStena je u prostoru i vremenu. Razliita je od nule samo u
kona¢nom vremenskom intervalu oko ¢ =0. Dvije krajnje situacije su zanimljive. U
prvoj ¢emo pretpostaviti da u vremenu ¢ — — e postoji val @,(r,t) koji zadovoljava
homogenu valnu jednadZzbu (2.4.25). Val @,, prostire se u vremenu i prostoru; izvor se
aktivira 1 proizvodi vlastite valove. Potpuno rjeSenje za tu situaciju za cijeli vremenski
tijek jest

(p(r,f)z(p“l(r,t) +ffG0(+)(r’£|r;,r:)p!(r;,x.-)dV:dr: . (2426)

Nazoc¢nost funkcije G, osigurava da u dalekom vremenu ¢, prije nego je izvor bio
aktiviran, nije bilo doprinosa od integrala. Samo je propisani val @, postojao. Druga
situacija je da je u vremenu 7 — +eo val zadan kao @,,(r,t), $to je poznato rjeSenje
homogene valne jednadZbe (2.4.25). Potpuno rjeSenje za cijeli vremenski tijek je

e(rt)=¢,(rt)+ f f G Art |V ) p!(F eV dt! (2.4.27)
Ovdje avanzirana Greenova funkcija G, osigurava da nema signala iz izvora posto je

izvor prestao djelovati. Najce$ce je fizikalno stanje opisano jednadZbom (2.4.26) s
¢,,= 0. Tada se Greenova funkcija za neograniceni prostor izravno uvrstava, pa imamo

I rlp'ldV
£y = , 2.4.28a
¢ rt) 41reof R ( )
gdje simbol

[p']= p,(rf,pkpf(r!,f_g) , (2.4.28b)

oznaCava funkciju s retardiranom fazom. To znali da se vrijeme ¢ izratunava tako da
se prema (2.4.19) stavi ¢ =t — R/c. Vremenski interval R/c je vrijeme potrebno da bi
signal proSao put od izvora do promatraca. Brzina kojom se informacija elektromagnet-

* Pogledati Prilog A.
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skim valom prenosi od izvora u ¥’ do promatraa u r tj. kojom se prolazi rastojanje
R = |r—#| u slobodnom prostoru iznosi®

1

vy Ho®o

c=¢y= =2.9979245-10° m/s , (2.4.29)

i jednaka je brzini svjetlosti.

2.4.3. Retardirani potencijali u neograni¢enom prostoru

Ako jednad’bu za vektorski potencijal (2.1.19a) rastavimo u kartezijske kompo-
nente, dobit éemo tri jednadZbe oblika (2.4.1). Suglasno tome, partikularni integral
retardiranog vektorskog potencijala u neograni¢enom slobodnom prostoru iznosi

f r R
. J'(r’,r')ﬁ(tmr’~£cJ o J (!‘ J“;)
A(ri) =~ f . dv'dr' = = [ e -
:ﬁf [J']1dV
ny, R

za zadanu raspodjelu neovisnih struja J'(*’,¢) u kona¢nom volumenu V i uz pretpostav-
ku da je J'= 0 izvan V. JednadZbe (2.4.23), (2.4.28a) i (2.4.30) omogucavaju nam da
proraunamo polje odnosno potencijale iz zadane raspodjele neovisnih naboja i struja u
slobodnom i neograni¢enom prostoru. Pritom moramo imati na umu da su nehomogene
valne jednadZbe (2.1.19a,b) valjane samo ako je zadovoljen Lorentzov uvjet

V-A+uoeo%=0. (2.4.31)

Pokazat ¢emo da taj uvjet zadovoljavaju rjeSenja (2.4.23) i (2.4.30), osiguravajuci tako
da gustoée zadanih neovisnih naboja i struja zadovoljavaju jednadZbu kontinuiteta.
Izradunajmo divergenciju relacije (2.4.30) s obzirom na koordinate promatraca (r,?)

21U odjeljku 1.3. uveli smo (prema E. R. Cohen, Fundamental Physical Constants, Atomic Data and
Nuclear Data Tablea, V 18, No. 6, 1976.) vrijednost za dielektriCnost vakuuma u Sl-jedinicama
£, = (8.85418788 + 0.00000007)10"" F/m. Ona je definirana pomoc¢u Coulombova zakona za silu u Sl-su-
stavu. U istom odjeljku 1.3. uvedena je i permeabilnost vakuuma, ¢ija vrijednost je odredena mjernim
sustavom. U SI-sustavu ona iznosi p, = 4w+10”" H/m. Uvedena je pomocu Biot-Savartovog i Ampereovog
zakona za silu u magnetskom polju.
Brzina prostiranja elektromagnetskog vala u praznom prostoru dana je izrazom (2.4.29), §to je vrlo blizu
izmjerenoj brzini svjetlosti u vakuumu: ¢, = (2.997 924 58 + 0.000 000 012)-10° my/s.
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V'A=—fV S gy
4n |r-r |
(2.4.32)
H 1 1
:_Of 1.y — + —V-J'(r't')rdv .
4n 4 lr=r"| |r-¢|
Varijabla r pojavljuje se u J’ samo pomoéu ¢, a takoder je V|r—r'| == V'|r—r'|,

gdje prim na vektorskom operatoru oznaCava derivaciju obzirom na r’. Tako imamo

Y- r)—é]—-Vt =—l%i-V|r—r’|=l§I—t V' |re-r| .
Takoder je
VI )=V -J, —l% Vir-r|,

gdje ( ),, znai da pri izraunavanju operacija uzimamo da je ¢’ neovisno o . Sada
(2.4.32) mozemo izraziti kao
’) (v-‘ Jb‘)
VA=-—[v- <SRN P (24.33)

|r-r| 41t |r-7"|

Primjenom teorema divergencije slijedi

[V’ f[”| d

gdje je S ploha koja zatvara volumen V. Jedino ograniCenje koje postavljamo jest da J’
i p” moraju biti jednaki nuli izvan volumena V, tako da V moZemo uvijek uliniti do-
voljno velikim da J’ bude jednako nuli na plohi S. Zato je

{(V'J‘ j, 0 }dV’

tako da jednadZba kontinuiteta poprima oblik

1 dp Mo
VA+ ——=—
+¢-2 ot 4th |r-7"|
v

T, 5‘1 0'(r i) =0, (2.4.34)

u svakoj tocki ¢ije lokalno vrijeme je t'.
Konacno, sli¢no se za Hertzove vektore opisane u odjeljku 2.3., koji zadovoljavaju
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valne jednadZzbe (2.3.11a,b) mogu napisati retardirana rjeSenja

[# ]
4T58f|r r |

[M']
41cf e |

koja su valjana za neograni¢eni prostor ispunjen nevodljivim homogenim linearnim
izotropnim materijalom sa znaCajkama € i p.

(2.4.35a,b)

2.4.4. Kirchhoffovo rjesenje valne jednadzbe u
| ograni¢enom prostoru

U ovom clanku ulinit ¢emo korak dalje i opisati rjeSenje skalarne nehomogene
valne jednadZbe (2.4.1) u ogranienom prostoru koje potje€e od Kirchhoffa.” Postupak
se sastoji u poopcenju postupka za rjeSenje staticke Poissonove diferencijalne jednadzbe.
Opis toga rjeSenja uz razliCite modifikacije dan je u nekoliko izvrsnih udZbenika. Tako
je Stratton® opisao Kirchhoffovo rjeSenje uvodeéi pritom posebno definiranu impulsnu
funkciju, dok smo se ovdje opredijelili za prikaz Kirchhoffovih rjeSenja uz uvodenje
funkcija distribucije kako je to uCinio Jones.** Postupak se sastoji u primjeni drugog
Greenova identiteta, tj. Greenova teorema®

[@am-maway = §(u e fi)dS' (2.4.36)
2 on on’

u koji ¢emo uvrstiti: izraz (2.4.16) koji predstavlja Greenovu funkcijus*neograni¢enog
prostora G\, koja je rjeSenje jednadZbe (2.4.17), i potencijal @(’,t") u tocki izvora, koji
predstavlja rjeSenje valne jednadZbe (2.4.21) za zadanu kontinuiranu raspodjelu neovi-
snih naboja p’(#,"). Neka je V volumen zatvorenog podrudja koje je ograni¢eno plo-
hom S, i neka je tocka r uvijek unutar V. S n” smo oznadili jediniéni vektor okomice na
rubnu plohu S, usmjeren prema vani iz prostora koji se promatra. Cijeli prostor ispunjen
je jednostavnim (LIH) materijalom, koji nije vodljiv (x = 0), sa zadanim znaajkama &
1 1. Na osnovi recenog uvodimo zamjene

# Gustav Robert Kirchhoff (1824 — 1887), njemacki fizi¢ar. Pogledati G. Kirchhoff, Berliner
Sitzungsbericht 641 (1882); Ann. Phys. (3), 18, 663(1883). Daljnje poopéenje ulinio je W. R. Morgans, Phil.
Mag., 9, 141 (1930).

2 1. A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941,

"D, S. Jones, The Theory of Electromagnetism, Pergamon Press, Oxford, 1964. U naSoj literaturi
pogledati Z. Haznadar, Teoretska elektrotehnika, Elektromagnetska teorija i polja, Liber, Zagreb 1972,

% Pogledati Prilog C.
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Slt-t -=
b ( C) (2.437)

m=o(rd) | (2.4.38)
gdje je R=|r—r'|. Retardirana Greenova funkcija neograni¢enog prostora G, u
relaciji (2.4.37) rjeSenje je diferencijalne jednadZbe

186" __S(r-r)6@-t) (2.4.39)

AGS" -
c? ot? >

u kojoj je raspodjela izvora zadana kao 8(r —r)d(t — '), i predstavlja jedini€ni impuls
u trenutku " u tocki r’. Potencijal @(’,t") u to¢ki izvora, zadan relacijom (2.4.38), rjese-
nje je valne jednadZbe

po-LEe_ o (2.4.40)
gdje je raspodjela izvora zadana kontinuiranom raspodjelom neovisnih naboja p’(r',t").
Brzina prostiranja promjene odreduje se prema

1
VHE

Oznalimo integral na lijevoj strani teorema (2.4.36) s 1, i uvrstimo u njega jednadZbe
(2.4.37), (2.4.38), (2.4.39) i (2.4.40), tako da dobivamo

=

dv’ .

c? 91 €

m[l Po p'J (1 *Gy” 6(!‘-:")6(1‘-:’)}
GO =20 _P | gl -

Nakon integracije po cijelom tijeku vremena imamo

oo

[1at =1, +1,+ 1,41,

gdje je
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400 6(t“tr";R) az
f @ (r't)d ,

1
IL=—|dV .
! Cz_!; 4neR or'?

—od

1 + oo a[!-f’*;J
R e o ——.
A mzi {p (i) ——

1 oo
=~ fdt’f(p(:",t’)é(t’nt")é(t~:’)dV‘ .
S v

Konaéno dobivamo

'}

& ., R
+a 1 ar’2¢(r !t_:) 1 p;(r )I‘%]
f Idt' = - { av' - { dv' -

J 4rnec R 4ne? R
o , . R
1 a7 e 1
. [ dv +=o(nt) .
4r ec? R £

Lijeva strana jednadZbe (2.4.36) integrirana po cijelom tijeku vremena jest

+oo plf !‘",I-—
) 1 { c] o1 (2.4.41)
fldr = f = dv'+ = g(r1) .

Odredimo sada integral po cijelom tijeku vremena desne strane jednadZbe (2.4.36), i on
iznosi

oo b ()
Lfdr*=£d:'j€{cé”%—:}-<p a—j}%—}d& ;

S

$to nakon uvrStenja vrijednosti za G, daje
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R
- o O [t—x’ = _J
£Idr'= 4rlce fds*f R - 'ai* @(r',t)dt' -

]

R
+00 a 5(f“f ‘"_")
[
as’ 2 33 ar .
4m e f L(p(r ) on’ R

Integracijom prvog €lana na desnoj strani i provedbom deriviranja po n’ sloZenog izraza
u drugom ¢lanu dobivamo

i 1 1 d
Idt' = -— <
_j; : dne Ran’ tp(r ! JdS

&'|t-t' -=
R d 1 ( CJ OR

das’ t-t'-— |- — - . dt’ .
4nsj£ f(p(rt) ( 2 )anR cR on'

Konacno je desna strana jednadZzbe (2.4.36) integrirana po cijelom tijeku vremena
1 0 R 1 RY o0 1
ldt' = e L b=~ |8~ Pl e S
f 4TE€ ft’é)‘n’(p(r'g c] 4nef(p(’ JanR
1 1 0 R) OR
: .- = ——d8
+4nafeR 6:’@(“ c) an’dS

Izjednatavanjem lijeve i desne strane prema relaciji (2.4.36), tj. izjednatavanjem izraza
(2.4.41) 1 (2.4.42), dobivamo

(2.4.42)

S 1
o (1) 4n8£ = dv

s { [a¢ (1] [a¢] aR}dS
41: R) cR| ot | on'

gdje je R=|r—r’| s tim da je r uvijek u V, i gdje [0@/on’] znali da treba ratunati
(d/on")(r’,Y') i tada zamijeniti ¢ s retardiranim vremenom (¢ — R/c). Simbol [d¢/01)
oznaCava operaciju (9/0")@(r',t'). Uglate zagrade u (2.4.43) oznalavaju funkcije s
retardiranom fazom.

Primjenjujuci Greenov teorem i uvodeéi Greenovu funkciju neogranienog prostora
(2.4.37) pretvorili smo valnu diferencijalnu jednadzbu (2.4.40) za skalarni potencijal u

(2.4.43)
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integralnu jednadZbu. Izraz (2.4.43) predstavlja traZzeni potencijal u ograni¢enom podru-
¢ju od interesa. Volumni integral u (2.4.43) je partikularno svojstveno rjesenje nehomo-
gene valne jednadZbe (2.4.40), koji fizikalno predstavlja doprinos potencijalu @(r,r) svih
izvora sadrZanih u volumenu V, ¢ija je neovisna raspodjela zadana funkcijom p’(r',t"). K
tome partikularnom dodano je opce rjeSenje homogenog dijela jednadibe (2.4.40)
izraZzeno u obliku plosnog integrala po zatvorenoj plohi S koje uzima u obzir sve izvore
smjeStene izvan S.

Ako su svi izvori smjeSteni na kona¢nim udaljenostima od neke referentne tocke, i
ako su poceli djelovati unazad nekog konaénog vremena ', onda se moZe postaviti
zatvorena ploha S na dovoljnu udaljenost, koju ¢elo vala zbog konaéne brzine prostira-
nja polja nije doseglo u vremenu ¢. Tada su ¢ i njegove derivacije po nedosegnutoj
rubnoj plohi § jednaki nuli, pa se u tom slucaju potencijal racuna prema jednadZbi
(2.4.28a), ;.

1 lp'lav
9 (rt)=7— { —, (2.4.44)

gdje V predstavlja cijeli volumen ispunjen nabojem. Isto se dogada ako rubnu plohu S
pomaknemo u beskonaCnost i ako elektri¢no polje na plohi S opada brZze od 1/R, tada
plodni integral i§¢ezava i (2.4.43) se reducira na (2.4.44).

Da bi za zadanu rzispodjelu neovisnih naboja p” u ograni¢enom homogenom volu-
menu V, zatvorenom rubnom plohom S, mogli prema (2.4.43) izradunati potencijal ¢ u
tom istom podrudju, potrebno je da su nam zadani rubni i pocetni uvjeti.*® Zadavanje
rubnih i poletnih uvjeta sastoji se u zadavanju raspodjele potencijala @ i njegovih
derivacija po rubnoj plohi S u pocetnom trenutku f,, da bi se mogao izraCunati plosni
integral u (2.4.43). Fizikalno iskustvo upuduje nas na zaklju¢ak da nije dozvoljeno
propisati sve te vrijednosti kakogod. Zato bi bilo kakvo propisivanje potencijala i njego-
vih derivacija po rubnoj plohi vodilo k preodredenosti zadace. Preodredenost rjedenja
danog jednadZbom (2.4.43) uzrokovana je ¢injenicom da smo mi pri rjeSavanju nchomo-
gene valne jednadZbe u ograni¢enom prostoru uveli karakteristi¢nu funkciju G, za
beskonacni prostor, danu s (2.4.37), u Greenov identitet. To ée biti detaljno analizirano
u sljedecem &lanku, gdje ¢e biti opisan postupak rjeSavanja valne jednadZbe za odgova-
rajuce rubne i poCetne uvjete pomocu Greenovih funkcija.

2.4.5. Greenova funkcija za valnu jednadzbu u
ogranicenom prostoru

Ovdje ¢emo pokazati da je pomocu Greenovih funkcija moguce rijesiti nehomogenu
valnu jednadZbu skalarnog potencijala (2.4.40) u ograni¢enom prostoru i u ograni¢enom

¥ Pogledati Prilog A.
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intervalu vremena. Neka je zadana kontinuirana raspodjela neovisnih izvora p’(r',t") u
kona¢nom prostoru volumena V, koji je ispunjen nevodljivim homogenim linearnim
materijalom zadanih elektromagnetskih znaCajki € 1 p. Prostor je omeden zatvorenom
plohom S zadane geometrije. Propisani su rubni i poletni uvjeti u namjeri da bi se
dobilo jedinstveno rjeSenje jednadZbe (2.4.40). Uvjeti na rubnoj plohi S mogu biti
Dirichletovi® ili Neumannovi® ili linearna kombinacija obaju, tj. mijesani. Uvjeti u
vremenskoj domeni moraju biti Cauchyjevi.”” To znali da su zadane rubne vrijednosti
@,(r,)) i derivacije u smjeru vanjske okomice N,(r,") = d@,(r,)/dn’ na rubnoj plohi S, i
pocetne vrijednosti Q,(r’) i derivacije T,(r") = [09,’,1')/dr], _ , u svakoj tocki podrudja
V unutar S u poCetnom trenutku ¢’ = ¢,. S r” oznalen je radijus vektor za sve toCke koje
se nalaze na plohi S. Pregledom (2.4.40) dolazimo do zaklju¢ka da jednadZba koja
odreduje Greenovu funkciju G(r, t| #',1') glasi

aG__l_asz_ & (r-r)bdt-1) (2.4.45)
c* ar? € ’

a izvor je jedinic¢ni impuls u trenutku ¢ smjesten u r’. Funkcija G opisuje potencijal toga

impulsa kako se on prostire dalje od r’ tijekom vremena. U ograni¢enom prostoru G

zadovoljava homogene rubne uvjete na plohi §, i u pogledu poCetnih uvjeta pokorava se

zahtjevu kauzalnosti da su G=01 dG/dt =0 u svim toCkama unutar ina S zatr< 7.
Nehomogenu valnu jednadzbu skalarnog potencijala (2.4.40) rijesit ¢emo tako da

upotrijebimo diferencijalne jednadzbe

A'(p(r*,r)——% 82@(:'2,:)? ) (2.4.46)
¢ ot €
i
A,G(r,’f)_iaﬁ(}(r,xlr,r)=_m d(r-r)d(t-t) , (2.4.47)
C2 ar.-Z £

gdje se ova posljednja jednadzba moZe dobiti iz (2.4.45) primjenom relacije reciproci-
teta (2.4.18b)

G(rt|rt)Y=G(r',-t |r,-t) . (2.4.48)

MnoZeci jednadZbu (2.4.46) s G i jednadZbu (2.4.47) s ¢ i oduzimajudi ih, te integrira-
juéi po zadanom volumenu V i po vremenu ¢ u vremenskom intervalu od #, do ¢ *, gdje
jet*=t+¢, ae—0"je po volji maleno, dobivamo

" Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859), njema&ki matematiéar francuskog podrijetla.

* Franz Emst Neumann (1798 — 1895), njemacki fizicar.

¥ Detaljnije o jedinstvenosti rjeSenja i o rubnim i pocetnim uvjetima pogledati u P.M. Morse, H.
Feschbach, Methods of Theoretical Physics, Part I + 11, McGraw-Hill, New York, 1953.
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ot ot

fdt’f{GA(p 9 A'G)+ (826 ~G62(p”d}/’~
6y ¥ ¢’

=% (rt) - fdx [o' G t)Gav

Primjenjujuéi Greenov teorem (2.4.36) i nakon uredenja slijedi

fdtjg( ‘p, ngdS’ f(% -—G%T‘dV’+}dr’fp’GdV’=w(r,r)
fo

Iy

U navedenom izrazu integrand u prvom integralu odreden je propisanim rubnim
uvjetima. U drugom integralu integrand postaje jednak nuli za ' =¢" 3to je posljedica
propisanih podetnih uvjeta za G, pa preostaju samo pocetni uvjeti za t’ = £,. Treci inte-
gral predstavlja doprinos potencijalu od zadane raspodjele neovisnih naboja p” u volu-
menu V. Tako je kona&no, u vremenskom intervalu ¢, do ¢ *, u ograni¢enom volumenu
V i na plohi S potencijal odreden relacijom

{
o= [dr [Gurlr )p'(rx)dV' +
Iy Vv

o

- 0G :
+ g fd.t f{G(rﬂr b of, f’_s) - (r,)) ﬂf_ﬂ} §! - (2.4.49)

a 'y
o %

& AG(rt|r' t") o L 9@ (r't’) )
2[ (_"Tf l ) G(r,t|r,r),.;,ﬂ[—ar, e

=1y =fy
JednadZba (2.4.49) daje potpuno rjeSenje nehomogene valne jednadzbe (2.4.40) obuhva-
¢ajudi zadovoljenje pocetnih uvjeta. Plo$ni integral treba paZljivo odrediti, vrijednosti na
plohi S treba uzeti kao grani¢ne vrijednosti funkcije kako se plohi pribliZavamo iz
unutradnjosti. Prvi integral predstavlja uéinak izvora, drugi daje ucinak rubnih uvjeta
propisanih po rubnoj plohi, dok posljednji, tre¢i, ukljuCuje poCetne uvjete. Cesto se
uzima za pocetni trenutak da je #,=0.

Treba posebno istaknuti da je poznavanje Greenove funkcije G nuZno da bi rjeSenje
(2.4.49) bilo upotrebljivo. Za svaku posebnu zada¢u zadane geometrije treba prvo
odrediti Greenovu funkeiju. To je 1 najtezi dio posla pri rjeSavanju nehomogene valne
jednadzbe u ograni¢enom podruéju. Doprinos geometrije rubnih ploha po kojima
Greenove funkcije moraju zadovoljavati specificne rubne uvjete je bitan. Da bi se
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odredila Greenova funkcija, postoje dva pristupa: metoda odslikavanja i metoda svoj-
stvenih funkcija.*® Za dovoljno pravilne i jednostavne geometrije metoda odslikavanja je
vrlo djelotvorna. Kod ove metode koristimo naSe poznavanje Greenove funkcije G,/ za
neograni¢en prostor (2.4.37). Jedini singularitet koji se pojavljuje nalazi se u tocki
izvora u trenutku kada je impuls proizveden, tako da je opcenito

R
5{‘“‘ - (2.4.50)

3
+F(rt|r't),

G(rt|r't)= T aneR

gdje je F rjeSenje homogene valne jednadzbe po G, koja je slobodna od singulariteta u
zadanom podrucju.

2.5. VALNE JEDNADZBE I INTEGRALI
POTENCIJALA I POLJA

2.5.1. Valne jednadzbe i integrali potencijala

Pokazali smo u ovom poglavlju, da se u nevodljivom jednostavnom (LIH) materi-
jalu (e,p,x = 0), uz zadane neovisne izvore (p,, J,', P/, M), mogu odrediti skalarni
potencijal @, te pravokutne prostorne komponente vektorskog potencijala A i Hertzovog
elektri¢nog i magnetskog vektora Z, Z' pomocu valne jednadZbe oblika (2.4.1), tj.
pomocu jednadZzbi

&’ Ps
A - et S s

AA-pe 92}:* = -p.Js’ &
a¢ 2.5.1a—d)
*z P/

AZ-pe — =-
e =

*Z*
AZ"-pe =-uM'.
at? 2

U prethodnom odjeljku 2.4. pokazali smo da pri odredivanju opcih integrala tih jednadz-
bi treba razlikovati dva glavna slucaja. Prvi, kada je prostor od interesa neogranicen, tj.
beskonadan, i drugi kada je prostor ogranic¢en. Pokazano je takoder da se u oba ova
sludaja retardirana rje$enja mogu dobiti pomocu Greenovih funkcija.

¥ Opsirnije pogledati u odjeljku 4.8. i Prilogu A.
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Tako je za neogranien prostor, prema jednadzbi (2.4.16), retardirana Greenova
funkcija neograni¢enog prostora odredena izrazom

, R
5(“ ';J 2.5.2)
G =

4neR

gdje je s ¢ = 1/ue oznafena brzina prostiranja poremeéaja, dok je R = |r—r’| udalje-
nost izmedu tofaka polja i izvora. Posto je odredena Greenova funkcija, lako je prema
(2.4.23) odrediti da je integral valne jednadzbe skalarnog potencijala u neograni¢enom
prostoru dan izrazom

R
o)
[ gy

R

(2.5.3)

q)=41-113

Upotrijebe li se oznake [p,’] =p,/(r',t — R/c) i za sve ostale izvore, to se rjeSenja, t].
integrali valnih jednadzbi (2.5.1a — d) za potencijale i superpotencijale mogu pisati kao

e ]. ‘[‘[pls-lr]til:/jll
¢ dme R ’
; (2.5.4a - d)
,_ f[PS’]dV‘
4m e R ’
Z’=—“-fM _
4dr R

U sludaju ogranienog prostora integracija valne jednadZbe predstavlja mnogo sloZeniju
zadacu. Ostavit éemo za sada po strani priblizno Kirchhoffovo rjeSenje (2.4.43), koje je
jo§ k tome preodredeno, tj. fizikalno nerealno. Usmjerit ¢emo pozornost na postupak
rie§avanja proveden u prethodnom ¢lanku 2.4.5. Tamo smo pokazali da iz valne jed-
nadzbe (2.4.45)

2 + L '
AGH -y £O° _ _B(r-r)3@-t) 2.5.5)
at? €

za svaku zadacu posebne geometrije prvo treba odrediti odgovarajucu retardiranu
Greenovu funkciju ograni¢enog prostora. Odredivanje posebne, zadanoj geometriji
ograni¢enog prostora odgovarajuée Greenove funkcije najzamrSeniji je dio zadace.
Izuzev nekih posebnih oblika prostora, rjeSenje je naj¢eS¢e nemoguce dobiti analitickim
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postupkom. Bitan napredak na tome podru¢ju rjeSavanja zadaca rubnih i poCetnih
vrijednosti uéinjen je tek u novije doba snaznim prodorom numerickih postupaka® i
elektronikih ratunala. Zato se odredivanju G iz jednadZbe (2.5.5) pristupa tako da se
primijeni nacelo superpozicije. Ona se komponira iz dva dijela

5(“" ';] (2.5.6)
T A

gdje prvi €lan predstavlja odziv neograni¢enog prostora, koji prema izrazu (2.5.2) ozna-
gavamo s G, i dobivamo kao partikularno rjeSenje nehomogenog dijela valne jednadz-
be (2.5.5). Drugi ¢lan
ogranienog prostora odreduje se kao partikularno rjeSenje homogenog dijela valne
jednadzbe (2.5.6)

(+)
AFM-pe FF =0, (2.5.7)
ot? :

posebno za svaku geometriju zadane zadac¢e. Napomenimo da e, unato¢ tako opsezZnom
i zamrSenom postupku, rjeSenja biti moguce dobiti za relativno ograni¢en broj zadaca
pravilnog oblika. Zato ovaj opis treba s prakti¢nog stajalista pravdati Zeljom da odredi-
mo formalna rjeSenja valne jednadZbe u ograni¢enom prostoru. Konano se rjeSenje
valne jednadZbe (2.5.1a) za skalarni potencijal u ograni¢enom prostoru moZe prema
jednadZbi (2.4.49) pisati

{ ]

*)—fdr fG( Yo,/ dV +e [t }g{G( ) a{psfcps aG(:)}dS’—

L an' an
Ty fo (2.5.8)

aG™M
_._e'_z.f[ ] 9 (G()),_;(a(p] dv' .
vV t' =t af =t

o 0

Da bi se dobilo jedinstveno rjeSenje skalarne valne jednadZbe (2.5.1a), iz relacije (2.5.8)
vidljivo je da trebaju takoder biti zadani i svi potrebni rubni i po&etni uvjeti* po rubnim
plohama S zadane geometrije 1 po volumenu V u trenutku f,.

Formalna rjeSenja vektorskih valnih jednadzbi (2.5.1b-d) za A, Z i Z" u ogranice-
nom prostoru u vektorskom obliku, ekvivalentnom izrazu (2.5.8), mogu se dobiti uz
pomo¢ tenzora Greenovih funkcija. Kako ¢emo se ovdje ograniCiti na izraunavanje

% O numerickom rjesavanju zadaca rubnih i pocetnih vrijednosti pogledati opSirnije u poglavljima 9. i 10.

2 U &lanku 2.4.5. komentirani su potrebni rubni i pofetni uvjeti za jednadzbu (2.5.8) odnosno (2.4.49).
Detaljnije o jedinstvenosti rjeSenja i potrebnim uvjetima u zadacama rubnih i poCetnih vrijednosti pogledati u
poglavljima 4, 5,7, 91 10.
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vektora A, Z i Z" po njihovim skalarnim pravokutnim komponentama iz analognih
skalarnih jednadZbi oblika (2.5.1a) i (2.5.8), to tenzorski oblik Greenovih funkcija
nedemo razmatrati.*

2.5.2. Valne jednadzbe i integrali polja

Maxwellove jednadzbe izraZavaju veli¢ine polja u ovisnosti o njihovim izvorima.
Jedan put je to par (E,B) kako je dano u tablici 1.5.1, a drugi puta je to par (E,H), kako
Je to dano u tablici 1.5.2, Moguca je i mjeSovita kombinacija svih &etiriju vektora polja
(E,B,D.H), kao 8to je dano u tablici 1.5.3. Ovdje é¢emo se odluéiti za par (E,B). For-
malni nedostatak Maxwellovih jednadZbi je u tome, §to su veli¢ine polja povezane u
JednadZbama, pa se rjeSenja mogu dobiti jedino simultanim rjeSavanjem cijelog skupa
jednadZbi. Vrlo je povoljno ako se veli¢ine polja mogu separirati u zasebne jednadZbe.
Da bismo to postigli ponovit ¢emo ovdje Maxwellove jednadzbe (1.5.15a — d)

oB oH
VxE=-— =-p =
. ar . "o
oD ., OE
VxH=J +§=.IS +e ik (2.5.9a - d)
V-D=¢V-E=p ',
V-B=pV-H=0 .

U raspravi koja slijedi promatrat ¢emo nevodljivi, jednostavni materijal (e,u,x = 0).
Neovisni izvori p,” 1 J,” su propisani. Primijenit ¢emo operaciju rotor na svaku od glav-
nih Maxwellovih jednadZbi, pa nakon uvrStenja dobivamo

3 3 PE
VxVsz—p —éE(VXH)=—uaJS —[.I.E“a—tZ s

VxVxH=VxJ'+¢g -a—(VxE)=VxJ Ve lLE 62_H .
g ot . ot?
Razvijaju¢i VxV xE=V(V-E)-AE i analogno za H, te uvritavajuéi sporedne
Maxwellove jednadzbe slijedi konag¢no
o J L (2.5.10a)

AE-pe—=—Vp '+ ,
M 3 g Py tH EY,

" OpSirnije o tenzorima Greenovih funkcija pogledati u W. Hauser, Introduction to the Principles of
Electromagnetism, Addison-Wesley Co, Reading, Mass. 1971.



2. Elektromagnetski potencijali 125

AB—HE?;_=_“'VXJ; ; (2510b)
t

To su vektorske valne jednadZbe separirane po veli¢inama polja E i B. Ovdje treba
napomenuti da smo izvodeéi iz Maxwellovih jednadZbi valne jednadZbe izgubili neke
informacije i da nema garancije da ée par (E,B), koji zadovoljava valne jednadZbe,
zadovoljiti i Maxwellove jednadZbe. Zato rjeSenja valnih jednadZbi u prirodnim zadaca-
ma treba ponovno podvrgnuti Maxwellovim jednadZbama. Isto tako u prirodnim zadaca-
ma neovisni izvori moraju zadovoljavati jednadZbu kontinuiteta V+J." + dp,’/dt = 0.

U neograni¢enom prostoru ispunjenom nevodljivim materijalom, analogno rjeSenji-
ma (2.5.4a — d), mogu se pisati rjeSenja valnih jednadzbi (2.5.10a,b) za polja

s ] 1
_Vf !
{ ”(a:}+a[ p,'] |
E [ B av’, (2.5.11a,b)

Pomodu tih integrala mogu se za zadanu raspodjelu neovisnih slobodnih naboja 1 struja
izraCunati vektori polja E 1 B.

Slican éemo postupak ponoviti za Maxwellove jednadZzbe (1.5.1a-d), gdje su
veli¢ine polja (E,B) u nevodljivom, jednostavnom materijalu (k = 0) dane u ovisnosti 0
njihovim izvorima: neovisnim slobodnim nabojima i strujama p,” i J//, te o ekvivalen-
tnim polariziranim nabojima i strujama p, i J, i magnetiziranoj amperskoj struji J,.
PiSimo te jednadZbe jo§ jednom

oB

VxE=-—
& at ’

, OE
VxB—uO(JS AT AL E (2.5.12a - d)

[
VilE=—=Ip, *a,) ;
€o
V:-B=0 .
Primjenom operacije rotora na glavne i uvrstenjem sporednih jednadZbi, te uredenjem

dobivamo sustav od dvije jednadZbe

E a, ., 1 ,
AE -p,e, ﬁ =M 3, (J +d,+d )+ 8—0 Ve, *+p,) (2.5.13a)
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B ,
ﬂB“pUSO—a—tE = _MOVX(J.S +Jp+J(i) . (2413b)

Rjedenja tih jednadZbi za neograniceni prostor jesu

B |
hus +Jp+Ja)j

_ K , 1 [VieS +p,)]

E=-0al R v 411;30[ R 7 @siab
_ Mo [VIXUS 0]

B= 4n f R a

Te jednadZbe ekvivalentne su jednadzbama (2.5.11a,b), s tim §to se utjecaj materijala na
polje nadomjeSta ekvivalentnim polariziranim nabojima 1 strujama i magnetiziranim
amperskim strujama.

2.5.3. Nadomjesni izvori i valne jednadZbe potencijala

Preostao je vrlo mali korak pa da se jednadzbe (2.5.1a,b), po uzoru na (2.5.13a,b)
piSu u obliku

o I

Ao ~ Mot a;‘; :_?(ps +pp) >
0

(2.5.15a,b)

A
AA- Ho€o ? = I‘J'O(JS! 'PJP ' Jﬂ) :

One predstavljaju valne jednadZbe potencijala (¢, A), s tim da je djelovanje nevodljivog
(k =0), homogenog, linearnog materijala na polje izrazeno s pomocéu nadomjesnih

izvora p,, J,, J,. Njihova rjeSenja u neograni¢enom prostoru glase:
, _
¢ = L f[p*‘ +p“’jdV'
4me, R ’

(2.5.16a,b)
p’[J [J.s" *'Jp_"'}'a]

A=— [P & gy
47 f R
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3. ENERGIJA I SILE U
ELEKTROMAGNETSKOM POLJU

Predmet ovoga poglavlja jest uvodenje energetske tocke promatranja u studij elek-
tromagnetskih polja. Pojam energije jedan je od najznacajnijih pojmova u fizici. ProSirit
¢emo stoga shvacanje pojma energije, koju obiéno povezujemo s materijalnim tijelima,
i na prostor u kojem djeluju elektromagnetske sile. Do sada smo elektromagnetsko polje
definirali kao prostor u kojem djeluju sile na naboje i struje. U¢init ¢emo korak dalje i
pridruZiti energiju elektromagnetskom polju. Iz definicija vektora polja E i B, koje se
temelje na izrazu za Lorentzovu silu na naboj u gibanju, ocito je da se prostor u kojem
postoji elektromagnetsko polje nalazi u posebnom stanju. Svakom elementu toga prosto-
ra moZzemo pridruZiti odredenu energiju. U svezi s tim moglo bi se postaviti pitanje
realnosti elektromagnetskog polja kao neovisnog fizikalnog entiteta, Poznato je da se
Jjo§ Maxwell odvaZio da elektromagnetskom polju pripise velik stupanj fizikalne realno-
sti na izravan mehanicki nacin. Treba naglasiti Maxwellovo shvacanje elektromagnet-
skog polja kao realne fizikalne biti u kojoj je pohranjena energija, a ne kao matematicke
veli¢ine koja sluZi za opisivanje sile na jedini¢ni naboj. Prostor u kojem djeluje polje je
izmijenjen. Polje samo po sebi nosi energiju, bez obzira na to da li u prostoru u kojem
ono postoji ima naboja ili ih nema. Opravdanost takvog shvadanja pokazat ¢emo u
ovom poglavlju. U mnogim knjigama o elektromagnetizmu Cesto ostaje dojam da je
zadaca rijeSena kada se izraCunaju polja. Buduci da se mnoge naprave i strojevi od
praktinog interesa temelje na prijenosu ili pretvorbi elektromagnetske energije u druge
oblike, to je razumijevanje svojstava pohranjivanja i prijenosa energije bitno za elektro-
inZenjere. Potrebno je osim toga poznavati sile koje ¢e biti razvijene u napravama' i
energiju koja ¢e biti pohranjena u njima. Cesto ¢e kriterij uspjeSnosti konstrukcije biti
da se postignu najvece moguce sile i najveca energija u danom volumenu.

Energetska toCka promatranja je takoder korisno orude u odredivanju ostalih svoj-
stava elektromagnetskog sustava. Mnoge zadace u clektromehani¢kim sustavima bitno
se pojednostavnjuju pomocu energetskih analiza i razmatranja.

Nag pristup elektromagnetskoj energiji u ovom poglavlju temelji se na snazi koju
elektromagnetsko polje predaje nabojima u gibanju u praznom prostoru. Kasnije tu
ukljuCujemo i one naboje na kojima je izgraden makroskopski model materijala. Rezul-

' Pogledati Z. Haznadar, Z. Stih, Computation of Electric and Magnetic Fields and Forces in Design of
Power Apparatus, Electromagnetic Forces and Applications, Elsevier, Amsterdam, 1992,
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tantna jednadZba energetske ravnoteZe, poznata kao Poyntingov teorem, bit ¢e na§ vodic
za utvrdivanje razli¢itih oblika energije pohranjene i prenesene pomocu elektromagnet-
skog polja u praznom prostoru i u materijalu.

U ovom poglavlju pokazat ¢emo da je moguce dalje proSiriti teoriju elektromagnet-
skih polja tako da moZemo opisati takva mehanicka svojstva polja kao $to su energija,
prostorne 1 plosne sile, naprezanja i koli¢ina gibanja.

3.1. DJELOVANJE ELEKTROMAGNETSKOG POLJA
NA NABOJE U GIBANJU

Jednad?bu za Lorentzovu silu upotrijebili smo za definiranje polja E i B, no jo§
nismo analizirali radnju koja je povezana s djelovanjem sile na naboj u gibanju. Iz
mehanike nam je poznato® da ¢e djelovanje sile na materijalnu Cesticu biti uzrokom
promjene brzine gibanja, §to ¢e imati za posljedicu promjenu kineticke energije Cestice,
tj. njezinog energetskog stanja. Drugim rije¢ima, pri gibanju nabijene Cestice u elektro-
magnetskom polju u vakuumu polje ée, djelujuéi Lorentzovom silom na naboj, obaviti
radnju koja ée biti utrofena na promjenu putanje i brzine Cestice. To e imati za poslje-
dicu promjenu ukupne energije nabijene Cestice.

U ovom odjeljku odredit ¢emo sile i predanu energiju pri gibanju kako nabijenih
Cestica, tj. diskretne raspodjele naboja, tako 1 kontinuirano raspodijeljenih naboja u
elektromagnetskom polju u vakuumu.

3.1.1. Sile na naboje u gibanju

Usmjerimo naSu paZnju na odredivanje sila interakcije kojima elektromagnetsko
polje djeluje na razliite raspodjele elektri¢nih naboja i struja kao i na razliCite raspodje-
le ekvivalentnih magnetskih naboja i struja. Smatrat ¢emo da se svi naboji gibaju i
struje teku u praznom prostoru, §to ¢e nam poslije posluZiti za jednostavan elektromag-
netski opis unesenih materijala u polje.

Zapocet ¢emo s izrazom (1.1.1) za Lorentzovu silu na diskretni tockasti elektri¢ni
naboj ¢, koji se giba brzinom v, u vakuumu

F,=q(E+v,xB), : (3.1.1)

gdje su E (u V/m) i B (u Vs/m?) zadani vektori vanjskog narinutog elektromagnetskog
polja. F, je sila kojom to polje djeluje na elektricni naboj i mjeri se u njutnima (N).
Zbog skladnosti i zbog matematiCke sli¢nosti elektricnog i magnetskog naboja,

2 Pogledati N. Cindro, Fizika I, Skolska knjiga, Zagreb, 1980.; P. Kulisi¢, Mehanika i toplina, Skolska
knjiga, Zagreb, 1987.
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moZemo na potpuno analogan nadin raunati silu’ kojom elektromagnetsko polje djeluje
na diskretni tockasti magnetski naboj ¢,

Fm:qm(H—vme) - (3.1.2)

Ovdje je g, kolic¢ina magnetskog toCkastog naboja mjerena u volt-sekundama (Vs),
odnosno veberima (Wb), koji se giba brzinom v,, zadanom u metrima po sekundi (m/s).
Vanjsko narinuto elektromagnetsko polje zadano je vektorima H (u A/m) i D (u As/m?).
Sila na magnetski naboj F, mjeri se u njutnima (N). Naime, upotrijebimo li model s
magnetskim nabojem* da bi opisali magnetske dipole, lako se moZe pokazati da ¢e
vanjska E 1 H polja djelovati istim momentom sile na elektrine 1 magnetske dipole
(koji su fizikalna realnost), ako je magnetski naboj ¢,, koji se giba brzinom v,, subjekt
Lorentzove sile oblika (3.1.2).

Ucinit ¢emo korak dalje u proucavanju sila na naboje u elektromagnetskim poljima.
Lako je od izraza za sile na individualne naboje prijeci na izraze za sile na naboje u
elementu volumena dV. Prethodno je potrebno pojam singularne raspodjele naboja dane
delta funkcijama, tj. diskretnu raspodjelu toCkastih naboja, zamijeniti kontinuiranom
raspodjelom naboja. Kontinuirana raspodjela naboja u vakuumu opisuje se neprekinutim
funkcijama odrednica prostora p =p(rt) i p,=p,rt), prema relacijama (1.2.2) i
(1.4.26). Sila na beskonacno mali djeli¢ volumena dV, koji sadrZi elektri¢ni naboj iznosa
dQ = pdV, prema (3.1.1) je

dF,=dQ(E +v,xB)=(pE +pv xB)dV , (3.1.3a)
a za magnetski naboj

dF,=dQ, (H-v,xD)=(p,H-p,v,xD)dV . (3.1.3b)

m

Ukupna sila kojom elektromagnetsko polje djeluje na sustav kontinuirano raspodijeljenih
elektri¢nih i magnetskih naboja u gibanju u vakuumu, unutar konacne regije volumena
V , odreduje se integracijom po volumenu V

Fe=f(pE+pve><B)dV,
¥ (3.1.4a,b)

m m

F,=[(p,H-p,v,xD)V .
v

Preostaje jo§ da odredimo volumnu gustocu sila, tj. sile po jedinici volumena kojima
' polje djeluje na kontinuiranu raspodjelu elektri¢nih i magnetskih naboja u jedini¢nom
volumenu u okoliSu promatrane tocke

¥ Pogledati u L. M. Magid, Electromagnetic Fields, Energy and Waves, John Wiley and Sons, New York,
1972.
* Pogledati ¢lanak 1.4.8, posebno relacije (1.4.25), (1.4.26) i (1.4.27).
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f.=pE+pv,xB, (3.1.5)

fm = pmHﬁ Pm¥m xD . (.1.6)
Te sile se Cesto nazivaju "volumne sile" i mjere se u njutnima po prostornom metru
(N/m*). Uvedemo li prema relaciji za konvekcijske struje (1.2.6) gustoéu elektri¢ne
struje u vakuumu J = pv, dobivamo volumnu silu na elektri¢ne naboje p 1 elektri¢ne
struje J u polju u praznom prostoru iz (3.1.5) kao

f,=pE+JxB . -3

Analogno je gusto¢a magnetske struje J,, =p,V,. pa se volumna sila na magnetske
naboje 1 magnetske struje u elektromagnetskom polju racuna prema (3.1.6) kao

fo=0,H-J,xD . (3.1.8)

Tako ¢emo se u ovom poglavlju jo§ podosta baviti proratunom sila, moZemo rec¢i da
smo utvrdili sve potrebne relacije za sile interakcije elektromagnetskih polja i sustava
kontinuiranih raspodjela naboja i struja. One ¢e nam pomo¢i da bismo odredili energet-
ske odnose u takvim interakcijama.

3.1.2. Energija i snaga predana nabojima u gibanju

Pristup elektromagnetskoj energiji temeljit ¢e se na utvrdivanju snage predane od
elektromagnetskog polja nabojima u gibanju u praznom prostoru. Pritom ¢emo pod
snagom razumijevati brzinu prijenosa energije iz polja k nabojima u gibanju. Trenutna
vrijednost snage odreduje se iz relacije’

aw
s (3.1.9)
P dt ’

i mjeri se u volt-amperima tj. vatima (W). S W smo obiljeZili energiju mjerenu u
vat-sekundama (Ws) odnosno dzulima (J), a s t vrijeme mjereno u sekundama (s).
Odredit ¢emo najprije energiju predanu u jedinici vremena tj. snagu predanu od
elektromagnetskog polja (E,B) tockastom elektri€nom naboju g koji se giba brzinom v,
u vakuumu. Ona je upravo jednaka obavljenom radu u jedinici vremena kada polje
djeluje silom F, na naboj u gibanju. Predanu snagu odnosno obavljenu radnju sile F, na
putu ds u jedinici vremena, tj. brzinu obavljanja radnje, izraCunat ¢emo prema definiciji

% Pogledati npr. P. Kulidi¢, Mehanika i toplina, Skolska knjiga, Zagreb, 1987.



3. Energija i sile u elektromagnetskom polju 137

P,=F ... =F,v,=q(E+v,xB)v,,

e e dt -
Sto ocito zbog v, x v, =0, daje trenutnu predanu snagu toCkastom naboju
P =qv,E. (3.1.10)

Sli¢no se snaga predana tockastom magnetskom naboju ¢,,, koji se giba brzinom v, u
elektromagnetskom polju (D,H) u vakuumu, moZe izracunati prema izrazu

P —F ds

m m._‘}; =F!}l -vﬂ.l:q.m.(H_vﬂlXD) .le .

Ponovno, zbog medusobne okomitosti vektora v, 1 (v,, x D), tj. zbog v, x v,, =0, dobiva
se za trenutnu predanu snagu tockastom magnetskom naboju izraz

m

szqmvm H . (311 1)

Usmjerimo naSu paZnju na elektricne i magnetske naboje ¢ija je kontinuirana raspo-
djela u praznom prostoru dana funkcijama p(r,f) i p,(r.t) koji se gibaju brzinama v (r,?)
i v,(r1). Sile kojima ce elektromagnetsko polje djelovati na naboje u elementarnom
volumenu dV odreduju se pomocu (3.1.5) i1 (3.1.6), kao

dF,=f,dV=(pE+pv,xB)dV ,
dF, =f dV=(p, H-p v xD)dV .

m m

Ove sile predaju ukupnu energiju u jedinici vremena ili ukupnu trenutnu snagu elektri-
¢nim 1 magnetskim nabojima u gibanju unutar elementarnog volumena odredenu
izrazom

dP=(p,+p,)dV=dF v, +dF, v, =(f,v,+f,v,)dv . (3.1.12)

m m

Veli¢inu p = p, + p,,, mjerenu u vatima po prostornom metru (W/m*), nazivamo volum-
nom gustocom snage ili jednostavno volumnom snagom. Ona se iz gornjih izraza moze
odrediti kao

p=pve-E+pmvm'H' (3-1-13)

Uvedemo li u skladu s (1.2.6) gustocu elektri¢ne struje u vakuumu J = pv, i analogno
gustocu magnetske struje J, = p,v,,, 1zraz (3.1.13) za ukupnu trenutnu volumnu snagu,
koju elektromagnetsko polje predaje kontinuirano raspodijeljenim elektri¢nim i magnet-
skim nabojima u gibanju, reducira se na

p=J-E+J H. (3.1.14)
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Ovdje su J i J,, makroskopske gustoée elektriénih i magnetskih struja u toc¢ki. Ukupna
energija predana od elektromagnetskog polja u jedinici vremena (trenutna predana
snaga) svim nabojima u volumenu V odreduje se integracijom

P=[pdv=[(J-E+J,H)dV, (3.1.15)
v |4

i mjeri se u vatima (W).

Elektri¢ni naboji u gibanju mogu biti slobodni i vezani. Slobodni naboji mogu
predstavljati vanjske (konvekcijske) naboje, Cije gibanje se ubrzava ili usporava poljem
E. Takve raspodjele mogu se naéi npr. u ioniziranim plinovima i plazmama i u snopu
elektrona u vakuumskim cijevima. Slobodni naboji mogu takoder predstavljati I unutar-
nje (kondukcijske) naboje u materijalu, a brzina im je algebarski povezana s elektriCnim
poljem E. U relaciji (3.1.14) izrazili smo gustocu energije predane u jedinici vremena
od elektromagnetskog polja u danoj tocki elektri¢nim nabojima u gibanju u praznom
prostoru kao skalarni produkt elektri¢nog polja E i ukupne gustoce elektri¢ne struje J u
tocki. Ovdje J predstavlja doprinose struji kako od gibanja slobodnih elektri¢nih naboja,
tako i od vezanih elektri¢nih naboja koji rezultiraju iz makroskopskog modela polarizi-
ranog materijala. Odgovarajuéu volumnu snagu predanu od elektromagnetskog polja
magnetskim nabojima u gibanju izrazili smo kao skalarni produkt magnetskog polja H
i gustoée magnetske struje J, u tocki, gdje J, predstavlja gustoéu magnetske struje
koja rezultira iz makroskopskog modela magnetiziranog materijala.

Iz prethodnog moZemo zakljuciti da iako se volumna energija predana u jedinici
vremena odnosi na raspodjele J 1 J,, u vakuumu, izraz (3.1.14) moZe korisno posluZiti i
dovoljno je opéenit za primjenu i u ekvivalentnim makroskopskim modelima materijala,
koje nadomje$tamo raspodjelama elektri¢nih i magnetskih naboja u praznom prostoru.

3.2. ELEKTROMAGNETSKA ENERGIJA

Ukupna trenutna snaga predana od elektromagnetskog polja slobodnim (kondukcij-
skim i konvekcijskim) i vezanim (elektri¢cnim i magnetskim) nabojima, koji se uvijek
nalaze u stanju gibanja, prema iskustvu iz mehanike pretvara se jednim dijelom u neki
drugi reverzibilni oblik energije; npr. kroz ubrzanje ili usporenje naboja u povecanje ili
smanjenje kineti¢ke energije, ili pak kroz promjenu medusobnog poloZaja naboja u
poveéanje ili smanjenje potencijalne energije sustava naboja. Drugim dijelom za pretpo-
staviti je da se nabojima od polja predana energija pretvara i u ireverzibilni oblik ener-
gije, tj. u toplinu. Toplina nastala pomacima, i uopée gibanjem naboja, predstavlja
nepovratno izgubljenu elektromagnetsku energiju. Nazivamo je stoga gubitkom energije
ili jednostavno gubitkom (snage).® S druge strane univerzalno prirodno nacelo ouvanja

® Detaljnije o gubicima polarizacije, histereze i vodenja, pogledati u &lancima 3.3.3. 1 3.3.4.
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energije upuéuje nas na pretpostavku da se snaga (3.1.15) predana od elektromagnet-
skog polja nabojima u gibanju mora namiriti i iskazati kao smanjenje energije polja i
kao tijek snage prenesene poljem iz izvora. Suprotno nacelu djelovanja na daljinu,
nacelo polja’ kao $to je ve¢ reCeno uvodi polje sila, koje lokalnom interakcijom prenose
udinke od totke do tolke kroz prostor. Suglasno ideji polja mi govorimo o energiji koja
je pohranjena u samom polju i koja se prenosi poljem, tj. kroz prostor. To nam omogu-
Cuje da energiju koja ostaje ili se prenosi pomocu elektromagnetskog polja nazivamo
"elektromagnetskom energijom".

U ovom odjeljku analizirat éemo prijenos i pohranjivanje elektromagnetske energije
u praznom prostoru. Sredi$nja tocka te analize bit ¢e Poyntingov teorem, temeljna
relacija ofuvanja energije u elektromagnetskom sustavu. Pokazat ¢emo da je s matema-
ti¢ke totke gledista Poyntingov teorem izravna posljedica Maxwellovih jednadZbi.
Njegova fizikalna interpretacija od bitnog je znaCaja za studij energetskih odnosa u
elektromagnetskom polju i u elektromagnetskoj teoriji uopce.

3.2.1. Oc¢uvanje elektromagnetske energije. Poyntingov
teorem

3.2.1.1. Poyntingov teorem u diferencijalnom obliku

Temeljnu relaciju za ofuvanje energije u elektromagnetskom sustavu, Poyntingov
teorem u diferencijalnom obliku, izvest ¢emo polaze¢i od izraza (3.1.14) za ukupnu
trenutnu volumnu snagu koju elektromagnetsko polje predaje elektri¢nim 1 magnetskim
nabojima u gibanju

p=J-E+J ‘H. (3.2.1)

Podsjetimo da strujama J i J,, opCenito pridonose svi vanjski i unutarnji, slobodni i
vezani naboji, pa ¢e ova analiza i zakljucci, iako se odnose na gibanje naboja u vakuu-
mu, biti jednako valjani kako za energetske odnose u praznom prostoru tako i unutar
makroskopskog modela materijala. To ¢emo postici ako za J i J,, supstituiramo izraze

oP

J=J +—,
ot (3.2.2a,b)
oM

Ty =t

m I"'U at

koji vaZe za makroskopske zakone polja u materijalu kao $to smo to opisali u odjeljku
1.5. Polazeéi od Maxwellovih jednadzbi (1.5.10a, b) za model s magnetskim nabojem®

7 Pojam polja opisan je u &lanku 1.1.1.
* Pogledati makroskopski opis materijala za model s magnetskim nabojem u Elanku 1.5.2.
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oH oM oH

Vilimall, e s iy

X 'Im p’O at H'(l ot “'0 ot ?
oE P oE
VxH=J+¢, Ey =JS+§+80§ ,

moZemo izraziti ukupne elektri¢ne i magnetske struje J i J,, kao

P E
J“—“‘JS‘F% “;VXH—EO% ,
(3.2.3a,b)
oM oH
Jm=|.l.c—a‘-= VxE uo_é; .

Uvrstimo li te izraze za struje J i J,, u relaciju (3.2.1), prevest ¢emo od polja nabojima
predanu snagu p u oblik koji sadrZi samo veli¢ine polja E i H. Pa dobivamo izraz

pm(VxH—aﬁ%?]'E +(—VxE— “0%)

OF oH
=[E-(VxH)-H(VxE)|-e,E-—" - poH " —" .

Primijenimo li vektorski identitet’
~V(ExH)=E-«(VxH)-H(VxE) ,

1 ekvivalenciju izraza

OE _ 9|50 pn
fokf a:"as[z El]’

moZemo konac¢no napisati izraz za snagu

e n
p=E-J+H-Jm=—V'(ExH)—g(?O|E[2+?0|H|2), (3:24)

koju elektromagnetsko polje predaje svim elektri¢nim i magnetskim nabojima u gibanju
unutar jedini¢nog volumena praznog prostora ili materijala. Jednadiba (3.2.4) je

¥ Pogledati Prilog C.
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Poyntingov teorem u diferencijalnom obliku. Predstavlja temeljnu relaciju oCuvanja
elektromagnetske energije u opéem slucaju. Izveo ju je prvi put 1884. godine Poynting,
a potom iste godine i Heaviside.

3.2.1.2. Poyntingov teorem u integralnom obliku

Integracijom obiju strana relacije (3.2.4) po ukupnom volumenu V, kojega zatvara

Slika 3.2.1. Tijek energije u volumenu V,
kojeg zatvara ploha §.

ploha S, kao na slici 3.2.1,dobivamo

d € 2 Ho 2
- sdasEs - (ExH o o L e )
{pdV [(EJ H-J ydV £V( «H)dV dr-{(ZIEl + - |H| ]dV

Totalna derivacija zamijenila je parcijalnu derivaciju buduci da volumen V ne ovisi o
vremenu. Uz primjenu Gaussova teorema divergencije slijedi relacija za Poyntingov
energetski teorem u integralnom obliku

d € Ko
1 . o CE e B - T I 2 ) (3.2.5)
[(E J+H-J )dV f( xH) ndS 7 {( 5 |E| 5 |H| }dV

Relacije (3.2.4) i (3.2.5) predstavljaju diferencijalni i integralni oblik Poyntingova
teorema. One vrijede opcenito, tj. i u praznom prostoru i u prostoru ispunjenom mate-
rijalom. Ovdje ¢e paZnja biti usmjerena na energetske odnose u vakuumu, dok ¢e se
energetski odnosi u materijalu posebno razmotriti u odjeljku 3.3.

3.2.1.3. Ocuvanje elektromagnetske energije u vakuumu

Iako izrazi za Poyntingov teorem (3.2.4) i (3.2.5) vrijede opéenito, mi ¢emo naSu
paZnju u ovoj tocki ograni€iti na polja u praznom prostoru odnosno vakuumu. To sve u
namjeri da bismo izbjegli poteskoée koje se javljaju zbog nelinearnih i nejedinstvenih
odnosa u medudjelovanju elektromagnetskih polja i materijala. Energetski odnosi u
materijalima bit ¢e posebno razmatrani u ¢lanku 3.3.2.

Pojasnjenje Poyntingova teorema o ouvanju energije u opéenito vremenski ovisnim
elektromagnetskim poljima zapocet ¢emo tumacenjem pojedinih ¢lanova u izrazima
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(3.2.4) i (3.2.5). Zna&enje desne strane obiju relacija postat ¢e razumljivije uvedemo li
dvije nove veli¢ine. Prije svega uvest ¢emo skalarnu veli¢inu

1
gl E|*+ 5 o |H|*, (3.2.6)

I

1
W= —
2
koju moZemo protumaditi kao volumnu gustocu energije pohranjene u elektromagnet-
skom polju (E, H) u praznom prostoru.

Za vremenski ovisna elektromagnetska polja gusto¢a pohranjene energije w, koja je
raspodijeljena po praznom prostoru, takoder je funkcija vremena. Zato pojam vremenski
ovisne gustoée energije u raznim tofkama u prostoru mora biti udruZen s hipotezom o
tijeku energije u polju. Ova ideja nameée se ako Zelimo da nalelo ocuvanja energije
bude zadrzano. U svakom sludaju promjena jakosti polja (E, H) i gustoCe energije w
mora biti povezana s idejom o tijeku energije u elektromagnetskom polju. Uvedimo zato
jo$ jednu novu vektorsku veli¢inu

N=ExH , 3.2.7)

poznatu pod nazivom Poyntingov vektor.
Promotrimo najprije diferencijalni oblik Poyntingova teorema (3.2.4) koji sada
mozZemo pojednostavnjeno pisati kao

vN-¥ (3.2.8)
at

Desna strana izvedena je iz sila koje djeluju na sve vrste elektricnih i magnetskih
naboja i predstavlja energiju koju u jedinici vremena elektromagnetsko polje predaje
svim nabojima u gibanju unutar jedini¢nog volumena praznog prostora. Drugim rije¢ima
to je snaga kojom elektromagnetsko polje snabdijeva naboje u gibanju u jedinici volu-
mena. Ta snaga Ce biti oduzeta od elektromagnetskog polja bilo iz njegove lokalno
pohranjene energije u okolisu totke u kojoj se nalazi naboj, bilo pak negdje drugdje, Sto
onda podrazumijeva prijenos energije poljem kroz prostor. Lijeva strana te jednadZbe
reducirana je na dva &lana koji sadrZe samo polja E i H i njihove prostorne i vremenske
derivacije. To sugerira da ta dva ¢lana predstavljaju inherentne znalajke elektromag-
netskog polja povezane s pohranjivanjem i s protokom energije u njemu. Iz matema-
tickog oblika tih izraza identificirat ¢emo jedan kao divergenciju tijeka elektromagnet-
ske snage i drugi kao iznos vremenske promjene elektromagnetske energije pohranjene
u polju.

Prvi ¢lan u jednadzbi (3.2.8) je gustoca s kojom vektorsko polje N ponire u bilo
kojoj tocki prostora u kojem postoji elektromagnetsko polje. MoZe se tumaciti kao
gustoda tijeka snage od elektromagnetskog polja izvan AV u AV (prema sl. 3.2.1). To
znadi da se N moZe tumaciti kao tijek elektromagnetske snage po jedinici povrsine koja
se prenosi kroz prostor ispunjen elektromagnetskim poljem.

Drugi ¢lan na lijevoj strani jednadZbe (3.2.8) je negativna vremenska derivacija
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skalarne veliine w, koja ima dimenziju energije po jedinici volumena. To nas navodi
da drugi ¢lan protumacimo kao gustoéu kojom se snaga predaje nabojima lokalno
pomocu elektromagnetskog polja. U tom sluCaju naSa pretpostavka za w u relaciji
(3.2.6), kao o gustoci energije pohranjene u elektromagnetskom polju je valjana.

Tako relaciju (3.2.8), koja predstavlja Poyntingov teorem u diferencijalnom obliku,
mozemo tumaciti na sljedeci nacin: ako je gustoa snage predane nabojima u jedini-
¢nom volumenu AV kao na slici 3.2.1, tada se ta snaga oduzima dijelom od energije w
pohranjene lokalno pomocu E i H polja unutar AV ( — dw/dt je iznos za koji se ta ener-
gija u AV smanjuje) a dijelom se prenosi, tj. dotjeCe iz okolnog prostora gdje god
egzistira elektromagnetsko (E, H) polje (- V:N je iznos energije koja u jedinici
vremena dotece iz cijelog vanjskog prostora u jedini¢ni volumen AV). Kao Sto se moZe
vidjeti iz relacije (3.2.4), odnosno (3.2.8), mjerne jedinice svih Clanova jesu: vati po
prostornom metru (W/m®). Zanimljiv je slu¢aj u prostoru bez naboja. Tada je i snaga
predana nabojima p = 0. JednadZzba (3.2.8) poprima oblik

V-N+%W; wg (3.2.82)

koji je sli¢an jednadZbi kontinuiteta (1.2.11) za oCuvanje naboja. OCito je, po analogiji,
da jednadZba kontinuiteta (3.2.8a) izrazava oCuvanje elektromagnetske energije u regiji
bez naboja, pri ¢emu je w funkcija distribucije energije, a IV vektor tijeka energije.

Integralni oblik Poyntingova teorema dan relacijom (3.2.5) esce je u upotrebi.
Pojednostavnjeno pisan glasi

d
—f N ‘nds - . { wdV=P (3.2.9)

gdje je P ukupna (trenutna) elektromagnetska snaga predana nabojima u gibanju unutar
zatvorenog volumena V. Definirana je relacijom (3.1.15) i mjeri se u vatima (W). Prvi
¢lan na lijevoj strani, negativni integral od N po zatvorenoj plohi S (prema slici 3.2.1),
mora biti ukupna elektromagnetska snaga koja utjece u volumen V izvana iz okolnog
prostora kroz zatvorenu plohu S. Drugi ¢lan predstavlja vremensku promjenu, tj. sma-
njenje (ako ga uzmemo s negativnim predznakom) ukupne energije pohranjene u elek-
tromagnetskom polju unutar zatvorenog volumena V.

Iz jednadZbe (3.2.9) i nacela o oCuvanju energije, na temelju reCenog mozemo
zakljuciti da ukupna elektromagnetska snaga P predana svim elektri€nim 1 magnetskim
nabojima unutar volumena V mora biti nadoknadena iz vremenske promjene koja
rezultira smanjenjem ukupne elektromagnetske energije W pohranjene u elektromagnet-
skom polju unutar V, i takoder od "Cistog" tijeka elektromagnetske snage P, u V iz
vanjskog prostora (gdje negativni predznak oznaCava tijek prema unutra u V kroz zatvo-
renu plohu S).

Zanimljivo je da je Poyntingov teorem moguce dokazati i izravno primjenom nacela
o o¢uvanju energije u elektromagnetskom sustavu. Ako imamo u vidu da je relacijom
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(3.1.15) definirana snaga P predana od elektromagnetskog polja nabojima u gibanju,
lako se moZe prema (3.1.9) pokazati da je ukupna trenutna energija W, predana naboji-
ma u volumenu V povezana s P relacijom

dw
q=P=f(J'E+Jm'H)dV- (3210)
dt Y

Takoder je moguce povezati ukupni tijek snage iz okolnog prostora u volumen V i
energiju W, koja je na taj naCin prenesena u volumen V

aw,,
=P =4 N 3.2.11
= L= ij nds . (3.2.11)

Vremenska promjena ukupne pohranjene elektromagnetske energije W u praznom
prostoru u volumenu V je prema (3.2.6) dana s

aw_d f(iq |E ]hﬁ;‘mz]ﬂ,, (32.12)

Budu¢i da nacelo oCuvanja energije u volumenu V zahtijeva da budu ispunjeni uvjeti
Wq + W, + W=konst. ,

ili
Low sw,+w=0 (3.2.13)
% ’

lako je pokazati da uvrStenjem relacija (3.2.10), (3.2.11) i (3.2.12) dobivamo relaciju
(3.2.5), koja predstavlja integralni oblik Poyntingova teorema.

3.2.2. Pohranjena elektromagnetska energija u vakuumu

U dosadas$njim smo se razmatranjima ogranicilt na proucavanje energije elektromag-
netskog polja u vakuumu da bismo izbjegli poteSkoce koje dodatno nastaju zbog unoSe-
nja materijala u polje. No zato nismo postavljali nikakva ograni¢enja u pogledu naravi
vremenskih promjena veli¢ina polja. UvaZavajuéi te Cinjenice poéi ¢emo od izraza
(3.2.6) za skalarnu veli€inu

1
colE [+ o H P (3:2.14)

w=

2
2

koju smo uveli kao volumnu gustocu energije pohranjene u elektromagnetskom polju u
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vakuumu.' Otuda je ogito da je elektromagnetska energija pohranjena u onom dijelu

prostora gdje se nalazi elektromagnetsko polje (E,H). Na taj smo nain pridruZili
energiju elektromagnetskom polju. Kako se vidi iz (3.2.14) pohranjena energija w je
funkcija veliCina polja E i H, tj. neovisna je o izvorima polja bilo slobodnim ili veza-
nim u materiji. Ova ¢injenica nam omoguéava da odijelimo elektromagnetsku energiju
od ostalih oblika energije koji istovremeno mogu biti prisutni u prostoru. Moguée je
dalje gustoCu w pohranjene energije u elektromagnetskom polju razluéiti u dio

1
W= & lE (3.2.15)

udruZen s elektriCnim poljem koji predstavlja gustocu energije pohranjene u elektricnom
polju u vakuumu i u dio

1
W=7 Ho H|?, (3.2.16)

udruZen s magnetskim poljem koji predstavlja gusto¢u energije pohranjene u magnet-
skom polju u vakuumu.

S druge strane Poyntingov vektor, tj. gustoéa N tijeka elektromagnetske snage
rezultira iz interakcije elektri¢nog i magnetskog polja, 1 zato ne moZe biti razdvojen u
komponente udruZene odvojeno s E 1 s H. Uz poznatu gustou w elektromagnetske
energije moguce je odrediti ukupnu pohranjenu elektromagnetsku energiju W u prostoru
zadanog volumena V pomodu

£ "
Wm{WdV=[[?°|E |2+_29. |H|2]dy, (3.2.17)

Isto tako ukupnu pohranjenu elektromagnetsku energiju moZemo odijeliti u ukupnu
energiju pohranjenu u elektri¢cnom polju u vakuumu unutar V

WE=£wEdV= { ~ IE[av, (32.18)
1 u ukupnu energiju pohranjenu u magnetskom polju u vakuumu unutar V

WH=wadV=f%|H|2dV. (3.2.19)
v v

Konacno je

" Pogledati prethodni &lanak 3.2.1, posebno totku 3.2.1.3. U poglavljima 4. i 6. o stati¢kim poljima
pokazat cemo da se ova interpretacija slaZe s proratunom pohranjene energije u stati¢kim poljima.
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W=W,+W, , (3.2.20)

ukupna elektromagnetska energija pohranjena u sustavu u vakuumu. To je to¢no samo
u praznom prostoru. Ako se materijal nalazi u polju, tada W= W, + W, predstavlja
samo dio ukupne energije pohranjene u E i H poljima u danom sustavu. U tom slucaju
¢e dodatna energija biti pohranjena u polarizaciji i magnetizaciji naboja unutar sustava
koji sadrzi materijal."' Potrebno je, takoder, skrenuti pozornost na Cinjenicu da se moZze
opaziti odredena nejedinstvenost pri izvodenju &lanova za pohranjenu elektri¢nu i
magnetsku energiju u elektromagnetskom polju. Gustoée pohranjene energije uvedene u
izrazima (3.2.6), (3.2.15) i (3.2.16) izvedene su iz ¢lana s vremenskom derivacijom u
Poyntingovu teoremu (3.2.4). O¢ito je da se uvijek moZe dodati kojigod vremenski
neovisan &lan obadvjema i wy i wy, bez utjecaja na iznos njihove vremenske derivacije,
tj. bez utjecaja na bilancu snage u Poyntingovu teoremu. Tu viSeznaCnost moZemo lako
izbjeéi tako da jednostavno izaberemo proizvoljni nulti nivo gustoce pohranjene elektro-
magnetske energije u sustavu kada je on elektromagnetski "umrtvljen”, tj. kada su sve
elektromagnetske veli¢ine jednake nula.

3.2.3. Tijek elektromagnetske energije. Poyntingov vektor

U &lanku 3.2.1. izveli smo Poyntingov teorem u diferencijalnom obliku, tj. relaciju
(3.2.4) za otuvanje elektromagnetske energije u elementarnom volumenu u vakuumu.
Tako smo uveli vektorsku veli¢inu danu izrazom (3.2.7)

N=ExH , (3.2.21)

poznatu pod nazivom Poyntingov vektor. Ona predstavlja gustocu tijeka elektromagnet-
ske snage, tj. energiju koja prote€e u jedinici vremena kroz jedini¢nu povrSinu u okolisu
tocke u praznom prostoru u kojem postoji elektromagnetsko polje. Jedinica za N u SI
sustavu je vat po Cetvornom metru (W/m?). Integral (3.2.11) od N

$(ExH)ndS=§N-ndS=P, (3.2.22)
A §

koji se pojavljuje u relacijama (3.2.5) i (3.2.9) jedinstveno odreduje tijek elektromag-
netske snage kroz zatvorenu plohu S. Vazno je upozoriti da naSe tumacenje Poyntingova
vektora N =E x H kao gustoée elektromagnetske snage u svakoj toCki prostora nije
strogo opravdano za oba oblika Poyntingova teorema. PoteSkoca je u tome Sto iako
divergencija od E x H (ili integral od E x H preko zatvorene plohe) uvijek daje to¢nu
vrijednost snage prenesene elektromagnetskim poljem, vektoru N =E x H uvijek se

' Detaljnije pogledati u tockama 3.3.3.2. i 3.3.4.2,
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moze dodati kojigod vektor C koji je bez izvora (Cija je divergencija jednaka nula:
V-C=0), tako da bude N'=N+ C=E x H + C. Obje vrijednosti i N i N’ zadovo-
ljavaju oba oblika Poyntingova teorema. Drugim rije¢ima, ekstrapolacija prave vrijedno-
sti vektora N iz njegove divergencije u danoj regiji nije jedinstven postupak. Potrebne
su dodatne informacije. _
Usvajanje definicije Poyntingova vektora N = E x H samoga, bez dodatnog ¢lana,
kao gustoce tijeka elektromagnetske snage u tocki, ima nekoliko prednosti:
1) daje uvijek toc¢ne vrijednosti za ukupnu snagu koja protjece iz ili u zatvorenu regiju;
2) u elektrostatickom sustavu gdje je H=0 i u magnetostatickom sustavu gdje je
E =0, rezultantna vrijednost za N =E x H =0 je u suglasju s nepostojanjem bilo
kojeg opaZenog tijeka snage utvrdenog eksperimentalno;
3) vrlo je jednostavna.
U suglasju s prije reCenim postuliramo da je tijek elektromagnetske snage kroz jedini-
¢nu plohu u svakoj tocki prostora odreden Poyntingovim vektorom N = E x H. Na prim-
jeru dvoZi¢nog prijenosnog voda pokazat cemo kako se tijek elektromagnetske snage u
prostoru oko vodi¢a moZe predoCiti pomoc¢u Poyntingova vektora. Na slici 3.2.2 prika-
zali smo dvoZi¢ni vod koji sluZi za prijenos elektromagnetske energije od izvora do
potroSaca.

POTROSAC

Slika 3.2.2. DvoZi¢ni prijenosni
vod; slika polja vektora E i H

Materijal vodica je idealni provodnik (kK = ), tako da u vodi¢ima nema gubitaka niti
uzduZne komponente jakosti elektricnog polja, E, =0. Vektori elektricnog polja E 1
magnetskog polja H medusobno su okomiti u svakoj to¢ki P i imaju samo transverzalne
komponente, tj. leZe u poprecnoj ravnini S. Njihove veli¢ine mogu se odrediti jedno-
stavnim proratunom pomoc¢u zadanog napona izmedu vodica 1 struja koje teku vodici-
ma, te pomocu koordinata to¢ke P. Lako se onda izratuna Poyntingov vektor kao
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N = E x H u svakoj to¢ki P. N je uvijek okomit na ravninu S, tj. kolinearan je s osima
vodiCa, pa ima samo N, komponentu.

Slika 3.2.3. DvoZicni prijenosni vod; raspodjela
normalizirane gustoce tijeka snage Nn = NIN,,
udaljenost izmedu vodiéa d = 5 cm, polumjer vo-
di¢a ry = d/10, N, = Ull[4mln(dir,)]

To pokazuje da sva elektromagnetska snaga protjece duZ voda od izvora prema potroSa-
¢u. Njezinu normaliziranu raspodjelu oko vodi¢a u poprecnoj ravnini S prikazali smo
dijagramom na slici 3.2.3.

3.3. MATERIJAL U ELEKTROMAGNETSKOM POLJU

U prethodnim odjeljcima proucavali smo gibanje naboja i struja u elektromagnet-
skom polju u vakuumu. Analizirali smo pritom energetske odnose 1 pretvorbu elektro-
magnetske energije predane iz polja nabojima u gibanju. U ovom odjeljku analizirat
¢emo prijenos i pohranjivanje elektromagnetske energije 'u materijalu unesenom u
elektromagnetsko polje. Utvrdit ¢emo da se izrazi izvedeni za energetske odnose pri
gibanju naboja u elektromagnetskom polju u vakuumu mogu primijeniti 1 za materijal
unesen u polje. Pokazat ¢emo da se elektromagnetska energija predana iz polja naboji-
ma u materijalu pretvara dijelom u reverzibilni dio, a dijelom u ireverzibilni dio energi-
je, tj. pretvara se nepovratno u gubitak energije zbog razli¢itih u¢inaka. Pritom ¢e nam
Poyntingov teorem u materijalu, kao stavak o oCuvanju elektromagnetske energije, biti
od bitne pomoci.
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3.3.1. Elektromagnetska energija apsorbirana u materijalu

Unesemo i materijal u elektromagnetsko polje nastupit ¢e njihovo medusobno
djelovanje. Zbog unutarnjih slobodnih i vezanih naboja u materijalu pojavit ¢e se
razli¢iti u€inci. Promijenit ¢e se i polje, a stanje u materijalu bit ¢e razliito od onoga
prije unoSenja u polje. Nas zanimaju energetski odnosi. Da bismo ih utvrdili, primijeni-
mo Poyntingov teorem u diferencijalnom obliku dan relacijama (3.2.4) 1 (3.2.8). Elek-
tromagnetska snaga predana iz polja materijalu, tj. apsorbirana u materijalu u nekoj je
to¢ki odredena s

p=JE+J ‘H, (3.3.1)

gdje su J i J, gustoce elektri¢nih i magnetskih struja u materijalu. U odjeljku 1.4, u
Clancima 1.4.2.1 1.4.5, te 1.4.8, pokazano je da su vrijednosti od J 1 J,, u izravnoj svezi
s provodnim, dielektri¢kim i magnetskim svojstvima unesenog materijala.

Zahvaljuju¢i tome sada ¢emo biti u stanju da izraz (3.3.1) prevedemo u oblik, koji
izrazava apsorbiranu elektromagnetsku snagu utroSenu za polarizaciju i za magnetizi-
ranje materijala, te za proces vodenja (naboja) u materijalu. U modelu predstavljanja
materijala s ekvivalentnim magnetskim nabojima i strujama, gusto¢a magnetskih struja
J,, rezultira u mirujuéem magnetskom materijalu, prema relaciji (1.4.27) samo iz vre-
menske promjene magnetizacije M

oM
Tu=to—, - (3.3.2)

Jasno je da u relaciji (3.3.1) ¢lan
oM
py=J, - H=Hp, — (3.3.3)

predstavlja gustocu snage predane elektromagnetskim poljem materijalu kada se njegovo
magnetiziranje mijenja tijekom vremena. Drugim rije¢ima, vremenski promjenjivo
magnetiziranje materijala ima za posljedicu izmjenu energije p,, (u jedinici vremena i u
jedinicnom volumenu) izmedu elektromagnetskog polja 1 materijala.

S druge strane, gustoca elektricne struje J opcenito se sastoji od slobodne (provo-
dne) struje J, i od polarizacijske komponente J, struje, pa se uz pomoc¢ jednadzbe
(1.4.11) moze izraziti

J=Js+% . (33.4)

Polarizacijska komponenta struje J, predstavlja gustocu snage koju makroskopsko elek-
tromagnetsko polje predaje materijalu kada se njegova polarizacija mijenja u vremenu i
pridonosi komponenti gustoe snage
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oP

=E-— . (3.3.5)
Py ot

Drugim rije¢ima, ¢lan p, predstavlja izmjenu energije izmedu elektromagnetskog polja

i materijala uzrokovanu vremenski promjenjivom polarizacijom. Komponenta gustoce

snage
p,=J,E, (3.3.6)

koja rezultira od slobodnih struja J, moZe biti udruZena s razli€itim fizikalnim pojava-
ma. Ako slobodne struje J, rezultiraju Cisto od vodenja (naboja) u materijalu, sile koje
proizvodi elektriéno polje uravnoteZene su sa silama trenja koje ovise o brzini pomaka
naboja. U tom sludaju snaga predana elektromagnetskim poljem gubi se u obliku topli-
ne. To je proces koji vodi k Jouleovu'* zagrijavanju otpornika. Kako je gustoca provo-
dne struje, prema (1.4.1)

J =xE , (3.3.7)

to je gustoca izgubljene snage u linearnom vodicu dana s

P8=K|E|2 " (338)
S druge strane J, moZe predstavljati i ostale oblike gustode slobodnih struja. Npr. J|
moZe biti gustoéa neovisnih struja J; koje teku iz naponskog ili strujnog izvora. U tom
slu¢aju E+J; predstavlja snagu predanu od polja izvoru (ako je pozitivna), i od izvora
polju (ako je negativna). Dakle,

pi=-J,E, (3.3.9)

(s ukljuCenim negativnim predznakom) predstavlja gustou snage predane polju od
izvora, Opéenito se moZe reci da

J,E

predstavlja elektromagnetsku snagu pretvorenu u neki drugi oblik energije (ako je
pozitivna), ili vice versa (ako je negativna). Konacno, desna strana izraza (3.3.1) popri-
ma oblik

oP oM
p=E'JI.+K|E |2+E‘a +H'p0~§ =-P;*Pg+P,*Py (3.3.10)

ako kombiniramo razliCite oblike gustoce elektromagnetske snage predane materijalu

17 James Prescott Joule (1818 — 1889), engleski fizidar.
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(to¢nije nabojima u materijalu) od strane polja. OCito je da snaga predana u jediniénom
volumenu nabojima u gibanju koji se nalaze u materijalu i tvore makroskopski model
materijala moZe biti apsorbirana na razli¢ite na¢ine. Ona moZe biti pretvorena u drugi
oblik energije unutar neovisnog izvora ( — p;), pretvorena u toplinu i izgubljena u vodiéu
(p,), prije€i u porast polarizacije dielektriénog materijala (p,), ili kona¢no, prijeéi u
porast magnetiziranosti magnetskog materijala (p,,). Bilo koji, svi, ili nijedan od tih
procesa moze se dogoditi u danoj tocki prostora ovisno o vrijednostima E i H i o vrsti
materijala u promatranoj tocki.

3.3.2. Poyntingov teorem u materijalu

3.3.2.1. Poyntingov teorem u diferencijalnom obliku

Unesemo li materijal u polje i na njega se moZe primijeniti Poyntingov teorem u
diferencijalnom obliku, koji prema (3.2.4) i (3.2.8) glasi

_VN_%=J.E+J’”.H=F. (3.3.11)
Za analizu energetskih odnosa u materijalu unesenom u elektromagnetsko polje moze se
taj izraz, sukladno izvedenom u prethodnoj tocki, napisati u mnogo prikladnijem obliku.
Tako ¢emo za gustoCu elektromagnetske snage p, koja se iz polja predaje materijalu,
uvrstiti izraz (3.3.10), pa dobivamo konatan diferencijalni oblik Poyntingova teorema u
materijalu

(3.3.12)
0 | S0 . Poiaiin
|| s E g "
+a,[21 P+ =2 1H]
ili u simbolic¢kom obliku
(3.3.13)

[-V-N+pl=[p,+pp+Pyl+

0
E(WE+WH) .
To se moZe 1 ovako izraziti:

~ snagaapsorbirana
po jedinici volumena  +

Lijeva strana Poyntingova teorema (3.3.13) predstavlja ukupnu snagu po jedinici volu-
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mena koja je predana materijalu u promatranoj tocki. Dio te snage predan je izvana, tj.
izvan tog jedini¢nog volumena (§to je dano s — V'N), dok je ostatak predan iz neovis-
nog izvora unutar jedini¢nog volumena (§to je oznaCeno s p,). Desna strana te relacije
energetske ravnoteZe mora dati sve oblike u koje predana gustoca snage moZe biti
pretvorena u materijalu u danoj to¢ki prostora. Posebice vidimo s desne strane jednad-
7be (3.3.12) ili (3.3.13) da gustoca predane snage moZze prijec¢i u toplinski gubitak
vodenja (p,), snagu potrebnu za porast polarizacije (p,) ili magnetiziranja (p,,) u materi-
jalu, ili ona moZe posluZiti za snabdijevanje porasta pohranjene elektri¢ne i magnetske
energije u jedinici volumena u okoliSu tocke od interesa (w0t i dw,,/ot).

Zbog preglednosti pogodno je sve &lanove Poyntingova teorema u materijalu pri-
kazati u diferencijalnom obliku kao u tablici 3.3.1. na kraju ovog poglavlja.

3.3.2.2. Poyntingov teorem u integralnom obliku

Integralni oblik Poyntingova teorema u materijalu dobije se integracijom izraza
(3.3.12) u volumenu V zatvorenom plohom S, kako je pokazano na slici 3.2.1. Ako
upotrijebimo Gaussov teorem za pretvorbu prvog &lana na lijevoj strani u plosni inte-
gral, i simbol totalnog diferencijala zamijenimo parcijalnom derivacijom posto je stacio-
narni volumen V neovisan o vremenu, dobivamo

oP oM
~$N-ndS- [E-Jav= 2.E- L vHpy = |dV+
and _[ J.av {(MEI o H-u, > )dV

(3.3.14)

d | €o Ko
— (| = |EP+—|HJ?|aV .
*m[(ﬂ [+ |H]

Poyntingov teorem moZe se izraziti i ovako: dva ¢lana na lijevoj strani jednadzbe
(3.3.14) predstavljaju ukupnu snagu koja se predaje u volumen V. Dio te isporuene
snage ulazi u V izvana u obliku tijeka gustoce elektromagnetske snage N koji prolazi
kroz koju god plohu S, koja zatvara V. Ostatak predane snage dolazi iz neovisnih izvora
unutar V, i dan je volumnim integralom od p; preko V. Clanovi na desnoj strani jed-
nadzbe (3.3.14) predstavljaju razli¢ite oblike u kojima se predana snaga apsorbira
unutar V. Prvi integral na desnoj strani daje zbroj ukupne snage koja je apsorbirana u
materijalu u volumenu V. To je zbroj snage izgubljene kao toplina u vodicima i utroSe-
ne za uspostavu procesa polarizacije i magnetiziranja tvari u V. Drugi integral na desnoj
strani predstavlja ukupnu snagu potrebnu za porast energije pohranjene u elektriénom i
magnetskom polju unutar V. Sve ¢&lanove Poyntingova teorema u materijalu u
integralnom obliku pregledno smo prikazali u tablici 3.3.2. na kraju ovog poglavlja.

3.3.3. Energija polarizacije i elektri¢na energija

Do sada smo utvrdili da su elektromagnetska polja sposobna pohraniti energiju u
elektri¢nom i magnetskom obliku u praznom prostoru, na nafin koji dopusta potpun
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povratak pohranjenje energije u slu€aju kada se polja reduciraju na nulu.

Opazili smo takoder da elektromagnetska snaga predana slobodnim nabojima u
gibanju, koji tvore provodne struje u materijalima 1 konvekcijske struje u praznom
prostoru, nije pohranjena u takvom povratnom obliku. Ta snaga je izgubljena ili odvede-
na iz elektri¢nog sustava i pretvorena u druge oblike energije. MoZe biti pretvorena u
toplinu, kineti¢ku energiju, ili u neki drugi oblik.

S druge strane jo§ nije odgovoreno na pitanje §to se dogada s elektromagnetskom
snagom s kojom se opskrbljuju procesi polarizacije i magnetiziranja u nasim makro-
skopskim modelima materijala. Ovdje nam je namjera da toéno odredimo koliko elek-
tromagnetske snage je pohranjeno kao energija u obliku koji se moZe vratiti pomocu
vezanih polarizacijskih naboja u materijalu, a koliko je izgubljeno za svladavanje unu-
tarnjih sila trenja koje se suprotstavljaju procesu polarizacije.

Sli¢no ¢emo u sljedeco) tocki analizirati pohranjenu i izgubljenu energiju u mag-
netskim materijalima pri procesu magnetiziranja.

3.3.3.1. Gustoca energije polarizacije

Iz analize provedene u Clanku 3.3.1. znamo da je gustoca snage predane vezanim
nabojima koji sudjeluju u procesu polarizacije materijala (dielektrika, izolatora), prema
jednadZzbi (3.3.5) dana kao

oP

i (3.3.15)
Py ot

Predana energija po jedinici polariziranog materijala, ako se materijal polagano polari-

zira iz poCetnog nepolariziranog stanja u vremenu ¢ =0 kada je P’ =0, do konatnog

stanja u vremenu #”, kada je polarizacija P”, odredena je integralom

r"‘ P:J'
- B ; 3.3.16
WP—;'[GE EdePIOE dP . (3.3.16)

Znacenje ovog integrala moZe se najbolje objasniti pomocu relacija grade za dielek-
tricke materijale i izolatore."”” Promotrimo najprije nelinearnu, ali jedinstvenu relaciju
grade koja pokazuje odnos izmedu E 1 P prema slici 3.3.1a. Integral u (3.3.16) predsta-
vlja ukupnu povrsinu iznad krivulje polarizacije P = P(E).

Tako dugo dok je krivulja P = P(E) jedinstvena, tj. dok je jedna, i samo jedna,
vrijednost od P za svaku vrijednost od E dana u nekoj tocki, vidimo da ¢e se isti iznos
uloZene energije u polarizaciju dielektrickog materijala vratiti u sluéaju da se polja E i
P vrate ponovno na nulu u procesu polarizacije. Gusto€a energije polarizacije, dana
jednadzbom (3.3.16), pohranjena je u dielektriku u reverzibilnom obliku sve dok je
krivulja polarizacije P = P(E) jedinstvena.

* Detaljnije pogledati u &lanku 1.4.10, tocka 1.4.10.3, slika 1.4.13.
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pP
. P’ sy P = P(E)
wp :E E.r.rPu : :
T |
. -
0 Eﬂ' E
a) b)

Slika 3.3.1. Grafi&ki prikaz gustoée energije polarizacije u dielektrickom materijalu bez gubitaka
a) nelinearnom i b) linearnom

Poseban sluaj jedinstvene gradivne relacije je kod linearnog dielektrickog materijala.
Tada je polarizacijska krivulja P = P(E) predstavljena pravcem kroz ishodiste kao na
slici 3.3.1.b). Energija polarizacije reducira se na povrSinu trokuta

m
o i g 3.3.17
WP=£E-dP_EE F . (3.3.17)

gdje E” i P” predstavljaju konaCna stanja. S druge strane, dielektriCki materijali mogu
imati nejedinstvenu krivulju polarizacije P = P(E), koja je u obliku petlje histereze. Zato
promotrimo sludaj feroelektri¢nog materijala koji ima petlju histereze kao na slici 3.3.2.
Ako iz razmatranja ispustimo pocetni (djevi¢anski) dio krivulje od 0 do A, vidimo
da se idu¢i po jednoj grani petlje histereze (od A preko B i C do A’) energija predaje
materijalu, a iduéi po drugoj grani (od A” preko D i E do A) da se dio energije vraca iz
materijala u polje kao elektromagnetska energija. Polazeéi iz totke A, preko B, C, A’, D,
E, pa ponovno nazad u A, dakle u€iniv§i jedan ciklus, nalazimo da je iznos gustoce
energije jednak povrSini zatvorenoj petljom histereze, prema slici 3.3.2, izgubljen iz
sustava za svaki ciklus obilaska oko petlje histereze. Ta je energija u jedinici volumena
materijala pretvorena u radnju potrebnu da bi se svladale sile trenja koje su odgovorne
za histerezu. Na kraju ona obi¢no odlazi iz materijala u obliku topline. Dakle, gustoca
energije polarizacije, koja se u jednom ciklusu raCuna prema

wp=¢$E-dP (3.3.18a)

opCenito je poznata kao histerezni gubitak.
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Slika 3.3.2. Graficki prikaz predaje i povrat-
ka elektromagnetske energije za vrijeme
procesa polarizacije u dielektriku s gubicima

Zaklju€imo da smo pri razmatranju iznosa energije predane razlicitim dielektrickim
materijalima za vrijeme njihova pobudivanja poljem utvrdili da w, predstavlja gustocu
energije predane materijalu za vrijeme njegove polarizacije. Ako je materijal bez histe-
reze (tj. ima jedinstvenu krivulju polarizacije) tada je ta makroskopska energija pohra-
njena u materijalu u reverzibilnom obliku. Ako materijal ima histerezu (nejedinstvenu
krivulju polarizacije), tada se ta energija gubi kao toplina za svladavanje unutrasnjih sila
trenja, koje se protive mikroskopskom gibanju naboja, i odreduje se u svakom ciklusu
polariziranja prema jednadzbi (3.3.18a).

Ocito ¢e u izmjeniCnom elektromagnetskom polju frekvencije f (perioda u sekundi
ili herca) materijal ¢ija je polarizacija u jednom ciklusu predstavljena petljom histereze
prikazanom na slici 3.3.2, imati gubitak histereze dan izrazom

p,=f$E-dP . (3.3.18b)
i mjeren u vatima po prostornom metru (W/m?).

3.3.3.2. Gustoca elektricne energije

Cesto je pogodno spojiti gustoéu energije pohranjene u elektriénom polju s onom
predanom materijalu za vrijeme procesa polarizacije. Jednostavno ¢emo sumu tih dviju
energija nazvati gustoca elektricne energije w, s kojom smo snabdjeli materijal. S
pomocu jednadzbi (3.2.15) 1 (3.3.16) imamo

P
3
W, =W, +W,= -23 [E|2+fE°dP ; (3.3.19)
0

To se dalje moZe urediti na nacin
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E P (2o +P) D
w,=¢, [E-dE+ [E-aP= [ E-d(z,E+P)=[E-dD, (3.3.20)
0 0 0 0

buduéi je prema (1.5.11a) gustoca tijeka D = ¢ E + P. Slicno kao u prethodnoj tocki
3.3.3.1. moZe se pokazati da jednadzba (3.3.20) za makroskopsku elektricnu energiju
pohranjenu u jedinici volumena dielektrickog materijala s jedinstvenom krivuljom
D = D(E) predstavlja ploStinu izmedu te krivulje i D osi kao Sto je prikazano na slici
3.3.3. Za poseban slucaj linearnog dielektrika, t.j. dielektrika kojemu dielektriCnost € u
relaciji D = ¢E nije ovisna o E, jednadZba (3.3.20) se reducira u

E
we=afE-dE=% |E|2=%E-D, (3.3.21)
0

1 predstavljena je ploStinom trokuta na slici 3.3.3. b).

a) b)

Slika 3.3.3. Graficki prikaz pohranjene gustoce elektri¢ne energije u dielektrickom materijalu bez gubitaka
a) nelinearnom i b) linearnom

MoZemo reé¢i da je kod dielektrickih materijala s jedinstvenom polarizacijskom krivu-
ljom (bez gubitaka polarizacije) ukupna elektriCna energija, koja je jednaka zbiru
pohranjene energije u elektricnom polju i energije polarizacije, pohranjena u sustavu u
reverzibilnom obliku.

3.3.3.3. Ukupna elektri¢na energija

Ukupna elektricna energija W, predana sustavu jednostavno je volumni integral od
w, preko cijelog prostora V
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D
fE-dD dv . (3.3.22)
0

W,=[wdv=[
v

4

U posebnom slucaju za linearan materijal dielektricnosti € to iznosi

1
W,=[—e|EPaV . (3.3.23)
2
v
Do izraza za elektricnu energiju mozZe se doc¢i i na termodinamicki nadin izjednaca-
vanjem energije i radnje potrebne za izgradnju sustava elektri¢nih naboja, izoliranih
vodica i dielektrickih tijela u stati¢koj ravnoteZi.

3.3.4. Energija magnetiziranja i magnetska energija

3.3.4.1. Gustoca energije magnetiziranja

Ukupna energija predana materijalu u jedinici volumena, koji je bio magnetiziran
polagano od pocetnog neuzbudenog stanja u ¢ =0, kada je M” =0 posvuda, do kona-
¢nog stanja u t”, kada je gustoa magnetiziranja M”, odredena je pomocu

" M
d
= s s , 3.3.24
W, rIOH 5 (oM quf:OHdM. ( )

ZnaCenje tog integrala za gustoCu energije magnetiziranja potpuno je analogno u pret-
hodnoj tocki izvedenom izrazu (3.3.16) za gustodu energije polarizacije.

Za magnetske materijale s jedinstvenom krivuljom magnetiziranja gustoca energije
magnetiziranja moZze se predoc€iti povr§inom koju zatvara krivulja M = M(H) i os M. Ta
energija pohranjena je u magnetskom materijalu u reverzibilnom obliku. Ako je materi-
jal linearan, izraz (3.3.24) za gustocu energije magnetiziranja pojednostavnjuje se u
oblik

1
W, = 5 H-yu M, (3.3.25)

koji predstavlja povrSinu trokuta. Magnetski materijal s nejedinstvenom relacijom grade,
tj. onaj koji ima petlju histereze, gubi iznos energije ekvivalentan plostini koju zatvara
petlja histereze u svakom ciklusu magnetiziranja

Wiy = o HdM . (3.3.26a)

Ta energija se gubi 1z elektromagnetskog sustava tako da se obi¢no pretvara u toplinu u
magnetskom materijalu. Odgovarajuci gubitak snage histereze u materijalu koji se nalazi
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u izmjeni¢nom elektromagnetskom polju frekvencije f jest

Py=frof H-aM (3.3.26b)

mjeren u vatima po metru prostornom (W/m®). MoZemo pokazati da se gubitak snage
histereze moZze 1zraziti 1 kao

Py= fjﬁ H-dB (3.3.26¢)

buduéi da je prema jednadzbi (1.5.2.b) indukcija B = p(H + M).

3.3.4.2. Gusto¢a magnetske energije

Kao i u prethodnom slu€aju i ovdje ¢emo spojiti gustocu energije magnetiziranja w,,
s gustoCom energije pohranjene u magnetskom polju w, koja je dana jednadZbom
(3.2.16), da bismo dobili ukupnu gusto¢u magnetske energije w,, predanu materijalu

H M

M
W, =Wyt Wy, = % H?+ o [H-dM =, [H-aH+p, [H-dM .
0 0 0

Buduéi je prema jednadZbi (1.5.2b), indukcija B = p,(H + M), to je i dB = p(dH + dM),
pa je kona¢no gustoca magnetske energije u materijalu

(3.3.27)

Za jedinstvenu relaciju grade B = B(H) magnetskog materijala, w,, predstavlja ukupnu
makroskopsku magnetsku energiju pohranjenu u jedinici volumena u okoliSu zadane
tocke unutar materijala. Za poseban sluCaj linearnog materijala jednadzba (3.3.27) se

reducira u

H
= ai= 2 me=ly. (3.3.28)
W, p{HdH > |HP= - H'B,

buduéi da tada materijal ima permeabilnost p u relaciji B = uH neovisnu o H.

3.3.4.3. Ukupna magnetska energija

Ukupna magnetska energija w,, predana sustavu preko cijelog zadanog prostora V
jest

W,=[w,dv=[ {}H-dB)dV . (3.3.29)
|4 A"
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Za linearni materijal permeabilnosti p to iznosi
1 2
W, =[5 wlHPav,
2

za sustav u konacnom stanju odredenom s H 1 B. Odgovarajuci izraz za ukupnu mag-
netsku energiju moguce je takoder izvesti za staticka polja izjednaCavanjem energije i
radnje potrebne za izgradnju sustava elektricnih struja i magnetskih tijela u statickoj
ravnoteZzi.

3.3.5. Poyntingov teorem i elektri¢na i magnetska energija
u materijalima

Pogodno je diferencijalni (3.3.12) i integralni (3.3.14) oblik Poyntingova teorema,
nakon provedenih analiza elektriCne i magnetske energije u materijjalima, izraziti u
novim oblicima. Tako ¢emo koristeéi jednadZbe (3.3.20), (3.3.22), (3.3.27) i (3.3.29)
do¢i do novih oblika Poyntingova teorema koje smo ispisali u tablici 3.3.3. na kraju
ovog poglavlja.

Za linearne materijale s jedinstvenim krivuljama polarizacije 1 magnetiziranja,
diferencijalni i integralni oblik Poyntingova teorema mogu se jednostavno pisati kao

—V-(ExH)hEJl.=x|E|2+—;(%]E|2+—; |H|2] ,
(3.3.30a,b)
d £ [
s : - . — 2 = L 2., ¥ 2
f(ExH) nds {E J . dv £K|E[ dv+ dx{(ﬂm o |H| ]dV-

Na kraju moZemo re¢i da integracija izraza za makroskopsku gusto¢u ukupne pohra-
njene energije i izraza za izgubljenu specifi¢nu snagu, preko cijelog volumena pasivnog
materijala unutar danog sustava, mora uvijek voditi k izrazima koji pojedinacno ovise 0
iznosima energije i snage predane izvana materijalu pomocu fizikalno mjerljivih elektro-
magnetskih polja u susjednim podrucjima praznog prostora.

3.3.6. Tijek snage u stacionarnim sustavima i gubici

Kao jednu ilustraciju tijeka elektromagnetske snage razmotrit ¢emo upotrebu
Poyntingova teorema da bismo odredili tijek snage u stacionarnim ili vremenski neovis-
nim poljima. Izabrali smo sustave sa statickim poljima, jer su nam jednostavni 1 bliski.
Primjere tijeka snage u vremenski promjenjivim sustavima razmotrit ¢emo u poglavlji-
ma 7. 1 8.

Vremenski neovisan oblik Poyntingova teorema (u diferencijalnoj i integralnoj
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formi) za materijale s konstantnim znacajkama e, p i K, odredit ¢emo iz jednadZbe
(3.3.30a,b), ako uvrstimo da su sve vremenske derivacije jednake nuli

-V-N-E-J;=E-J =x|E*,
(3.3.31a,b)
~$(ExH)ndS - [E-J,av=[E-JdV .
§ Vv 4

Prvo $to treba vidjeti u tim jednadZbama jest da su svi Clanovi koji predstavljaju tijek
snage za dielektriCke i magnetske procese polarizacije (p,, py) 1 za pohranjivanje elek-
tromagnetske energije u E i H poljima (wg, w,) potpuno i§¢ezli jer je d/dt = 0. Sljedece
Sto treba vidjeti, a to je posebno vazno, jest da e stacionarna (istosmjerna) snaga teéi u
vremenski neovisnint sustavima samo kada se pojavi gustoca istosmjerne (stacionarne)
slobodne struje J, u istoj tocki u kojoj istovremeno postoji staticko E polje. Gustoca
slobodne struje J, moZe biti u obliku gustoce provodne struje J, = KE u vodicu, ili moZe
biti gustoca struje ncovisnog izvora J; u elektriénom izvoru. Jo§ opéenitije, J, moZe
poprimiti oblik bilo kojeg tijeka slobodnih naboja, kao npr. kod elektronske konvek-
cijske struje u vakuumskim cijevima.

Razmotrimo sada vremenski neovisnu snagu koja utjece u jednostavan model otpor-
nika u obliku linearnog, homogenog, provodnog §tapa kruZnog poprecnog prereza koji
je napajan iz elektri¢nog istosmjernog izvora U, smjestenog u beskonacnosti.

Slika 3.3.4. Tijek snage u Stapni otpornik s istosmjernim elektri¢nim izvorom u beskonacnosti

Otpornik je duljine L, polumjera r naCinjen od otpornog materijala malene provodnosti
K, s krajnjim plocama i vodi¢ima od supravodljivog materijala (K = e) kao $to je prika-
zano na slici 3.3.4. Kroz otpornik ée protjecati elektri¢na struja iznosa [, = U/R, gdje
smo s R oznalili ukupan elektri¢ni otpor Stapnog otpornika. Za istosmjernu struju
znamo da je R = L/xr*n.

Jouleove gubitke snage u otporniku odredit ¢emo iz jednadzbe (3.3.8) 1 prema
tablici 3.3.2. Struja /, po presjeku $tapnog otpornika jednoliko je rasporedena s konstan-
tnom gustoéom
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pa se gubici racunaju kao

- =I’R.
2
K'rm

P,=[x|Eav=1
v

S druge strane, iz integralnog oblika Poyntingova teorema za staticki sustav danog
jednadZbom (3.3.31b), primijenjenog na taj slu¢aj bez internog neovisnog izvora u
promatranom volumenu slijedi relacija

. fN-ndS =P, . (3.3.32)
S

Ona nam kazuje da se svi gubici u otporniku pokrivaju iz ukupne elektromagnetske
snage, koja kroz omotal utjee u otpornik iz vanjskog prostora. Sva ta vremenski
neovisna snaga prenesena je elektromagnetskim poljem kroz zrak od izvora u beskona-
¢nosti do otpornika (kao potroSaca).

Da bismo se uvjerili u to¢nost te tvrdnje, preostaje jo§ da izratunamo elektromag-
netsku snagu koja utje€e u otpornik. Zbog toga §to utjece u zatvorenu plohu ima negati-
van predznak 1 iznosi

I 2 L 2
—2rnL=I;—=IR.
kring 2rm O wrig °

Iy

-P,= ~j§N-ndS= —§(E><H)nd5=
S S

Time je dokazana valjanost Poyntingova teorema u promatranom primjeru. Prednost
toga pristupa je i u tome $to pomocu Poyntingova teorema moZemo u svakom primjeru
odrediti 1 lokaciju pohranjene energije i putanju tijeka elektromagnetske energije kroz
elektromagnetsko polje.

3.4. ELEKTROMAGNETSKA KOLICINA GIBANJA

U ovom odjeljku razmotrit ¢emo koliCinu gibanja, veli¢inu poznatu iz Newtonove
mehanike, sustava koji Cine teSki naboji i elektromagnetsko polje. Pretpostavimo da se
unutar zatvorene plohe S, koja omeduje prazni prostor volumena V, u elektromagnet-
skom polju nalaze te3ki slobodni naboji rasporedeni s gustocom p, i da gibanje tih
naboja moZe biti opisano strujom gustoce J,. Sila kojom elektromagnetsko polje djeluje
na te naboje i struje u jedinicnom volumenu jest Lorentzova i odredena je jednadzbom
(3.1.7), te iznosi

f=pE+J xB , (3.4.1)
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mijerena u njutnima po prostornom metru (N/m*). Ukupna sila koja djeluje na sustav
naboja u volumenu V je

F:Fe+Fm=fde=f(p3E+Jst)dV . (3.4.2)
vV v

Iz Newtonove mehanike poznato je da sustavu kontinuirane raspodjele teSkih naboja,
gustoée mase p,,, koji se gibaju brzinom v u volumenu V, odgovara kolicina gibanja'
koja se izraCunava prema

GME.H‘:fp‘mvdV: ngEHdV > (3.4.3)
v v

i mjeri se u SI sustavu u kilogram-metrima po sekundi (kgm/s). Podintegralni ¢lan
Euen = W,v predstavlja volumnu gustocu kolicine gibanja sustava.

S druge strane, prema drugom Newtonovu zakonu ukupna sila koja djeluje na
sustav teSkih slobodnih naboja i struja jednaka je brzini promjene kolifine gibanja
odredene jednadZzbom (3.4.3) i iznosi

d
F=£(pSE+JS><B)dV= ~5 Gun=Fug - (3.4.4)

ili preracunata na jedinicu volumena

d
f=pE+J xB= dg SMEH =fuen - (3.4.5)

To moZemo i ovako reéi: sila F kojom elektromagnetsko polje djeluje na teSke slobodne
naboje 1 struje u praznom prostoru volumena V je sila akcije, a njoj se prema treCem
Newtonovu zakonu suprotstavlja suprotna i po iznosu jednaka masena, tj. inercijska sila
reakcije koja sustav naboja drZi u dinamickoj ravnoteZi.

U analizi koja slijedi, polaze¢i od Maxwellovih jednadZzbi i koriste¢i jednadzbe
(3.4.4) i (3.4.5), pokazat ¢emo da se i elektromagnetskom polju moZe pridruZiti svojstvo
inercije koje je svojstveno teSkoj tvari. Upotrijebit ¢emo sustav Maxwellovih jednadzbi
prema tablici 1.5.3, prilagoden za slobodne naboje i struje u vakuumu

oE
VXB=“'0'I5+NDSOE " "
(3.4.6a,b)
oB
V Ez—— ’
§ ot

' Za detaljniji opis drugog i treCeg Newtonova zakona, te pojma kolifine gibanja pogledati npr.: P.
Kuli&i¢, Mehanika i toplina, Skolska knjiga, Zagreb, 1987,
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Ps
ViE= € * (3.4.6c,d)
V'B=0 .

Iz prve (3.4.6a) i treée (3.4.6¢c) jednadZbe moZemo izraziti slobodne naboje i struje
pomocu velicina polja E i B

p, =¢,V'E ,
(3.4.7a,b)
I, = —LVxBﬂ:O@ .
o ot

Silu akcije iz jednadZbe (3.4.1) moZemo pomocu jednadzbi (3.4.7a,b) izraziti kao

f=psE+Jst=eoE(V'E)—Il-Bx(VxBﬁeﬂBx%—f ‘ (3.4.8)
0

Posljednji ¢lan u jednadZbi (3.4.8) mozemo uz pomo¢ jednadZbe (3.4.6b) razviti prema
1Zrazu

oE JB

5]
aon—a? =80E><§ —a(eoExB)=

(3.4.9)
= -g Ex(VxE) ——g—t(aoE xB) .
Integrirajuci jednadzbu (3.4.8) preko cijelog volumena V i dodajuci €lan koji je prema
jednadzbi (3.4.6d) jednak nula B(V'B) = 0, dobivamo
f(psE+Jst)dV=feo[E(V-E) ~Ex(VxE)|dV+
¥ 4 (3.4.10)

. fi[B(v-B) -Bx(VxB))dv- [ -i(eoExB)dV '
v Ko £ ot

Uvrstimo li dobivenu jednadZbu (3.4.10) u jednadzbu (3.4.4) i uz pomo¢ izraza (3.4.3)
dobivamo
d d

[Up,E+d xBlaV+ [ — (eExB)AV=— [ (85 * o Ex B)dV =

" v d (3.4.11)

=f{eO[E(v-E)—Ex(vxE)]+i [B(V-B)—Bx(VxB)]}dV.

Ho
4
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Pokazat ¢emo dalje da se volumni integral na desnoj strani jednadzbe (3.4.11) moZe
pretvoriti u odgovarajuc¢i plo$ni integral. Zato ¢emo uz pomo¢ vektorske analize iz
izraza za divergenciju skalarnog produkta dvaju vektora A i B koji glasi

V(A B)=(A-V)B+(B-V)A+Ax(VxB)+Bx(VxA) ,

razviti odgovarajuéi izraz prvo za elektri¢no polje E iz jednadzbe (3.4.11), dakle
—Ex(VxE)=(E-V)E—%V|E|2 : (3.4.12)

Potom ¢emo prvi Clan s desne strane jednadZbe (3.4.12) razviti u pravokutnom pravocr-
tnom koordinatnom sustavu i dobiti izraz

JoE oE oE
(E-V)E= Exa_ Eya—y Eza_z

gdje su
R
Ey%%——-(EE) E%%,
E%E-—E(EE) E%i—

i s obzirom da je

oE
E(V'-E)=E— +E—2 +E—
V)=l g oy " gy

moZemo pisati da je

3 3 )
DV — . . _E(V-E) . 3.4.13
(E-V)E=— (E,E) = (E,E) + = (EE)-E(V-E) ( )

Uvrstimo 1i rezultat (3.4.13) u jednadZbu (3.4.12), dobivamo da prvi podintegralni ¢lan
na desnoj strani jednadzbe (3.4.11) glasi

[E(V:E)-Ex(VxE)] =[a—i(ExE) +<—%(EyE) + ;E(EZE) -

-v(%ymz) .

(3.4.14)
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Izraz (3.4.14) preuredit éemo dalje tako da u njega uvrstimo vektor elektri¢nog polja
izraZen po komponentama u pravocrtnom koordinatnom sustavu E =a E +aE +a L ,
pa dobivamo za prvi ¢lan na desnoj strani

d d d
BB 5 BB a_z(EzE)l s

a d 0
0[S EE) 5 BE) S EE|:

(3.4.15)
ta,

9 d d
— +—(E +— +
5 EE) + 5 EE) aZ(EzEy)]

J 3 3
+a, {a(ExEZ) 5y BE) é—Z-(EzEZ)] =
=a V-(EE) +a, V-(EE)+a,V-(EE) .

Uvrstimo dobiveno rjesenje (3.4.15) u jednadZbu (3.4.14), i nakon integracije po volu-
menu dobivamo

f[E(v-E) —Ex(VxE)]dV=afo-(ExE)dV+ayfV-(EyE)dV+
4 ¥ 4 (3.4.16)
+asz-(EzE)dV~fV(-% |E|»)dV .
Vv 4

Prva tri volumna integrala na desnoj strani jednadzbe (3.4.16) moZemo transformirati
pomocu Gaussova teorema divergencije' u tri plo$na integrala oblika

a,[V(E,E)dV=a E(En)dS=¢a E(nE)dS . (3.4.17)
|4 S N

Primjenom gradijentnog teorema'®

prelazi u ploSni

Cetvrti integral na desnoj strani jednadZbe (3.4.16)

1, | -
— =¢— . 3.4.18
{wzlEl )dv leEl nds (3.4.18)

Uvrstimo jednadZbe (3.4.17) i (3.4.18) u jednadzbu (3.4.16), pa ona prelazi u oblik

15 Pogledati Prilog B.
' Pogledati Prilog B.
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f[E(v-E) ~Ex(VxE)]dV=

|4

- jf {[axEx(n ‘E)+a E (nE)+a E(nE)] - [% |E|2n]}ds - (3.4.19)
hY

- fin-BE-n(; [EP)ES
5

JednadZba (3.4.19) daje rjeSenje prvog podintegralnog Clana volumnog integrala na
desnoj strani jednadzbe (3.4.11) za elektricno polje E. Isto vrijedi i za drugi ¢lan, za
indukciju magnetskog polja B, i on glasi

f [(V'B) - B x(VxB)]dV= 36 [(n-B)B - n(% IB|»)]dS . (3.4.20)
v S

Konacno se rjeSenje jednadzbe (3.4.11) moZe pomocu jednadzbi (3.4.19) i (3.4.20)
pisati u obliku

2 (8ypy T EXB)dV =
di
(3.4.21)

i

2
n-Byp L 1BL
) 2 Ho

o

To je vrlo vaZna relacija koja govori o naravi sila u elektromagnetskom polju i bit ée
posebno objasnjena u Clanku 3.5.1. Znacenje jednadZbe (3.4.21) najbolje éemo protu-
maciti ako zatvorenu plohu S protegnemo u beskonaénost tako da ona obuhvati cijeli
slobodni prostor. Tada je doprinos integrala na desnoj strani jednak nula, pa jednadZba
(3.4.21) poprima oblik

Zfﬂ(n-eoE)Eun%eU]EF
S

%f(gmf e, ExB)dV=0 . (3.4.22)
4

Kao 1 u slucaju zakona o oCuvanju energije, jednadzba (3.4.22) izrazava nacelo ocuva-
nja ukupne kolic¢ine gibanja sustava koji Cine teSki naboji (nabijene Cestice tvari) i
elektromagnetsko polje u praznom prostoru, §to se moZe izraziti i kao

[ @yen+ £oE x B)dV = konst. (3.4.23)
Vv

Izravna posljedica te tvrdnje jest zaklju€ak da su Newtonov treéi zakon i nacelo ocuva-
nja koli¢ine gibanja valjani samo ako se koli¢ina gibanja elektromagnetskog polja uzme
u obzir skupa s onom od (teSke) nabijene tvari. Prema tome, sustav osim gustoée
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mehaniCke koli¢ine gibanja g,,,, koja odgovara masi nabijenih Cestica u gibanju,
posjeduje i gustou elektromagnetske kolicine gibanja g,

1
gN:EOEsz—EExH , (3.4.24)
Co

koja se pridruZuje elektromagnetskom polju.'” Ukupna elektromagnetska koli¢ina giba-
nja G, situirana u elektromagnetskim E i B poljima dana je izrazom

Gy=[e,ExBdV= lszdeV , (3.4.25)

v Co v

pa se zakon o oCuvanju ukupne koli¢ine gibanja u sustavu prikazan jednadZbom (3.4.23)
moZe izraziti kao

Gyey + G, = konst. (3.4.26)

Elektromagnetska koli¢ina gibanja G, mjeri se u SI sustavu u dZul-sekundama po metru
(Js/m) ili u kilogram-metrima po sekundi (kgm/s). S ¢, oznacen je kvadrat brzine svjet-
losti u vakuumu. Na temelju svega iznesenog moZemo zakljuciti da elektromagnetsko
polje pokazuje svojstvo inercije slicno kao 1 materijal. Elektromagnetska koli¢ina gibanja
pridruZena elektromagnetskom polju u usporedbi s mehanickim sustavima makroskop-
skih razmjera zapravo je vrlo malena. Razlog za to jest Sto se prema jednadzbi (3.4.24)
Poyntingov vektor dijeli s kvadratom brzine svjetlosti da bi se dobila elektromagnetska
koli¢ina gibanja.

3.5. PROSTORNE SILE I PLOSNA NAPREZANJA

Povijesno promatrano prva istraZivanja elektriciteta i magnetizma u XVIIL stoljecu
bila su u okviru promatranja posljedica djelovanja sila na nabijene Cestice u mirovanju
i u gibanju. Tako se sile medu nabojima u mirovanju, prema tom prvotnom povijesnom
pristupu, raunaju pomoc¢u Coulombova zakona koji je izrazit predstavnik poimanja
elektri¢nih pojava pomocu tzv. pristupa "djelovanja na daljinu".

Od sredine XIX. stoljeca pridaje se sve veci znacaj elektri¢cnom i magnetskom polju
u prostoru oko naboja. Polje je poimano kao prostor u kojem je pohranjena energija i u
kojem postoji stanje naprezanja. Elektricne i magnetske pojave opisane su poljima u
prostoru u kojima postojanje elektri¢nih naboja nije uvijek nuzno. Taj drugi, suvremeni

' Relacija (3.4.24) jedan je od temeljnih postulata teorije elektromagnetskih polja i u cijelosti je eksperi-
mentalno potvrdena. Ona je neovisan postulat nerelativisticke teorije djelovanja na blizu, dok je u relativistic-
koj teoriji to jedna od komponenata Cetverodimenzionalnog tenzora energije i koliine gibanja. Pogledati npr.
J.E. Tamm, Fundamentals of the Theory of Electricity, Mir Publishers, Moskva, 1979,
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pristup koji je pojmovno i fizikalno potpuno razli¢it od onog povijesnog, oznaavamo
nazivom "djelovanje na blizu". Izravna primjena shvacanja djelovanja na blizu jest
Maxwellova teorija elektromagnetskog polja izraZena Maxwellovim jednadZbama.

Jedan od znalajnih uspjeha Maxwellove teorije elektromagnetskog polja bila je
njezina sposobnost da prostornu, tj. volumnu silu izrazi s pomocu plo§nog naprezanja
koje se prenosi kroz plohu koja zatvara zadani volumen. Tako je omoguceno da se
mehanicki uéinci u elektromagnetskom polju opisu pomocu djelovanja prenesenog kroz
prostor samo putem infinitezimalne udaljenosti. Na taj nalin izbjegnut je raCun sa
silama koje djeluju na daljinu.

3.5.1. Plo$na naprezanja u praznom prostoru

Da bismo prostornu silu na naboje i struje izrazili s pomocu plo$nog naprezanja
koje se prenosi lokalno od totke do toCke u elektromagnetskom polju, poci ¢emo od
sliedeée zadade: zamislimo ogranien dio praznog prostora (bez dielektrika 1 magnet-
skog materijala), koji sadrZi zadanu raspodjelu slobodnih naboja i struja. Neka je polje
proizvedeno dijelom od naboja i struja unutar podru¢ja, a dijelom od naboja i struja koji
su ostali izvan zadanog podruja. Tada u svakoj tocki praznog prostora volumena V,
koji je ograniden zatvorenom plohom S, vrijede Maxwellove jednadZbe (3.4.6a — d)

VxBZp.DJS+p.UeD—8}~ s
B
VxE=- L ;
at (3.5.1a - d)
Ps
ViE=—,
€o
V:B=0 .

Volumne sile kojima polja E i B djeluju na raspodjelu slobodnih naboja p, 1 struja J,,
dane su prema jednadZzbi (3.4.2), odnosno (3.4.4)

Fyeu=F +F,=[p,EdV+ [ xB)dV . (3.5.2)
v v

Da bismo dosli do izraza za plosne sile, preuredimo Maxwellove jednadZbe (3.5.1a — d)
tako da prve dvije glavne jednadZbe pomnozimo s vektorima (B/y,) i (e,E) i zbrojimo,
tako da dobijemo

e [((VXE)xE] + Ti_ [(VxB)xB]=(Jst)+eO§(ExB) . (3.5.3)
0

Razvit éemo prvi ¢lan na lijevoj strani €,[(V x E) x E]. U pravocrtnom pravokutnom
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koordinatnom sustavu moze se dvostruki vektorski produkt pisati u obliku determinante
kao

a, a, a,

0E, 0E, OE, J0E, OE,£ OE
[(VxE)xE] =|— - —2 x z y x

dy 0z dz Ox ox Jdy

E, E, E,

Zatim se moZe svakoj komponenti ovog dvostrukog vektorskog produkta dodati i
oduzeti isti ¢lan, tako da ¢e npr. x-komponenta glasiti

- Y

o g OE OB OE OE OF O,
(VxE)x<El-a.=E 5 +E 5 *Bg Ba By B

Skradeno se to moZe pisati za sve tri komponente

v ‘a =~ (E>-=|E[) +—(E.E,)+—(E.E)-E.V-
[(VxE)xE] a, W (E, 2|E|) ay(E"‘ " 82( )~ E VF,

9

B 2 1,5, 0
[(VxE)E]-ay=——(EE)+ ay(Ey -5 |EM+ = (E,E)-E,V'E,

o a 0 d 2 1 2 _
[(VxE)xE] az_a(EzEx)+g§(EzEy)+?Z(Ez “EIE| )—EZV E ,

gdje je E=a E, +aE, +aE, Uvest ¢emo elektri¢ni tenzor drugog reda § ¢ijih ¢emo
devet komponenata S, oznaciti u tablici 3.5.1.

Tablica 3.5.1. Komponente §% elektri¢nog tenzora 5
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Kako je divergencija tenzora" drugog reda S definirana kao operacija koja daje vektor

- 08, =

. ik J T4

divs =E. “ox, (k:x ) ’
j ok k »YsZ

to na kraju dobivamo izraz

eo[(Vx E)xE] =div§* - e,EVE . (3.5.42)
Isti postupak kao za elektri¢no polje moZe se primijeniti na dvostruki vektorski produkt
za magnetsku indukciju 1/p,[(V x B) x B] u pocetnoj jednadzbi (3.5.3). Uvodenjem
magnetskog tenzora drugog reda §”, s komponentama prikazanim u tablici 3.5.2,

Tablica 3.5.2. Komponente S"; magnetskog tenzora i

i uz definiranu operaciju

< a8y J=xy2

. m__ Jk .

divS§" = E E QJT . (k— ] )
J k xk =X, ¥:Z

moZe se konaéno pisati

L (vxB)xB]=divi"- -~ BV-B . (3.5.4b)

l"’o 'J'O
Uvrstimo li u jednadzbu (3.5.3) dobivene izraze (3.5.4a,b) za dvostruke vektorske

'8 Za detaljniji uvid u elemente analize tenzora pogledati npr. u B. Spain, Tensor Calculus, Interscience,
New York, 1960., te u D. S. Jones, The Theory of Electromagnetism, Pergamon Press, Oxford, 1964.
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produkte, tada dobivamo

divS® +divS™ - e, EV - E - “ti-B=(Jst) e, % (ExB) .
0

Kako je prema (3.5.1c,d): V-E=pJ/e, i V:B =0, te uvodeéi novi tenzor $ =5 +S5" s
komponentama

Sjk — Sj; +Sjm ; (355)

i divergencijom

~ as, =X,Y,
divS=E E aj—"k g (j xyz]
J Kk

L]
ox, k=x,y,2
konacno moZemo pisati

div§=psE+Jst+30§;(ExB) _ (3.5.62)

Preuredimo li tu relaciju uvodenjem u nju izraza (3.4.1), odnosno (3.5.2) dobivamo

. 0 5
fMEH=fg+fm=psE+JSXB=dIVS—SOE}“(ExB) . (3.5.6b)

JednadZba (3.5.6b) predstavlja vrlo vazan izraz pomocu kojega se moze izraziti i izraCu-
nati volumna sila koja djeluje na elemente naboja i struja u jedinici volumena u bilo
kojoj tocki praznog prostora samo s pomocu vektora polja E 1 B.

Preostaje jo$ samo jedan korak da bi se odredile traZene plo$ne sile. PoSto integri-
ramo jednadzbu (3.5.6a) po volumenu V

F,=[div§dv=[pEdv+ [1,xBaV+e, [ExBav
dt
v v v v
i primijenimo teorem divergencije na tenzore, dobivamo
5 d (3.5.7)
F,=§SndS=F +F,+e,~ [ ExBdV . 5.
A d

Plosni integral na lijevoj strani ove jednadZbe mora biti fotalna sila F, koja djeluje na
zadani volumen praznog prostora. Uvedimo novi vektor
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—5.p (3.5.8)
poznat iz mehanike kao vektor (elektromagnetskog) naprezanja, kojega ¢emo jedno-
stavno nazvati "elektromagnetsko naprezanje". On opcenito predstavija totalnu silu u
elektromagnetskom polju po jedinici plostine ili jednostavno plosnu gustocu sile u
elektromagnetskom polju. Elektromagnetsko naprezanje mjeri se u njutnima po cetvor-
nom metru (N/m?). OCito se, pomocu (3.5.8), iz jednadZbe (3.5.7) mozZe izraCunati
totalna elektromagnetska sila koja djeluje na volumen V praznog prostora u kojem
egzistiraju slobodni naboji p, i struje J, kao

Fr=§tdS:Fe+Fm+%% [ExBav, (35.9)
14

ili konacno kao

&I&

F 1
r=Fypy _2
Co

[Na (3.5.10)
v

Relacije (3.5.9) 1 (3.5.10) kazuju nam da u odredenom volumenu u praznom prostoru,
ako u njemu egzistira elektromagnetsko polje, u slu€aju da u njemu nema ni slobodnih
naboja ni slobodnih struja, da ¢e ipak postojati elektromagnetsko naprezanje po zami-
§ljenoj zatvorenoj plohi koja zatvara zadani volumen jer je posljednji ¢lan na desnoj
strani jednadZbe (3.5.9), tj. (3.5.10), razli¢it od nule. To moZe imati za posljedicu
totalnu silu F;. na taj prazni prostor razliitu od nule. Samo u slucaju statickih polja ta
sila je uvijek jednaka nuli. Ova Cinjenica bila je jedan od razloga da je Maxwell u
teoriju elektromagnetskih polja uveo pojam etera.

U slucaju stacionarne raspodjele slobodnih naboja 1 struja polja su neovisna o
vremenu. Krajnji ¢lan na desnoj strani u jednadzbama (3.5.9) 1 (3.5.10) iS¢ezava. Te
jednadZbe tada pokazuju da se sila F,, kojom stati¢ka polja djeluju na stacionarnu
raspodjelu naboja i struja, moZe izraziti pomocu

Fo=§tdS=F,+F,=Fyg, , (3.5.11)

kao integral vektora naprezanja ¢ preko bilo koje regularne zatvorene plohe koja obu-
hvaca sve te naboje i struje u praznom prostoru.

3.5.1.1. Maxwellov tenzor naprezanja

Prethodno smo uveli elektri¢ne i magnetske tenzore S¢ i $”, koji zajedno tvore tzv.
Maxwellov tenzor naprezanja S =5+ S" kao jedan ureden poredak od devet funkcija
prostora i vremena S, (koje su prikazane na slici 3.5.1)
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1 1 1
Sur) = o (E;E, - 5 |EJ*8,) + EO(B}B,C 5 |B[*8,) , (3.5.12)
iz kojih moZemo izraCunati gustocu elektromagnetskih sila kao 1 ukupne sile. U toj jed-
nadzbi 8, je Kroneckerova delta definirana tako da je 8, =0zaj#kid,=1zaj=k

A
X

Slika 3.5.1. Djelovanje komponenata tenzora naprezanja Sy na rubne plohe volumena V
Pogodno je Maxwellov tenzor naprezanja pisati u matricnom obliku
Sxx Sxy S.rz

S = [Sjk 1= S_,-x S_‘_J, S_‘_‘__
Sy Sy S,

(3.5.12b)

Iz jednadZbe (3.5.12a) ocito je (a to je vidljivo i iz tablica 3.5.1 i 3.5.2) da je
Maxwellov tenzor naprezanja dijagonalno simetrican, tj.

S =Sy »

pa treba raCunati samo sa Sest komponenata.
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Tenzor naprezanja' uveli su Maxwell i Faraday da bi se izbjegao racun sa silama
koje djeluju na daljinu. Oni su postulirali postojanje etera koji ispunjava Citav prostor 1
koji je u stanju naprezanja odredenog sa S. To stanje naprezanja bilo je mjerodavno za
prijenos sile od jednog naboja do drugoga na nalin koji je slican onom kako se sile
prenose u elasti¢énom mediju. IstraZivanja koja su slijedila pokazala su da ideja etera
nije odrZiva, i da komponente naprezanja od § nemaju fizikalne realnosti. Najvise 3to
moZemo reéi jest da sile moZemo racunati na temelju fiktivnog postojanja stanja napre-
zanja danog sa S. Tenzor naprezanja S je, dakle, pojam koji nije ovisan o prisutnosti
materijala.

3.5.1.2. Vektor elektromagnetskog naprezanja
Vektor elektromagnetskog naprezanja uveden pomocu (3.5.8) kao

—~

t=S'n,

odredit éemo tako da izraCunamo njegove tri ortogonalne komponente
tj=2 Sﬂfnk > (j:kmx}ysz) H] (35]‘3)
k

koje Cine vektor ploSnog naprezanja
t=at +at +at, . (3.5.14)

Uvrstimo 1i u jednadZzbu (3.5.13) vrijednosti komponenata Maxwellova tenzora napre-
zanja koje su dane izrazom (3.5.12b), ili pak u tablicama 3.5.1. i 3.5.2, dobivamo kom-
ponente vektora naprezanja koje prema (3.5.14) moZemo sloZiti u vektor naprezanja ¢
koji djeluje na element plohe S, ¢ija je pozitivna okomica n

(n-ﬁ]g-nl[ﬁﬁ]_ (3.5.15)

+

t=|(n-e,E)E-n % g, |EJ?

Ko 2 Ko

Ovdje treba podsjetiti da smo veé u odjeljku 3.4, analiziraju¢i koli¢inu gibanja teSkih
naboja u elektromagnetskom polju, izveli relaciju (3.4.21) za totalnu silu. O¢ito je da su
relacije (3.4.21) i (3.5.7) potpuno identi¢ne. Iz obiju slijedi da se ploSna gustoca totalne
sile, dana relacijom (3.5.15), referira kao elektromagnetsko naprezanje koje djeluje na
plohu koja omeduje promatrani volumen.

Pogodno je elektromagnetsko naprezanje u jednadZzbi (3.5.15) podijeliti u dva dijela,
tako da se pise

" Tenzori su pogodni za opis naprezanja i deformacija u materijalima. Tenzorska analiza je matematicki
formalizam kojim se opisuju vektorske transformacije u raznim koordinatnim sustavima.
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t=te+tm ) (3.5.16)

m

Ovdje smo s ¢ oznaCili naprezanje uzrokovano samo elektricnim poljem E, a s ¢
naprezanje uzrokovano samo magnetskim poljem B, pa imamo

=~ 1
t°=8n=(m-eE)E-n > o |E|?,
(3.5.17a)

t”‘=§""-nﬂ{ -E]B—n——

Buduéi da elektri¢ni i magnetski ¢lanovi naprezanja imaju isti oblik, u daljnjoj analizi
usmjerit ¢emo naSu pazZnju na naprezanje {° uzrokovano samo elektricnim poljem E,
koje je opcenito vremenski promjenjivo. Modul vektora naprezanja u elektricnom polju
dobiva se kvadriranjem, tj.

1
1= -2, B) B~ g [EFF =

1 1 1
=¢o|(n-E)? |E|*-2(n B)E n; |EP+|nf* £ |E| =183 [E]* .
Slijedi modul naprezanja
e 1 2 (3.5.18)
|£["580|E| > e

mjeren u njutnima po metru Cetvornom (N/m?). Iz usporedbe ovoga izraza za plosnu
gustocu naprezanja u elektriénom polju s izrazom (3.2.15) u ¢lanku 3.2.2. za volumnu
gustoCu energije pohranjene u elektri¢nom polju slijedi brojna jednakost

| = % eo|E[F=w, . (35.19)

Gustoéa energije w, mjeri se u dZulima po prostornom metru (J/m?).

Smjer vektora naprezanja ¢ odreden je jednadzbom (3.5.17a). Kao §to je vidljivo iz
jednadZbe, vektor naprezanja sastoji se iz dviju komponenti. Jedna komponenta vektora
t‘ je u smjeru polja E, a druga je usmjerena okomito u element plohe S, kako je to pri-
kazano na slici 3.5.2. Vektor ¢ oito leZi i u ravnini od E i n.
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Slika 3.5.2. Odnosi izmedu vektoran, Ei t°€

Pretpostavimo da E zatvara kut © prema okomici n. Tada je E'n = Ecos®, i okomita
komponenta od ¢ je

1‘,f=n-::f'=n-[(n-eOE)E~n—21-5:“,J |E|*] =
2 Linp 226 L 1RI2
= eol(n-BY -5 |EP'] = e |E[Pcost0- 2 |E[) =
]. 2 1 2 1 2 1 2 e
=50(5 |E| +5|E| cos2@—E|E| )2580|E| cos 20 = [t°|cos 20 .

Slijedi da ¢ mora zatvarati kut 20 prema okomici n. Prema tome, vektor jakosti polja
E raspolavlja kut izmedu n i t*, kako je pokazano na slici 3.5.2. S druge strane, modul
|t | ovisi samo o modulu polja |E | i nije ovisan o smjeru polja.

Na sli€¢an naCin moZemo analizirati ploSnu gustocu naprezanja ¢" uzrokovanu samo
magnetskim poljem indukcije B. Doc¢i ¢emo do sli¢nih rezultata, pa je modul naprezanja

1B

|em| = ’ (3.5.20a)
2 p,
§to se moZe izraziti i kao
" 1

Dalje se moZe re¢i da vektor #" leZi u ravnini od B i n u praznom prostoru, tako da
vektor B raspolavlja kut izmedu n i ¢”. Modul od " ovisi samo o modulu od B, a ne
ovisi 0 njegovu smjeru.

U posebnim slucajevima, kada element plohe S leZi okomito ili paralelno vektorima
polja E 1 B, imamo jednostavne situacije pokazane u slikama 3.5.3.a) i b).
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Slika 3.5.3. Naprezanja za slu¢aj okomitih, paralelnih i kosih polja

U prvom slucaju a) okomito polje E djeluje vlaénim naprezanjem iznosa g,|E |*/2 na
zadanu plohu, dok u drugom slu€aju b) paralelno polje E djeluje tlatnim naprezanjem
iznosa ¢,|E |*/2 na plohu S. U slu¢aju c) polje E je pod 45° nagnuto prema elementu
plohe S, pa ¢e prouzrokovati smi¢no (tangencijalno) naprezanje na plohu S, s iznosom
&|E |*/2. Sli¢no su na slikama 3.5.3. d), e) i f) pokazani analogni sluajevi kada mag-
netsko polje indukcije B proizvodi razli¢ita plo$na naprezanja.

Opcenito je pogodno opisati okomito naprezanje koje djeluje prema unutra na za-
tvorenu rubnu plohu S (u smjeru n), ili okomitu komponentu takvoga naprezanja, kao
tlak p na plohu S, pa imamo

p=-nt. (3.5.21)
Tako se moZe reci da elektromagnetsko polje djeluje tlakom na rubnu plohu. Obi¢no nas
zanima slucaj kada elektromagnetsko zracenje pada na odredenu plohu i kada se naziva
radijacijski tlak.

Sada ¢emo analizirati ploSna naprezanja u polju E u elementarnom volumenu AV.
Izdvojit ¢emo zato dio prostora u obliku pravokutne prizme prikazane na slici 3.5.4.
Prema pravilu da polje raspolavlja kut izmedu okomice na plohu i vektora naprezanja
proizlazi da ¢e na plohe koje su okomite na smjer polja djelovati vlatna naprezanja, a
na plohe koje su paralelne s poljem djelovat ¢e tlatna naprezanja. Ta naprezanja po
rubnoj plohi nadomjestavaju djelovanje cijelog vanjskog prostora na element AV. S
obzirom na smjer naprezanja o€ito je da se element volumena AV nastoji skratiti u
smjeru silnica i da se nastoji proSiriti u popreCnom smjeru na smjer silnica. Dakle,
silnice se u uzduZnom smjeru ponaSaju kao opruge. VaZzi pravilo: silnice u polju napre-
gnute su vlacnim naprezanjem i nastoje se skratiti, dok se u popre¢nom smjeru meduso-
bno odbijaju i nastoje se rasprsiti. To pravilo nam pomaze pri odredivanju smjera sila
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u polju.
n
E

o

-

—
wf Slika 3.5.4. Plosna
B : 7e i p= Dhaprezanja na rub-
nim plohama ele-
> menta volumena

—— AV u polju E
e

Na slikama 3.5.5a) i b) prikazali smo primjere naprezanja u stati¢kom elektricnom i
magnetskom polju.

+ U -

by

E

.:;ﬁ"—»n o~
te

Slika 3.5.5. Plo$na na-
prezanja u elektri¢nom i
magnetskom polju

a)

Tako u slucaju a) elektri¢no polje E izmedu plo¢a nabijenog ploCastog kondenzatora
uzrokuje takva plo$na naprezanja t‘ da su sile izmedu ploca privlaéne i jednake. U
sluCaju b) magnetsko polje indukcije B vodi¢a protjecanog strujom [/ uzrokuje tlatno
naprezanje " na povrsini vodi¢a. U oba slucaja naprezanja su takva da se silnice nastoje
skratiti. U oba ova slu¢aja ukupna sila na zatvorenu plohu S ofito je jednaka nuli, ().
F,=0i F,=0 buduéi da se promatrani prostori nalaze u ravnoteZi. No vrlo Cesto to
nije slu€aj. Tako je moguce u statickim poljima pomocu relacija (3.5.9), (3.5.16) i
(3.5.17a) izraziti totalnu silu kojom elektri¢no polje E djeluje na statiCku raspodjelu
slobodnih naboja p, (tj. na nabijene vodice), kao

F = { psEdV=ft‘ds=f[(nsoE)E—n%eu IEP1dS . (3.5.22)



3. Energija i sile u elektromagnetskom polju 179

Na isti nacin se pomocu relacija (3.5.9), (3.5.16) i (3.5.17b) moZe izraziti totalna sila

B
n . —_—
H,

1|BP

B-
2 W,

F,=[J xBdV=¢i"dS=¢ ds , (3.523)
14 By s

kojom magnetsko polje indukcije B djeluje na stacionarnu raspodjelu slobodnih struja J,
(tj. na vodiCe protjecane strujama).

3.5.2. Sile i ploSna naprezanja u materijalima

Analizirali smo do sada volumne sile i plo$na naprezanja u elektromagnetskom
polju u praznom prostoru. UnoSenjem materijala u polje odnosi se mijenjaju. Materijal
se polarizira i magnetizira i pojavljuju se dodatne, tzv. polarizacijske i magnetizacijske
sile. U prethodnom ¢lanku 3.5.1. pokazali smo da totalna sila, koja se prenosi elektro-
magnetskim poljem kroz bilo koju zatvorenu plohu S u praznom prostoru, moZe biti
pomocu jednadzbi (3.5.9), (3.5.10) i (3.5.15) izraZena integralom

2
FT=f(n-eoE)E—n%eﬂ|E|2+(n-£]B— ;'Bl }dS— _.
s : & (3.524)

=F NdV .
MEH Cozdf

Ovdje je s Fyy = F, + F,, oznaCena suma sila kojima elektromagnetsko polje djeluje na
slobodne naboje i1 struje u odredenom praznom prostoru. Clan

ne i§¢ezava ni u vakuumu i povr$no sugerira ideju sile na vakuum $to nema fizikalnog
smisla. Kako god, taj je ¢lan prouzrokovao mnoge spekulacije. S ¢, = 1/p,e,, 0znadena
je brzina elektromagnetskog vala u vakuumu. U najvedem broju slucajeva taj Clan je
vrlo malog iznosa zbog dijeljenja s c,’, pa ga moZemo zanemariti.

Unesemo li materijal u elektromagnetsko polje, moZemo pretpostaviti da ¢e odgova-
rajuci izraz za totalnu silu, koja se elektromagnetskim poljem prenosi kroz zatvorenu
plohu § koja sadrZi slobodne naboje, struje i materijal, imati isti oblik kao i izraz
(3.5.24.). Treba samo zamijeniti konstante praznog prostora €, i M, s odgovarajuéim
vrijednostima materijala € i p. Tako za totalnu silu na materijal u volumenu V zatvoren
plohom S, koji opéenito sadrZi slobodne naboje i struje, imamo izraz
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2
F,= fm.eE)Ew,,,;.S.E.z+(n.£)3_n;ﬂ}ds= |
s K K (3.5.25)
d
=4 (Gren * Gy -

Prva pretpostavka koja u jednadzbi (3.5.25) mora biti zadovoljena, a odnosi se na
materijal, jest da je materijal linearan, tj. da su odnosi izmedu E i1 D, kao 1 B 1 H
linearni. Druga pretpostavka jest da je materijal izotropan.

Treba napomenuti da se na isti nacin pomocu (3.5.15) 1 (3.5.17a,b) mogu odrediti
vektori plo$nih naprezanja u materijalnom mediju u elektromagnetskom polju

2
(,,.E)B_nl |B| } (3.5.26)
T 2 p

-4

=

(n'sE)E—n%s |E|?

te u statickim elektricnim i magnetskim poljima

tez(nmE)E—n% |E|*,

t3ﬂ=(n.§)8_n..l.._.|£_l_2, .

(3.5.27a,b)

o 2 p

S druge strane, u odjeljku 3.4. pokazali smo da na slobodne naboje i struje u praznom
prostoru u volumenu V zatvorenom plohom § elektromagnetsko polje djeluje prostor-
nom silom F,,, koja se prema jednadZbi (3.4.4) raCuna iz izraza

d
‘FME'Hz f [psE +J_5-XB]dV: a GME'H (3528)
v

U skladu s jednadZbama (3.5.25) i (3.5.28) moZe se rezultantna mehaniCka prostorna
sila, kojom elektromagnetsko polje djeluje na slobodne naboje, struje, polarizirani i
magnetizirani materijal u volumenu V, zatvoren plohom S, odrediti iz izraza

1|B|’

FMEH=}g ("'EE)E“R% € |E|2+(n-£]B—n 5 das -
_ s

K~ 5 (3.5.29)

1 d
gy [Nav .
v
Treba upozoriti da se sile F; i F,,;;, ne razlikuju mnogo, jer drugi ¢lan na desnoj strani

jednadZbe (3.5.29) pridonosi zanemarivo malo zbog faktora 1/c*. U stati¢kim poljima te
su sile prema (3.5.11) to¢no jednake.
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Ocito je da smo ovdje na relativno jednostavan nalin doSli do tonog izraza
(3.5.29) za volumnu silu koja djeluje na slobodne naboje i struje i na materijal pomocu
vektora ploSnog naprezanja u materijalu. Prema izrazu (3.5.12b)

— l 2 l 1 2
Sjk—e(EjEk~ - |E| ajk]+ H(BjBk—EiB] ajk) :

3]

(3.5.30a,b)

t=§-n=[(n-sE)E~n%s |E|2}+

ratunamo komponente tenzora naprezanja koje tvore vektor naprezanja u materijalu.

3.5.2.1. Prostorne sile u dielektriku u statickom elektricnom polju

Prostornu silu F,,,, kojom stati¢ko elektri¢no polje djeluje na zadanu raspodjelu
slobodnih naboja, kao i na polarizirani dielektrik u odredenom volumenu V moguce je,
osim preko tenzora ploSnog naprezanja, tj. iz jednadzbe (3.5.29), odrediti i izravno.
Potrebno je odrediti varijaciju energije u dielektriku u statickom elektricnom polju u
ovisnosti o promjeni dielektri¢nosti € u materijalu. Ako se taj postupak provede do
kraja, dolazi se do izraza® za gustoéu prostorne mehanicke sile u elektriénom polju koja
djeluje na slobodne naboje i na polarizirani dielektrik

feszE_% |E|2Va+%V(]E|2y—g—EJ . (3.5.31)
¥

U navedenoj jednadzbi prvi ¢lan na desnoj strani je prema jednadZbi (3.5.6b) gustoca
elektrostaticke sile kojom polje djeluje na slobodne naboje p, zadane raspodjele u
dielektriku. Drugi ¢lan predstavlja gustou prostorne sile koja se pojavljuje kad god se
nehomogeni dielektrik e = e(r) nalazi u elektri¢nom polju. Tre¢i ¢lan na desnoj strani
jednadzbe (3.5.31) zavreduje posebnu paZnju, jer je povezan s deformacijama dielektri-
ka u elektricnom polju. Naime, primjena elektricnog polja na neutralni dielektrik
izazvat ée polarizaciju materijala s elektricnom i mehanickom distorzijom dielektrika
kao posljedicom. Dielektrik ¢e nastojati da poveca linearne dimenzije u smjeru polja. Ta
pojava, tj. elasticna deformacija dielektrika pod djelovanjem sila uzrokovanih statickim
elektri¢nim poljem, naziva se elektrostrikcija. Prema tome taj ¢lan, poznat kao elektro-
strikcijski Clan, daje gustocu prostorne sile koja djeluje na dielektrik u nehomogenom
elektri¢nom polju. Njegov iznos ovisi eksplicitno o derivaciji de/dy, koja predstavija
veli¢inu promjene dielektri¢nosti & u ovisnosti o promjeni gustoée 7y dielektrika. Pro-

% Pogledati npr.: J. A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941, strana 137-146.;
W.K.H. Panofsky and M. Phillips, Classical Electricity and Magnetism, Addison-Wesley, Reading,
Massachusetts, 1972, strana 107-111; H.H. Woodson, J.R. Melcher, Electromehanical Dynamics, Part 11, John
Wiley, New York, 1968., str, 463-466.
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mjena gustoée mase dielektrika nastaje zbog naprezanja materijala u elektricnom polju.
(Gustoéa mase materijala mjeri se u kilogramima po prostornom metru, kg/m®.)

- U slutaju kada nema slobodnih naboja (p,=0), prvi ¢lan u jednadZzbi (3.5.31)
iS¢ezava, pa dobivamo za gustou prostorne sile kojom elektri¢no polje djeluje na
neutralni dielektrik, koji se unoSenjem u polje polarizira izraz

R T T | 2,,. 08 (3.5.32)

Ovaj izraz predstavlja gustocu polarizacijske sile i vrlo je pogodan za objaSnjene fizi-
kalne naravi sila koje djeluju na dielektrik. Izveden je pod pretpostavkom da varijacija
dielektri¢nosti € za neki infinitezimalni pomak u prostoru moZe biti razjaSnjena neho-
mogeno$éu dielektrika i promjenom gustoce mase dielektrika, koja je povezana s njego-
vom deformacijom u elektri¢nom polju. Jasno je da se deformacije u ¢vrstom dielektri-
ku mogu dogoditi bez promjene volumena. PoSto pretpostavljamo da je dielektrik u
stati¢koj ravnoteZi, mehanicke sile uzrokovane elektricnim poljem bit e uravnoteZene s
elasticnim silama izazvanim deformacijom dielektrika.

3.5.2.2. Prostorne sile u materijalu u statickom magnetskom polju

Kao i u prethodnom slu€aju na sliCan se naCin moZe odrediti gustoCa prostorne
mehanicke sile u statickom magnetskom polju koja djeluje na slobodne struje i na
magnetizirani nehomogeni, linearni, izotropni magnetski materijal

1
2

L |BJ? L (1B, o
=J xB-— Vp+=V e | e
§ 2 2 [ p2 oy

1 2 5 OW
= J B_._« H \VJ VIIH —_— =
flﬂ .S‘X 2 | | IJ'+ (I | YaY

(3.5.33)

I ovdje prvi ¢lan predstavlja magnetsku silu kojom polje B djeluje na slobodne struje J,
zadane raspodjele u magnetskom materijalu. Ako nema slobodnih struja J, = 0, tada taj
¢lan i8Cezava, pa izraz (3.5.33) prelazi u oblik

1iBP g 1

v
2 L2 2

L=

|B|? . op (3.5.34)
ur oy )’

i predstavlja gustocu magnetizacijske sile. To je sila po jedinici volumena kojom stati-
¢ko magnetsko polje djeluje na neutralni magnetski materijal koji se unoSenjem u polje
magnetizira, Prvi ¢lan u (3.5.34) je doprinos gusto¢i magnetizacijske sile, koji rezultira
iz nehomogenosti magnetskog materijala. Drugi Clan predstavlja sile koje su udruZene
(ili ih uzrokuju) s promjenama u gusto¢i materijala i naziva se gustoca magnetostrik-
cijskih sila.
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Cesto se umjesto opCeg izraza (3.5.33) za gustocu sile u magnetskom polju uvode
sljedeca ogranicenja:
1) Sveza B i H je linearna, tj. permeabilnost nije funkcija polja B;
2) Nema permanentnih magnetskih dipola u materijalu;
3) Nema magnetostrikcije, tj. du/dy = 0.
U tim uvjetima izraz
1 |BJ* 3535
Jp=IdxB-—-—-Vp. (3.5.35)
A il
v
daje gustoCu prostorne mehanicke sile kojom staticko magnetsko polje djeluje na slobo-
dne struje i na (mekani) magnetski materijal.

3.5.2.3. Prostorne sile u materijalu u elektromagnetskom polju

Pokazali smo da se rezultantna prostorna mehanicka sila kojom elektromagnetsko
polje djeluje na slobodne naboje i struje i na materijal u volumenu V, koji se u polju
polarizira i magnetizira, moZe rafunati pomocu integrala vektora plo$nog naprezanja ¢
po plohi S koja zatvara volumen V, iz jednadZbe (3.5.29). S druge strane, prema jed-
nadzbama (3.4.21) i (3.5.7) prilagodenim za materijalni medij zamjenom znacajki e, i
My S & 1 |, moZe se rezultantna mehanicka sila na slobodne naboje i struje i na materijal
u volumenu V raCunati, tako da se pise

d d
Fr=—(Gypy+Gy)=F +F, +ea£EdeV ;

Uvrstenjem u

d
FeszedV s Fo=[FdV 5 Fye :EGMEH’
v v

za f, izraza (3.5.29), za f,, izraza (3.5.31), te za G, izraza (3.4.25) slijedi

| 1 de
F e = f{PsE‘ElEFVB*E V(|EI2Y a_y]}dV+

Vv
1 |BJ? 1 2 9
+f{Jst——2~%Vu+EV(E~2‘—y—5E]}dV+
v B [ Y

+ a%fEdeV——lszdeV.
V

COV

Daljnjim uredenjem i zanemarivanjem elektrostrikcije i magnetostrikcije dobivamo za
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linearni izotropni materijal izraz za silu

Fopy=F, +F, =

1 |B (3.5.36)

g, . ot l oN
2 2

dav .
at

=/ psE+Jst~% |E|*Ve
v o

To je rezultantna mehanicka sila kojom elektromagnetsko polje (E,B) djeluje na zadanu
raspodjelu slobodnih naboja p,, slobodnih struja J,, te na polarizirani i magnetizirani
izotropni materijal (g, u) u zadanom volumenu V, koji je omeden zatvorenom plohom S,
uz zanemarenje elektrostriktivnih i magnetostriktivnih sila. To je drugi oblik izraza za
silu, jer obje jednadzbe (3.5.29) i (3.5.36) odreduju istu mehanic¢ku silu. U prvom
slu¢aju tu silu raunamo putem plo$nih naprezanja u polju, a u drugom kao volumnu
silu na slobodne naboje i struje, te na vezane dipole polariziranog i magnetiziranog
materijala. Na temelju (3.5.36) moZe se odrediti gustoca prostorne mehanicke sile u
elektromagnetskom polju

2 g p -1
. l@ Vi atbt BN (3.5.37)

1
E+J xB-=|E|*?V
ps * .'.n'x 2| | € 2 I_L Cﬁz ar

Sien =

Ovdje su zanemarene pojave elektrostrikcije i magnetostrikcije u elektromagnetskom
polju.

3.5.3. PloSna naprezanja u statickim poljima na granici
dva materijala

U primijenjenoj elektromagnetskoj teoriji najée$ce nas zanimaju sile i naprezanja u
stati¢kim i kvazistati¢kim elektri¢nim i osobito magnetskim poljima. Vecina elektrome-
hani¢kih uredaja i strojeva utemeljena je na djelovanju statickih i jo§ viSe kvazistati-
¢kih®' polja. Zato éemo pozornost ograni¢iti na odredivanje naprezanja u statickim i
kvazistati¢kim elektriénim i magnetskim poljima.”

Sile i plosna naprezanja u statickim poljima na granici izmedu dva materijala slijede
iz osnovnih razmatranja o poljima na granici, ¢iji su zakljuéci saZeti u jednadZbi
(1.5.16a—c), i o plo$nim naprezanjima u materijalima prema jednadZbi (3.5.27a,b).
Pretpostavit ¢emo da su i dielektri¢ki i magnetski materijali linearni 1 izotropni. Granica
izmedu dva materijala je o$tra. Cinjenicu da se dielektritke odnosno magnetske znacaj-

2 Kvazistaticka polja su vremenski promjenjiva polja u kojima se zanemaruju struje pomaka. Pogledati
poglavlje 7.

2 Pogledati npr. Z. Haznadar, Z. Stih, S. Berberovié, G. Manenica, Torque Calculation in Switched Reluc-
tance Motor Design, Nonlinear Phenomena in Electromagnetic Field, Elsevier, Amsterdam, 1992.
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ke materijala mijenjaju skokovitim diskontinuitetom na granici zamijenit ¢emo slojem
vrlo strme ali kontinuirane promjene svojstava materijala. Kako se debljina grani¢nog
sloja smanjuje prema nuli, gradijent promjene znaCajki e i p postaje beskonalan, ali i
volumen grani¢nog sloja takoder iS¢ezava. Moramo traZiti grani¢ni prijelaz volumne
gustoce sile f u plosnu gustocu sile ¢, da bismo saznali koja rezultantna sila djeluje na
plohu diskontinuiteta S. Najprije ¢emo obraditi sile na granici u statickom elektri¢nom
polju.

(D 2
)
R, Im n,
Ky S Slika 3.5.6. Graniéni sloj koji razdvaja dva dielektrika
1 2

Na slici 3.5.6. tamna povrSina predstavlja prijelazni sloj izmedu dielektrickih materijala
(1) i (2). Sila kojom elektri¢no polje djeluje na materijal i slobodne naboje u tom sloju
moZe se odrediti integracijom (3.5.27a) pomocu dviju ploha §, 1 S,. Rezultantna sila na
jedinicu povrsine plohe S u smjeru n, tj. od dielektrika (2) prema dielektriku (1), kako
se debljina grani¢nog sloja pribliZava k nuli poprima iznos

1
t°=[(n-¢,E)E, - (n-¢,E,)E,] - 2" (e, |E, "~ e, | B, '] . (3:538)

U slucaju da na grani¢noj plohi izmedu dva dielektrika nema slobodnih plo$nih naboja
o,=0, iz jednadzbe (1.5.16c) slijedi da je D, =D,,=D,, tj. ne E,=ne,E, Iz
jednadzbe (1.5.16a) slijedi pak da je E, = E, = E,. Tangencijalne komponente polja s
obje strane granice uvijek su jednake. Njihova je razlika, koja se pojavljuje samo u
prvoj uglatoj zagradi u jednadzbi (3.5.38), jednaka nula. Prvi ¢lan zato ima samo
okomitu komponentu na granici kao i drugi ¢lan. Prema tome, tada u sluCaju da je
o, =0, postoji samo okomita komponenta rezultantnog ploSnog naprezanja na granici
izmedu dva dielektrika, koja se prema (3.5.38) odreduje kao

" 1
=t m=[e,(nE)) - e,(n B, - S e, |E, -2, |E, '] . (2:339)

Rezultantno naprezanje je okomito na grani¢nu plohu S i pozitivno (tj. u smjeru okomi-
ce +n) ako je €, < £, Ono djeluje u smjeru od dielektrika (2) prema dielektriku (1) u
vidu tlaka na grani¢nu plohu S. Stoga kaZemo da materijal veée dielektri¢nosti nastoji
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prodrijeti i popuniti prostor koji zauzima materijal manje dielektricnosti. To je opce
pravilo prema kojemu se jednostavno odreduje smjer sile i naprezanja u statickom polju.

Ako se neko &vrsto tijelo dielektri¢nosti &, nalazi potpuno okruZeno dielektrikom
£,, kao na slici 3.5.7,

Slika 3.5.7. Cvrsto tijelo okruzeno dielektrikom €,

tada ée na tijelo (na dielektrik i na slobodne naboje u njemu) elektrostatiCko polje
djelovati rezultantnom mehani¢kom silom koja se pomocu (3.5.30b) odreduje kao

1
Fy=§lne,EDE, - Sne, |E, [*]dS, (3.5.40)
Sl

Ta sila nadomjesta djelovanje vanjskog prostora na &vrsto tijelo. U slucaju da je Cvrsto
tijelo vodi¢, npr. kovina, polje E, je okomito na rubnu plohu, a E, =0, pa je tada rezul-
tantna sila na izolirani vodic¢

1 1
Fye=7 §31|E1 *nds, = D) jgosEldS1 ; (3.5.41)
5, 5,
gdje je 6, = €,n'E, plosna gustocéa naboja na poviini vodi¢a. Sada ¢emo sliénim pos-
tupkom odrediti naprezanja na granici dva linearna magnetska (neferomagnetska)
materijala u statikom magnetskom polju. Analogno jednadzbi (3.5.38) rezultantno

plo§no naprezanje na granici iznosi

B B
n-— B, - ne— B, —ln
By 2] 2

U sluaju da na graniénoj plohi izmedu dva magnetska materijala nema slobodnih
plonih struja K, = 0, iz jednadZbe (1.5.16b) slijedi da je H,, = H, = H, ]. da su tangen-
cijalne komponente s obje strane granice jednake. Okomite komponente indukcije su
prema (1.5.16d) uvijek jednake, B,, = B,, = B,. Stoga da rezultantni tlak koji je okomit
na graniénu plohu S, djeluje iz smjera materijala (2) u materijal (1), ako je p, <p,, 1ima

B 1B,
By Ha

(3.5.44)

tﬂl i
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1Znos

B |* |B,?
t, =t"n= i(;»;-13')2_“1_(,,.3 )2 _1 LL_l_Z_l _ (3.5.45)
' BTy T2 B

1 1 2

I u magnetskom polju materijal veée permeabilnosti nastoji istisnuti materijal manje
permeabilnosti.

Tablica 3.3.1. Diferencijalni oblik Poyntingova teorema u materijalu

: d
Poyntingov teorem ~VN+p,= P *Pp*Py* 5 (Wg+ wy)

Poyntingov vektor=Tijek EM snage kroz

jedinicu plostine. N=ExH

Snaga predana od neovisnog unutarnjeg
izvora po jedinici volumena pi==Rd,

Gubitak snage po jedinici
volumena u linearnom vodicu

Snaga utro$ena po jedinici volumena za
porast polarizacije materijala

Snaga utro$ena po jedinici volumena za
porast magnetiziranja materijala

Porast pohranjene energije u E i H polju u
jedinici volumena i v jedinici vremena

Energija pohranjena u jedinici volumena u
E polju

Energija pohranjena u jedinici volumena u
H polju
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Tablica 3.3.2. Integralni oblik Poyntingova teorema u materijalu

Poyntingov teorern:
fN nds - fE JdV= f(x1E|1+E ?*H “G“T)dV*

d 0 2. Mo 2
= [|=|E|*+—|H|*|dV
+dr£(2] | 2[ |]

Simbolicki oblik Poyntingova teorema:

d
- N'ndS+P,=P +P,+P,+ S Wet Wy
S

Ukupan tijek elektromagnetske snage kroz zatvorenu plohu S u —jgN-udS= —f(ExH) -ndS
volumen V :

Ukupna elektri¢na snaga isporuéena od isnih izvora
p ga isp neovisnih izvo P,= 'fE'Ja dav
volumenu V
Ukupna snaga izgubljena u lineamnim vodifima u P -=f|<|E|2 dv
g

volumenu V

Ukupna snaga apsorbirana procesom polarizacije tvari u
|| volumenu V Pp= fE —_ dV
v

Ukupna snaga apsorbirana procesom magnetiziranja tvari u oM
volumenu V —fH o5, 4V
Ukupna elektri¢na energija pohranjenja u polju E u
volumenu V W, =f |E|*aV

v

Ukupna magnetska energija pohranjenja u polju H u
volumenu V W,

fﬁ |H|*dV
) 2




3. Energija i sile u elektromagnetskom polju 189

Tablica 3.3.3. Diferencijalni i integralni oblici Poyntingova teorema u materijalu

Diferencijalni oblici:

d
“VN+P5=P3+ -a—r(we+wm)

D B
3
—V-(ExH)—EJ'.=K{EJZ+a[ja.E-dD+!;H'dB]

Integralni oblici:

-§N-nds +P,=P,+ di W, + W)
(4
av

D B
~f@xH) nds- [E-Jdv= [x|EPav+2 [fE-dD+fH-dB
f v 2 dt | 0

Utok elektromagnetske snage po jedinici volumena u promatranoj tocki ~VN=-V-(ExH)
Ukupan tijek elektromagnetske snage kroz plohu S u volumen V "fNWldS: f(E xH) ndS
s s
Snaga po jedinici volumena predana od neovisnog izvorau V p,=-E-J,
Ukupna elektri¢na snaga isporucena od neovisnog izvora u volumen V == f E-J,dv
v
Gubitak snage po jedinici volumena u linearnom vodicu Pg=J,'E=KIE|2
. , . . - - : - 2
Ukupna snaga izgubljena u linearnim vodi¢ima u volumenu V P, —f-fs EdV~fKIE| av
v v

Gustoca ukupne elektritne energije u materijalu u elektromagnetskom e

polju w,=wg+w,= [ E-dD
0
p
Ukupna elektri¢na energija u materijalu u elektromagnetskom polju W, = f ( f E -dD)dV
v o

B

Gustoca ukupne magnetske energije u materijalu u elektromagnetskom
polju Wp=WytWy= fH'dB
0
B
Ukupna magnetska energija u materijalu u elektromagnetskom polju W, = f ( f H-dB)dV
v oo
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4. STATICKO ELEKTRICNO POLJE

U prethodnim poglavljima uveli smo sustav Maxwellovih jednadZbi i elektromag-
netsku teoriju koja se na njima temelji. U nastavku éemo razraditi primjenu te teorije
pri rjeSavanju zadaca u elektromagnetizmu. Takve zadace klasificiramo prema njihovoj
sloZenosti, a ona slijedi iz vremenske ovisnosti veli¢ina polja. Najjednostavnije zadace
u elektromagnetizmu su staticke zadace u kojima veli€ine polja ne ovise o vremenu.
Ovdje ¢emo zapodeti analizom zadaca u stati¢kim elektri¢nim poljima koja uzrokuju
naboji u mirovanju. Takve zadade najéeSce susre¢emo pri projektiranju izolacijskih
sustava elektromagnetskih naprava.

U potetku poglavlja opisat éemo osnovne jednadZbe statitkog elektriénog polja koje
predstavljaju poseban slu¢aj Maxwellovih jednadZbi, a zatim ¢emo razmotriti znaCajke
skalarnog elektriénog potencijala u takvom polju. Iz njih slijedi i pogodan nacin prikazi-
vanja stati¢kih elektri¢nih polja ekvipotencijalnim plohama i linijama polja. Energiju
pohranjenu u statitkom elektricnom polju izvest ¢emo iz energije potrebne za formiranje
takvog polja, a za odredivanje rezultantnih sila koristit éemo pristup pomocu energije.
Kapacitet, kao osnovnu integralnu znacajku elektri¢nog polja za jednostavne, te parcijal-
ne kapacitete za sloZene rasporede, definirat éemo analizom odnosa naboja i potencijala
u takvim rasporedima. Posebnu paZnju posvetit ¢emo analitikim postupcima rjeSavanja
zadada stati¢kih elektri&nih polja u tri osnovna pravokutna koordinatna sustava: pravoli-
nijskom, cilindri¢nom i sfernom.' Postupke rjeSavanja ¢emo uvesti analizom svojstava i
opéeg rjeSenja Poissonove jednadZbe s pomo¢u Greenovih funkcija, a svrstat ¢emo ih u
Eetiri grupe: izravno rjeSavanje Laplaceove jednadZbe separacijom varijabli, rjeSavanje
zadaéa u neogranienom prostoru, odredivanje Greenovih funkcija odslikavanjem i
konformno preslikavanje. Sve postupke ¢emo pojasniti karakteristiénim primjerima koji
rezultiraju jednostavnijim analitickim izrazima.

4.1. JEDNADZBE STATICKOG ELEKTRICNOG
POLJA

Pod statickim elektriénim poljem razumijevamo elektromagnetsko polje u kojem
nema gibanja naboja. Tada ne teku nikakve struje (vrijedi J=0), sve derivacije po

! U Prilogu C pogledati definicije i osnovne veliine tih sustava. Vife o koordinatnim sustavima u P.
Moon, D.E. Spencer: Field Theory Handbook, Springer-Verlag 1961.
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vremenu su nula, pa iz jednadzbi (1.5.15a—-d) i (1.5.17a — ¢) slijedi H = B = 0, a sustav
Maxwellovih jednadZbi se svodi na

Vaki=t, 4.1.12)
V-D=p ,
uz relaciju grade

D ll', (4.1.3)

gdje je € dielektriCnost materijala koja je za LIH (linearne izotropne i homogene)
materijale’ skalarna konstanta. Integralni oblik jednadzbi (4.1.1) i (4.1.2) jest

jﬁE-dl=O ,
¢ (4.1.4,5)
fﬂ-ndS=fpdV .

S vV

Ovdje je ! zatvorena krivulja, a S povrSina koja obuhvaéa volumen V.> Iz podetne
postavke da u statickom elektri¢nom polju ne postoji gibanje naboja slijedi podjela svih
materijala u takvim poljima na dvije vrste: vodice i dielektrike (izolatore). U vodi¢ima
Je pokretljivost naboja beskonacno velika, pa se svaka preraspodjela naboja odvija u
beskonatno malom trenutku. Naboji u dielektricima su nepokretni i podloZni samo
mehanizmu polarizacije.*

4.1.1. Skalarni elektri¢ni potencijal

Uvodenje skalarnog elektri¢nog potencijala’ @ u jednadzbe (4.1.1) i (4.1.2) uvelike
olakSava rjeSavanje zadaca u stati¢kim elektri¢nim poljima. U homogenim, izotropnim
materijalima on zadovoljava skalarnu diferencijalnu jednadZbu

VoVe +eAp=-p . (4.1.6)

Za njezino rjeSenje potrebno je poznavati funkciju raspodjele dielektri¢nosti. U prakti-
¢noj primjeni te jednadZbe najcesca su dva slucaja:

* U prakti¢nim primjenama stati¢kih elektri¢nih polja najée§ée koristimo takve materijale. Zadaée s
nelinearnim materijalima detaljnije ¢emo analizirati u Sestom i devetom poglavlju,

' JednadZba (4.1.5) poznata je kao Gaussov zakon.

* Pogledati odjeljak 1.4. i tlanak 8.3.3.

* Uvodenje antipotencijala u jednadZbe statitkog elektriénog polja nema praktiénog smisla jer time one i
dalje ostaju vektorske diferencijalne jednadZbe s istim brojem nepoznatih funkcija kao i prije uvodenja
antipotencijala. Pogledati poglavlje 2.
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1. Polje u linearnom homogenom dielektriku sa slobodnim prostornim nabojem gusto-
¢e p,. Tada se jednadZba (4.1.6) svodi na Poissonovu diferencijalnu jednadibu®

Ap=-L . (4.1.7)
E

2. Polje u linearnom homogenom dielektriku bez slobodnog prostornog naboja
(p, = 0). Tada se jednadZba (4.1.6) svodi na Laplaceovu diferencijalnu jednadZbu
poznatu iz mnogih podrugja primjene teorijske fizike’

Ap=0. (4.1.8)

Veza izmedu skalarnog potencijala i jakosti elektriénog polja u statickom elektri¢cnom
polju slijedi iz izraza (2.1.3)

E=-Ve¢ , 4.1.9)
odnosno
o(r)=-[E-dl, (4.1.10)

[{]

gdje je r, vektor poloZaja tocke referentnog potencijala. Pomocu te jednadZzbe moZemo
skalarni elektri¢ni potencijal definirati kao radnju koju trebamo obaviti da bi jedini¢ni
naboj koji se giba protiv polja doveli iz referentne tocke u toCku definiranu vektorom
poloZaja r. Naime, ako jedini¢ni naboj moramo dovesti u smjeru suprotnom statickom
elektri¢nom polju, sila koju na tom putu moramo svladati mehani¢kom silom je* - E,
pa je radnja koju moramo obaviti odredena jednadzbom (4.1.10). Iz jednadZbe (4.1.4)
slijedi da taj integral ne ovisi o prijedenom putu izmedu toCaka r, i r, ve¢ samo o njiho-
vu poloZaju (potencijalu). Ovdje naglaSavamo da je jedino razlika potencijala izmedu
dviju todaka, koju zovemo napon, stvarno mjerljiva veliCina. Iz jednadZbe (4.1.7) slijedi
izraz za odredivanje razlike potencijala (napona) izmedu proizvoljno odabranih to¢aka A
iB

A
UAB=¢A_¢B=_IE'dI- 4.1.11)
B

Za proralun potencijala u nekoj tocki slobodan je izbor referentne tocke, ali se utjecaj
tog izbora gubi pri proraunu razlike potencijala (napona).

¢ Pogledati &lanak 2.1.3. i Prilog A.
7 Pogledati Morse and Feshbach: Methods of Theoretical Physics, McGraw-Hill 1953.
¥ Pogledati jednadZbu (1.1.1).
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4.1.2. Uvjeti na granici

Uvjete koje vektori elektri¢nog polja E i D moraju zadovoljavati na grani¢noj plohi
izmedu dvaju materijala razliCitih dielektri¢nosti izveli smo u odjeljku 1.5, a definirani
su jednadZbama (1.5.9a i 1.5.9c). Ukratko, na granici dvaju materijala tangencijalna
komponenta jakosti elektricnog polja prelazi granicu kontinuirano

nx(E,-E)=0 . (4.1.12)

Ako grani¢na ploha rastavlja dielektrik i vodi¢, tada vrijedi E = 0 unutar vodi¢a, pa u
oba materijala mora tangencijalna komponenta E biti jednaka nuli. Sukladno tome
Jjakost elektricnog polja je u statickim elektricnim poljima uvijek okomita na povrsinu
vodi¢a. Okomita komponenta elektri¢ne indukcije ¢ini skok za iznos ploSne gustoce
slobodnih naboja na granici

n(D,-D,)=0 . (4.1.13)

Pri primjeni toga uvjeta naj¢e3cée se javljaju dva sludaja:
1. Grani¢na ploha razdvaja dva dielektricka materijala.

Slika 4.1.1. Prijelaz elektricnog polja preko granice
dvaju dielektrika

Plosna gustoca slobodnih naboja na granici je u tom sluaju najfe$ée nula,” pa
okomita komponenta D prelazi granicu kontinuirano. Ako su o, i o, kutovi koje D
(ili E) zatvara s okomicom na granicu u ovom sludaju vrijedi'

U nekim primjenama se moZe pojaviti slobodni ploni naboj na granicama dvaju dielektrika zbog

Detaljnije obja¥njenje pogledati u S. Attwood: Electric and Magnetic Fields, Dover Publications Inc, New

York, 1967,
¥ Ova relacija je analogna Snellovu zakonu loma svjetlosti i &esto se naziva zakon loma za silnice.
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i
g D Pa G 5 (4.1.14)
tane, D, D, ¢,E, ez'

D

2. Grani¢na ploha razdvaja vodi¢ i dielektricki materijal. U vodicu vrijedi D =0, pa
okomita komponenta vektora elektri¢ne indukcije D na njegovoj povrSini mora biti
jednaka plosnoj gustodi slobodnog naboja 6 na povrsini vodica.

Skalarni elektri&ni potencijal je kontinuiran i konacan u svim to¢kama polja u kojima

nema totkastog naboja ili linijskog naboja,'' pa u statickom elektricnom polju mora

zadovoljavati sljedece uvjete:

1) mora teZiti nuli u beskona¢nosti ako je raspodjela naboja konalna,

2) mora biti konstantan u svakom vodi¢u jer svi naboji miruju,

3) mora granicu dvaju razli¢itih materijala prelaziti kotinuirano.

4.2. SLIKA STATICKOG ELEKTRICNOG POLJA

Veliku pomoé u razumijevanju statitkog elektri¢nog polja pruZa prikazivanje pomo-
¢u slika polja. Sliku polja u trodimenzionalnom prostoru ine linije polja i ekvipotenci-
jalne plohe. Linije polja mogu biti silnice (E-linije) ili linije tijeka (D-linije), a definira-
mo ih tako da su u svakoj tocki prostora vektori E i D tangencijalni na te linije. U
jednostavnom (LIH) materijalu te su linije identicne, a razlikuju se na granici dvaju
materijala ili u nehomogenom anizotropnom dielektriku. Linije polja odredujemo pomo-
¢u diferencijalnih jednadzbi

dx _dy dv 42.1)
E,_E E

Ekvipotencijalne plohe definiramo kao skup svih tofaka koje imaju isti skalarni elektri-
¢ni potencijal i odredujemo ih pomoéu jednadZbe

(p(x,y,z) = konst. (422)
Posto je razlika skalarnih potencijala izmedu dvaju bliskih to¢aka ekvipotencijalne plohe
nula, pomo¢u jednadzbe (4.1.9) zakljucujemo da je vektor E (linija polja) uvijek okomit
na ekvipotencijalnu plohu.

Predogavanje trodimenzionalnih slika koje obuhvacaju ekvipotencijalne plohe i linije
polja vrlo je teSko, pa najéeSce pribjegavamo dvodimenzionalnim prikazima u ravnini.

" Pogledati poglavije 2.
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Takvi se prikazi sastoje od linija polja i ekvipotencijalnih linija koje Cine mreZu ortogo-

nalnih trajektorija, a nazivamo ih slika polja. Pri crtanju tih slika uobi¢ajena je primjena

sljedec¢eg dogovora:

1) ekvipotencijalne linije crtamo tako da je razlika potencijala susjednih linija jednaka
za cijeli crtez,

2) linije polja crtamo tako da je promjena elektricnog tijeka izmedu susjednih linija
jednaka za cijeli crteZ.

Ako formiramo sliku polja primjenom ovog dogovora, dobivamo kvalitativnu 1 kvantita-

tivnu raspodjelu polja u prostoru.

Primjer 4.2.1. Slika polja tockastog naboja

U tocki 2.4.2.1. izveli smo izraz (2.4.10b) za skalarni potencijal jedini¢nog tockas-
tog naboja u slobodnom prostoru

0= LI (4.2.3)
11:80!‘

Ekvipotencijalne plohe definirane su izrazom

(4.2.4)

1 1
(p(r)_41reor_c i 411:80C ’

a predstavljaju kugle polumjera r. Pri dvodimenzionalnom prikazu te se plohe svode na
kruZnice. Za sliku polja odabiremo pocetni polumjer r, ekvipotencijalne linije 1 i iz
izraza (4.2.4) odredimo njezin potencijal. Ako Zelimo polje prikazati s N ekvipotenci-
jalnih linija, uz primjenu dogovora o jednakim razlikama potencijala medu njima,
polumjere tih linija odredujemo pomocu

8
= —r (4.2.5)

N-1
Jakost elektri¢nog polja jedini¢nog tockastog naboja odredujemo pomocu izraza (4.1.9)

1 r
B = Vig = = . (4.2.6)
® 411:5;0r2 '}

Iz ovog izraza je vidljivo da jakost elektricnog polja tockastog naboja uvijek ima radi-
Jjalni smjer, pa slijedi da su linije polja radijalni pravci. Ako Zelimo prikazati polje s N
radijalnih pravaca, onda uz primjenu dogovora o jednakoj promjeni elektri¢nog tijeka
medu njima slijedi da kut medu tim pravcima mora biti jednak i iznositi 2t/(N - 1)
radijana. Stati¢ko elektri¢no polje jedini¢nog tockastog naboja u dvije dimenzije prika-
zali smo slikom 4.2.1.
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\ Slika 4.2.1. Dvodimenzionalni prikaz statitkog elektritnog polja
tockastog naboja

U ovom jednostavnom sluéaju moguée je formirati i trodimenzionalni prikaz polja na
kojem zorno uotavamo da su ekvipotencijalne plohe kugle."

Slika 4.2.2. Trodimenzionalni prikaz statickog
elektriénog polja totkastog naboja

U knjizi éemo koristiti jo§ dva na¢ina predoCavanja polja:
1) trodimenzionalni prikaz raspodjele potencijala u zadanoj ravnini, na primjer

) :f(xsy?z = O)!

2 Tim prikazom izbjegava se sli¢nost dvodimenzionalnih prikaza bitno razli€itih polja. Na primjer, prikaz
polja beskona&nog linijskog naboja vrlo je sli¢an prikazu polja totkastog naboja, jer su ekvipotencijalne linije
takoder kruZnice a linije polja pravci. (Pogledati Primjer 4.7.2.2.) Jedina razlika u tim prikazima je udaljenost
izmedu ekvipotencijalnih linija, a to se na prvi pogled teSko uotava.
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2) prikaz raspodjele jakosti polja vektorima ¢ija je duZina srazmjerna apsolutnoj vrijed-
nosti jakosti polja u prostoru.

4.3. ENERGIJA POHRANJENA U STATICKOM
ELEKTRICNOM POLJU

Za formiranje bilo kakve statiCke raspodjele naboja u nekom sustavu nuZan je
prijelazni, dinamiCki proces dovodenja naboja na vodige i u materijale (izolatore) tog
sustava, Pritom teku struje, postoji i magnetsko polje, ali i struje i magnetsko polje
iSCezavaju uspostavom statickog stanja. U Clanku 3.3.3. smo dokazali da je energija
utroSena za uspostavu elektrinog polja" jednaka

W,=[ {}E-db }dV. (4.3.1)
V 0

Za linearne materijale' integral iz prethodne jednadZbe prelazi u

e

- % [E-Dav . 4.3.2)
Vv

Taj izraz za energiju sadrZanu u statickom elektri¢nom polju moZemo transformirati i
izraziti pomocu naboja i potencijala. Primjena identiteta o divergenciji produkta skalarne
i vektorske funkcije'® na produkt @D daje

V- (pD)=¢@V-D+DVo . (4.3.3)
UvrStavanjem jednadZbi (4.1.2) i (4.1.9) u (4.3.3) dobivamo
E-D=po-V-(¢D) . (4.3.4)

Pretpostavimo da se statiCko elektri¢no polje sastoji od N nabijenih vodljivih tijela
povrsina S,...Sy, a da ploha S, obuhvaéda Citav prostor polja (slika 4.3.1). U linearnom
materijalu izmedu vodljivih tijela moZe se nalaziti i slobodni naboj gustoée p. Uvrita-
vanjem izraza (4.3.4) u (4.3.2) slijedi

1 1
We—5£p de-«ﬂV-(@)dV . | (4.3.5)

" Pogledati jednadZbe (3.3.21) i (3.3.22).

' Energija pohranjena pri uspostavi statitkog elektri¢nog polja u linearnom materijalu moZe se u
potpunosti iz njega vratiti pri dezintegraciji tog sustava reverzibilnim procesom pa tu energiju zovemo i
potencijalnom energijom. Pod linearnim materijalom razumijevamo materijal s linearnom ovisno$¢u E i D.

15 Pogledati Prilog C.
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Slika 4.3.1. Statitko elektricno polje N
nabijenih vodljivih tijela

Primjena Gaussova teorema o divergenciji'® na tu jednadzbu rezultira s

—fp @dV~—{f(pD ndS +E§tpl) ndS} (4.3.6)

kls

Integral po povrsini S, jednak je nuli, buduéi je po poCetnoj pretpostavci ona izvan polja
(D =0). U &lanku 1.4.3. objasnili smo ponaSanje vodica u elektri¢nom polju i pokazali
da je vektor E okomit na vodi¢ u svakoj tocki njegove povrSine. Iz toga i jednadZzbe
(4.1.9) slijedi da izmedu bliskih tofaka vodi¢a nema razlike potencijala, odnosno da je
povr§ina vodica u statickom elektri¢nom polju ekvipotencijalna ploha. Primjenjujuci taj
zakljucak na (4.3.6) dobivamo

1 B
W == pq)dV_- ®,¢D-ndS} * 4.3.7)
=3 [ror -3 (e

gdje je @, potencijal k-tog vodljivog tijela. Uzimajuci u obzir izraz (4.1.5) (Gaussov
zakon) i smjer okomice na povrSinu S, koja je usmjerena u vodljivo tijelo k slijedi

N
We=lfp<pdV+iE Q,9, » (4.3.8)
24, 3

gdje je Q, ukupni naboj vodljivog tijela k. Najced¢i je slucaj kad u materijalu izmedu
vodljivih tijela nema slobodnog naboja (p = 0), pa je tada ukupna energija pohran_]ena u
statickom elektritnom polju u kojem se nalazi N nabijenih vodljivih tijela'’

1 N
== Q0. 4.3.9)
2 =

16 Pogledati Prilog C.
'7 Ovaj izraz moZemo primijeniti i za raspored totkastih naboja i on tada iskazuje energiju interakcije tih
naboja.
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Analiziraju¢i prethodne izraze moZemo uoliti viSe nafina za odredivanje energije

pohranjene u statickom elektri€¢nom polju:

1) pomocu vektora polja, primjenom jednadZzbe (4.3.2), tj. integracijom po cijelom
volumenu u kojem postoji polje,

2) pomocu poznate raspodjele naboja i potencijala, primjenom izraza (4.3.8), tj. inte-
gracijom po volumenu u kojem postoji raspodjela slobodnog naboja i pomocu
poznatih naboja i potencijala vodljivih tijela,

3) pomocu poznatog naboja i potencijala vodljivih tijela iz izraza (4.3.9) ako ne postoji
slobodni naboj,

4) ako ploha S, ne obuhvaca Citav prostor polja za odredivanje ukupne pohranjene
energije trebamo dodati doprinos definiran integralom po S, iz jednadZbe (4.3.6).

4.3.1. Odredivanje sila u statickom elektricnom polju
pomocu energije

U odjeljku 3.5. i €lanku 3.5.2. detaljno smo objasnili odredivanje sila u statickom
elektriénom polju iz poznatih veli¢ina polja i raspodjele naboja. Cesto nije moguée lako
odrediti te veliCine, pa u tim slu¢ajevima moZemo primijeniti odredivanje sila pomoéu
energije pohranjene u statickom elektri¢cnom polju. Ta metoda temelji se na zakonu o
oluvanju energije i nafelu virtualnog pomaka poznatom iz mehanike.'® Ona omoguéava
odredivanje rezultantne sile, ali ne daje uvid u prostorni raspored sila.

Analizirajmo sustav statickog elektri¢nog polja prikazan slikom 4.3.1. Zamislimo da
Jje elektri¢na sila koja djeluje na jedno tijelo tog sustava pomaknula to tijelo za virtualno
mali pomak 8s u smjeru osi s. Ako je s-komponenta rezultantne sile na to tijelo F, ta je
sila izvr8ila rad 0A, = F.0s, pa vrijedi

F = iy : (4.3.10)

¥ Os

Rad elektri¢ne sile A, moZemo izraziti prirastom energije pohranjene u statickom elek-

tricnom polju i to u dva posebna slucaja:

1. Naboji u sustavu ostaju konstantni (izolirani sustav). To zna¢i da smo vodide
sustava spojili na neki izvor i nakon postizanja statickog stanja odspojili izvor. Svi
pomaci u sustavu (rad) u tom su slufaju morali biti izvrSeni na rafun energije

pohranjene u sustavu, pa vrijedi 84, = — 8W,, odnosno
L (43.11)
4 Os

2. Potencijali u sustavu ostaju konstantni (neizolirani sustav). To znaci da su vodici

" Pogledati P. Kuligi¢, Mehanika i toplina, Skolska knjiga, Zagreb, 1987.
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sustava ostali spojeni na izvor koji im odrZava potencijale konstantnim bez obzira
na pomake. Da bi to bilo moguce, moraju se pri pomaku 8s iz izvora dovesti
dodatni naboji 8Q,...0Q,. Prema definiciji potencijala iz odjeljka 4.1. rad koji
pritom izvori obave jest

N
5_,41_22 ¢,0Q, . (4.3.12)
k=1

Prema zakonu o oCuvanju energije taj se rad moZe utrositi samo na rad elektri¢nih
sila 8A, 1 povecanje akumulirane energije u polju

0A,=0A,+0W, . (4.3.13)

Iz izraza (4.3.9) slijedi da se akumulirana energija u polju povecala za
1 N
E’We:EE ©,5Q, , (4.3.14)
k=1

pa slijedi da je 8A, = dW,. Sukladno tome izraz

L , (4.3.15)

S 8s

daje komponentu rezultantne sile u smjeru osi s u ovom slucaju.

4.4. KAPACITET

U prethodnom smo poglavlju analizirajuci energiju pohranjenu u statickom elektri-
¢nom polju zakljucili da je za nabijanje vodi¢a, odnosno formiranje statickog
elektri¢nog polja, potrebno uloZiti energiju. Sukladno tome skalarni elektri¢ni potencijal
vodica raste dovodenjem naboja na njih. Najjednostavniji sustav statickog elektri¢nog
polja sastoji se od jednog vodljivog tijela u linearnom dielektrickom materijalu. Zbog
linearnosti vektor jakosti elektriénog polja E je u svakoj tocki dielektrickog materijala
proporcionalan naboju na vodi¢u, pa iz (4.1.10) slijedi da je potencijal vodi¢a ¢ propor-
cionalan naboju vodi¢a Q

Q=Ceo . (4.4.1)

Konstantu C = Q/¢ nazivamo kapacitet (koristi se i izraz kapacitivnost) promatranog
tijela. Jedinica za kapacitet je farad (F), (1IF=1C/1V). U linearnim dielektrickim
materijalima kapacitet je geometrijska karakteristika statickog elektricnog polja i dielek-
tricnosti, a nije ovisan o naboju i potencijalu tijela.
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Primjer 4.4.1. Kapacitet usamljene vodljive kugle

Usamljena metalna kugla polumjera R nabijena nabojem Q nalazi se u dielektri-
¢kom materijalu dielektri¢nosti & prema slici 4.4.1. Iz sferne simetrije rasporeda slijedi
da je naboj jednoliko raspodijeljen po povrSini kugle, te da su vektori D i E radijalni.

w Slika 4.4.1. Usamljena metalna kugla

Za tocke koje su za r (r 2 R) udaljene od sredista kugle primjenom jednadzbe (4.1.5) na
plohu S jednaku povr$ini kugle koncentri¢ne s vodljivom kuglom i polumjera r, slijedi

Q r
E() = - . (4.4.2)
@ 4drer? r

Mozemo reci da je polje izvan kugle jednako kao da je toCkasti naboj Q u sredistu
kugle u homogenom materijalu dielektri¢nosti €. Potencijal kugle stoga odredujemo
pomocu jednadzbe (4.2.3)

__Q 4.4.3
*(R) 4neR ( )

pa je

e 9 4.4.4
o 4neR , (4.4.4)

konacni izraz za kapacitet usamljene vodljive kugle.

4.4.1. Kapacitet kondenzatora

Sposobnost akumuliranja energije u elektricnom polju koristimo u napravama koje
nazivamo kondenzatori. Idealni kondenzator je sustav dvaju vodljivih tijela, nabijenih
istim nabojima Q suprotnih predznaka koji se nalaze u beskonatnom prostoru ispunje-
nom materijalom dielektri¢nosti € (slika 4.4.2). Vodljiva tijela nazivamo elektrodama
(oblogama).
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Slika 4.4.2. Kondenzator kao sustav dviju usamljenih elektroda

Elektri¢no polje E u tom sustavu povezano je s nabojima na vodi€ima, a napon (razlika
potencijala) izmedu vodi¢a povezan je s poljem E preko jednadZbe (4.1.10). Ako je
materijal izmedu elektroda kondenzatora linearan, vektor E je u svakoj to€ki proporcio-
nalan naboju Q (ili — Q), a to znac¢i da je i napon izmedu elektroda proporcionalan
naboju

Q=C(9q-9.9)=CU. . (44.4)

Konstantu C nazivamo kapacitetom kondenzatora. On ovisi o obliku, dimenziji i medu-
sobnoj udaljenosti elektroda, te o dielektri¢nosti materijala izmedu elektroda. Prema
(4.3.9) energija pohranjena u tom sustavu iznosi

1 1
W,=5[Qog+(-Q 9 o|=5QU, (44.5)

pa pomocu jednadZbe (4.4.4) moZemo energiju pohranjenu u elektri¢nom polju kon-
denzatora izraziti kao

Y.s 19 (4.4.6)
W,=5CU=2 .

Te jednadZbe koristimo pri proradunu sila u kondenzatoru pomocu pohranjene energije.
Iz izraza (4.3.11) i (4.3.15) slijedi da silu u smjeru osi s u kondenzatoru kapaciteta C
moZemo odrediti kao

. =_{6We} _ _1Q2j(1) ’ (4.4.7)
= as |, 2~ as\C
Q=konst,

za izolirani kondenzator 1 kao

o |
< ds U=kam:.=

aC (4.4.8)
as L]

U2

B | =
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za neizolirani kondenzator.

Primjer 4.4.2. Idealni plocasti kondenzator

Ploc¢asti kondenzator Cine dvije paralelne ravne vodljive ploCe povrSine S, ¢ija je
medusobna udaljenost d (slika 4.4.3), a medu njima se nalazi materijal dielektri¢nosti

Slika 4.4.3. Idealni ploCasti kondenzator

Kad govorimo o idealnom plocastom kondenzatoru zami$ljamo da su ekvipotencijalne
plohe u cijelom kondenzatoru ravnine paralelne elektrodama, a silnice pravci okomiti
na elektrode. To, naravno, nije to&no' u blizini krajeva kondenzatora, ali u podrucju
udaljenom od krajeva polje je jednako kao da su elektrode beskonacno velike. Ako je
udaljenost d medu plocama puno manja od dimenzija ploca, moZemo zanemariti rubne
udinke i smatrati ploCasti kondenzator idealnim. Da bismo mogli odrediti kapacitet
idealnog plocastog kondenzatora primjenjujemo jednadZzbu (4.1.5) uz izbor plohe inte-
gracije S; prema slici 4.4.3. Slijedi

Q

§D-ndS=Q=Ds ~ D= , (4.4.9)

S;

unutar idealnog ploCastog kondenzatora, a izvan je D = 0. Unutar kondenzatora je jakost
elektri¢nog polja konstantna

E(x)= ;% ' (4.4.10)

pa je kapacitet idealnog plo¢astog kondenzatora

c_Q__Q Q _.S

== = =g .
y }E(x)dx }gdx 4 il
5 5 S

1 Za to&niji prorafun plotastog kondenzatora konagnih dimenzija moramo koristiti priblizne numeritke
metode. Pogledati Primjer 10.2.1.
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Elektri¢no polje u idealnom plocastom kondenzatoru nazivamo i homogenim poljem. Na
tom primjeru moZemo jednostavno prikazati primjenjivost izraza za proracun sile na
elektrode kondenzatora. Ako je idealni ploasti kondenzator izoliran, sila na njegove
elektrode je

_lgeal_ 1Q° (4.4.12)

Negativni predznak znali da sila djeluje u smjeru smanjenja razmaka izmedu ploca,
odnosno povecanja kapaciteta. Ako je idealni ploCasti kondenzator prikljuen na izvor
stalnog napona U, sila na njegove elektrode je

_1,0C 1., § 4.4.13
F=3 U, 2Ued2, (4.4.13)

pa sila i u tom slucaju djeluje u smjeru smanjenja razmaka izmedu plota. Razmotrimo
sada silu na dielektricku plocu (e, > 1) umetnutu djelomi¢no u idealni plocasti konden-
zator ispunjen zrakom (e, = 1) prema slici 4.4.4.

Slika 4.4.4. Dielektri¢ka ploga unutar ploCa-
stog kondenzatora

Najprije moramo odrediti kapacitet takvog kondenzatora. Razlika potencijala izmedu
plo¢a jednaka je duz cijelog kondenzatora, pa je jakost elektricnog polja jednaka u
cijelom kondenzatoru 1 iznosi

U
=— 4.4.14
E ik ( )

Gustoda tijeka D u dielektriku iznosi eye E, a u zraku ey E. Ukupni naboj na elektrodi
odredujemo primjenom jednadZbe (4.1.5)

Q=¢eya(b-x)+eyeax . (4.4.15)

Kapacitet kondenzatora moZemo odrediti kao
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Q ab ax '
C=§S£°7+(e o e (4.4.16)
pa je sila na ploCu
1 a
Fxmﬂz-U?'(er—l)E‘.ﬂE § (4-4-16)

za neizolirani kondenzator. Za izolirani kondenzator ta sila iznosi

d(e,-1)
eqalb+ (e, - DxP

(4.4.17)

1
F = 3 Q?
U oba slutaja sila djeluje tako da nastoji uvuci ploCu u kondenzator, ¢ime je potvrden
zakljudak® da materijal veée dielektri€nosti nastoji zbog djelovanja elektri¢nog polja
popuniti prostor koji zauzima materijal manje dielektri¢nosti. Kori§tenjem izraza za silu
mo¥emo izradunati i radnju potrebnu da bismo plo€u potpuno uvukli u kondenzator. U
sludaju neizoliranog kondenzatora ta radnja iznosi

b
1 ab 1 U\ 1
A= de.x=—U2(sr-1)ao—=—(er—l)eo(—)abdz_pEV’ (4.4.18)
{ % d 2 d 2

§to je prema (3.3.17) jednako energiji potrebnoj za polarizaciju dielektri¢ke ploce. Za
izolirani kondenzator izvod je sli¢an.

4.4.2. Sustav vodi¢a i parcijalni kapaciteti

Sada éemo razmotriti odnose u statickom elektriénom polju koje je formirano od N
odvojenih nabijenih vodljivih tijela.

Slika 4.4.5. Elektri¢no polje N nabijenih vodica i
referentne plohe

2 pogledati ¢lanak 3.5.2.
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Sva su ta tijela elektricki povezana, naboj svakog tijela nastao je utjecajem naboja sa
svih ostalih tijela, a stati¢ko elektricno polje nastaje djelovanjem naboja sa svih vodica.
U takvom sustavu biramo referentnu ekvipotencijalnu plohu kojoj pridajemo nulti
potencijal. Naj¢e§¢e za tu plohu odabiremo povriinu zemlje, jer u zada¢ama statickih
elektri¢nih polja zemlju smatramo idealnim vodifem (slika 4.4.5). Svako vodljivo tijelo
moZemo podijeliti na N dijelova iz kojih polaze D-linije na ostalih N -1 tijela 1 na
referentnu plohu kojoj pridjeljujemo indeks O, pa za ukupni naboj Q, i-tog vodljivog
tijela moZemo pisati

Qi - Qi(] toe +Qi,i—l +Q;‘,i+1 to QjN ; 1=0,..N'. (4.4.19)

U prethodnim c¢lancima tog odjeljka pokazali smo da je u linearnim dielektriCkim
materijalima naboj proporcionalan razlici potencijala, pa sada moZemo uvesti pojam
parcijalnih kapaciteta kao
— ; i=0,.N ; j=0,..i-1i+l,..N,
c,={ o9 f (4.4.20)
0 ; i=j.
Zbog simetrije utjecaja vrijedi C;= C;. UvrStenjem parcijalnih kapaciteta u (4.4.19)
dobivamo

N
QE=E C{j((Pj_tpj) 3 =0 (4.421)
j=0

U mnogim primjenama pogodno je preurediti taj izraz tako da linearnu ovisnost naboja
i razlika potencijala izmedu vodi¢a prevedemo u linearnu ovisnost naboja i potencijala
pojedinih vodi¢a

N N N
Q,'={/E C,-j}q],""z: ("C;j) tPj'__“E ij‘Pj ; i=0,.N, (4.4.22)
=0 j=0 j=0

gdje su ¢, koeficijenti indukcije,” buduéi da c; izraZava naboj induciran na i-tom vodlji-
vom tijelu ako je j-to vodljivo tijelo na jediniCnom potencijalu dok su sva ostala tijela
na nultom potencijalu.Vrijedi

N
Co=cy 5 i=0,..N ; j=i,
_ g w=C > ! L (4.4.23)

-C. ; i=0,..N ; j=0,..-1i+1,.N.

i

c ij

! Originalno ih je definirao Maxwell, pogledati J.C. Maxwell: A Treatise on Electricity and Magnetism,
Clarendon Press, 1892.
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Koeficijenti ¢; nemaju znacenje induciranog naboja na vodljivom tijelu od sebe sama,
pa ih nazivamo koeficijentima kapaciteta.

U stati¢kom elektriénom polju koje smo ovdje analizirali zbroj svih naboja u susta-
vu je nula,”* pa za ukupni naboj na referentnoj plohi vrijedi

Q=-YQ,. (4.4.24)

Uzimajuéi u obzir tu jednadZbu dobivamo sustav s N nepoznatih naboja i s N + 1 nepo-
znatih potencijala. UobiCajeno je uvesti @, = 0 i redefinirati ostale potencijale kao poten-
cijalne razlike prema referentnoj plohi. Time eliminiramo prvi redak i stupac u sustavu
(4.4.22) 1 svodimo ga na

N
Q= E Gy i=1,..N, (4.4.25)
Jj=1

s N(N + 1)/2 razli€itih koeficijenta (c; = ¢;). S pomodu tih koeficijenata moZemo izraziti
energiju pohranjenu u sustavu uvritenjem (4.4.25) u (4.3.9)

N N
¥y C,i0:®; - (4.4.26)

Ovaj izraz Siroko primjenjujemo u inZenjerskoj praksi jer uklju¢uje jednostavno mjerlji-
ve veliCine.

[z jednadZbi (4.4.25) i (4.4.26) slijedi da takav sustav vodi¢a moZemo prikazati
nadomjesnom shemom parcijalnih kapaciteta. Potencijal i-tog ¢vora u takvoj shemi
odgovara potencijalu i-tog vodi¢a u polju a parcijalni kapacitet C, spajamo izmedu
Cvorova i i k. Energija pohranjena u polju jednaka je energiji pohranjenoj u kapaci-
tetima nadomjesne sheme. Sustav (4.4.25) moZemo napisati u matriénom obliku

[Ql=[clle], (4.4.27)

gdje je [Q] vektor naboja vodljivih tijela, [¢] matrica koeficijenata indukcije s elementi-
ma c; definiranim izrazom (4.4.23), a [@] vektor potencijala vodljivih tijela. MnoZenjem
tog sustava slijeva matricom [¢] ™' dobivamo linearnu svezu potencijala i naboja

[el=[P][Q], (4.4.28)

gdje je [P] = [c]™". Elemente matrice [P] nazivamo koeficijenti potencijala, a s koefici-
jentima indukcije i kapaciteta vezani su operacijom inverzije matrica

# Takav sustav nazivamo potpunim sustavom.
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Pij= (_1)!’+1@ ;o= (—l)i ‘f(_Fi")_P (4.4.29)

el |P|
gdje su (F;), i (F;), kofaktori® od Clanova P; i ¢; u determinantama matrica [P] i [c].

Primjer 4.4.3. Sustav od tri udaljene usamljene kugle

Ovdje ¢emo razmotriti jednostavan slucaj u kojem se tri vodljive kugle polumjera r
nalaze u vrhovima istostrani¢nog trokuta prema slici 4.4.6. uz pretpostavku da je udalje-
nost d medu kuglama puno veéa od njihovih polumjera.

P

Q3M
/N

" \
/ \
d / N\ d
/ \
/ \
rn / \
\Q/ \ ¥, Slika 4.4.6. Tri vodljive kugle
» \CRRGUPgBpE S >

QI ¢, d Q2 P2

Uz pretpostavku d >> r kugle se ponafaju kao tofkasti naboji u njihovu sredi$tu.** Kao
referentnu plohu odabiremo kuglinu plohu beskonatnog polumjera. Stoga moZemo za
potencijale kugli napisati sljedec¢i sustav jednadZbi

Q Q, Q,
¢, = ¥ * >
dner, 4ned 4ned
¢,= @ . % 9% , (4.4.30)
dned 4ner, 4ned
Q, Q, Q,
Qs

= + + i
4ned 4ned dner,

Matrica tog sustava jednadzbi, koja je ujedno i matrica potencijalnih koeficijenata, jest

® Detaljnije o inverziji matrica pogledati u S. Kurepa, Uvod u linearnu algebru, Skolska knjiga, Zagreb,
1975.

* Odnose bliskih kugli rjefavamo tehnikom odslikavanja koju ¢emo opisati u &lanku 4.8.3.
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(11 1]
r,dd
_1j111 (4.431)
[P]_47ce dr, d ’
111
1 d d ry|

a njezinom? inverzijom dobivamo matricu koeficijenata indukcije

1+t 101 1t 1.1

o, d dry d? dr, d*

lel=—"7"7 fml 1. 2 'dir+515 %_}}13 "Elr_)'::%
*____(_+_+_)+___ 3 1"3 1

Ity d2r r, n ds_i+,1_ﬁ__1_+_l__i__l_

dr, d* dr, d* nn, d?

Iz matrice koeficijenata indukcije moZemo pomocu (4.4.23) odrediti parcijalne kapaci-
tete izmedu kugli, kao i kapacitete kugli prema referentnoj plohi

Co=¢~Cp=€3=D

B CUE L. .
r2r3+d r, ry) d*|’ Cpo=-¢yp 5 Cy=-Cp,

1 /1 1 3
Cm=c22—c21—c23=D-—+—[—+—]—E} 3 Cyy =€y 3 Chy=-Cy,

d2

1 11 1) 3
Cso=5'33“‘731"°’32=D_+_(“+_]_—] 3 Cy=-¢y 5 Cp=-cy .

gdje je
4me
1 1,1 1 1 2

LS

2 3
Tty d*ry 1, I3 d

% U tim jednad¥bama smo za udaljenost izmedu kugli uvrstili d, §to odgovara srednjem doprinosu.
Doprinos todkastog naboja Q, kugli naboja Q, varira izmedu granica 1/(d + r,) < 4mePy < 1/(d - r)). Za
vrijednosti r, < 0.1d za jednake naboje Q, i Q, potencijal ¢, varira od + 1% do - 0.83% u odnosu na

sredniji potencijal koji smo odredili iz srednjeg doprinosa, pa su te jednadZbe zadovoljavajuca aproksimacija
ako vrijedi d > 10r,.
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Na kraju, ovaj prostorni raspored kugli (stati¢ko elektri¢no polje) moZemo prikazati
nadomjesnom shemom kapaciteta prema slici 4.4.7.

3)
C3ﬂ
CBI C23
ﬁ/ Slika 4.4.7. Nadomjesna shema statitkog elektriénog polja
Il triju kugli
!
(1) Cp 2

U njoj su potencijali kugli 1, 2 i 3 jednaki potencijalima &vorova 1, 2 i 3, a energije
pohranjene u kapacitetima nadomjesne sheme i energije pohranjene u prostoru u kojem
vlada elektri¢no polje jednake.

4.5. RJESAVANJE STATICKIH ELEKTRICNIH POLJA

Pod rjeSavanjem statickih elektricnih polja razumijevamo odredivanje velitina polja
koje, najcesce, provodimo u sljedeéim koracima:
1. Odredivanje funkcije skalarnog elektri¢nog potencijala .
2. Odredivanje funkcije jakosti elektri¢nog polja E koristenjem jednadzbe (4.1.9).
3. Odredivanje ostalih potrebnih veli¢ina (gustoce naboja, elektri€ne sile, kapaciteti...)
iz rjeSenja prethodnih koraka.
Takav pristup rjeSavanju svodi se na nalaZenje rjeSenja Poissonove® (Laplaceove)
jednadZbe. Stoga ¢emo najprije analizirati neke znadajke te jednadzbe.

4.5.1. Superpozicija rjesenja Poissonove jednadzbe

Superpozicija rjeSenja Poissonove jednadZbe® (4.1.7) vrijedi u linearnim materijali-
ma. Pretpostavimo gustocu slobodnih naboja u obliku linearne kombinacije

N
p=Yayp,, (4.5.1)
i=1

* Pogledati jednadZbe (4.1.7) i (4.1.8).
7 Pogledati Prilog A, tocku 4.
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gdje su a;, (i = 1...N) proizvoljne konstante. Neka u sustavu statickog elektricnog polja
djeluju slobodni naboji gustoéa p,, (i=1..N). Ako njima odgovaraju rjeSenja @,
(i = 1...N), onda vrijedi

Psi

Ag,= P i=1,..N . (4.5.2)

Ako i-tu jednadZbu ovog sustava pomnoZimo s koeficijentom «;, i zbrojimo sve jed-
nadZbe, slijedi

iamp { a(p}—-i{f: p} (4.5.3)

i= i=1

Iz jednadzbi (4.5.1 - 3) slijedi: ako su @; (i = 1...N) rjeSenja Poissonove jednadzbe koja
su uzrokovali slobodni naboji p, (i=1...N) onda linearnoj kombinaciji pobuda koju
smo zadali jednadZbom (4.5.1) odgovara rjeSenje oblika

@ =Zaf(p‘, , (4.5.4)

Tu karakteristiku rjeSenja Poissonove jednadZbe nazivamo nacelo superpozicije. To
nacelo vrijedi za sve pojave koje se mogu opisati linearnim diferencijalnim jednadzba-
nd.

4.5.2. Jedinstvenost rjeSenja Poissonove i Laplaceove
jednadzbe

U rjesavanju polja moZemo primijeniti razli¢ite postupke i doc¢i do, prividno, razli¢i-
tih matematickih izraza. Ovdje ¢emo dokazati da ista pobuda linearnog sustava statickog
elektri¢nog polja uvijek uzrokuje isto polje u njemu, pa sva rjeSenja do kojih smo dosli
razli¢itim nacinima moraju biti jednakovrijedna. Analizirajmo sustayv statickog elektri-
¢nog polja prikazan na slici 4.5.1.

Slika 4.5.1. Opéi sustav statickog
elektri¢nog polja
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Neka se unutar volumena V ograni¢enog povr§inom § koja se sastoji od vi§e povrsina
So» S-Sy nalazi linearni homogeni dielektri¢ki materijal dielektri¢nosti € i neka se
unutar V nalazi slobodni naboj gustoée p.* Pretpostavimo da postoje dva razlicita
rjeSenja @, i @, Poissonove jednadzbe u V. Mora vrijediti

"3‘4’12‘£ ; A@y=-—, (4.5.5)

pa oduzimanje tih jednadZbi rezultira s
A9, -Ag,=A(9,-¢,)=0. (4.5.6)

Dakle, razlika rjeSenja mora zadovoljavati Laplaceovu jednad?bu. Rjefenje statikog
elektri¢nog polja je jedinstveno ako je* @, — ¢, =0ili @, — @, = konst., pa ispitajmo pod
kojim uvjetima to moZemo posti¢i. Ako u prvi Greenov identitet™

jﬁ —dS§ = f [uAv+VuWw]dV , 4.5.7)

uvrstimo u = v = @, — @, slijedi

(wl ¢,)

f("‘r 2 ds = f[V(wl @) Pdv . (4.5.8)

Desna strana te jednadZbe je nula kada vrijedi
V(g,~¢,)=0. (4.5.9)

Taj uvjet moZemo ispuniti samo kad razlika rjeSenja @, — ¢, nije funkcija koordinata,

odnosno kad vrijedi da je razlika ¢, ~ @, konstantna na cijelom volumenu V, a to je

upravo sluaj koji nas zanima. Lako moZemo ustanoviti da je lijeva strana jednadZbe

(4.5.8) jednaka nuli u sljedeéim karakteristi¢nim slu¢ajevima:

I. ¢, —@,=0, odnosno ¢, = ¢, u svim tockama povrsine S. Tada i u cijeloj domeni V
vrijedi @, = @,.

2. 0¢,/dn - 9¢,/dn =0, odnosno 9¢,/on = d@,/dn u svim totkama povriine S. Tada u
cijeloj domeni V vrijedi @, = @, + @,

3. ¢, —@,=0 na jednom dijelu povriine S, a d9,/dn — d@,/dn = 0 na ostatku povrine
S. Tada i u cijeloj domeni V vrijedi @, = ¢,.

Sukladno tome rjeSenje Poissonove (Laplaceove) jednadibe je jedinstveno ako su na

rubovima domene proracuna zadani rubni uvjeti definirani u ova tri karakteristi¢na

* p moZe biti i nula u svim totkama V (Laplaceova Jednad.cba)
¥ Pogledati jednadZbu (4.1.9).
% Pogledati Prilog C.
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slu¢aja. Na osnovi toga moZemo razlikovati tri formulacije rubnih uvjeta’ u rjeSavanju

Poissonove jednadZzbe:

1. Dirichletovi® uvjeti: RjeSenje Poissonove jednadZbe jedinstveno je u domeni prora-
¢una V ako je zadan potencijal na zatvorenoj povriini koja
obuhvaéa domenu proracuna.

2. Neumannovi®® uvjeti: Rjefenje Poissonove jednadZbe je u domeni proracuna V jedin-
stveno do na konstantu ako je zadano d@/dn na zatvorenoj
povrdini koja obuhva¢a domenu proraCuna.

3. MijeSani uvjeti: RjeSenje Poissonove jednadZbe jedinstveno je u domeni prora-
¢una ako je na jednom dijelu zatvorene povrSine S koja obu-
hvaéa domenu proraduna zadan potencijal, d¢,/0n na ostatku S.

U svakoj od tih formulacija problema vektori E i D e takoder biti jedinstveni u domeni

proraduna V i na zatvorenoj poviSini S koja obuhvaca V.*

Izravna posljedica jedinstvenosti rjeSenja Poissonove jednadZbe je poucak da se
stati¢ko elektriéno polje ne mijenja ako bilo koji dio ekvipotencijalne plohe (ili cijelu)
prekrijemo beskonacéno tankim slojem metala. Naime, ako dovedemo sloj metala na
povrsinu koja je veé ekvipotencijalna, zbog svojstva metala da su u statitkom elektri-
&nom polju ekvipotencijalni, potencijal se na toj povrSini nee promijeniti. Zbog jedin-
stvenosti rjeSenja Poissonove jednadZbe potencijal se nece promijeniti ni u jednoj tocki
polja. Analogno tome, ako u staticko elektricno polje stavimo metalno tijelo Cija se
povriina podudara s ekvipotencijalnom plohom polja bez tijela, potencijal ¢e u svim
to¢kama na povrsini i izvan tog tijela ostati isti.”

4.5.3. Integral Poissonove jednadZbe i Greenove funkcije

U odjeljku 2.5. odredili smo opée rjeSenje skalarne valne jednadZbe.*® Poissonovu
diferencijalnu jednad?bu moZemo promatrati kao posebni slu¢aj skalarne valne jednadz-
be u kojem ne postoje derivacije po vremenu, pa njezino opce rjeSenje moZemo izvesti
iz jednadZbe (2.5.8)

’ ' ’ a(P i aG(r,r!) ;
o(r) = { o ()G )dV' +ejS§ Gl - 9=~ ds' . (4.5.10)

To zna&i da potencijal zadane raspodjele naboja u ograni¢enom prostoru moZemo

1 Pogledati Prilog A, tocku 6.

2 Ovaj uvjet je dobio ime po njematkom matemati¢aru G.L. Dirichletu (1805 — 1859)

3 Ovaj uvjet dobio je ime po njematkom fizicaru F. Neumannu (1798 — 1895)

M Potrebno je uotiti da dio, ili cijela povriina S, mogu biti u beskonaCnosti.

% Tu smo Einjenicu veé iskoristili pri odredivanju kapaciteta usamljene kugle pomocu polja totkastog
naboja u odjeljku 4.4. Tamo smo je izveli iz Gaussova zakona.

% Pogledati izraze (2.5.1a) i (2.5.8).
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izraCunati kao zbroj doprinosa zadane raspodjele naboja u neograni¢enom prostoru (prvi
¢lan rjeSenja) i doprinosa na granici prostora S*’ koji nadomjesta utjecaj svih vanjskih
izvora polja. Sloboda u definiranju Greenove funkcije G** omoguéava pojednostavnjenje
proratuna ploSnog integrala u (4.5.10) pri rjeSavanju Dirichletove i Neumannove rubne
zadace. Za Dirichletovu rubnu zadacu propisujemo

G,ry)=0 ; res, (4.5.11)
pa potencijal u tom slu€aju moZemo odrediti pomoéu

BGD(r r )

o) = fp(r)GD(r,r)dV' 33§¢(r) . (45.12)

Pri rjeSavanju Neumannove rubne zadace (zadane su derivacije potencijala na granici)
moramo biti oprezniji pri propisivanju rubnog uvjeta za G. Najjednostavnijim izborom

3G(r,r")

. . (4.5.13)
on' 4

res,

nije moguce zadovoljiti osnovnu jednadZbu Greenovih funkcija statickog elektri¢nog
polja,” pa usvajamo

AG(ry') = ﬂ';—’) ) (4.5.14)

buduci da integracijom po zatvorenoj povrSini S te jednadZbe dobivamo

W) s X (4.5.15)
on’ €

Sukladno tome najjednostavniji rubni uvjet za G koji moZemo propisati pri rjeSavanju

Neumannove rubne zadade jest

ki |- 1.4 N S (45.16)

on' eS
Tada je rjeSenje za potencijal

de(r) )

Sy Onrr)ds’ + —f(p(r )ds’ . (4.5.17)

o) = f p(r )G (r,r')dV' +¢ 55
S

¥’ Dio granice moZe biti i u beskona&nosti.
*® Pogledati jednadZbu (2.5.6).
* Pogledati jednadZbu (2.5.5).
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Zadnji &lan tog rjeSenja predstavlja srednju vrijednost potencijala na cijeloj rubnoj
povrSini. U slu¢aju beskona¢ne rubne povrsine taj je doprinos jednak nuli. Tako odabra-
ne Greenove funkcije kojima rjeSavamo Dirichletovu i Neumannovu rubnu zadacu ne
ovise o velifini i raspodjeli rubnih wvjeta, ve¢ samo o obliku rubne povrSine S. U
prakti¢nim zada¢ama analititko odredivanje Greenovih funkcija moguce je u razmjerno
malom broju geometrija, a najée$ée ih odredujemo odslikavanjem naboja.*

4.6. RJESAVANJE LAPLACEOVE JEDNADZBE
SEPARACIJOM VARIJABLI

U nekim slu¢ajevima moguce je rubne zadace u statickom elektri¢nom polju rijesiti
izravnim rjeSenjem Laplaceove jednadZbe postupkom separacije varijabli. On se sastoji
u reduciranju parcijalne diferencijalne jednadzbe u sustav obi¢nih diferencijalnih jed-
nadZbi pomocu pretpostavke

@y yts) = F(u)G(u)Huy) (4.6.1)

Takvu pretpostavku najée$ce koristimo kad rubovi domene proracuna leZze u plohama
konstantnih vrijednosti odgovarajucih odrednica koordinatnog sustava u,, u, 1 u; (tj. u
koordinatnim plohama). Tada parcijalne derivacije postaju obicne, jer svaka skalarna i
realna funkcija F, G, H ovisi samo o jednoj koordinati. Primjenu te metode prikazat
éemo u tri pravokutna koordinatna sustava: pravocrtnom, cilindricnom i sfernom.*!

4.6.1. Pravocrtni koordinatni sustav
U ovom koordinatnom sustavu oblik Laplaceove jednadzbe (4.1.8) jest¥

Fo Fo Fo_g 4.62)
ax? ay? 3l

Pretpostavimo rjeSenje te jednadzbe u obliku

@(x,y,2) = F)GOH() . (4.6.3)

Uvritenjem te pretpostavke u jednadzbu (4.6.2) dobivamo

“ Pogledati odjeljak 4.8.

I Primjenu u drugim koordinatnim sustavima pogledati P. Moon, D.E. Spencer: Field Theory Handbook,
Springer-Verlag 1961.

2 pogledati Prilog D.



4, Statiko elektri¢no polje 217

2 2 2-
1dF 190 14a48 4. (4.6.4)
Fax* Gdy* Hd7?

Varijable x, y i z u ovoj jednadZbi moZemo razdvojiti deriviranjem po x, y i z. Derivi-
ranje po x rezultira s diferencijalnom jednadZbom po jednoj varijabli

d(1aF) 465
dx| F dx?
Integriranjem po varijabli x ova jednadzba prelazi u
2
d*F +kfF=0 ’ (4.6.6)
de

gdje je k, konstanta integracije. Sli¢no dobivamo jednadZbe

d’G

2
& +k,G=0, (4.6.7)
i
2
%" =0 . (4.6.8)

Veli€ine k,, k, i k, su realne konstante koje mogu biti pozitivne i negativne. One nisu
medusobno neovisne jer uvrstenje (4.6.6 — 8) u (4.6.4) rezultira s

k;+k) +k;=0. (4.6.9)

RjeSenje jednadZzbi (4.6.6 — 8) jest

Ae b Be ko k2>0,
F(x) = Ax+B, ; k=0, (4.6.10)
Asin(k x) +Bcos(k,x) ; k2<0 .

Ako bilo kakvom linearnom kombinacijom tih rjeSenja uspijemo zadovoljiti rubne
uvjete, to je zbog jedinstvenosti rjeSenja Laplaceove jednadZbe ujedno i rjeSenje rubne
zadace.
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Primjer 4.6.1.1. Polje u kvadru

Razmotrimo kvadar dimenzija (a X b X ¢) prema slici 4.6.1.

|

z o=V
A

1

/ Slika 4.6.1. Uz rjeSenje polja u kvadru

a

'x
Sve plohe kvadra su na nultom potencijalu, osim vrSne plohe u ravnini z = ¢ koja je na
zadanom potencijalu V.** Iz zadanih uvjeta na rubovima slijedi

FO)=F@=0 : GO =G®b)=0 ; HO=0 ; Hg=v. ‘61D

RjeSenja jednadZbi (4.6.6 — 8) koja zadovoljavaju ove uvjete jesu svojstvene funkcije®
zadace

F(x) =Axsin% L m=12,..
4.6.12 - 14
G(y) =Aysi.nn—zy s n=12,... ( )

H(z) =sinh B, z .

Koeficijent B, odredujemo pomocéu jednadzbe (4.6.9)*

2 2
k, =f_l3m=\/-(kf+kf)=j\J [%"_} +(%] s j=y1. (4.6.15)

“ Da bi takav raspored potencijala bio mogué, mora postojati zanemarivo mali razmak izmedu vrine i
boénih ploha.

*“ Pogledati Prilog A, totke 7. i 8.

¥ § j oznatavamo imaginarnu jedinicu. Cesto se u literaturi koristi oznaka i, ovdje smo zbog uobiajene
oznake [ za jakost struje odabrali oznaku j.
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Prema tome, rjeSenje Laplaceove jednadZbe koje zadovoljava uvjete (4.6.10) je

nhny

2 sinhB,,, (4.6.16)

. Tmx
@, (%y,2) =K, sin — sin —=

gdje je K, proizvoljna konstanta. Njezinu vrijednost odredit ¢emo iz uvjeta
oxyz=c)=V. (4.6.17)
Iz nalela superpozicije slijedi da je i linearna kombinacija
oxy2=Y ¥ ¢,.x3.2 , (4.6.18)
m=1 n=1

takoder rjeSenje Laplaceove jednadZbe koje zadovoljava uvjete (4.6.10). JednadZba
(4.6.18) predstavlja Fourierov*® red u varijablama x i y. MnoZenjem izraza (4.6.16) s

G gin . (4.6.19)
a b

i zatim integriranjem na podrudju 0 <x <ai 0 <y < b mozemo odrediti koeficijente K,,,.
Koristeci identitete

. (a
fsmf—kfsm—dx-—-ﬁ 2
a a
0
0 5 k=i, (4.620,21)
a 2 k
— =1,3,..,2n+1,...
fsinﬂdx:{ nk
¢ 0 ; k=02,.2n,.
dobivamo
= lfSV ; min nepami , ¢
K,={T mnsinh ¢ (4.6.22)
0 ; min nisu neparni ,
pa je konacno rjeSenje
16V e Sinhﬂmnz . Tmx ., Thy 4.6.23
e(xy2) =— : sin sin . (4.6.23)
2 m—lES n% mnsinh B, ¢ a b

“ Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830), francuski matematicar i fiziCar.
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Na slikama 4.6.2.a,b prikazana je raspodjela potencijala za kvadar dimenzija a = 1m,
b=2m, ¢ =3m i potencijal V=100 V u karakteristi¢nim presjecima kvadra.

100

Slika 4.6.2. Raspodjela potencijala u kvadru a) u ravnini x = 0.5 m b) u ravnini z = 2.5 m

4.6.2. Cilindric¢ni koordinatni sustav

Laplaceova jednadZba (4.1.8) u ovom sustavu ima oblik"’

19(,9¢) 1&¢ &Fo_. (4.6.24)
ror\ or r? aqz az?'

Ako pretpostavimo rjeSenje u obliku
0(r,0,2) = F(r) G(a) H) , (#623)
jednadZzba (4.6.24) svodi se na

2
1 d[d_FJ 1 de+_[dH=0 (4.6.26)

rFdr| dr +rZG do? Z dz?

‘T Pogledati Prilog D.



4. Stati¢ko elektri¢no polje 221

Ako tu jednadZbu deriviramo po z i zatim integriramo postupkom opisanim u prethod-
nom Clanku, slijedi

2
48 vr=p, (4.6.27)
dzZ
Uvrdtenjem te jednadZbe u (4.6.27) i mnoZenjem s r* dobivamo
rd( dF\ 1d°H
——r=—|+=—=+k%%=0, (4.6.28)
Fdr(r dr)+ Hae?

pa zaklju€ujemo da za ¢lan koji ovisi o 0. mora vrijediti

2
4G __.2c . (4.6.29)
do?

Ukljuenjem te jednadZbe u (4.6.28) dobivamo

ri(r%f) +(k%r2-n®F=0 . (4.6.30)
r

Time smo Laplaceovu jednadZbu u cilindricnom koordinatnom sustavu sveli na tri
obicne diferencijalne jednadZbe. JednadZbe (4.6.27) i (4.6.29) imaju rjeSenja definirana
s izrazima (4.6.10). Potrebno je naglasiti da n moZe biti samo cijeli broj, buduci da
rjeSenje jednadZbe (4.6.29) mora biti jednako za kutove ol i O + 2T,

Jednad¥ba (4.6.30) ima oblik Besselove®® diferencijalne jednadzbe i njezino rjeSenje
su Besselova funkcija J (kr) i Neumannova funkcija N,(kr)* kad je k realan broj, te
hiperboli¢ne Besselove funkcije K, i 1, kad je k imaginarni broj. Ovdje ¢emo se ograni-

¢iti na slucajeve u kojima vrijedi £ = 0. To su zadace u kojima je Z(z) konstanta, odnos-
no dvodimenzionalne zadace u cilindri¢nom sustavu. Tada su funkcije

n

r* 3 n=0, (4.6.32)
Cnr+D,_ ; n=0.

rjeSenja jednadZbe (4.6.30).

)=

Primjer 4.6.2.1. Cilindricni vodi¢ okruZen dielektrickim slojem u
vanjskom polju
Pretpostavljamo da je vodi¢ beskonacan, a vanjsko polje homogeno. Tu smo zadacu
prikazali slikom 4.6.3. i rjeSavat cemo je primjenom nacela superpozicije.

“ Friedrich Wilhelm Bessel (1784 — 1846), njemacki astronom.
¥ Pogledati Prilog E.
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Slika 4.6.3. Beskonacni cilindriéni vodi¢ okruZen dielektriCkim
slojem u homogenom vanjskom polju

Potencijal homogenog polja E, je

@, =-E,rsine , (4.6.33)

a pretpostavit ¢emo da ukupni potencijal u ovoj zadac¢i moZemo izraziti kao linearnu
kombinaciju rjeSenja Laplaceove jednadZbe (4.6.10) i (4.6.32) u cilindri¢nom sustavu

¢@,=-Ejrsina +Z (@, r"+b,r e, sin(na)+d cos(na)] ; rzR,,
" (4.6.34)
¢ ”=z (ay,r"+b,,r Mc,,sin(ne) +d, cos(ne)] ; rs<R,.

n

Koeficijenti a,, moraju biti jednaki nuli, jer poremecaj koji unosi izolirani cilindar ne
moZe rasti s udaljenos§¢u od cilindra.

Grani¢ni i rubni uvjeti koje potencijali u dva podrucja ove zadaée moraju zadovo-
ljiti jesu

‘pI(Rz) = (P;;(Rz) s

7]
la’ﬁxz 2

¢, (R)=0.

ar

93{!} , (4.6.35a—¢)
r=R,

Pretpostavljeno rjeSenje (4.6.34) moZe zadovoljiti uvjet kontinuiranosti (4.6.35a) za
svaki o jedino ako vrijedi n = 1 1 d,, = 0. Pretpostavljeno rjeSenje sada poprima oblik

{Pf(r’a) = ( _EOr +b1%)5iﬂa 2
(4.6.36a,b)

1
@ r,a) =(a2r + bz?)sin .
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Uvrstenjem toga rjeSenja u (4.6.35a — ¢) dobivamo sustav jednadZbi za nepoznate koefi-
cijente b, a, i b,, pa je kona¢ni oblik izraza za potencijal

'8

Rzz hel(Rzz'Rf)J'ez(Rzz*Rlz) .
-Ey\r-— = 2 sine ; r2R,,
" e (Ry -R))+e,(R; +RY)) (4.6.37)
¢ =1 ;
2E,¢ R R
- ot1f r-—|sine ; Rysr<R,.

&:l(Rz2 —R3)+32(R22 +R12) r)
Jakost elektri€nog polja raunamo pomoéu (4.1.9)

B ol 180, (4.6.38)
or " roa ®

Slika 4.6.4. Prikaz statickog elektri¢nog polja cilin-
dri¢nog vodi¢a u vanjskom homogenom polju

Konacni izraz za komponentu vektora jakosti polja u smjeru osi r jest

2

R, —SI(R;"RE)'*EQ(RQZ'FRIZ). A
Ey1+— ~— S |sine 5 reR,,
i " ey (Ry ~R) + ey (R +Ry) | (4.6.39)
' 2Ee R R}
1+—Isine ; R <r<R,.
A 2, p? re)
81(R2 R1)+£2(R’2 +Rl)

Komponentu vektora jakosti polja u smjeru o ratunamo pomoéu
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P

R? —e (R -R})+e (R} +RD)|

Eoll~—— cos. ; rz2R,,

r? e (Ry -R)) +e,(Ry+RY) |

(4.6.40)

2E.¢ R} R’
2 ;10l : 2 zrlw_; cose 3 Rysrsk,.

Stati¢ko elektri¢no polje tog primjera prikazali smo na slici 4.6.4.

4.6.3. Sferni koordinatni sustav

U ovom koordinatnom sustavu Laplaceova jednadZba (4.1.8) ima oblik

9(,280), 1 dfge0), 1 Fo_, (4.6.41)
or or ] sind 90 o0 | sinfa da?

Ako pretpostavimo rjeSenje u obliku
@ (r,0,0)=F(r)G(0)H(x) , (4.6.42)

moZemo primjenom postupka sli¢nog onima iz prethodnih poglavlja separirati jednadZbu
(4.6.41) u tri obi¢ne diferencijalne jednadZbe

1d*H

+m*=0,

H do?

1 d{. .dG m?
—_— . |sintt— 1) - G=0 ; (4.6.43—45)
sin dﬁ( dﬁ)+ neeh) sinzﬁ]

1 d{ ,dF) n(n+l)
——|r—|-———=F=0
r?' dr( d)") r2 ’

gdje smo s m* i n(n + 1) oznadili konstante. RjeSenje jednadZbe (4.6.43) je

H=e*ime (4.6.46)

gdje m mora biti cijeli broj zbog jedinstvenosti funkcije H za kutove o i O + 2mm.
RjeSenja jednadZbe (4.6.44) su Legendreove™ funkcije

3 Adrien Marie Legendre (1752 ~ 1833), francuski matematitar.
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P (cos®) =sin"0 T,",(cosD) , (4.6.47)

n-m
a n mora biti cijeli broj da bi rjeSenje bilo konacno i neprekidno za sve kutove o i 9.
RjeSenja jednadZbe (4.6.45) jesu
F=Ar" +Br~n—l . (4648)

Rjesenje Laplaceove jednadZbe u sfernom koordinatnom sustavu moZemo sada napisati
u obliku

o(r,0,0)=(Ar"+Br " " [cos(ma) +sin(ma)] P,,'"(cos 9) . (4.6.49)

Takve funkcije nazivamo sferni harmonici. Ovdje ¢emo se ograniiti na razmatranje
osnosimetri¢nih problema. Tada je m = 0, rjeSenja jednadZbe (4.6.44) u tom su slucaju
Legendreovi polinomi od cosOP,(cos ¥), a rjeSenja Laplaceove jednadZbe tada nazivamo
zonski harmonici.”!

Tablica 4.6.1. Rjedenja Laplaceove jednadZbe u sfernom koordinatnom sustavu

P (costr) Zonski harmonici

1
1 cos® rcost ) cos® '
o l(3(:0321‘1—1) r_z(acosﬂa_z) —L(Bcos’&—l) I
2 2 2,,.3 '

% (5c0s%0 -3cosh)

3 1
fz— (Scos™d -3cost) | (5 cos*0 ~3cosd)

Primjer 4.6.3.1. Kugla u vanjskom homogenom polju

Konstruirajmo sada rjeSenje problema vodljive kugle polumjera R u homogenom
vanjskom polju (slika 4.6.5). Uvjeti koje rjeSenje za potencijal mora zadovoljavati su

r=R 5 =l
r>>R ; ¢=-Eg=-Egycos? .

(4.6.50)

3! Pogledati Prilog A, tocku 8.
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Slika 4.6.5. Kugla u vanjskom homogenom polju

Drugi dio uvjeta slijedi iz &injenice da je utjecaj kugle na polje lokalnog karaktera, te da
polje daleko od kugle ostaje homogeno. Pretpostavimo rjeSenje u obliku linearne kombi-
nacije zonskih harmonika nultog i prvog reda

e(r)=A+ % +Crcos® + Bzcosﬁ i (4.6.51)
r

Iz uvjeta za r >> R slijedi
@(r>R)=-Eycost =A+Crcosh = A=0 ; C=-Ej, (4.6.52)

a iz uvjeta za r = R slijedi
—v=2_ERcost+2cos® - B=VR ; D=ER® (4.6.53)
p=V=grhlesti g ’ o '
pa je konacno rjeSenje za potencijal

RV o, +(§]3]rcos 5 (4.6.54)
r

o(r,0)=—+E,
z

Jakost elektri¢nog polja je

3
1 +2(§) ”cosﬁaﬁEo

Stati¢ko elektrino polje metalne kugle na nultom potencijalu (V= 0) u homogenom
vanjskom polju prikazali smo na slici 4.6.6.

E=-Vg ={£¥+EO

3
1 +(§] ‘Sin ba, . (4.6.55)
r r
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) Slika 4.6.6. Polje metalne kugle na nultom potencijalu

u vanjskom homogenom polju

Ako umjesto metalne kugle u homogeno elektri¢no polje unesemo kuglu dielektri¢nosti
e, mijenjaju se uvjeti koje mora zadovoljavati potencijal

de, a9,

=R ; — Trm——
r 81 or €o or (4656)

r>>R ; @,=Ez=Ejycos? .

Uvjeti su u tom slucaju sloZeniji jer moramo odrediti potencijale @, i @, u dvije regije:
unutras$njoj regiji koja obuhvaca kuglu i vanjskoj regiji koja obuhvaéa prostor izvan
kugle. U svakoj regiji potencijal zadovoljava Laplaceovu jednadZbu, pa pretpostavljamo
rjeSenja u obliku zonskih harmonika zan=0in=1

Bu Du
¢, (r,0)=A, + - +C, rcos? + — cos¥ ,
r

(4.6.57,58)

B
o (r0)=A4, + — 4 Creost + —cos® .
r r2

Budu¢i da je potencijal konacan i definiran za r = 0 slijedi B, = D, = 0. Ostale konstante
odredujemo uvrStavanjem u rubne uvjete. Kona¢no rjeSenje za potencijal izvan kugle je

§og oo
0,=E, _1+(£J 1 30‘,005,3, , (4.6.59)

r 2eo+el

a potencijal unutar kugle jest

3Ee,

2eo+eI

rcost . (4.6.60)

Q="
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Iz tih izraza slijedi jakost elektri¢nog polja izvan

A 3 €, ~¢€ 3
E,=E1+2-2 2Rl cosoa +E|-1+ 22 BGnoa, (4.6.61)
v 2e,+e\ 1 r 2e,+e,\ 1
i unutar kugle®
i 3
_ 3Eosocosﬁa i 3Eososmﬁa B &g 5 4.6.62)

1 0"

r [
2e,+€, 2e,4te, 280+81

Staticko elektri¢no polje dielektricke kugle u vanjskom homogenom polju prikazali smo
na slici 4.6.7.

—— - g e——

S B et B ]
tH Bt e

Slika 4.6.7. Statiko elektri¢no polje dielektricke kugle
u vanjskom homogenom polju, €, =3

—_— -] . —

EENEN AEEEEEEE

4.7. ZADANE RASPODJELE NABOJA U
NEOGRANICENOM PROSTORU

To je najjednostavnija vrsta zadaca koje se pojavljuju pri rjeSavanja statickih elek-
tri¢nih polja, a rjeSenje se temelji na nacelu superpozicije. RjeSenje izvodimo 1z opceg
integralnog rjeSenja Poissonove jednadZbe definiranog izrazom (4.5.10). Prostor u kojem
rjeSavamo zadacu je neogranifen, pa je doprinos ¢lana koji u (4.5.10) predstavlja inte-
gral po grani¢noj povrSini § prostora zadace jednak nuli. Konacni op¢i integralni oblik
rjeSenja takvih zadaca je

%2 Iz jednadzbi (4.6.59 i 61) vidimo da je polje izvan dielektrika sastavljeno od vanjskog polja i dipolnog
tipa polja, pa mozemo zakljuditi da dielektri¢na kugla unosi u homogeno pelje poremeéaj koji za prostor
izvan kugle nadomjedtamo dipolom u srediftu kugle momenta p = dne (e, — £, )R’E/(2e, + €,), usmjerenog
u smjeru vanjskog polja. Detaljnije o polju dipola pogledati u ¢lanku 4.7.1, primjer 4.7.1.2.
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or,r) = [p(G(r,Fyav’ 47.1)
v

gdje je G Greenova funkcija neogranienog prostora koju smo odredili u &lanku 2.4.2,
a predstavlja potencijal jedini¢nog totkastog naboja u neograni¢enom prostoru.

4.7.1. Skupina tockastih naboja

U Clanku 2.4.2. dokazali smo da je za jedan totkasti naboj Q smjesten u tocki »’
neograni¢enog prostora rjeSenje Poissonove jednadZbe

Q (4.7.2)

= 4ne lr-r'| ’

pa primjenom nacela superpozicije, za potencijal skupine N to¢kastih naboja smjestenih
u tockama r;” u tocki r vrijedi

¢ = Z (4.7.3)

4'ue|r r'|

Primjenom jednadZbe (4.1.9) dobivamo izraz

i Q r-r 4.7.4)

dme |r-r/? |r-r'| "’
kojim odredujemo jakost elektri¢nog polja takve skupine tockastih naboja.
Primjer 4.7.1.1. Polje dva tockasta naboja

Dva toCkasta naboja Q, i Q, smjeStena su u prostoru prema slici 4.7.1.

A
4 P(x,y,z)

Qy
Q, /g: Q X Slika 4.7.1 Dva tockasta naboja u neograni¢enom prostoru

dld;

Njihov rezultantni potencijal u to¢ki P(x,y,z) prema (4.7.3) iznosi
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Q(x,y,2) =

4ne

Q 2 ] . 4.1.5)
feara fade

Ekvipotencijalne linije u x — y ravnini (z = 0) definirane su implicitno izrazom

= 3 Q . 2 . (4.7.6)
4dme Ja-dF+y? Jx+d) +y?

¢=C

Totke ekvipotencijalne linije moZemo odrediti izratunavanjem y koordinata iz izabranih
x koordinata pomocu (4.7.6). Jakost polja zadanih toCkastih naboja u tocki P(x,y,z)
prema (4.7.4) jest

Q
E(x,y,2) = l ; [(x~d)ax+yay+zaz] +
B O R )
dme((x-d)?+y*+z?] 4.77)
Q
+ 2 : [(x+d)ax+yay+zaz] ,
dne((x+d)?+y*+2%)?
Linije polja u x — y ravnini su prema (4.2.1)
2.8 (4.7.8)
E, E
pa slijedi
dx e
x+d x-d a
Q 2, 2132 Qs 2,273
— )2 +v2132
[(x+ad)" +y7] [(x-d)"+y~] (4.7.9)
1 b +Q, Y
[c+d?+y 1 7 [ -d)?+y*1Y
Sredivanjem tog izraza i kori§tenjem
d(%)= -};[ydx—(xid)dy] i (4.7.10)
Yy

dobivamo
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y? x+d y? x-d
d + d =0 . 4.7.11)
< [(x +d)* +y*P ( y ] @ [(x-d) +y1? ( y J

Ako tu jednadZbu pomnoZimo s y, onda ona predstavlja totalni diferencijal izraza

i A S Y 4.7.12)

2
VirdP +yr J(x-dP+y?

To je jednadZba linija polja. Izbor konstante k daje pojedine linije polja. Taj izraz moze-
mo napisati i u obliku

Q

Q,cosa, +Q,cos e, =k . (4.7.13)

Pri proraCunu linije polja kroz zadanu tocku P u prvom koraku iz zadanih koordinata
toCke P odredimo k, a zatim pomocu veze x i y u (4.7.11) moZemo odrediti tocke linije
polja. Na slici 4.7.2 prikazali smo slike polja za sluajeve + Q,=Q, .

LWLy

.

Slika 4.7.2. Slika statickog elektri¢nog polja dvaju tockastih naboja a) jednakih iznosa,
b) jednakih iznosa i suprotnih predznaka

Primjer 4.7.1.2. Polje dipola

Pojam dipola kao konfiguracije dvaju naboja istog iznosa, a suprotnog predznaka
(slika 4.7.3) uveli smo u 1. poglavlju.*

53 Pogledati &lanak 1.4.4.
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y P
r.
2 r[
)
r
/ X
""" Q +Q " Slika 4.7.3. Elektri¢ni dipol
PRLN

Potencijal dipola u tocki P je
{pz__l_(g__]_ (4.7.14)
Vrijedi
1 .
J L] Leoso

Taj izraz moZemo razviti u red funkcije® (1 +x) ~'. Razmatranje dipola ograniavamo
samo na sluajeve kada je udaljenost to¢ke promatranja P puno veca od udaljenosti
izmedu naboja (r >> /). Time je uvjet konvergencije reda zadovoljen pa moZemo pisati

2 2 2
L=1mi[—g—-+—lcosﬂ]+é(—z—+icosﬁJ (4.7.16)
.

2 2 r
rl=r2+(ﬂ] +ricosd = —=
;
1

(4.7.15)

Zbog r >> | moZemo zanemariti sve ¢lanove reda koji sadrZe potencije veée od (I/r)?, pa
se red (4.7.16) svodi na

3 28
L:lm—lcosfn [* 3cos“ 0 ~1 . 4.7.17)
r 2r 4r2 2

Analogno vrijedi

2 28 _
Lxl.P_Zcosﬂ‘.} I7 3cos’0 -1 . (4.7.18)
ry 2r 4r? 2

% Pogledati Prilog F.
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UvrStenjem (4.7.17 - 18) u (4.7.14) slijedi potencijal dipola u tocki P

1 Qlcost 1 p-r
4re 2 4ne ;3

(4.7.19)

gdje je p dipolni moment, vektor usmjeren od negativnog prema pozitivnom naboju
velicine Ql. Ekvipotencijalne linije su definirane kao

1 pcos?® 2 )4
it = = o, 4.7.20
4ne 2 4 4neCCOS ( )

(p:C:

gdje je C odabrani potencijal. Jakost elektri¢nog polja dipola E je u sfernom koordinat-
nom sustavu

r rs «
(4.7.21)
- cosla, + P sinda, ,
4ner’ dner
a moZe se izraziti u funkciji p i » pomocu
1 pr 1L |,pr. p (4.7.22)
E=-—V|—|=—|3~—r-%|. e
4re [;ﬁ] 4ne| 3 r3}
Linije polja dipola odredujemo pomocu
dr_ray _ dr _E (4.7.23)

Z /[I’
7

2

7/

Slika 4.7.4. Staticko elektri¢no polje dipola
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Iz jednadZbe (4.7.21) slijedi

Er 20030 (4.724)

pa integracijom diferencijalne jednadZzbe (4.7.23) dobivamo jednadZbu linija polja
dipola

s baiidy . (4.7.25)

Primjer 4.7.1.3. Polje linearnog kvadrupola

Linearni (pravocrtni) kvadrupol je raspored Cetiriju naboja prema slici 4.7.5.

P
r, r
T/ \¥ —
1/1 X Slika 4.7.5. Linearni kvadrupol
+Q -2Q +Q
Potencijal linearnog kvadrupola u tocki P je
gl R p 8, QL QL2 * 5], (4.7.26)
dne| r, r r,| 4mer\r, r,
Omjere r/r, i r/r, moZemo pisati koristeci izraze (4.7.17,18)
2 24 _
L:I _.{cosﬁ+l_m ,
r r r? 2
(4.7.27)
2 2p _
-r-=1+£cosﬂr +l_______3cos -l 2
r, r r? 2
pa potencijal linearnog kvadrupola moZemo izracunati kao
2
o (BB - 1) . (4.7.28)

dmer?

Stati¢ki elektriéni potencijal kvadrupola pada s tre€om potencijom udaljenosti, za
razliku od dipola kod kojeg pada s kvadratom udaljenosti. Ekvipotencijalne linije
kvadrupola definirane su izrazom
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Q? 2 s_ QP 2
— — = = - . 4.7.29)
C= e"3(3-203 0-1) r EC(Bc:os 0-1) (

‘p:

Jakost elektri¢nog polja linearnog kvadrupola je u sfernom koordinatnom sustavu

2 2
43Ql 4(300523 -l)ar+ 4Q! % 3sin2ba, . (4.7.30)
ner ner

E=-V¢ =

JednadZbe linija polja kvadrupola slijede iz

dr rdd _ gr_'=3cos7'0—1

_ av . (4.7.31)
E E, ¥ sin2®

Integracijom te jednadZzbe dobivamo jednadZbu linija polja kvadrupola

r?=ksin®8 cost . (4.7.32)

Slika 4.7.6. Staticko elektritno polje kvadrupola

Koncept dipola i kvadrupola moguée je proSiriti na veéi broj pozitivnih i negativnih
naboja smjeStenih na malim medusobnim udaljenostima. Takve rasporede naboja opée-
nito nazivamo multipolima.

4.7.2. Linijski naboji

Linijski naboj smo uveli i definirali u ¢lanku 1.2.4, a ratunamo ga pomocu

Q=[Adl. (4.7.33)
l
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gdje je A linijska gustoéa naboja a / linija na kojoj je taj naboj rasporeden. Dijelu te
linije dl koji nosi naboj Adl moZemo pridijeliti svojstva tockastog naboja, pa primjenom
nacela superpozicije potencijal linijskog naboja u neograni¢enom prostoru iznosi

(4.7.34)

a jakost elektricnog polja iz poznate funkcije potencijala odredujemo pomoéu (4.1.9).

Primjer 4.7.2.1. Polje jednoliko nabijene duZine

DuZina nabijena nabojem jednolike gustoce A smjeStena je prema slici 4.7.7. Zadacu
rjeSavamo u cilindri¢nom koordinatnom sustavu zbog osne simetrije rasporeda.

E P(r, a, 2)
P
-
P~ /
A
P g pzl
# /
/ ;/ ZIL
[ g_i’l dc ] i Slika 4.7.7. Jednoliko nabijena duZina
| 2 |

L

Prema jednadzbi (4.7.34) potencijal u tocki P(r,o,z) raunamo kao

d
L po Rl X g prdhied e (4.7.35)

dme i @-0)F +r? dme o ’z—d)2+r2

buduci da je udaljenost izmedu elementa linijskog naboja i to¢ke neovisna o obilaznom

kutu o. Ako uvedemo duZine p, i p, prema slici 4.7.7, jednadZbu ekvipotencijalnih
linija u ravnini konstantnog kuta oe = 0 moZemo pisati kao

@ (raz)=

4ne
? g T (4.7.36)
z=d+p,
Vrijedi
r’=pi-@+d?=p;-@-d?, 1A 0

odnosno
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(z+d+p)(py~2-d)=(z-d+p,)(p,~2+d) =

z+d+ P, Py-2 +d (4.7.38)
= —-—mk:—-——_ .
z2-d+p, p,-2-d

Eliminacijom z iz tih jednadZbi slijedi

k+1
p,+p,=2d T (4.7.39)

Sukladno toj jednadzbi ekvipotencijalne linije su konfokalne elipse® s fokusima u
krajevima duZine naelektrizirane jednolikom gustoéom naboja, a ekvipotencijalne plohe
su konfokalni rotacijski elipsoidi. Os rotacije je os z, a u istoj osi leZi i velika poluos
elipse a. Za pojedinu ekvipotencijalnu plohu velika @ i mala poluos b iznose

Y B ] (4.7.40)

k-1 k-1~

Svaku ekvipotencijalnu plohu moZemo zamijeniti povr§inom metala, pa je jednadZbom
(4.7.35) definiran i potencijal metalnog rotacijskog elipsoida. Ako su poznate poluosi
elipsoida a 1 b, tada vrijedi

d=JaThE . (4.7.41)
Ukupni naboj na elipsoidu iznosi Q =2 Ad, a potencijal povr3ine elipsoida je

0. = A lna+d= 1 _ana‘*'d, (4742)
* 4me a-d 4ne 2d a-d

pa pomocCu te jednadZbe moZemo odrediti kapacitet usamljenog rotacijskog elipsoida

2 nedln ™ | (4.7.43)
¢

Jakost elektri¢nog polja moZemo naéi pomoéu jednadzbe (1.4.9)

P vpn 09 20, A1 1), (zd_zd),]_
oz or 4nel|l p;, P, e, Tp,

(4.7.44)

. [(sinf, -sinB,)a,+(cos B, ~cosB,)a,] .
4ner

% Elipsa je definirana kao krivulja na kojoj je suma udaljenosti od fokusa konstantna.
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Linije polja definirane su jednadZbom

L. =& , (4.7.45)
E, E,
pa uvrStenjem z i r komponenti jakosti elektri¢nog polja E iz (4.7.44) slijedi
dz dr
1 1 1fz+d z-d]’ (4.7.46)
P2 Pt rip, p,

Sredivanje te jednadZbe rezultira s

dr[ 4 - F ‘+dz[ zd __ zd o @747)
Ve-dP+r? J@+dP+r?]  |Je-d?+r? @+d)P+r?

Ta jednadZba je totalni diferencijal izraza

V- +r?-fz+df+ri=p,~p,=k . (4.7.48)

To je jednadzba linija polja, a predstavlja konfokalne hiperbole®® u ravnini o = konst.

Slika 4.7.8. Stati¢ko elektri¢no polje jednoliko nabije-
ne duZine

Za velike omjere a/b moZemo rotacijskim elipsoidom pribliZiti cilindri¢ni Stap polumjera
r i duZine I. Ako odaberemo pribliZenje elipsoidom za koji vrijedi® 2a=11i b=r pri

% Hiperbola je, prema definiciji, geometrijsko mjesto todaka za koje je razlika udaljenosti od dvaju fokusa
konstantna veli¢ina,

57 Ovo je pribliZenje $tapa s rotacijskim elipsoidom upisanim u 3tap. Za pribliZenje rotacijskim elipsoidom
opisanim oko §tapa poluosi su korijen iz dva puta vece.
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omjerima /I < 0.05 vrijedi®®

2 2
d=ya®~p=a |1-2 =a1-2|. (4.7.49)
a? 2a’

Uvrstenjem pribliZenja (4.7.41) u izraz za potencijal elipsoida (4.7.41) dobivamo

__.__,..n._._._,_-—__

Y dneda i Amea b’ (4.7.50)
2a?

pa pomocu izraza

coQ _ 2mel
. 0, - ]n_[ ¥ (4.7.51)
.

raCunamo Kkapacitet tako pribliZenog Stapa.

Primjer 4.7.2.2. Beskonacno dugi linijski naboj

Zamislimo da je pravac nabijen jednoliko nabojem linijske gustoée A. Takav raspo-
red nije moguce ostvariti jer bi ukupna koli¢ina naboja u njemu bila beskonalna, ali
predstavlja vrlo korisno pribliZenje pri analizi sustava vodi¢a €ija je duZina mnogo veca
od popre¢nih dimenzija. Jakost elektricnog polja u tom slu¢aju moZemo odrediti iz
jakosti polja jednoliko nabijene duZine® ako dozvolimo da duZina postane beskona¢na

1 1
- az+
Vz+dP+r? \/(z~d)2+r2‘

1 z+d z-d A
ar - a .
2ner T

+ — —
Ve+dP?+r*  J(x-dp+r?
Potencijal odredujemo pomoc¢u jednadzbe (4.1.11) izravnom integracijom

Aow
E= lim
dne dw{

(4.7.52)

r

r

=—fE-dt=—-Lj—’ adr=-"mle (4.7.53)

PoloZaj referentne tocke kojoj pridajemo nultu vrijednost potencijala biramo po volji. U

% Pogledati razvoj u red (1 — x)"? u Prilogu F.
* Pogledati jednadbu (4.7.43).
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takvom rasporedu moZemo govoriti samo o razlikama potencijala, buduéi da potencijal-
na funkcija postaje beskonanom za obje grani¢ne vrijednosti r=0 i r — o pa je apso-
lutni potencijal u svakoj tocki beskonacan. Iz jednadZbe (4.7.52) slijedi da su linije
polja radijalni pravci, a iz (4.7.53) slijedi da su ekvipotencijalne plohe cilindri koncen-
tri¢ni s linijskim nabojem.

b)
Slika 4.7.9. Polje beskonagno dugog linijskog naboja, a) dvodimenzionalni prikaz,
b) trodimenzionalni prikaz '

Sl

4.7.3. PloSni naboji

Plo3ni naboj ploSne gustoée naboja ¢ koji je rasporeden na plohi S takoder smo
uveli i definirali u ¢lanku 1.2.4. pomoéu

Q=f0dS . (4.7.54)
8

Dijelu povr$ine dS koji nosi naboj 0dS moZemo pridijeliti svojstva tokastog naboja, pa
primjenom nacela superpozicije potencijal plo§nog naboja u neograni¢enom prostoru
iznosi

<p(r)=% [ L (4.7.55)
TE [r =7

a jakost elektri¢nog polja iz poznate funkcije potencijala ratunamo pomocu (4.1.9).

Primjer 4.7.3.1 Polje jednoliko nabijene pravokutne ploce

Pravokutna ploc¢a jednoliko nabijena nabojem ploSne gustoe ¢ prikazana je na slici
4.7.10.
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A
z P, ,2)
_ e
_ =
/0_- / /,'y_
T] L
dn ~h

Slika 4.7.10. Jednoliko nabijena pravokutna plo&a
>/ 4

Potencijal u toCki P(x,y,z) odredujemo pomocu rezultata primjera 4.7.2.1. Plo¢u dijelimo
na diferencijalno tanke dijelove kojima moZemo pridijeliti svojstva jednoliko nabijene
duZine. Ukupni potencijal ratunamo superpozicijom svih takvih dijelova

A 2
@(x,y,z)=42 fln“d*m*d) ro-nyret, (4.7.56)

€ x-d+f(x-dP +(y-n)*+z>

Nakon relativno sloZenog postupka integracije, koji se sastoji od parcijalne integracije i
uobicajenih postupaka integracije funkcija s kvadratnim korijenima,* slijedi rezultat

¢ (%,y,2) = % [F(h)+G(h)-F(~h) -G (-h)] , (4.7.57)

nE

gdje su

~2@+d)(y =) -y2/ @ +d)’ + (y-n) +2? |

22 (x+d? +(y-n) +22 - y(x +d)(y -n)?
~20-dy-n) -y2/ (-’ + @ -’ +2? 4.7.58)
22/ (x-d)? +(y-n)? +z22 - y(x - d)(y - )?

+@rd)In[-(y-n) +/x+dP+ (5 -m)P 22 -
~(x-d)n[- ¢ -n) +/x-dP +(y-n)+22]

F(n) = -zarctan

+zarctan

% Racionalizacija nazivnika i Eulerove supstitucije, detaljnije pogledati u I.N. Bronstejn, K.A. Semendja-
Jjev, Matematicki prirucnik za inZenjere i studente, Tehnicka knjiga, Zagreb 1964,
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CAT) R R UL ik
(x-ad) +/(x-d)? +(y-n) +2°

”%ln{[(x+d)2+Z2]{2(x+d)2+(y_n)2+22+2(x+d)\/(x+d)2+(y_n)2 +Z2}}+

G(n) =

+Zin{[-adP +22 26 -df + 0 -nf o222 2w -+ O 2]

Jakost elektricnog polja moZemo odrediti iz potencijala pomocu izraza (4.1.9), ali je
zbog sloZenosti funkcije potencijala u tom slucaju jednostavnije provesti integraciju

o L Gk -na, +(y-0a,+za,
E(iy.2) = [dt | dn =Ea +Ea+Ea, . (4759

dme =
@)+ -0+’

-h —d[
Tu integraciju provodimo po komponentama, a konacni rezultat je

o
E=—-
¥ 4qe

{-inly-n+ /= -mF 7+

+h1[y+h+\/(x—d)2+(y+k)2+z2]+
+Infy -k o+ WP 7]
-ln[y +h +¢(x+d)2+@+h)2+z2]} ,
o
E,= o {-n[x-ds fx=a7 + - +2 ]+

¥

n(x+d+\x+rd)+(y-hP+22 )+

Hn[x-d+\(x-a7 + (y+ hy +27)- (4.7.60a - c)

—m[x +d+\(x+d)? +(y+h)? +z?‘]} ;
- +d)

2 (x+d? +(y-h)* +2?
(y+h)(x +d)

2/(x+d)? +(y +h)* +2?
(y-h(x-d) =

2/ -d) +(y-h)* +2?
peha-d) |

2/ (x-d)P +(y +h)? +22

o
E =—arctan
& 411:3{

+ arctan

+arctan

- arctan
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Na slici 4.7.11. prikazali smo raspodjelu potencijala jednoliko nabijene plo&e plo§nim
nabojem gustoe 0 =4me i dimenzija d=2m i h=1m u ravnini plode (z = 0), a slika
4.7.12. prikazuje raspodjelu jakosti polja u ravnini z = Im za istu plotu.

Slika 4.7.11. Raspodjela potencijala jednoliko
nabijene ploCe u ravnini ploée (x = 0)

Slika 4.7.12. Raspodjela jakosti polja
jednoliko nabijene ploe u ravnini
z=I1m

4.7.4. Volumni naboji i razvoj u multipole

Volumni naboj uveli smo i definirali u ¢lanku 1.2.4. pomoéu izraza
Q=[pav, (4.7.61)
v

gdje je p volumna gustoca naboja, a V volumen u kojem je taj naboj rasporeden. Dijelu
tog volumena dV koji nosi naboj pdV moZemo pridijeliti svojstva tofkastog naboja, pa
primjenom nacela superpozicije potencijal volumnog naboja iznosi
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1 p(r)dv
o ()= { ] (4.7.62)

a jakost elektricnog polja iz poznate funkcije potencijala ratunamo pomocu (4.1.9).
Proradun trostrukog integrala u (4.7.62) najéesce nije mogué analitic¢kim metodama, pa
pribjegavamo numeri¢kim aproksimacijama. Najjednostavnija je razvoj potencijala u
multipole. Naboj je rasporeden unutar volumena V, a ishodite koordinatnog sustava
odabiremo unutar tog volumena (slika 4.7.13).

Slika 4.7.13. Uz razvoj potencijala u multipole

Udaljenost izmedu todaka r i moZemo odrediti iz trokuta koji razapinju r i r’

r-r | =y 2rr (4.7.63)
pa moZemo pisati
1 1
r-r| R ' (4.7.64)
ril (:; —2?}

Ako Zelimo izradunati polje u tokama izvan V, moZemo primijeniti razvoj u red®"

: 211_l[£f_2£i}§(’_'2_23_',’_’]2+"_ _ (4.7.65)
-

Nakon sredivanja i grupiranja ¢lanova te jednadZbe, uz zanemarenje Clanova s poten-
cijama r 3, r~ ... slijedi

=172

8! Pogledati razvoj (1 + x) ~* u Prilogu F.
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1 __1 1+i(£.f]+~£[§(£.f]?_ira}+”. _ (4.7.66)
.

|r=r'| r\r r2[2\r 2

Uvrstenjem tog pribliZenja u jednadZbu (4.7.62) dobivamo sljedeci izraz

1 1 r
=— NdV —-r' p(r')dV+
9(r) 4W{p(r) +4wz£r p(r)
(4.7.67)
1 3 r I ¢ 1 12] f
+ ==r' | —=r"|p(r')dV+..
41!8?'3‘{[2(" ] 2

Razmotrimo sada ¢lanove tog pribliZenja u slijedu. Prvi ¢lan predstavlja potencijal koji
bi u toCki r uzrokovao ukupni naboj skoncentriran u ishodiSte. Taj ¢lan nazivamo i
monopolnim &lanom; ako su svi naboji istog predznaka, on predstavlja i €lan s najveéim
doprinosom. Drugi ¢lan opada s 1//%, jednako kao i potencijal dipola pa ga zovemo
dipolni ¢lan. Sukladno tome treci lan zovemo kvadrupolni ¢lan jer njegov potencijal
opada s 1/7°.

Primjer 4.7.3.1. Polje nejednoliko nabijene kocke

Nejednoliko nabijena kocka dimenzija (2a x 2a x 2a) prikazana je na slici 4.7.14.

g

AG

Slika 4.7.14. Nejednoliko nabijena kocka

Volumna gustoéa naboja p zadana je kao:

a
Po 3 —Eszsa; -asy<a; -a<x<a,

0 ()= (4.7.68)

a
“Py —agz<—v2v ; —as<y<a ; -as<x<a.

Cak i u tom, vrlo jednostavnom slu¢aju nije moguce analiti¢ki odrediti integral (4.7.62).
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Ovdje ¢emo usporediti dva pristupa:

1. Odredivanje potencijala superpozicijom doprinosa ploca iz primjera 4.7.3.1. kona-
Cne debljine
U tom pristupu kocku dijelimo na N plofa kona¢ne debljine AL =2a/N. Svaku
takvu plou konaéne debljine zamjenjujemo s jednoliko nabijenom plohom u sredini

ploCe. Gustoca plo§nog naboja na svakoj plohi je

Q_ PR)AL2a2a (4.7.69)

pa potencijal kocke ratunamo pribliZno pomocu

N
P(x,y,2) = % Y [F(@)+Ga)-F(-a)-G(-a)]p() » (4.7.70)
i=1
gdje su
-Z(x+ -n) =yz. (x+d)? +(y -n)? +z°
F,(n) = -z,arctan 2@ +d)y ~n) yz”/(x h -z +
2+ d? +y-n) +2] -y(x+d)y -n)
-2 (x-d) ) ~yz k- + (v ) 2]
+z,arctan *
22\ (- +(y-n) +2 -y(x-d)y -n)?
+(x+d)h]['(y"rl)+\/(x+d)2+0’“11)2+z,-2]"
4.7.71)

~@-d)ln|- ¢ -m) + f - + - 427 |,

(xc+d)+y/(xrdf + (p-m)P ez

(x-d)+y/(x-d)? +(y-n) +2]

n{[(c+ @2 +27] 200+ 2 + -0 +2] +20+ D flx+ P+ -n) 427+

G,(m)=nln

N =

in{[Ge-dp +2][20- 2 + - n)? 2] 120 - D@+ -2}

+

i

z,=z+a—(i—%)Ac , (4.7.72)
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¢ime smo uzeli u obzir translaciju koordinatnog sustava iz primjera 4.7.3.1. za
svaku plocu.

2. Multipolni razvoj
Za odredivanje doprinosa monopolnog ¢lana moramo izraCunati

fp dv= —2p0a3+6p0a3z4poa3 . (4.7.73)
v

Za doprinos dipolnog ¢lana vrijedi

a

2 a

[ Jorav= J# oy -, Bt
4

2 2
@ -a xtey?s (4.7.74)

xx'+yy' +zz’ _ 3a%
daz' [dy' [ p Po »
f f f 0 \/x y2eg? 2\/x2+y2+z2 0

a za kvadrupolni ¢lan doprinos je

/

” 2 x2+y2+z

] ] 2
SOy ) 1, y2i02)000y 2ydy = a>(x*+y” 22‘2)9 4.7.15)
2 2 2(x +y +z )

pa koristeéi izraz (4.7.67) moZemo potencijal te kocke u to¢kama izvan nje pribli-
Zno izraCunati pomocu

40’ , Ba%z  a(xP+y’-2h)| (4.7.76)
Mirytig? Pyt (xPayPegh)P

p
@ (x,y,2) = 7 : {
nme

Na slici 4.7.15. prikazali smo usporedbu rezultata proracuna potencijala kocke duZz
pravca dijagonale kocke “d”.

3o V)

Slika 4.7.15. Usporedba rezultata

proratuna duZ pravca dijagonale
.l'!d!t

d (m)
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Na slici 4.7.16. prikazane su ekvipotencijalne linije u ravnini x =0 koje smo odredili
pristupom 1. Podaci kocke su a=1 m i p,=4me C/m’, a broj podjela N u pristupu 1.
bio je 10.

Slika 4.7.16. Ekvipotencijalne linije nejednoliko nabije-
ne kocke u ravnini x = 0

4.8. RASPODJELA NABOJA U OGRANICENOM
PROSTORU I ODSLIKAVANJE

U ¢lanku 4.5.3. utvrdili smo da je za rjeSavanje zadaca stati¢kih elektri¢nih polja za
zadane raspodjele naboja u ograni¢enom prostoru potrebno poznavati Greenove funkcije
za zadanu geometriju zadace. Tada moZemo primijeniti opCe integralno rjeSenje Poisso-
nove diferencijalne jednadZbe koje smo odredili izrazom (4.5.10).

4.8.1. Greenove funkcije ravnih metalnih granica

4.8.1.1. Tockasti naboj ispred vodljive ravnine

Najprije ¢emo odrediti trodimenzionalnu Greenovu funkciju vodljive ravnine. Raz-
motrimo najjednostavniju Dirichletovu rubnu zadacu: tockasti naboj Q nalazi se ispred
beskonacne vodljive ravnine (slika 4.8.1) na nultom potencijalu. PokuSajmo konstruirati
Greenovu funkciju za zadanu geometriju. Iz jednadZzbe (2.5.6) slijedi oblik Greenove
funkcije

G(r,yr')= —I-;lr,—l +F(r,r') . (4.8.1)
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Slika 4.8.1. Tockasti naboj ispred
vodljive ravnine

Za Dirichletovu rubnu zadacu propisali smo uvjet (4.5.11) pa slijedi

Gprr) = : +F=0 za x=0, (4.8.2)
dne|(x-xV+(-yY +@-2)
odnosno
1
Fx=0)=- ; (4.8.3)
4n e\/(x')?' +(y-y ) +(z- 2’V
Taj izraz predstavlja potencijal to¢kastog naboja ¢” = — g = — 1 u ravnini x = 0. Naboj

¢ nalazi se u tocki r” za koju vrijedi x” = +x", y" =y" i " =7'. Ako odaberemo x” = x,
Greenova ée funkcija biti jednaka nuli u svim tokama prostora, Sto predstavlja trivijal-
no rjeSenje pa odabiremo x” = —x’. Kona¢ni oblik Greenove funkcije za zadanu geo-
metriju je prema tome

1
G(rr')= . - , (48.4)
dmey(x-x')+(y-y' P +z-2P  dmey(xx' Y +y-y' Y +-z)
pa potencijal to¢kastog naboja Q u poluprostoru x 2 0 ratunamo pomocu
__Q -Q (4.8.5)
V= Tatr | Amelri]"
Taj izraz je ekvivalentan izrazu za potencijal toCkastih naboja Q i —Q simetri¢no

smjeStenih u odnosu na ravninu x = 0. Naboj — Q nazivamo odslikanim nabojem,”* a
takav postupak konstruiranja Greenovih funkcija odslikavanje. Na temelju (4.8.4)
moZemo Greenovu funkciju G, protumatiti kao potencijal jedini¢nog totkastog naboja
u zadanoj geometriji uz uvjet da je rubna ploha na potencijalu jednakom nuli. To

2 On predstavlja zrcalnu sliku naboja Q kroz ravninu x = 0.
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tumacenje® ¢emo nadalje u ovom odjeljku koristiti za konstrukciju Greenovih funkcija.

4.8.1.2. Prostorni naboj ispred vodljive ravnine

Iz jednadZbe (4.5.12) slijedi da za proizvoljnu raspodjelu naboja p(r’) u polupro-
storu x > 0 (ravnina x = 0 je na nultom potencijalu) vrijedi

o) = [£5) { 1 -
v AT |-y P -2 P (4.8.6)

— 1 dVl
Vix+x' P+ (3 -y)+@ ~z’)2}

Ako je na ravnini x =0 zadana neka raspodjela potencijala ©(0,y",z"), moramo prema
(4.5.12) odrediti d@/on’, Buduéi je n’ = —a, slijedi

(.@E) =_(§§) _ 1 2x | 4.8.7)
o)~ \ &)y AT [ 4 (yy o+ -2

Konacni je izraz za proracun potencijala u tom sludaju

_rp) 1
(p(r)—f'q'ﬂ:e{ a2 a2 _t2_
v V& -x)+ -y +2-2)
i} 1 }de (4.8.8)
VE+x'P+ -y P+ 2-2')
] 20052) e

2ms Py -y P+ @ -2 )P

4.8.1.3. Tockasti naboj u vodljivom kutu

Rjesenje za Greenovu funkciju iz. tocke 4.8.1.1. moZemo iskoristiti za konstrukciju
Greenove funkcije naboja koji se nalazi u vodljivom kutu (slika 4.8.2). Greenovu
funkeiju te geometrije konstruirat éemo pomocu potencijala jediniénog to¢kastog naboja
I odslikavanja. Da bi Greenova funkcija bila nula u ravnini (x = cos o,y = sinot), mora-
mo dodati negativni jedini¢ni naboj simetrian jedininom naboju na mijesto 17, Ali
sada Greenova funkcija nije nula u ravnini y = 0, pa moramo dodati suprotne jedini¢ne
naboje na mijesta “2” i “4”. Time smo poremetili rubni uvjet u ravnini (x = cosc,
y = sino), pa moramo dodati suprotne jedinine naboje u mjesta “3” i ”5”.

* Drugim rije¢ima, G, je odziv geometrije prostora na uzbudu jediniénim tockastim nabojem uz nulti
potencijal granica.
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Slika 4.8.2. Tockasti naboj u vodljivom kutu

Takav postupak moZe trajati beskonacno, ali ako vrijedi oc=n/n (n je cijeli broj) broj
dodatnih odslikanih naboja je konacan i iznosi (2n — 1). Svi naboji (originalni i odslika-
ni) tada leZe na kruZnici.

Primjer 4.8.1.1. Polje tockastog naboja u vodljivom pravom kutu

Slika 4.8.3. prikazuje konstrukciju Greenove funkcije. Kut o je /2, pa je n = 2, §to
rezultira s tri odslikana naboja.

Slika 4.8.3 Tockasti naboj u vodljivom pravom kutu

Potencijal 1 jakost polja u svim to€kama pravokutnog prostora racunamo kao potencijal
i jakost polja skupine od cetiri tockasta naboja u neograni¢enom prostoru

(4.8.9a,b)
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Slika 4.8.4. Polje tockastog naboja u vodljivom pravom
kutu

4.8.1.4. Linijski naboj ispred vodljive ravnine

Sljedeca vrsta zadaca za koju mozZemo Greenove funkcije odrediti odslikavanjem
jesu zadace koje ukljuCuju beskonacno duge raspodjele naboja neovisno o uzduZnoj
koordinati. Tada su zadaée dvodimenzionalne, a za konstruiranje dvodimenzionalne
Greenove funkcije vodljivih ravnih granica umjesto jedini¢nog toCkastog naboja stav-
ljamo linijski naboj jednolike jedini¢ne gustoée A =1 C/m (u smjeru osi z) ispred vod-
ljive ravnine (slika 4.8.5).

A
x //JL= +1

Y

Slika 4.8.5. Linijski naboj ispred vodljive
ravnine

PR

Potencijal beskona¢no dugog linijskog naboja jednolike gustoce izveli smo u &lanku
4.7.2. Ako se linijski naboj nalazi u to¢ki # njegov potencijal u tocki r je

T [ 1 il (4.8.10)
2ne  |ry-r'|
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gdje je r, proizvoljni konstantni vektor koji odreduje polumjer cilindra nultog
potencijala.® Greenova funkcija (potencijal jedini¢nog linijskog naboja) u ovom raspore-
du mora biti nula u ravnini x =0, a to moZemo posti¢i simetri¢nim dodavanjem jedna-
kog naboja suprotnog predznaka. Sukladno tome Greenova funkcija je®

r,—1 r,—r
s pyom L B il , (4.8.11)
2ne lr-r'| lr-r"|
odnosno
"2 N2
Gy gy ==ty LT DY) 4.8.12)

dme  (x-xV+(-y)

JednadZba (4.8.12) ukazuje na sliCan oblik dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih
Greenovih funkcija. Primjenom zamjene

B SRR S S (4.8.13)
dre|r-r| 2ne  |r-r'|

moZemo direktno pisati dvodimenzionalne iz trodimenzionalnih Greenovih funkcija.

Primjer 4.8.1.2. DvoZicni vod ispred vodljive ravnine

DvoZi¢ni vod pribliZujemo s rasporedom linijskih naboja skoncentriranih u sredisti-
ma vodica, budu¢i je polumjer vodi¢a p, mnogo manji od udaljenosti izmedu vodi¢a 2a
i udaljenosti izmedu vodica i vodljive ravnine d (slika 4.8.6).

= Ty A

Slika 4.8.6. DvoZi¢ni vod ispred vodljive
ravnine

 Pogledati primjer 4.7.2.2, jednadZbu (4.7.53).
% r, biramo tako da vrijedi: |r, ~#" | = |r, = 7|
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Prema jednadZbama (4.8.20 i 21) potencijal u prostoru y = 0 raunamo pomoéu®

A 7o -1, |ry -1y 7o 15 ro-1y'| _

ne [rer| |r-r| |r=r,] Ir-rl)|

pxy) = >
(4.8.14)
_ A a0 d) @)+ (y-d)’

dme  (x-a)*+(y-d)y (x+a)’+(y+d)?

Slika 4.8.7. Polje dvoZitnog voda ispred vodljive
ravnine

To rjeSenje moZemo iskoristiti za odredivanje parcijalnih kapaciteta takvog voda. Poten-
cijali vodica jesu

dne r, 4mne a? (4.8.15)
A . d?*+a® A 2d
9= el =S
4me a’ dne 1,

pa primjenom postupka za odredivanje parcijalnih kapaciteta iz ¢lanka 4.4.2.°” dobivamo

TE d? +a*
Cin=C, = In = 4
g 2d 1 d? +a2 a (4.8.16a)
i a2

% Za referentni radijus odabiremo r, = 0.
¥ Pogledati jednadzbe (4.4.27 i 28) i primjer 4.4.3,



4. Statitko elektrino polje 255

2
C,=C,= {m— ~In } :
mz(ze']_mz(dzmz) w (48.16b)

Slika 4.8.8. Nadomjesna shema statickog elektriCnog voda iznad
T = vodljive ravnine (zemlje)

4.8.2. Greenove funkcije ravne dielektricke granice

4.8.2.1. Tockasti naboj ispred ravne granice dvaju dielektrika

Postupak koji smo razradili u prethodnom ¢lanku moZemo primijeniti i za odrediva-
nje Greenove funkcije neogranienog prostora koji se sastoji od dva poluprostora razli-
Citih dielektri¢nosti, odnosno za odredivanje potencijala toCkastog naboja Q, koji se
nalazi u poluprostoru “1” dielektri¢nosti €, ispred dielektritkog poluprostora ”2” dielek-
triCnosti €, (slika 4.8.9).

Slika 4.8.9. Tockasti naboj ispred dielektrickog poluprostora

”1”

Pretpostavljamo da potencijal i jakost polja u poluprostoru moZemo izratunati
superpozicijom kao zbroj djelovanja zadanog naboja Q, i njegove zrcalne slike Q,
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@ ,(x,y,2) = 1 Q . Q,
1\ 471;31 «(x_d)2+y2+z2 \/(x+a)2+y2+z2 ’
1 - (4.8.17,18)
El(x)y:Z) == 4n81{[(x-d)2+y2+z2]3‘(2 [(x ‘d)ax +yay +zaz] +
Q
' [(I+a)2+y2+z2]3!2[(x+a)“x+}’ay+zaz] ,

a u poluprostoru “2” kao zbroj djelovanja zadanog naboja Q, i druge zrcalne slike Q,

0,030 = —) Q . Q,
ATXRE dme, Ja-dPry2iz? Jx-apryiig? ’
__1 ) e oreu: seman e (4.8.19,20)
Ez(x,y,Z)ﬂ4ﬂ82{[(x_£02+y2+z2]3!2[(x da, +ya +za ]
Q,
' [(x~a)*+y?+ 22 M- 0 ZaZJ} |

Pretpostavili smo takav raspored naboja na pravcu okomitom na granicu buduéi da
jedino on moZe zadovoljiti uvjet kontinuiranosti potencijala pri prelasku granice dielek-
trika. Ako uspijemo odrediti Q,, Q, i a, tako da ispunimo sve uvjete na granici dvaju
dielektrika, onda je prema teoremu o jedinstvenosti rje$enja Poissonove jednadzbe® to
i rjeSenje ove zadace. Uvjeti na grani¢noj plohi x =0 su

¢,(0,y,2) = 9,(0,,2) ,
D (0,y,2) =D ,(0,y,2) , (4.8.21 - 23)

E,(0y.da, +E,(0y)a,=E,0y.)a,+E,0y2)a, .
[z (4.8.22) slijedi Q, = - Q,. UvrStenjem tog uvjeta u (4.8.21 i 23) dobivamo

€, ¢ €,*e,
5

dirytez?ateyteg? (4.8.24,25)

€,7 ¢ g,te,

0 [d2+y2+z2]3’2 zQ? [a2+y2+z2]3’2 ’

% Pogledati ¢lanak 4.5.2.
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Iz tih jednadzbi slijedi

a=d ,
E;~%

Q= el+ezQ° ’ (4.8.27a,b)
)

Ql - 31+32Q0 ’

”1 ”

pa konaéno moZemo utvrditi da polje u poluprostoru ratunamo pomoc¢u dva naboja
Q' =Q, i Q"=Q,, dok polje u poluprostoru “2” ratunamo pomoc¢u jednog naboja
Q = Q, + Q, na udaljenosti d od grani¢ne plohe. Trodimenzionalna Greenova funkcija za
poluprostor “1” je

[ 1 e 1 , (4.8.28)
4nel[\/(x—d)2+y2+z2 31"'82\/(}+d)2+y2+z2

G (x,y2) =

a za poluprostor “2”

2¢, 1 (4.8.29)

G,(x,y2) =

4ne, € ,+¢, \/(x—d)2+y2+z2

> Slika 4.8.10. Polje totkastog naboja ispred dielektri-
¢kog poluprostora

Primjer 4.8.2.1. DvoZic¢ni vod ispred dielektrickog poluprostora

Dvozi¢ni vod u zraku ispred poluprostora dielektri¢nosti € prikazali smo na slici
4.8.11.
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Slika 4.8.11. DvoZi¢ni vod ispred dielektri-
tkog poluprostora

Ako su ispunjeni uvjeti a>>p, i d>>p, moZemo naboj raspodijeljen po povrsini
vodiCa zamijeniti linijskim nabojima u sredi§tima vodi€a. Problem je dvodimenzionalan

i Greenove funkcije za oba poluprostora moZemo izvesti iz jednadZbi (4.8.28,29) uz
zamjenu (4.8.13)

G — 1 |7y -1 | " g |ry-ry,’|
bo2meg| g ete freryl | (4.8.30,31)
2¢ o Y
G, = 1 0, In 01’|.
2ne egte  |ry-ry,’|
Potencijal i jakost polja u zraku ratunamo pomocu
. [P R  Jgp.
i A jjp 8@ t0-d) fo"f, (x+a)’+(-d)
41180 (x—a)2+(y+d)2 gpte (x+a)2+(y+a)2
E - -A 8dy(x -a) . .
LA (- + - Pl -a) + (v + 0]
Mac. M 8dy(x +a) a (4.8.32,33)
8t e [(x+a)+(y-d)l(x+a) +(y+a)] | *

+

Lk 4d[(y* -d?) - (x-a)’]
4“%{[@ -a) +(y - d)*][(x - a)* + (y + d)’]
g€ 4d[(y%-d?) - (x +a)’] }a
et e [(x+a)+ (- N +a)+(y+d?l |

+
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a izrazi za potencijal i jakost polja u dielektriku su

A 2e hl(x—a)2+(y—d)2

‘p2=4neo €0tE  (x-a)’+(y+d)>
=} 2 8dy(x -a)
e P 4.8.34,35
> dmeye te [(x-a)2+0’—d)2][(x~a)2+0*+d)2]a” : )
-4 2e 4d[(y*-d* - (x -a)*]

L i’ .
dneg eg*e [(x-a)’ + (-l -a)’ + ¢ +d)*] 7
Ako dielektriCnost € — o onda iz izraza (4.8.27b,c) slijedi A, = — A a A, = 0. Karakteri-

stike dielektrika sve viSe sliCe karakteristikama metala, a rezultat tog primjera postaje
jednak rezultatu primjera 4.8.1.2.

Slika 4.8.12. Polje dvozitnog voda ispred dielektrickog
poluprostora

4.8.3. Greenove funkcije cilindri¢nih granica

Greenove funkcije zadaca koje ukljucuju cilindri¢nu granicu moZemo pomoéu
Jjednostavnih odslikavanja odrediti samo u dvodimenzionalnom slucaju, jer hiperbolnu
potencijalnu funkciju to¢kastog naboja ne moZemo spojiti s logaritamskom potencijal-
nom funkcijom beskona¢nog cilindra.”

“ Detaljnije obrazloZenje pogledati u E. Weber, Electromagnetic theory, Dover Publishers, New York
1965.
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4.8.3.1. Vodljiva cilindri¢na granica

Neka se beskona&ni linijski naboj gustoée A nalazi unutar vodljivog cilindra prema
slici 4.8.13.

r

o )

Dvodimenzionalnu Greenovu funkciju takvog rasporeda konstruirat ¢emo pomodu
potencijala jedini¢nog linijskog naboja u njemu. Koristit éemo odslikavanje jedini¢nog
linijskog naboja u negativni jedini¢ni naboj na mjestu r” (#” = kr’). Iz izraza (4.8.11)

slijedi potencijal u tocki r”°

Slika 4.8.13. Linijski naboj unutar vodljivog cilindra

A o=l A r-7"| A |r-r'|
_ - g | (4.8.36)
°® 2ne  |r-r'| " 2me |p=r*] 2me " |p<ke’|
Za toCke na cilindru polumjera r = R vrijedi
lr-r'|=R?*+r'?-2Rr'cost , (4.8.37a,b)

|r-r"|=R*+k*'%-2Rkr' cos¥ .

Uvrdtenjem (4.8.37a,b) u (4.8.36) i uz pretpostavku da je potencijal tog cilindra kon-
stantan i iznosi InC slijedi

R +k*r'* ~2Rkr' cos § = C(R?+r' ~2Rr' cos D) . (#3.28)

Taj uvjet vrijedi za svaki kut ¥ ako je

2Rkr' =2CRr' , (4.8.39)
R*+k%'2=CR%*+Cr? .
Iz tog sustava jednadZzbi slijedi rjeSenje
2
i (4.8.40)
rrz

™ Za polumjer referentnog cilindra r, odabiremo r, = (' + r)/2.
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pa je Greenova funkcija tog rasporeda oblika

R* R?
Gy =—n "y o Srega] (4.841)
rr )= + =
T )= ame |r-r' 2ne |r-r' |

Konstanta K mora biti takva da G(r,r’) bude nula na cilindru r = R, pa slijedi
b
C=—, (4.8.42)
R
a konaéni oblik Greenove funkcije za metalnu cilindri¢nu granicu je

Er*gr’
1 _|R b

2ne |r-r'|

(4.8.43)

G@rr')=

NaglaSavamo da je nevaZan poloZaj originalnog naboja. Ako je originalni naboj unutar
cilindra, tada je G Greenova funkcija za podrucje unutar cilindra i obratno, ako je origi-
nalni naboj izvan cilindra, onda je G Greenova funkcija za podru¢je izvan cilindra.

Primjer 4.8.3.1. Polje trake unutar uzemljenog vodljivog cilindra

Beskonatna traka jednoliko nabijena nabojem plo$ne gustoée ¢ nalazi se unutar
uzemljenog metalnog cilindra prema slici 4.8.14.

Slika 4.8.14. Traka unutar uzemljenog metalnog
cilindra

Prema jednadZbi (4.5.12) potencijal unutar cilindra je
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262
R
2 L(xa, +ya)-—na,
() = [odn -1l B0
x’ = g ~ =
b f M one |xa,+ya, -na_|
a (4.8.44)
X i 2
2a (ﬂE“R] i
dn

- f
dme (x-n)*+y?

a

IzraCunavanje tog integrala je dosta sloZeno, a proveli smo ga pomoéu postupka parci-
jalne integracije i primjenom Eulerovih supstitucija. Kona¢ni rezultat jest :

P(x,y) = FUS {~2y( arctan Zay—x —arctan a;x] +

arctan — R +2a(x2 +y7‘) —arctan S eale +y2) +
x2+y R% R%
4.8.4
4a2*4ax+x2+yzﬁ R*x R“-—4aR2x+4a2(x2+y2) . ( >

+xIn
a’-2ax+x*+y? x*+y?  R*-2aR*x+a*(x?+y?)

R2

+
2

("R+2%x]2+ da’y’ (~R+EJ2+ a’y’
RZ
aln
(x -2::1)2 + y2 (x-a)? + y

+2aln

Na slici 4.8.15. prikazali smo raspodjelu potencijala unutar cilindra za R =3m, a= Im

i 6 =2me.

Slika 4.8.15. Raspodjela potencijala jednoliko
nabijene trake unutar uzemljenog metalnog

cilindra
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4.8.3.2. Dielektricka cilindri¢na granica

RjeSenje zadade odredivanja polja linijskog naboja ispred dielektrickog cilindra
(slika 4.8.16) potraZit éemo analogijom s rjeSenjem polja linijskog naboja ispred dielek-
trickog poluprostora.”

Slika 4.8.16. Linijski naboj ispred dielektrickog cilindra

Originalni naboj A, koji se nalazi u podrucju dielektricnosti €, na udaljenosti b od
srediSta cilindra, odslikat éemo u naboj A, u cilindru na mjesto udaljeno od sredista
cilindra za D = R*b kao i kod metalne cilindri¢ne granice. Time smo unijeli naboj u
podruéje u kojem nema naboja, pa moramo za proracun polja izvan cilindra dodati jos
jedan linijski naboj A,= —A, u srediSte cilindra. Za proratun polja unutar cilindra
koristimo dodatni naboj A, = — A, na mjestu originalnog naboja A, Odslikane linijske
naboje ratunamo prema

£,78,
1

Potencijal u podrudju izvan cilindra rafunamo pomocu

A r{:‘ e, —e, x2+y?
x,y) = In + In ,
) e by mres () (4.8.47)
x=-—| +y?
b
a potencijal unutar cilindra pomocu
Ay 2 re
0 0
¢,y)=>——In (4.8.48)

4n g, €, (_75—;!;)2-1»],)2 '

" Pogledati &lanak 4.8.3.
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Kada se tocka P(x,y) nalazi na cilindri¢noj plohi vrijedi x*+y®=R? mora vrijediti
@, = ¢y, pa slijedi da referentni cilindar ima polumjer r, = b. Dokaz da takav raspored
naboja zadovoljava sve uvjete na cilindri¢noj granici dvaju podru&ja razli¢itih dielektri-
¢nosti prepustamo Citatelju.

Primjer 4.8.3.2. Dva linijska naboja i dielektricki cilindar

Dva linijska naboja A i —A nalaze se u prostoru dielektri¢nosti €, i smjeitena su
simetri¢no u odnosu na os dielektri¢kog cilindra dielektri¢nosti €, prema slici 4.8.17.

g, |7

Slika 4.8.17. Dva linijska naboja i
dielektri¢ni cilindar

Linijski naboji koje trebamo dodati u srediste cilindra poni§tavaju se, pa potencijal izvan
i unutar cilindra ra¢unamo pomocu

x_b2+2 £.— ¢ x_D2+2
0, (xy) = G Dy, G Dy
dme | (@+bY+y? eve,  (x+D)P+y

(4.8.49,50)
A 2 (x - b)? +y?
Y) =TT In ’
cpz(xy) 4 €, ve,  (x +b)2+y2
a jakost elektri¢nog polja pomocu
x%-b%)b - by?
E,(x)=- L
Amey | [0x-B)* +y?][(x + by +y?]
4882 (?-DY)D-Dy? }a i
Z N2 42 2,27 *
€178 [(c-D)" +y7][(x + D) +y“] (4.8.51)

-+

A 8 bxy
ame; | [(x-b)*+y2[(x +b)* +y?]

+8 81‘“82 ny a
&+ &, [(x-D)Y +y[(x + D) +y?] [
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A2 (x?-b*b - by*
E(xy)=— 4
e { (-5 +y (e + b +y7]

47 £, +e
b2 (4.8.52)
+8 bxy a } ,

[(x-bY? +y*l[x +b)? +y¥

Slika 4.8.18. Polje dva linijska naboja ispred dielek-
trickog cilindra

Ako €, —> oo to rjeSenje postaje rjeSenjem za dva linijska naboja ispred metalnog cilin-
dra. Drugi zanimljiv sluaj nastaje ako b — ce. Tada se odslikani naboji A, i — A, sime-
tri¢no priblizavaju sredidtu cilindra i &ine linijski dipol,”® polje dvaju linijskih naboja
postaje homogeno, pa pomocu tog rjedenja moZemo rijeiti polje dielektrickog cilindra
u vanjskom homogenom polju kao superpoziciju polja linijskog dipola i vanjskog
homogenog polja. Vanjsko homogeno polje ralunamo kao polje dva jednaka linijska
naboja +A udaljena za 2b na sredini njihove spojnice

. (4.8.53)
Udaljenost izmedu naboja linijskog dipola u cilindru jest

R2
1=2D=2—, (4.8.54)

7 Linijski dipol je konfiguracija dva jednaka linijska naboja suprotnih predznaka +A i - A koja se
nalaze na maloj razdaljini /, a polje ratunamo u totkama &ija je udaljenost r od naboja puno veca od razdalji-
ne ! medu nabojima. Polja linijskog dipola izvodimo analogno izvodu polja tockastog dipola u ¢lanku 4.3.4.
Potencijal i jakost polja linijskog dipola jesu @(r) = Alcosd/(2ner), E(r) = Mcosd/(2mer?),
E4(r) = Msin®/(2rer?), gdje su r i © odrednice cilindri€nog koordinatnog sustava s ishodiStem na mjestu
dipola.
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a naboji linijskog dipola jesu

[ 4 g,.—¢
A=—1"2) =—ne bEO . (4.8.55)

0
g, +8, €, e,

Komponente vanjskog homogenog polja su u cilindri¢nom koordinatnom sustavu

E,=E%osd ; E,=-E%inb, (4.8.56)

pa superpozicija vanjskog homogenog polja i polja linijskog dipola u podrugju izvan
cilindra daje

£,- & 2
E =E° 1——1——2£}cosﬁr ,
81+82 rz
(4.8.57,58)
€, -8, R2
Em:-EO 1+— 2R—]sinﬁ.
g,+€, r?

Ako €, = o dobivamo rezultat za metalni cilindar u vanjskom homogenom polju.
Polje u podrucju unutar dielektrickog cilindra definirano je s dva odslikana simetri-
Cna linijska naboja na mjestu originalnih naboja i originalnim nabojima. Sukladno tome
vrijedi
2¢, ) 2e

. A E° (4.8.59)
2 me, e,+e, b g +e,

pa slijedi da je polje u cilindru homogeno.”

4.8.4. Greenova funkcija vodljive kuglaste granice

Tockasti naboj Q nalazi se ispred vodljive kugle polumjera R na nultom potencijalu
prema slici 4.8.19. Trodimenzionalnu Greenovu funkciju vodljive kuglaste granice
odredit ¢emo kao potencijal jedini¢nog tockastog naboja Q =1 na mjestu r'=bha, u
ovom rasporedu. Tu zadacu rijesit ¢emo odslikavanjem. Da bi kugla bila na nultom
potencijalu, moramo dodati negativni naboj —Q, (odslikani) na mjestu »” = k.
Greenova funkcija tog rasporeda je

1[ Q 9 (4.8.60)
4ne[|r—r’| lr-kr'|| "

G(ry')=

™ Rjedenja za dielektri¢ki i metalni cilindar u homogenom polju mogu se dobiti i primjenom separacije
varijabli u cilindri¢nom koordinatnom sustavu koju smo opisali u odjeljku 4.6.
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P

Q

r'=ba, Slika 4.8.19. Tockasti naboj Q ispred vodljive kugle na
nultom potencijalu

Na kuglinoj plohi gdje vrijedi r=R ta Greenova funkcija mora biti jednaka nuli pa
slijedi

Q*(R*+k*b*-2Rkbcos?) = Qf(R2+b2—2Rbcos1?) 5 (4.8.61)
odnosno
k? k 2 R* R
2p2 BN 12 g - 2 2 A 4.8.62
Q°R 1+R2b 2Rbcosfr]—Q1b [1+b2 2bcosv[1r ; ( )

Ovaj identitet je zadovoljen za svaki kut 4 ako vrijedi

2
QI=Q—;z : k:%, (4.8.63)

pa je Greenova funkcija za metalnu kuglastu granicu

R

1 b

Glrr)= dre|r-r'| B

(4.8.64)

2

dne|lr-—r'
bZ

Ova funkcija vrijedi za podru¢je izvan ili unutar kugle ovisno o poloZaju originalnog
naboja, pa pomocu izraza

&
b

2 av' . (4.8.65)

r__ I
2

4ne|r-r'| )
dne

o(rr')= f p(r')
V
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ratunamo potencijal zadane raspodjele naboja p(r").”

Primjer 4.8.4.1. Jednoliko nabijena duZina i kugla

Jednoliko nabijena duZina nalazi se ispred kugle na nultom potencijalu prema slici
4.8.20.

r | P(r,a,Z)
°

= e A ' — o Slika 4.8.20. Jednoliko
& J L ;| z nabijena duZina ispred
f | kugle na nultom poten-

h}d d ’: cijalu

Zbog osne simetrije rasporeda tu zadacu rjeSavamo u cilindri¢nom koordinatnom susta-
vu. Vrijedi

1 1 R 1
G » V=G s = T s
(rr')=Glraz)=7— e-0p 2 & ( 22V (4.8.66)
g | ap?
)

pa potencijal u tocki P(r,z) ratunamo pomocu jednadzbe (4.8.65)

a+d

@(pR)=7— /

a

S R dc . (4.8.67)
\/(Z = C)Z +r2 ‘/(zc _RZ)Z + r2c2

Konacni rezultat za potencijal u to¢kama prostora izvan kugle je

a+d-z +\/(a +d)2~2z(a+d) +r2+z? ~

a-z+Ja*-2za+r*+z*

A
W= {ln
(4.8.68)
R rP+2/e7 2 adf 2R a+d) +R*+ (r? +2%)(a+d) —sz}

P VP2 et - 2R+ R+ (2 + 2% -2R?

™ Pogledati jednadZbu (4.5.12)
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Slika 4.8.21. Raspodjela potencijala
jednoliko nabijene duZine ispred kugle

na nultom potencijalu u ravnini & = 0

4.9. KONFORMNO PRESLIKAVANJE

Opisat ¢emo samo osnove te metode rjeSavanja dvodimenzionalnih zadaca u stati-
&kim elektri¢nim poljima, buduéi da njezina prakti¢na primjena pojavom programskih
paketa za numeri¢ko rjeSavanje elektromagnetskih polja opada. Naime, i konformno
preslikavanje najéesée ima numericki karakter zbog nemoguénosti analitickog odrediva-
nja funkcije inverznog preslikavanja, pa ga obavljamo totku po totku.” Temelj te
metode su svojstva analitiC¢kih funkcija. Ukratko, analiti¢ke funkcije su funkcije kom-
pleksne varijable’

R2) = ux,y) +jvx.y) , (4.9.1)
za koje je grani¢na vrijednost
hmw z=x+jy ! Az:ﬁx+jAy - (492)

Az-0 Az ’

S Detaljan opis konformnog preslikavanja pogledati u E. Weber: Electromagnetic Field, Volume I -
Mapping of Fields, John Wiley & Sons, New York 1950.

' Detaljan opis funkcija kompleksne varijable pogledati u I. Ivan$i¢, Funkcija kompleksne varijable,
Liber, Zagreb 1978,
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konacna i jednaka kad Ax i Ay neovisno teZe nuli. Tu grani¢nu vrijednost nazivamo
derivacijom f(z). Takve funkcije u podruc¢ju u kojem su analitiCke ispunjavaju Cauchy
~Riemannove uvjete

u_dv . u_ o (4.9.3)
ox 9y = gy o’

Deriviranjem i zbrajanjem tih uvjeta dobivamo

Fu Fu Ay Py (4.9.4)

+—'m0

Px Fy o Py

§to znadi da u podrucju u kojem je funkcija f(z) analiticka njezin realni i imaginarni dio
zadovoljavaju Laplaceovu jednadZbu.

Sukladno tome, porodica krivulja u(x,y) = ¢ predstavlja skup mogucih ekvipotenci-
jalnih linija, a porodica v(x,y) = ¢ odgovarajuci skup linija polja i obratno.

Analiticke funkcije koristimo za preslikavanje rubne zadace sa sloZenim rubovima
u (x,y) ravnini u novu rubnu zadacu u (u,v) ravnini s jednostavnijim rubovima koju
moZemo jednostavno rijefiti. Iz rjeSenja u ravnini (u,v) inverznim preslikavanjem
odredujemo rjeSenje u (x,y) ravnini. Transformacija koordinata ima oblik

w = u(x,y) +jvxy) =flx+jy) =fz) , (4.9.5)
gdje je f(z) analiticka funkcija.
A A

7y v

X u

. S—— B
L

Slika 4.9.1. Konformno preslikavanje analititkom funkcijom

Tom transformacijom krivulja [ se preslikava u krivulju [/, a rubna zadaca unutar [
preslikava se u rubnu zadaéu unutar /. Ako je A regularna tocka f(z), vrijedi
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ot (4.9.6)

= r ,

dw, _aw _ df(z) =| dfiz)
dz, dz, &z

buduéi da derivacija analiticke funkcije ne ovisi o smjeru. Iz jednadzbe (4.9.6) slijedi

dz,
dz,

dz,

dz,

dw,

J& s

B dw,

M (4.9.7)
dw, >

a da bi ova jednakost bila zadovoljena mora vrijediti

dz,
dz,

$to znadi da se kut izmedu krivulja ne mijenja konformnim preslikavanjem. Ako je A
tocka u kojoj je derivacija f’(z) jednaka nuli svojstvo oCuvanja kuta se gubi.

Preslikavanje mijenja ne samo koordinate, ve¢ utjece i na transformaciju funkcija.
Ako je @(x,y) funkcija u (x,y) ravnini, a W(u,v) transformirana funkcija u (u,v) ravnini
postavljamo uvjet

dw,

F| a=p,

O (x,y) = Ylu@x.y), vx,y)] . (4.9.9)
Iz te jednadZbe slijedi

i&=ﬂ@+ﬂ(@]2+ai&+ﬂ[@]z

ox? Ou ox? ou?\ox) v oax? ovilox

@_ﬂ@+ﬂ(@)z+ﬂ&+ﬂ(@)z
ayz_auayz au2\ dy v ay? v\ oy '

(4.9.10,11)

Zbrajanjem jednadZbi (4.9.10) i (4.9.11) uzimajuci u obzir jednadZbu (4.9.4) i Cauchy
—Riemannove uvjete (4.9.3) dobivamo

Fo  Po _ A A (@]Z(@)z]: Fy Py P (4.9.12)
ox? oy? |au? & )|\ ox) (ax our o ’

pa ako je ¢(x,y) rjeSenje rubne zadace
ﬁtp=—% ; ¢=¢, narubul, (4.9.13)

onda je W(u,v) rjeSenje rubne zadace
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Aw=—-~*—p——-—— ; @=¢, narubul’ . (4.9.14)

e|f@]

Jakost polja u (x,y) ravnini je

_ ~_9¢ ;o0 (4.9.15)
|E, | =E +E,=-— 5
a u (u,v) ravnini
oy .oy
E |= A i S e 1 (4.9.16)
| I E,+JE, ou ]8v

Iz uvjeta (4.9.3) slijedi

d0_ oy au 3u o
ox Ou ox Jv ox'’
do _ oy ou oy dv
dy auay ov dy

Kvadriranjem i zbrajanjem jednadzbi (4.9.17) i (4.9.18), uzimajuéi u obzir Cauchy
—Riemannove uvjete (4.9.3), dobivamo

(] {57 me-{ (TT)

Taj izraz koristimo za transformaciju jakosti elektrinog polja iz (u,v) ravnine u (x,y)
ravninu. Gusto¢a pohranjene energije u (x,y) ravnini je

(4.9.17,18)

(4.9.19)

1
W=ze |E, |*dxdy , (4.9.20)

a u (u,v) ravnini je

Ww=

e |E, |*dudv . (4.9.21)

[ .

Iz jednadZbe (4.9.6) slijedi da za ortogonalne elemente du, dv, dx i dy vrijedi
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2
dudvz‘%zl ey | 4.9.22)

pa koristeéi jednadzbe (4.9.20 — 22) zakljuujemo da je gustofa pohranjene energije
jednaka u originalnoj i preslikanoj zadaéi. To znaci da je ukupna pohranjena energija u
obje zadaée jednaka, pa e kapaciteti koje odredimo u (%,v) ravnini biti jednaki onima u
(x,y) ravnini.

Primjer 4.9.1. Dielektricki cilindar eliptickog presjeka u homogenom
polju
Dielektricki cilindar eliptickog presjeka nalazi se u homogenom elektri¢nom polju
prema slici 4.9.2.

z=dwt+1/w)/2

2 \@?+ )2

N " S

X u
[
TE = (2E,a,)/b E,
Slika 4.9.2. Dielektricki cilindar eliptickog presjeka u homogenom polju
Funkcija’’
z=£—f w+-L ; (4.9.23)
2 w

odnosno

7 Ova je transformacija poznata pod imenom "transformacija Zukovskog".
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(4.9.24,25)

transformira krug polumjera ¥’ = 1 u segment ( — d,d) na x osi, a krug polumjera ' =d
u elipsu sa osima (d*+ 1)/2 i (d* - 1)/2. Pretpostavimo da je cilindar ¥ =1 u ravnini
(u,v) vodié, da je prostor izmedu ' =1 i ¥ =d ispunjen materijalom ¢, i da se cijela ta
konfiguracija nalazi u vanjskom homogenom polju E,a, potencijala

9= ~Equ = ~Eyr'sin®’ . (49.26)

Taj primjer rije$ili smo separacijom varijabli u cilindri¢nom koordinatnom sustavu.’
Potencijal je

2d°E
o', 0")=- 2 (r’ —i)sinﬁ' , (4.9.27)
5

d*-1+¢(d*+1) {

u dielektriku, i

d*-1-g(d*+1)
d*-1+e (d*-1)

d2
M

: (4.9.28)

sint’ ,

00"y = -Eyir' +

izvan dielektrika. Iz jednadzbi (4.9.27,28) slijedi potencijal odgovarajucih toCaka u (x,y)
ravnini, a iz (4.9.24,25) polozaj tih to¢aka. Potencijal unutar cilindra jest

4dE,

. (4.9.29)
P 1ee @ 1)

Qx,y) = -

Potencijal izvan cilindra raunamo to¢ku po toCku. Iz odabranih toc¢aka u (x,y) ravnini
pomocu jednadZbi

u=2 s @y - @ xt ey
V2d (4.9.30a,b)

Vm—y' i_L\f\/(d2_x2+y2)2+4x2y2_'(dZ_x2+y2) .

d \J2d

™ Pogledati ¢lanak 4.6.2, Primjer 4.6.2.1.
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prelazimo u (u,v) ravninu gdje pomocu jednadZzbi (4.9.27,28) odredujemo potencijal tih
todaka. Na velikim udaljenostima od cilindra vrijedi

a to je potencijal koji odgovara homogenom polju

E=% " (4.9.32)

Slika 4.9.3. Ekvipotencijalne linije dielektrickog cilin-
—————————————————— ——— dra eliptitkog presjeka u homogenom polju
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5. STATICKO STRUJNO POLJE U
VODICIMA

U prethodnom poglavlju razmatrali smo staticko elektri¢no polje uzrokovano naboji-
ma u mirovanju. Prirodan nastavak u izuavanju zadaca u elektromagnetizmu je analiza
elektromagnetskog polja uzrokovanog nabojima u jednolikom gibanju. Osnovna znacaj-
ka takvog polja jest da ga moZemo rastaviti na dva neovisna: stati¢ko strujno i stati¢ko
magnetsko polje. U ovom poglavlju obradit ¢emo staticko strujno polje u vodljivim
materijalima, dokazati njegovu analogiju sa stati¢kim elektri¢nim poljem, te ukazati na
primjenjivost analogija i u ostalim podru¢jima.

5.1. POLJE NABOJA U JEDNOLIKOM GIBANJU

Pretpostavimo da u vodljivoj sredini postoji vremenski neovisna struja.' To znaci da
se naboji gibaju jednoliko, pa su sve veliine elektromagnetskog polja neovisne o
vremenu. Sustav Maxwellovih jednadZzbi tada svodimo na

VxE=0 ,
V-D=p, (5.1.1 - 4)
VxH=J ,
V-B=0 .

JednadZzbe (5.1.1,2) opisuju elektri¢no, a (5.1.3,4) magnetsko polje. Ti parovi jednadZbi
nisu neovisni, bududi je gustoca struje J funkcija i E 1 B. Ako je N gustoca slobodnih
nosilaca naboja, a njihov naboj ¢ i srednja brzina v vrijedi

J=Ngqv , (5.1.5)

pa je sila na jednog slobodnog nositelja naboja

1
Frugl Bt dxB leig B (5.1.6)
q[ "N ] 5

! Primarni izvor te struje mora biti neko uzbudno polje.
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gdje je E, ukupno elektri¢no polje. Ograni¢imo li razmatranje na krute i tekuce vodljive
materijale provodnosti ¥ vrijedi

J=xE =« E+—1-—J><B , (317
i Nq

pa moZemo pisati

=3 5.8 (5.1.8)

K Ng

Ako je utjecaj drugog Clana u jednadzbi (5.1.8) mnogo manji od prvog, moZemo parove
jednadzbi (5.1.1,2) i (5.1.3,4) smatrati neovisnim. To je sluaj u svim vodi¢ima,” pa
moZemo racunati da je u njima elektri¢no polje neovisno o magnetskom polju. To znaci
da ga moZemo odrediti a da niSta ne znamo o magnetskom polju. Takvo elektri¢no
polje nazivamo statickin strujnim poljem u vodicima.

5.2. JEDNADZBE STRUJNOG POLJA I ANALOGILJE
POLJA

Iz prethodnog odjeljka mozemo zakljuciti da su jednadZbe tog polja jednake jed-
nadZbama statickog elektricnog polja. Ali osim jednadZbi (5.1.1,2) moramo u razma-
tranje ukljuéiti i jednadZbu kontinuiteta,® koja u ovom slu¢aju ima oblik
vVJ=0, (5.2.1)

buduéi da su sve derivacije po vremenu jednake nuli. U izotropnim vodi¢ima veza
izmedu vektora gustoée struje J i vektora jakosti elektriénog polja E je'

J=J,+xE , (522)

gdje je J, gustoéa struje izvora. Za podrucja u kojima nema izvora vrijedi
J=xE , (5.2.3)

pa slijedi

VD=p,=eV-E=-VJ=0, | (5:2.4)
K

? Na primjer, u bakru vrijedi: k = 57 MS/m, ¢ = ¢ = 1.602:107" C, a N = 8.47-10** elektrona/m*. Ako
ratunamo § jednim slobodnim elektronom po atomu i pretpostavimo maksimalnu indukciju 2T, vrijedi
|B/INg| = 1.47-10™"" << 1/x = 1.75:107%,

! Pogledati ¢lanak 1.2.3.

* Ovo je jednadZzba Ohmova zakona. Pogledati jednadZbu (2.1.17).
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Sto znaci da je u vodicu u kojem tecCe struja neovisna o vremenu i u kojem nema izvora,
gustoéa slobodnih nepokretnih naboja jednaka nuli. Slobodni naboji mogu postojati
samo na granicama dvaju homogenih vodica. Uvjeti koje gustoa struje mora zadovolja-
vati na granici dvaju vodi¢a razli¢itih provodnosti jesu’

AN
g (5.2.5,6)
n-(J,-J)=0

Za tipi¢ne vodiCe provodnost X je mnogo veéa od dielektriCnosti €, pa moZemo reci da
u stati¢kom strujnom polju postoji samo strujni tijek, dok je elektri¢ni tijek jednak nuli.
Prema tome, jednadZbe koje opisuju statiCko strujno polje u vodi¢ima jesu

VXE=0, (5.2.7.8)
V-J=0,

uz relaciju grade
J=xE . (5.2.9)

Usporedbom jednadzbi (5.2.7 - 9) i (4.1.1 = 3) uofavamo analogiju statickog elektri-
¢nog polja i statickog strujnog polja u vodicima. Oba polja su odredena jednakim
jednadZbama, a ako provedemo zamjene -

Keg J...D i (5.2.10)

moZemo za rjeSavanje zadaca u statickim strujnim poljima primijeniti sve postupke i
rezultate iz zadaca u statickim elektricnim poljima i obratno. Skalarni potencijal u
stati¢kim strujnim poljima u podruc¢jima bez izvora zadovoljava Laplaceovu jednadZzbu.’
Sukladno tome, ako u podru¢ju konac¢ne provodnosti postoje idealni vodiCi-elektrode
(k — ), njihov potencijal je konstantan, a zadace sustava elektroda u vodi¢u su analog-
ne zadacama sustava vodica u dielektriku. Analogne veli¢ine su naboj pojedinog vodica
i struja koja istjeCe iz pojedine elektrode. U linearnim vodljivim materijalima sveza
potencijala elektroda i struja koje izlaze iz elektroda je linearna

ZRM ; i=1,.N, G.21D)

gdje su R koeficijenti otpora koji su analogni potencijalnim koeficijentima, pa stati¢ko
strujno polje sustava elektroda u vodiCu moZemo prikazati nadomjesnom shemom

5 Pogledati ¢&lanak 1.5.1.
¢ Pogledati Prilog A.
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otpora. Posebno definiramo otpor R sustava dviju usamljenih elektroda pri kojem uku-
pna struja / koja napusta jednu elektrodu na potencijalu ¢, ulazi u drugu elektrodu
potencijala ¢, kao

g=di”® 1 (5.2.12)
1 G’
gdje je G vodljivost takvog sustava. Analogna veliina vodljivosti je kapacitet, i ako
znamo kapacitet za odredenu geometriju i dielektri¢nost € statickog elektri¢nog polja,
vodljivost za istu geometriju statickog strujnog polja provodnosti K moZemo izraCunati
pomocu

K 1
G 8C ,

gdje se G mjeri u simensima (S). Sli¢nu analogiju moZemo uoditi i sa stati¢kim tem-
peraturnim poljem, gravitacijskim poljem, strujnim poljem nestlacivih fluida’ ... Ovdje
nedemo opisivati sve te analogije, a koriStenjem tablice 5.1. na kraju ovog poglavlja
Citatelj mozZe rjeSenja zadaca iz statiCkih elektri¢nih polja izravno primijeniti u statickom
strujnom polju i statiCkom temperaturnom polju samo zamjenom odgovarajucih veli¢ina.

Primjer 5.2.1. Kuglasta zracna Supljina u metalu

Zamislimo veliko metalno tijelo provodnosti K koje sadrzi zra¢nu kuglastu Supljinu
polumjera R prema slici 5.2.1.

Slika 5.2.1. Kuglasta zra¢na Supljina u metalu

S U e B

Kad ne bi bilo Supljine jakost elektri¢nog polja u vodi¢u E; bi bila homogena, a mi
trebamo odrediti raspodjelu gustoce struje J kad postoji zra¢na Supljina provodnosti
K, = 0. Elektri¢ni potencijal i jakost polja u ovoj zadaéi mozemo odrediti primjenom
analogije sa statickim elektriénim poljem iz rjeSenja primjera dielektricke kugle u

" Pogledati E. Weber, Electromagnetic Theory, Dover Publishers Inc. New York, 1965.
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vanjskom homogenom polju® ako provedemo zamjene &,— k i €, — 0. Potencijal i
jakost polja u metalu jesu

3
¢=E0kl+%(£J rcost ,
g (5.2.14,15)
RY 1(RY| .
E=-E,1- " costa, +E, 1+5 - sinfa, ,
pa je gustoca strujnog tijeka u metalu
3 3
J= -xE, 1—(—RJ }cosﬁarﬂch 1+%(§] sinfa, . (5.2.16)
r r

Najveca gustoca strujnog tijeka pojavljuje se u metalu na granici sa Supljinom i iznosi
1.5xEa,, dok u Supljini zbog x,= 0 ne teku nikakve struje.

5.3. RJESAVANJE STRUJNIH POLJA
ODSLIKAVANJEM

Zadace statickih strujnih polja najeS¢e se primjenjuju pri rjeSavanju zadaca u
podruCju uzemljivaca. Uzemljivac se sastoji od jedne, ili vise elektroda ukopanih u tlo
(slika 5.3.1).

. i . 1 ‘_F—-.-..._ e
WY Vo
I | #THTKT_”’% Slika 5.3.1. Elekiroda u homoge-

nom tlu

L Ay

¥ Pogledati primjer 4.6.3.1, jednadzbe (4.6.59) i (4.6.61).
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U prvom pribliZenju tlo zamisljamo kao beskona&ni homogeni poluprostor” provodnosti
K,, a zraku pridjeljujemo svojstva idealnog izolatora provodnosti K, jednake nuli. Takve
zadaée rje$avamo postupkom odslikavanja'’ uz koridtenje analogije sa statickim elektri-
¢nim poljem. Polje tockastog izvora struje i, u tlu provodnosti K, odredujemo pomocu
originalnog izvora i, njegove "slike" i,. Iz jednadZbe (4.8.27) i analogije sa statiCkim
elektriénim poljem tockastog naboja ispred dielektri¢kog poluprostora slijedi

K 7K,

by =y . (5.3.1)

i =2
K *K,

U sloZenijim rasporedima primjenjujemo nacelo superpozicije.

Primjer 5.3.1. Stapni uzemljiva¢

Jednostavni uzemljivadi Cesto se izvode metalnim Sipkama vertikalno zabodenim u
tlo prema slici 5.3.2. Primjenom odslikavanja zaklju¢ujemo da je ova zadaca ekvivalen-
tna zadaci Stapa dvostruke duZine u homogenoj sredini provodnosti ;.

Shika 5.3.2. Vertikalni
Stapni uzemljivag

-.-..-/H“"'-—-- i
Tu zadaéu rjeSavamo analogijom s poljem rotacijskog elipsoida,'' odnosno pribliZenjem
Stapa rotacijskim elipsoidom upisanim u S$tap. Najfe3¢e znalajke uzemljivata koje nas
zanimaju su raspodjela potencijala po povrSini tla i otpor uzemljivada.'> Potencijal po

’ U sloZenijim modelima uvodimo viSeslojni model tla, pa primjenjujemo viSestruko odslikavanje na
granicama razli¢itih vodljivosti. Pogledati F. Ollendorf, Erdstrime, Birkhduser Verlag, Basel 1969.; Z.
Haznadar, S. Berberovié, Numerical Field Calculation of Earthing Systems, u Electromagnetic Fields in
Electrical Engineering, Plenum Press, New York, 1988.; S. Berberovié, Z, Haznadar, Z. §tih, An Improved
Method for Calculating the Parameters of Large Earthing Systems, Int. Conference on Lightning Protection,
Berlin, 1992,

" Pogledati odjeljak 4.8.

" Pogledati primjer 4.7.2.1,

2 pogledati Z. Haznadar, S. Berberovi¢, D. Vujevi¢, D. Markovinovié, N. Zanié, Z. Zic, Dodirni naponi
i raspodjela potencijala uzemljivaca u energetskim sustavima, Energija 7 — 8, Zagreb, 1981.
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povrsini tla odredujemo pomocu izraza (4.7.35) za z=0

I a+ya*+r? (5.3.2)

o(r) = In .

ank,a  _, 4 JaZer?

Otpor takvog uzemljivaa moZemo pribliZzno izraCunati pomocu izraza (4.7.51) 1 on
iznosi

(5.3.3)

Slika 5.3.3. Raspodjela potencijala Stapnog
uzemljivaéa po poviSini tla za H(4nk)) =1
Vm, a = Im, r? = x*y?
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Tablice, Literatura

Velicina

Tablica 5.1. Neke analogije polja

Staticko elektricno polje

Stati¢ko strujno polje

Staticko temperaturno polje

potencijal

©, elektri¢ni potencijal

@, elektri¢ni potencijal

T, temperatura

razlika potencijala

¢, = §,, napon

@, — @, napon

T, - T,, razlika temperatura

gradijent potencijala

E = -V, jakost clektri-
¢nog polja

E = - Vg, jakost elektri-
¢nog polja

U = - VT, temperaturni
gradijent

zna¢ajka materijala

e, dielektri¢nost

K, provodnost

k, toplinska vodljivost

pridruZeni vektor
polja

D = eE, gustoca elektri-
¢nog tijeka

J = xE, gustoéa struje

J = kU, gustoéa tijeka
toplinske snage

tijek pridruZenog

fb-ndsmo
§

5€J-nds=H
5

vektora kroz f Jnd§=0
satypoenn oSS naboj unutar § ¢ toplinska snaga unutar S
ivergenciia pridru- VJ=h
divergenciia pridry v-D =g . VJ=0 volumna gustoca toplinskih
Zenog vektora volumna gustoca naboja izvora
temeljna diferencijal-
na jednadzba a(p=-& Ap=0 AT=~£
potencijalne funkcije € k
C= Q = J C= T ?T
integralna znacajka P-9, ©, -0, =2
kapacitet vodljivost toplinski kapacitet
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6. STATICKO MAGNETSKO POLJE

U ovom poglavlju nastavljamo razmatranje elektromagnetskog polja koje uzroku-
Ju naboji u jednolikom gibanju. U odjeljku 5.1. utvrdili smo da tada stati¢ko, vremenski
neovisno, magnetsko polje prakti¢no ne utjee na raspodjelu elektri¢nih struja u vodigi-
ma. Iz te Cinjenice slijedi da staticko magnetsko polje moZemo analizirati neovisno od
statiCkog strujnog polja. Izvori statickog magnetskog polja mogu biti istosmjerne struje
i permanentni magneti. U 1. poglavlju smo pokazali da se i permanentni magneti kao
izvori mogu svesti na ekvivalentne makroskopske struje. Stoga zadace stati¢kih magnet-
skih polja rjeSavamo uz pretpostavku da su struje, koje su izvori polja, poznate.'

Zapocet ¢emo s pregledom osnovnih jednadZbi statitkog magnetskog polja, a zatim
¢emo opisati uvodenje vektorskog magnetskog potencijala i antipotencijala u takva
polja. Zbog nekonzervativnog karaktera statitka magnetska polja prikazujemo samo
silnicama. Energiju pohranjenu u takvim poljima izvest ¢emo iz energije potrebne za
njihovu izgradnju, a opisat ¢emo i odredivanje rezultantnih sila pomo¢u energije. Induk-
tivitete koji su osnovne integralne znaajke statickog magnetskog polja definirat éemo
takoder pomocu energije.

Rjefavanje zadaca statitkih magnetskih polja prikazat ¢emo najprije kroz pribliZznu,
ali prakti¢no Siroko primjenjivu metodu magnetskih krugova. Zatim éemo razraditi
rjeSavanje zadaca u prostoru bez struja pomoéu antipotencijala i rjeSavanje zadaéa u
neogranifenom prostoru pomocéu vektorskog magnetskog potencijala. Zadaée zadanih
raspodjela struja u ograni¢enom prostoru rjeSavat éemo primjenom odslikavanja.

6.1. JEDNADZBE STATICKOG MAGNETSKOG
POLJA

JednadZbe statitkog magnetskog polja izveli smo u odjeljku 5.1.

VXH=J, (61-1,2)
V-B=0,

gdje je J poznata funkcija. Izmedu vektora B i H postoji sveza®

' MoZemo ih odrediti postupcima opisanim u poglavlju 5.
? Pogledati odjeljak 1.4.
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B=u,(H+M) , (6.1.3)
koja se u izotropnim materijalima svodi na relaciju grade

B=p,(1+y,)H=upH , 6.1.4)
gdje je u permeabilnost materijala.’ Ovdje ¢emo se ograni&iti na razmatranje zadada u

kojima je p pozitivna skalarna funkcija veli¢ine vektora H (ili B).* Integralni oblik
jednadZbe (6.1.1) je

fH-d1=fJ-nds ; (6.1.5)
1 Ay

gdje je [ zatvorena krivulja oko povriine S.° VaZna veli¢ina u magnetskim poljima je
magnetski tijek @ koji definiramo kao

q>=fB-ndS . (6.1.6)
S

a n je jedini¢ni vektor okomit na dio povrSine dS. Vrijedi

5£B-ndS=0 : 6.1.7)
3

gdje je S zatvorena povrSina. To je ujedno i integralni oblik jednadZbe (6.1.2).

6.1.1. Uvjeti na granici

Uvjete koje vektori magnetskog polja B i H moraju zadovoljavati na grani¢noj
plohi dvaju materijala razli¢itih permeabilnosti izveli smo u odjeljku 1.5. Tangencijalna
komponenta vektora jakosti magnetskog polja H &ini skok na granici za iznos gustoce
slobodnih ploS$nih struja

nx(H,-H)=K , (6.1.8)

a okomita komponenta vektora magnetske indukcije B prelazi grani¢nu plohu kontinui-

3 U linearnim izotropnim homogenim (LIH) materijalima p je skalarna konstanta, a u nelinearnim izotro-
pnim materijalima p je skalarna funkcija apsolutne vrijednosti jakosti polja (indukcije).

* To je najeedée dovoljno dobro pribliZenje ponasanja feromagnetskih materijala. RjeSavanje zadaca koje
ukljuuju modeliranje histereze pogledati u I.D. Mayergoyz, Mathematical Models of Hysteresis, Springer
Verlag, 1991.

3 Tu relaciju &esto nazivamo Ampéreov kruZni zakon.
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rano

n-(B,-B)=0 . (6.1.9)

U jednadZbama (6.1.8 — 9) n je jedini¢ni vektor okomit na grani¢nu plohu i usmjeren od
podrugja 1 prema podrudju 2. Sli¢no kao i u statickim elektriénim poljima® moZemo
izvesti zakon loma za linije vektora B’ na granicama gdje ne postoje slobodne plo$ne
struje (slika 6.1.1)

(6.1.10)

Slika 6.1.1. Prijelaz magnetskog polja preko granice dvaju
razli¢itih magnetskih materijala

6.2. POTENCIJALI U STATICKOM MAGNETSKOM
POLJU

6.2.1. Vektorski magnetski potencijal

JednadZba (6.1.2) ukazuje na solenoidalni karakter magnetskog polja. Stoga vektor
B moZemo prikazati kao rotor drugog vektora A*

B=VxA . (6.2.1)

Vektor A nazivamo vektorskim magnetskim potencijalom. 1z jednadzbi (6.1.1) 1 (6.2.1)

% Pogledati &lanak 4.1.2.
" U homogenim izotropnim materijalima to su ujedno i linije vektora H.
¥ Pogledati poglavlje 2.
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slijedi
vx(ivXA)=J , 6.2.2)
m

Za jednostavne (LIH) materijale ova se vektorska diferencijalna jednadzba svodi na
VxVxA=pnJ . (6.2.3)
Uvodenjem Coulombova baZdarenja’
V-A=0, (6.2.4)

osiguravamo jedinstvenost vektorskog magnetskog potencijala. UvrStenjem (6.2.4) u
(6.2.3) dobivamo jednadZbu koju mora zadovoljavati vektorski magnetski potencijal u
LIH materijalu

VxVxA=V(V-A)-AA=-AA=uJ . (6.2.5)

Magnetski tijek @ kroz plohu S koju ograni¢ava zatvorena krivulja C pomocu poznatog
vektorskog magnetskog potencijala raunamo s

= f VxA ‘ndS = 3&4 dl | (6.2.6)
N C

Ova jednakost slijedi iz primjene Stokesova teorema.'® Pri prijelazu granice dvaju

razli¢itih magnetskih materijala na kojoj nema slobodnih plo3nih struja mora biti zado-
voljen uvjet kontinuiranosti tangencijalne i okomite komponente vektorskog magnetskog
potencijala, buduci da bi njihov skok uzrokovao postojanje beskonacnih vrijednosti B 1
H na granici. Sukladno tome vektorski magnetski potencijal prelazi granicu dvaju
razlicitih materijala kontinuirano.

Cesto se postavlja pitanje opravdanosti uvodenja vektorskog magnetskog potencijala
pri rjeSavanju zadaca statiCkih magnetskih polja, jer time ne uspijevamo smanjiti broj
nepoznatih funkcija u jednadZbama polja. One i dalje ostaju vektorske, a za odredivanje
vektora polja moramo provesti dodatnu operaciju deriviranja definiranu jednadZbom
(6.2.1). Medutim, bitno jednostavniji uvjet prijelaza granice dvaju razli¢itih magnetskih
materijala za vektorski magnetski potencijal, te bitno jednostavnije izraCunavanje mag-
netskog tijeka linijskom integracijom pomocu jednadzbe (6.2.6) umjesto ploSnom s
pomocu jednadZbe (6.1.6) najceS¢e opravdavaju uvodenje vektorskog magnetskog

* Pogledati poglavlje 2. U statickom magnetskom polju Coulombovo i Lorentzovo baZdarenje rezultiraju
jednakim dodatnim uvjetom koji smo definirali jednadZbom (6.2.4) jer su derivacije po vremenu u takvom
polju jednake nuli.

" Pogledati Prilog C.
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potencijala.

U dvodimenzionalnim zadacama, kada su veli¢ine polja neovisne o jednoj od odre-
dnica, a struje teku u smjeru te odrednice, vektorska diferencijalna jednadiba (6.2.2)
prelazi u skalarnu diferencijalnu jednadibu za nepoznatu komponentu vektorskog
magnetskog potencijala u smjeru te odrednice. Na primjer, neka u pravocrtnom koor-
dinatnom sustavu teku struje zadane s

J=Jxya, . (6.2.7)
Pretpostavijamo da je rjeSenje za vektorski magnetski potencijal oblika
A=Axy)a, . (6.2.8)

Tom pretpostavkom smo zadovoljili baZdarenje (6.2.4), a iz (6.2.1) slijedi da je tada
magnetsko polje uvijek paralelno x-y ravnini. UvrStavanjem pretpostavke (6.2.8) u
(6.2.2) dobivamo"!

VX{i Vx[A(x,y)az]} = VX(M] -
[ p (6.2.9)
= —anYiSc—’)-’l =Jxy)a, ,

pa je konaCan oblik jednadZbe vektorskog magnetskog potencijala u tom dvodimenzio-
nalnom sluCaju skalarna diferencijalna jednadZba

V-W—Sﬂ = -Jxy) , (6.2.10)

koja u jednostavnom materijalu poprima oblik
AAxy) = -pJxy) . (6.2.11)

Tim rezultatima smo ujedno potvrdili to¢nost pretpostavljenog oblika rjeenja (6.2.8)."
Nadalje, usporedba s jednadzbom (4.1.7) ukazuje na analogiju dvodimenzionalne zadaée
statickog magnetskog polja i zadace statiCkog elektri¢nog polja. Analogne veli¢ine su
A(x,y) 1 @, te 1/p i e. Bitna se razlika javlja pri odredivanju vektora polja iz potencijala.
Vektori E= - V@ i B=VxA su u svakoj tocki jednaki po apsolutnom iznosu, a uza-
jamno su okomiti,

"' Ovdje ¢emo koristiti identitete za rotor produkta skalarne funkcije i vektora te rotor vektorskog produk-
ta. Pogledati Prilog C.

'* Analogno se moZe pokazati svodenje vektorske jednadbe (6.2.2) na skalarnu jednadZbu pri 0snoj
simetriji, odnosno kada struje u cilindri¢om sustavu imaju oblik J = J(r.2) a,.
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6.2.2. Antipotencijal

Osnovni motiv uvodenja antipotencijala u rjeSavanje statickih magnetskih polja jest
smanjivanje broja nepoznatih funkcija. U podruc¢jima u kojima ne teku struje jednadzbe
skalarnog magnetskog polja jesu

VxH =0, (6.2.12,13)
V:B=0,
pa prema analogiji sa stati¢kim elektri¢nim poljem" moZemo uvesti antipotencijal'* ¢,
u jednadZbe (6.2.12,13) i svesti ih na skalarnu Laplaceovu jednadZbu'’

Ag, =0 . (6.2.14)
Veza izmedu @,, i vektora jakosti magnetskog polja H je

H=-Vo, ,

o (6.2.15,16)
¢,(r)=[H-dl,

r

gdje je r, vektor polozaja referentne tocke. Buduci smo ¢, uveli samo za prostor u
kojem nema struja, linija integracije u (6.2.16) ne smije prolaziti kroz prostor kojim
teku struje. No to ograniCenje ne osigurava jednoznacnost @,,. Da bi @,, bio jedinstven,
njegova vrijednost mora biti neovisna od puta integracije, odnosno integral (6.2.16) po
zatvorenoj krivulji mora biti jednak nuli. Ako je podrucje zadace takvog oblika da se u
njemu moZe zatvoriti petlja koja obuhvaca struje izvan tog podru¢ja'® @, nije jedin-
stven, Naime, zbog (6.1.6) integral (6.2.16) po tako zatvorenoj petlji jednak je sumi
obuhvacenih struja.

Slika 6.2.1. Videstruko povezano podrucje i nejedin-
stvenost @,

B Pogledati jednadZbe (4.1.1) i (4.1.2).

'* Taj antipotencijal Cesto nazivamo skalarni magnetski potencijal.
15 Pogledati Prilog A.

' To je moguée u sludaju videstruko povezanih podruja.
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Tako je u podrudju A sa slike 6.2.1 integral (6.2.16) po zatvorenoj petlji koju &ine C, i
C, jednak nuli, a po zatvorenoj petlji koju €ine C, i C; jednak I pa je @,,(B) — ¢,,(A)
ovisan o putu integracije. Stoga ¢, moZemo uvesti samo u jednostruko povezanim
podrugjima. Za numeri¢ko rjeSavanje statickih magnetskih polja koristimo i ostale
formulacije antipotencijala koje omogucavaju rjeSavanje zadaca i u podrucjima koja
obuhvacéaju struje."”

6.3. SLIKA STATICKOG MAGNETSKOG POLJA

Sli¢no kao i u statickim elektriénim poljima i ovdje veliku pomo¢ razumijevanju
statitkog magnetskog polja pruZa prikazivanje pomocu slika polja. Staticko magnetsko
polje nije konzervativno'® pa ga ne moZemo prikazivati ekvipotencijalnim plohama.
Stoga sliku polja Cine silnice (B-linije) koje definiramo kao linije kojima je vektor B
tangencijalan u svakoj to¢ki. Silnice odredujemo pomocu diferencijalnih jednadzbi

—_—=—=—, (6.3.1)

U dvodimenzionalnim zadaé¢ama silnice moZemo odrediti izravno iz vektorskog magnet-
skog potencijala. U pravolinijskom koordinatnom sustavu jednadZba silnice je

B dy-B dx=0 . (6.3.2)

Iz jednadzbe (6.2.1) i oblika vektorskog magnetskog potencijala kojeg smo definirali
jednadZbom (6.2.8) slijedi

_ aA(x,y)a _ aA(x,y)a (6.3.3)
ay x ax b

Uvrstavanjem (6.3.3) u (6.3.2) dobivamo

B

aAé.:y)dm. aAé;,)’)dy=0 ~ dA(xy)=0 = A(xy)=konst., (634

a to znaéi da su linije konstantnog vektorskog magnetskog potencijala u dvodimenzio-
nalnim zadaéama statickih magnetskih polja identicne silnicama.

17 pogledati J. Simkin, C.W.Trowbridge: Three-dimensional nonlinear electromagnetic field computations
using scalar potentials, IEE Proc, Vol. 127. No.6. 1980.
¥ Usporediti jednadzbe (4.1.1) i (6.1.1).
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Primjer 6.3.1. Slika polja beskonacne ravne strujnice u neogranicenom
prostoru

Slika 6.3.1. opisuje zadacu u cilindri¢nom koordinatnom sustavu. Struja / teCe
pravcem u smjeru osi z.

<— ) Slika 6.3.1. Beskonacna ravna strujnica,

—— a) prikaz zadace, b) prikaz statickog
e magnetskog polja

a) b)

Za prikaz slike polja silnicama moramo odrediti vektor magnetske indukcije ovog
rasporeda. Za to ¢emo koristiti jednadzbu (6.1.5), a za krivulju integracije odabrat ¢emo
kruZnicu koncentri¢nu sa strujnicom.'” Zbog osne simetrije oko z osi vektor B moZe
imati samo konstantnu komponentu u smjeru obilaznog kuta

B=Ba, , (6.3.5)

pa integral (6.1.5) iznosi

2n
2nrB
fai= 2o arde=2""=1. (63.6)
! o M H
Iz (6.3.6) i (6.3.5) slijedi rjeSenje za magnetsku indukciju
I
B=p——a, . (6.3.7)
" ana“

Octigledno je da su silnice statickog magnetskog polja beskonaCne ravne strujnice u
neograni¢enom prostoru kruZnice koncentri¢ne sa strujnicom i usmjerene u smjeru
obilaznog kuta.

" Pod strujnicom razumijevamo idealizirani slutaj kada je ukupna struja / skoncentrirana u tanku nit
(geometrijsku crtu) koja ima samo uzduZnu dimenziju.
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6.4. ENERGIJA POHRANJENA U MAGNETSKOM
POLJU

U ¢lanku 3.3.4. pokazali smo da je za uspostavljanje statitkog magnetskog polja
nuzno uloZiti energiju

f{ H- dB}dV 6.4.1)

Podintegralnu funkciju moZemo preurediti primjenom identiteta o divergenciji vektor-
skog produkta® i jednadZbe (6.1.1)

H'dB:H'VX(dA) =V‘(dA )(H) +dA ‘VxH= V-(dA xH) +J°dl4 . (642)
Uvrstenjem (6.4.2) u (6.4.1) dobivamo

A A
PKn=f{V-fdAxH+fJ-dA}dV. (6.4.3)
4 0 0

Primjenom Gaussova teorema o divergenciji’' na tu jednadZbu dobivamo

56{ dAxH}ndS+f{ J dA}dV (6.4.4)

Vp\e

gdje je S povrsina koja obuhvac¢a domenu zadace, a V; je volumen podrucja u kojem
teku struje.”? Ako domena zadaée obuhvaca cijelo poclrucle polja, onda na graniénoj
povrdini § vrijedi H =0 pa je povr3inski integral u (6.4.4) jednak nuli. Tada energiju
pohranjenu u statitkom magnetskom polju moZemo raCunati pomocu

W,=[ {}J-dA}dV ; (6.4.5)
P:',

U linearnim materijalima izraz (6.4.1) svodi se na

2 pogledati Prilog C
2 pogledati Prilog C
2 1J ostalim dijelovima domene zadaée je J =0, pa je njihov doprinos drugom ¢&lanu u izrazu (6.4.4)
jednak nuli.
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- -% [H-Bav (6.4.6)
|

a analognom transformacijom mozemo (6.4.6) prevesti u

1 1
W, = E:f(A xH)nds +- _[J AdV . (6.4.7)
b

Ako S obuhvaca cijeli prostor polja, onda se izraz (6.4.7) svodi na

1
=5 [I-Aav. (6.4.8)

Posebno je znacajan slucaj energije statickog magnetskog polja N strujnih petlji C,,...Cy,
protjecanih strujama /,,...I,, koje se nalaze u linearnom materijalu.

Slika 6.4.1. Sustav
stati¢kog magnetskog

polja N strujnih petlji

Tada jednadZba (6.4.8) postaje
N
3 f J,-AdV, . (6.4.9)

1
Wm="2' 2.

Ako pretpostavimo da su strujne petlje tanke i konstantnog presjeka, moZemo pisati

m=-%):f1 AdV=~E fJ ASdl,= ElngdI (6.4.10)

:ul

KoriStenjem izraza (6.2.6) ta jednadiba postaje
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N
w,==%10,, (6.4.11)
i=1

B | =

gdje je @, magnetski tijek koji obuhvaca krivulja C,. Iz ovdje navedenih izraza moZemo

uociti nekoliko pristupa proradunu energije akumulirane u statickom magnetskom polju

— Pomocu vektora polja, primjenom izraza (6.4.1) za nelinearne i izraza (4.6.6) za
linearne materijale. Integraciju provodimo po cijelom volumenu u kojem postoji
polje.

— Pomocu poznate gustoe struje i vektorskog magnetskog potencijala, primjenom
jednadZbe (6.4.5) za nelinearne i jednadZbe (6.4.8) za linearne materijale. Integraci-
Jju provodimo po volumenu podru¢ja u kojima teku struje.

— Ako ploha § ne obuhvaca Citav prostor polja, pri odredivanju ukupne energije treba
dodati doprinos definiran integralom po S u (6.4.4) za nelinearne i (6.4.7) za line-
arne materijale.

— Pomocu struja i magnetskih tijekova primjenom (6.4.11) za sustav tankih strujnih
petlji konstantnog presjeka u linearnom materijalu.

6.4.1. Odredivanje sila u statickom magnetskom polju
pomocu energije

U odjeljku 3.5. detaljno smo obradili odredivanje sila u statickom magnetskom
polju pomocu veli¢ina polja i raspodjele struja. Kao kod statickih elektri¢nih polja i
ovdje moZemo primijeniti metodu virtualnih pomaka za odredivanje rezultantnih sila.
Razmotrimo neku strujnu petlju ili tijelo od linearnog materijala u statickom magnet-
skom polju. Ako se pod djelovanjem magnetske sile ta petlja ili tijelo pomaknu za
virtualno mali pomak 8s u smjeru osi s, ta sila je izvrSila radnju 84, = F,8s. Kao i u
Clanku 4.3.1. nalazimo da je komponenta magnetske sile u smjeru osi s

_54 3.12
F=2t. (63.12)
Radnju magnetske sile moZemo izraziti prirastom energije pohranjene u statickom mag-
netskom polju u dva sludaja:*
. Magnetski vektorski potencijal ostaje konstantan u svim tockama unutar vodiéa®
(izolirani sustav). Pomocu jednadzbe (6.4.8) zakljuCujemo da se u tom sluCaju
sustavu ne dodaje energija, pa se sva radnja obavlja na ratun energije pohranjene u

i

B U oba slucaja smatramo da su svi dijelovi sustava magnetskog polja kruti, odnosno nepromjenjivog
oblika,

™ Ta pretpostavka odgovara pretpostavci da su svi vodi&i u supravodljivom stanju, jer se magnetski tijek
kroz nijednu petlju ne mijenja.
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sustavu pa vrijedi 64, = — 8W,, odnosno
_ W, (6.4.13)
% os

2. Gustoéa struje J ostaje ista u svim tockama vodica (neizolirani sustav). Energija
koju treba uloZiti pri takvoj promjeni sustava je

oW,

pomaka

= [J-dAav . (6.4.14)
Vi

Ako su materijali linearni, prirastaj pohranjene magnetske energije je

1
5Wm_2£J dAdvV . (6.4.15)

/

Po zakonu o oluvanju energije uloZena energija W, .., moZe se utroiti samo na

prira§taj pohranjene magnetske energije i radnje magnetske sile pa vrijedi

0A,, = 8W,, Iz toga slijedi da pomoéu izraza

2w (6.4.16)
-

moZemo izraCunati komponentu rezultantne sile u smjeru osi s u ovom slucaju.

6.5. INDUKTIVITETI

Razmotrimo najjednostavniji sustav statickog magnetskog polja: jedna strujna petlja
protjecana strujom / u linearnom materijalu. Jakost magnetskog polja i magnetska
indukcija u tom su slu€aju proporcionalni struji /, pa za energiju akumuliranu u tom
sustavu moZemo pisati

1 1
W =—=|H-BdV=—LI* . 6.5.1
. 2£HBdV S LI (6.5.1)

Konstantu L nazivamo induktivitet, odnosno samoinduktivitet> promatrane petlje. Jedi-
nica za induktivitet je henri (H), (1IH = IWb/1A). U linearnim materijalima induktivitet
je geometrijska karakteristika statickog magnetskog polja i permeabilnosti, a nije ovisan
o struji. Ra¢unamo ga pomocu izraza

5 Cesto se naziva i vlastiti induktivitet petlje. Mogu se koristiti i izrazi induktivnost i vlastita induktivnost.
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2W,

12

- 1—12 [H-Bav . (6.5.2)
4

Cesto taj izraz pi¥emo u obliku

1 1 1
L=— {H-BdV— = ! H-Bdv+— ! H-Bdv=L +L,, (6.5.3)

gdje je V, volumen unutar vodi¢a a V, volumen izvan vodi¢a. Koeficijent L, nazivamo
unutras$nji induktivitet, a L, vanjski induktivitet.

Primjer 6.5.1. Induktivitet suosnog kabela po jedinici duZine

Presjek beskonatno dugog suosnog kabela s ravninom z = 0 cilindri¢nog koordinat-
nog sustava prikazan je na slici 6.5.1. Unutra$nji vodi¢ polumjera R, protjecan je stru-
jom I, a vanjski vodi¢ unutra$njeg polumjera R, i vanjskog polumjera R, protjecan je
strujom -/, Za odredivanje unutra$njeg induktiviteta moramo poznavati raspodjelu
gustoce struje. Ovdje ¢emo pretpostaviti da je struja jednoliko rasporedena po presjeku
unutradnjeg i vanjskog vodiCa, $to je za istosmjernu struju prirodna pretpostavka.

Za izratunavanje induktiviteta moramo poznavati vektore polja B i H u cijelom
prostoru. Njih ¢emo odrediti primjenom izraza (6.1.5). Za krivulju integracije odabiremo
kruZnice koncentriCne s osi kabela. Zbog osne simetrije vektori B i H imaju samo
komponentu konstantnu po iznosu u smjeru obilaznog kuta.

Slika 6.5.1. Suosni kabel

Za podrucje unutra$njeg vodi¢a vrijedi

I
36 H-dlx21:rH=—£~r2n =—3r2 , (6.5.4)
Cys Rin R

pa su vektori polja u tom podrudju
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[TV §
Ira ;B:]

o T (6.5.5)
2nR? ° 2nR?

o

H=

Unutra$nji induktivitet po jedinici duZine unutra$njeg vodica L', je*®

R 2= 2
I L
_z—fdf sl SINE.  J L1*=—“-‘~=fi. (6.5.6)
5 (2n Rl) 8n e [ 8n
Za podrudje izmedu unutraSnjeg i vanjskog vodica vrijedi
jﬁ H-dl=2nrH=1I . 6.5.7)
Cul
Vektori polja u tom podrucju jesu
I
flosmiioy  + B (6.5.8)
2nr * 2nr ©

a vanjski induktivitet podru¢ja izmedu vanjskog i unutradnjeg vodic¢a po jedinici duZine
L', jest

R, 2n
r w, R, _ 3 R2 (6.5.9)

Za podrudje unutar vanjskog vodica vrijedi

r“-R
fH-dlﬁ?.nrH:I 1-— 22 , (6.5.10)
C Rs"Rz

ul

pa su vektori polja u tom podrucju

Ry -r? IR;-r?
_ 1L 32 21% ;P : zlaa, (6.5.11)
211R3_,.2r 2“R3—R r

Unutra$nji induktivitet vanjskog vodica po jedinici duZine L', je

2% Zanimljivo je da unutra¥nji induktivitet unutra¥njeg vodita, kad je gustoca struje jednoliko rasporedena
po presjeku, ne ovisi o njegovu polumjeru!
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2% . 12 " 4 2 p2
ol Lptel & B SR-B L 6512

lf«a
) = rdoc
2,[ { Zﬁ)zR -Rr? 2n|(RE-RX? R 4RZ-R)H

Vanjski induktivitet podru¢ja izvan kabela je nula jer su vektori magnetskog polja
izvan kabela jednaki nuli.”” Prema tome, izrazom

L'=L, +L,'+L,", (6.5.13)

odredujemo ukupni induktivitet koaksijalnog kabela po jedinici duZine.

6.5.1. Meduinduktivitet

Sljedeci, slozeniji sustav statickog magnetskog polja koji éemo razmatrati sastoji se
od dvije strujne petlje kojima teku struje /, i /,, a koje se nalaze u linearnom materijalu.
Zbog linearnosti moZemo primijeniti nacelo superpozicije i ukupno rezultantno polje
prikazati kao

H=H,+H, ; B=B +B,, (6.5.14)

gdje su H, i B, vektori polja koje uzrokuje I, ako u drugoj petlji ne tece struja, a H, i
B, vektori polja koje uzrokuje I, ako u prvoj petlji ne te€e struja. Ukupnu energiju
pohranjenu u takvom sustavu moZemo napisati kao

1 1
W, = {(HI+ 2)-(Bl+Bz)dV=—i{Hl -BldV+E£H2'Bde+ _[Hl BV (6.5.15)

Prema toj jednadZbi ukupnu pohranjenu energiju mozemo prikazati kao zbroj vlastitih
energija prve i druge petlje te energije interakcije petlji. Buduéi da su vektori H, i B,
proporcionalni struji /,, a vektori H, i B, proporcionalni struji /,, jednadzbu (6.5.15)
piSemo u obliku

1 2 1 2
W= ELnIl +'§Lzzlz +Ly,Li, (6.5.16)
gdje je
1
—szI ‘B,dV, (6.5.17)
II v

" To slijedi iz jednadZbe (6.1.5) jer je suma obuhvacéenih struja izvan kabela jednaka nuli.
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1
- 7 [H,Byav
2V (6.5.18,19)
1., s P A AV IfHBdV
12 11[2;; 1 2 IIIZV 2 1

Koeficijente L,, i L,, nazivamo samoinduktivitetima petlji, a L,, nazivamo meduindukti-
vitetom. Ako jednadZbu (6.5.16) napiSemo u funkciji parametra p = I,/I, dobivamo izraz

Wm=%IE(L“ +L,,p*+2L,,p) . (6.5.20)

Deriviranjem te jednadZbe po parametru p dobivamo uvjet minimuma pohranjene ener-
gije

|14
m 2
% =I(L,p+L,)=0. (6.5.21)

Zaklju¢ujemo da je magnetska energija minimalna ako je

Ll?.

p=-—, (6.5.22)
L,
Minimum energije iznosi
1 L;
2 6.5.23)
W, ==L, -—]|. (
m,min o [Ll L22

Pohranjena energija uvijek mora biti veéa ili jednaka nuli, pa uvijek mora vrijediti

B (6.5.24)

Naravno, integrale u jednadZbama (6.5.17 — 19) moZemo odrediti i pomocu vektorskog
magnetskog potencijala koristei jednadZbu (6.4.8)

1
Ly=~[J,-AdV,
L% (6.5.25,26)

1
= [4,4,47
Ly,

Ly,=
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1 1
L,=—I|J ‘A dV=—|J,"A dV . 5.
12 1112.!1 2 111'2}[ 2 1 (6527)
1 2

U tim jednad?bama® je V, volumen vodi¢a u kojem tece struja I,, a V, volumen vodica
u kojem teCe struja [,. Izraz (6.5.27) omogucava bitno pojednostavnjenje proratuna
meduinduktiviteta tankih strujnih petlji kruZnog presjeka. Tada JdV moZemo zamijeniti
sa Idl pa izraz (6.5.27) prelazi u

1 1
L,= A 4, -dl, = T $A,dl, . (6.5.28)
Cl CZ

Koriste¢i jednadzbu (6.2.6) izraz za izraCun meduinduktiviteta tankih strujnih petlji
moZemo napisati u funkciji magnetskog tijeka

[B, nds, | B, nds,
L %5 o, s, (6.5.29)
127 - *

I, I, I, I,

Tijek @,, je tijek koji uzrokuje struja I, a obuhvaca petlja C,, a tijek ®,, je tijek koji
uzrokuje struja /, a obuhvaca petlja C,. Izraz (6.5.29) koristimo za alternativnu defini-
ciju meduinduktiviteta dviju tankih strujnih petlji kao omjera obuhvacenog tijeka kroz
jednu petlju, a uzrokovanog strujom u drugoj petlji i struje koja je uzrokovala taj tijek.

Isti pristup, u kojem struju rasporedenu po presjeku vodi¢a koncentriramo u njegovo
srediSte, moZemo primijeniti 1 pri raCunu vanjskih samoinduktiviteta strujnih petlji od
tankih vodi€a okruglog presjeka, dok unutra$nji samoinduktivitet moramo odrediti iz
energije pohranjene u vodicu.”

Primjer 6.5.1.1. Meduinduktivitet dvaju paralelnih dvoZicnih
vodova

Na slici 6.5.2. prikazali smo popre¢ni presjek dvaju tankih dvoZi¢nih vodova gdje
smo s a i @ oznalili vodice prvog, a s b i b’ vodi¢e drugog voda. Za odredivanje
meduinduktiviteta koristit ¢emo izraz (6.5.29) tako da ¢emo kroz vod a — @ propustiti
struju /, 1 izraCunati magnetski tijek koji obuhvaca vod b — b’ po jedinici duZine. To
znali da kroz vodi¢e a i a’ tece struja I; u suprotnim smjerovima. Ukupni tijek koji
obuhvaéa vod b — b" odredit ¢emo superpozicijom tijekova $to ih uzrokuju struja /, kroz

# Za detaljniji prorafun pogledati npr. Z. Haznadar, J. Matjan, Odredivanje induktiviteta sustava ravnih
vodica metodom srednjih geometrijskih udaljenosti, 1. i 2. dio, Elektrotehnika 1 i 2, Zagreb, 1969.

# Unutra3nji samoinduktivitet strujnice je beskonatan, jer bi morali uloZiti beskonatnu energiju za njezino
formiranje, odnosno sabijanje struje u geometrijsku liniju bez popre¢nih dimenzija.
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vodi€ a i struja —I, kroz vodic¢ o’

b

Slika 6.5.2. Popre¢ni presjek dvaju paralelnih
dvoziénih vodova

a a

_ M (6.5.30)

i zakljucili da su silnice u tom sludaju kruZnice koncentri¢ne sa strujnicom. Stoga je
tijek kojeg obuhvaca povriina petlje vodi¢a b — b S, _, jednak tijeku kojeg obuhvaca
povrSina S,. Tijek koji obuhvaéa povrSina S, je jednostavno izraCunati jer su na njoj
vektori B i n, kolinearni pa vrijedi

Tay Tab' I-LII
¢12a=fB-noldr=fmldr=l

Tab Tab

Bh Tar (6.5.31)

27 P

Sukladno tome, tijek struje -/, kroz vodi¢ @’ kojeg obuhvaca petlja vodia b - b’ je

Wl r.
‘I’IZa’ = g___l_ In 4 ’ (6532)
2t 1,
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pa je ukupni tijek koji obuhvaca vod b — b a uzrokuje vod a — @’ po jedinici duZine

i) Don-.. L r,r,
M Wi+ M ST (6.5.33)
l l 7.2 I %
Stoga izrazom
r I'ri
L e (6.5.34)
2 1l

rac¢unamo meduinduktivitet ta dva voda po jedinici duZine.

6.5.2. Induktiviteti sustava strujnih petlji

Polje u sustavu magnetskog polja koji se sastoji od N strujnih petlji protjecanih
strujama /;, i=1,...N, u linearnom materijalu moZemo takoder predstaviti kao zbroj
doprinosa svake petlje pojedina¢no, ako u ostalim petljama ne teku struje

N N
H=Y H, ; B=)Y B,. (6.5.35)

i=1 i=1

Tada energiju pohranjenu u takvom sustavu magnetskog polja moZemo napisati u obliku

1 N N
. . 6.5.36
Wo=22 Y [H;Bav, (6.5.36)

I v 6.5.37
Wm=5§§g%, (6.5.37)
gdje je
L= %fﬂ'i ‘B, dV (6.5.38)
i“jy

Koeficijent L; nazivamo samoinduktivitet i-te petlje, a koeficijent L; nazivamo meduin-
duktivitet i-te i j-te petlje.
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6.6. MAGNETSKI KRUGOVI

Pristup pomoéu magnetskih krugova omogucavao je priblizno rjeSavanje zadaca
statickih magnetskih polja pri projektiranju elektromagnetskih naprava analogijom s
krugovima istosmjerne struje. Taj pristup rezultirao je kvalitativnim uvidom u ponaSanje
naprave, a kvantitativni rezultati u pravilu su bili korigirani s korekcijskim parametrima
nakon usporedbe s mjerenjima. Danas taj pristup viSe nije dominantan, jer numericke
metode i primjena raCunala omogucavaju dobivanje mnogo toénijih rezultata, no ne
treba ga u potpunosti odbaciti buduéi da njime na vrlo jednostavan i brz nain moZemo
dobiti prvo pribliZenje rjeSenja zadaca statickih magnetskih polja.

Formiranje magnetskih krugova temeljimo na ¢injenici da prostor statickog magnet-
skog polja moZemo podijeliti u sustav elementarnih cijevi tijeka koje nazivamo elemen-
tarne silocijevi.’® Osnovne znadajke elementarne silocijevi u statitkom magnetskom
polju jesu
— magnetski tijek d® kroz elementarnu silocijev je konstantan, odnosno jednak u

svakom njezinom presjeku,

— clementarne silocijevi su zatvorene same u sebe,

— popre€ni presjek dS i permeabilnost p mogu se mijenjati duzZ elementarne silocijevi.
Ako na zatvorenu krivulju C kroz os elementarne silocijevi primijenimo jednadzbu
(6.1.5) dobivamo

ng-dlzNI , (6.6.1)

gdje je N broj strujnica protjecanih strujom / koje obuhvaca C. U osi elementarne
silocijevi vektor H je kolinearan s dl, pa uz pretpostavku da su materijali u njoj linearni
moZemo pisati

j{mdz fld—q’dz NI . (6.6.2)

Unutar elementarne silocijevi tijek d® je konstantan pa vrijedi

NI
1d - (6.6.3)
- b ds

dd =

Tom jednadZbom moZemo jednostavno odrediti magnetski tijek kroz elementarnu siloci-

¥ Silocijev je udomaden izraz, a mogao bi se koristiti i termin cijevnica.
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jev ako znamo njezin oblik i znalajke. Primjenu jednadZbe moZemo proSiriti i na
zatvorene cijevi kona¢nog presjeka S ako one posjeduju osnovne znacajke elementarne
silocijevi. Tada je tijek @ kroz cijev

NI
f 1dl - (6.6.4)

1dl’ (6.6.5)

a analogne veli¢ine su @ i/, ui x te NI i U. Stoga veli¢inu definiranu izrazom (6.6.1)
¢esto nazivamo magnetomotornom silom, a nazivnik izraza (6.6.4) magnetskim otporom.

Ako je u zadadi stati¢kog magnetskog polja magnetski tijek "kanaliziran" tako da
sve elementarne silocijevi ili bar njihov najveci dio Cine zatvorenu cijev kona¢nog
presjeka i dovoljno poznate geometrije, moZemo tijek u toj zadaéi priblizno odrediti
pomocu (6.6.4). Efikasno "kanaliziranje" postiZemo upotrebom feromagnetskih materi-
jala za formiranje zatvorene cijevi pri ¢emu, na nekim mjestima, mogu postojati i uski
zradni raspori.”!

Primjer 6.6.1. Magnetski krug torusa sa zracnim rasporom

Zadadu statitkog magnetskog polja u torusu sa zra&nim rasporom prikazali smo na
slici 6.6.1.

Slika 6.6.1. Torus sa zraénim rasporom

* Naravno, feromagnetski materijali ne mogu idealno kanalizirati magnetski tijek jer ne postoje materijali
s u =0, pa se dio tijeka uvijek zatvara izvan feromagnetika. No ako ne dolazi do zasiéenja, omjer permeabil-
nosti feromagnetskih i ostalih materijala je tipi€no 1000, pa se s malom greskom moZe pretpostaviti da se sav
magnetski tijek zatvara kroz feromagnetik.
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S je povr$ina poprecnog presjeka a S, je povrSina zralnog raspora. Tijek se u zraku
rasprsi, pa je S,>S,. Za to¢no odredivanje S, potrebno je rijeSiti staticko magnetsko
polje i odrediti silnice izmedu rubova torusa, no time gubimo smisao primjene magnet-
skih krugova. Zato naje$¢e zanemarujemo povecanje S, i pretpostavljamo So=9,, ili
pretpostavljamo da su silnice izmedu rubova torusa polukruznog oblika §to odgovara
povecanju linearnih dimenzija presjeka torusa za 8. JednadZba (6.6.4) tada ima oblik

NI
1L, 18" (6.6.6)

pa taj izraz koristimo za priblizno odredivanje magnetskog tijeka u torusu.

Primjer 6.6.2. Elektromagnet

Elektromagnet je vaZna naprava za pretvorbu elektri¢ne energije u mehanicku. Os-
novni princip rada elektromagneta prikazali smo na slici 6.6.2.

Slika 6.6.2 Elektromagnet

JednadZba (6.6.4) za takav raspored jest

NI

O=—
1h 2 x (6.6.7)

kS, KeS,

Za povriinu zratnog raspora S, pretpostavit ¢emo da je jednaka povrSini feromagnet-
skog dijela S, jer razmatramo samo slu¢ajeve kad je Sirina zranog raspora x mala. Iz
izraza (6.4.11) slijedi da pohranjenu magnetsku energiju mozemo odrediti kao

1 1
W = P =— 2 6.6.8
m__zNI -~21L, ( )

pa je induktivitet takvog elektromagneta
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N2
14, 12x (6.6.10)
.___.+._.___
M Sm Ho Sm

L=

Uz konstantnu struju / rezultantna sila je prema (6.4.16)
p oV _NP B 1 ®?
A - 2 axl£+i2x KoS
RS, HeS

m (6.6.11)

Negativni predznak u tom izrazu ukazuje na privlatnu silu izmedu dva feromagnetska
dijela.

6.6.1. Magnetski krug permanentnih magneta
Razmotrimo magnetski krug koji formiraju torusni permanentni magnet i mali
zraéni raspor prema slici 6.6.3.

l

m

Slika 6.6.3. Torusni permanentni magnet sa zra¢nim rasporom

Pretpostavimo da je povrSina S, jednaka povrSini magneta. Tom pretpostavkom smo
izjednacili magnetske indukcije u magnetu i rasporu. Primjena (6.6.4) rezultira s

Hl +H$=0 = H=-—2 (6.6.12)

To je jednadZba pravca u H-B ravnini i tocka u kojoj taj pravac sijece krivulju histere-
ze permanentnog magneta u drugom kvadrantu je radna tocka magneta. PoloZaj radne
tocke, a time i magnetska indukcija u magnetu, ovisi o nagibu pravca

l

tano = ‘%Em . (6.6.13)
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Zadaéa dimenzioniranja permanentnog magneta® najée$ée se svodi na dvije varijante:

1. Postizanje zadane indukcije u rasporu s minimalnim utroSkom materijala magneta.

2. Uz zadanu koliinu materijala magneta potrebno je posti¢i §to vecu indukciju u
rasporu.

Iz jednadZbe (6.6.12) slijedi

l Fe 1 B? IV
Beu |H|E = —Ba—— . = B=|—u.BlH|, (6.6.14)
o |5 Vo WB|H] VG”0 ]

gdje je V,=S88 volumen zrainog raspora, a V, =S, volumen magneta. Iz izraza
(6.6.14) zakljuujemo da je potrebni volumen magneta za zadanu indukciju utoliko
manji koliko je veéi produkt (BH) u magnetu, odnosno da je magnetska indukcija u
rasporu uz zadani volumen magneta utoliko veca koliko je veci produkt (BH) u mag-
netu. Oba zaklju€ka upucuju da radnu totku magneta treba postaviti tako da produkt
(BH) u magnetu bude maksimalan. Ako histerezu magneta u treCem kvadrantu pribli-
Zimo pravcem

B
Be-2ru.n (6.6.15)
il

c

gdje je B, remanentna indukcija i H, koercitivno magnetsko polje, produkt (BH) je

B
BH = -?{i}ﬂ +BH . (6.6.16)

c

Deriviranjem te jednadZbe po H dobivamo uvjet za maksimum produkta (BH)

2B H H B
d(BH)ﬂ_ "B =0 - H w—L i B el (6.6.17)
d H H - r (BH) a1 2 (BHjmaks 2
Iz ovoga slijedi da je koeficijent pravca (6.6.13) jednak
B L
o R (6.6.18)
tana H Ko 5

c

kada je produkt (BH) maksimalan. Stoga je, uz zadane znaCajke magneta, izrazom

. . W (6.6.19)

3 pogledati npr. Z. Haznadar, 7. Stih, S. Berberovi¢, G. Manenica, Finite Element Method in Design of
Permanent Magnet Synchronous Motors, Zbornik IGTE — Technische Universitit, Graz, 1994.
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definiran omjer duZine magneta i $irine zracnog raspora u optimalnoj radnoj tocki.

6.7. MAGNETSKO POLJE U PROSTORU BEZ
STRUJA

U odjeljku 6.2. pokazali smo da takve zadace najlakSe rjeSavamo pomocu antipo-
tencijala, odnosno uvodenjem skalarnog magnetskog potencijala. Ako u jednostruko
povezanoj domeni zadaée ne teku struje, antipotencijal zadovoljava Laplaceovu diferen-
cijalnu jednadZbu. Uz zamjene

(p — q)m ; E — H ; £ - }‘l‘ - (6.7.1)
moZemo metode za rjeSavanje te jednadZbe u statickim elektri¢nim poljima (separacija
varijabli 1 konformno preslikavanje) koje smo opisali u odjeljcima 4.6. i 4.9. izravno
primijeniti i za njezino rjeSavanje u statickim magnetskim poljima.

Primjer 6.7.1. Feromagnetska kugla u vanjskom homogenom polju

Zadaéu smo u sfernom koordinatnom sustavu prikazali slikom 6.7.1.

Slika 6.7.1. Feromagnetska kugla u vanjskom homogenom polju

Analogna zadaca u statickom elektri¢nom polju je dielektricka kugla u homogenom
elektri¢nom polju. Tu smo zadaéu rijesili u primjeru 4.6.3.1, pa primjenom analogija
(6.7.1) moZemo izravno napisati rjeSenje® za linearne materijale. Polje izvan kugle je

—p' 3 _}.l 3
Hv=HO[1 +2 ol (EJ cosﬁar+H0[—1+ sillhe: (—R) sinda, , (6.7.2)

Zpgtplr Zpgtp\r

a polje unutar kugle je homogeno i iznosi

* Pogledati jednadZbe (4.6.61) i (4.6.62).
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3H p,cos 3Hp,sind 3,
] a -

a,= (6.7.3)
2Zpy+p 2pgtp 2py+p

H

u

H, .

r

Slika 6.7.2. Statitko magnetsko polje feromagnetske
kugle u vanjskom homogenom polju (u, = 100).

Taj rezultat mo%emo koristiti i za rjeSavanje zadace kugle od nelinearnog ali homoge-
nog i izotropnog materijala u vanjskom homogenom polju. Sveza izmedu jakosti polja
i indukcije u kugli je tada™

B, = (H,+M) . (6.7.4)

I u tom ée slucaju polje u kugli biti homogeno i paralelno vanjskom polju, a vektori H,,
H, B, i M ée biti kolinearni. Razlika se javlja u svezi polja i indukcije (6.7.4). Stoga

u?

moZemo pretpostaviti oblik antipotencijala unutar kugle
¢, =Arcost , (6.7.5)

1 izvan kugle

B
wm,ﬁ(-H{,H—r—E]cosﬁ ; (6.7.6)

Na povr$ini kugle radijalne komponente vektora magnetske indukcije moraju biti jedna-
ke

8 G
_( cpmv] =ﬁ( th] Meost | 6.7.7)
r=R r

3 Pogledati &lanak 1.4.6.
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pa vrijedi
B2 ¥ (6.7.8)
R3

Istovremeno moraju biti jednake tangencijalne komponente vektora jakosti polja na
povrsini kugle

1 atp,,w] [ 1 atpm] B (6.7.9)
= == - AR=-Hj+— 7.
( rob ) . rob ) . R?
Pomocu jednadZzbi (6.7.8) i (6.7.9) nalazimo da je
M R*M |
A=—-H sl (6.7.10)
g 9 # 3 7
pa je konacni oblik potencijala unutar kugle
(pm=[%—Ho)rcosf} > (6.7.11)
i izvan kugle
3
Q=] ~Hyr + S M cos® . (6.7.12)
3r?
Polje u kugli je homogeno, jakosti
H“=H0—¥ " (6.7.13)
i indukcije
2 (6.7.14)
B, =po(H, +M)=p, Ho+§M . e

Eliminiranjem M pomocu jednadZzbi (6.7.13) i (6.7.4) dobivamo jednadZbu

B,=,(3H,-2H) . (6.7.15)
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To je jednadZba pravca "a" u ravnini H,-B, i njegovo sjecidte® s krivuljom magnetizi-
ranja (slika 6.7.3) definira H, i B,, odnosno radnu totku feromagnetske kugle.*

u

. 3ueH, >‘§/A

o N

S \pravac a
pravac "b" ™\
% S,
35 10/2 Slika 6.7.3. Uz odredivanje radne tofke feromagnetske

kugle u homogenom vanjskom polju i homogeno mag-
netiziranog kuglastog permanentnog magneta

J/

Ako kugla prije unoSenja u homogeno polje nije bila magnetizirana, radna tocka je
toCka A na krivulji prvog magnetiziranja. Ako je kugla bila prethodno namagnetizirana
do zasienja, radna toCka je tocka B na grani histereze.

Postupak koji smo opisali u ovom primjeru moZemo primijeniti za sva tijela koja se
u stranom polju homogeno magnetiziraju.”’

Primjer 6.7.2. Homogeno magnetizirani kuglasti permanentni magnet

Rezultat prethodnog primjera moZemo iskoristiti za odredivanje polja homogeno
magnetiziranog kuglastog permanentnog magneta. Zamislimo da je nakon magnetizira-
nja kugle iz prethodnog primjera zaostala magnetizacija M, a vanjsko polje H,, nestalo.
Tako dobivamo permanentni magnet u kojem vlada polje H, i indukcija B,. H, moZemo
odrediti iz izraza (6.7.13)

3H,-M
Hp=1im_"'0_— .M , (6.7.16)
H0 3 3
a B, iz izraza (6.7.14)
3H,+2M oM
B =limp,——=p — . (6.7.17)
£ Hoqouo 3 Ho73

¥ Ovdje smo nagibe pravaca nacrtali nerealno velikim zbog jasnoce prikaza. Ako je materijal magneta
Listo Zeljezo njegova remanentna indukcija iznosi oko 0.6 T a odsjedak pravca "a" na B, osi za H, = 200 A/m
iznosi 0.25 mT. To znali da na slici 7.6.3. za Cisto Zeljezo nebi mogli razlikovati pravce "a" i "b" od H,, osi.

% To je najée¥¢i nadin jer se krivulje magnetiziranja najée¥ée zadaju graficki. Ako su zadane tabelarno,
onda koristimo pribliZenje, najée$ce s polinomima, pa za odredivanje radne totke moramo rijesiti nelinearnu
algebarsku jednadZbu.

¥ Na primjer, rotacijski elipsoid, pogledati J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New
York, 1941,
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Iz jednadZbi (6.7.16,17) vidimo da su u permanentnom magnetu B, i H, suprotno
usmjereni. Antipotencijal izvan magneta dobivamo iz izraza (6.7.12)

3

Mcosfr , (6.7.18)

my
3 2

»
pa je jakost polja izvan magneta

Hv=—V(pmv=%4(2cosﬂ‘ar+sinﬁaﬁ) ; B,=u,H, . (6.7.19)
Vezu izmedu polja i indukcije dobivamo iz jednadZzbe (6.7.15)

B,=-2pH, , (6.7.20)

pa je radna tocka magneta tocka C koja je sjeciSte pravca (6.7.20) (to je pravac "b" na
slici 6.7.3) i grane histereze u drugom kvadrantu.

Slika 6.7.4. Polje homogeno magnetiziranog kuglastog
magneta

Primjer 6.7.3. Kuglasta magnetska ljuska u homogenom polju

Tim primjerom Zelimo pokazati primjenu magnetskih oklopa visoke permeabilnosti
za zadtitu od magnetskih polja. Analizirat emo jednostavan oblik oklopa: kuglastu
ljusku unutra¥njeg polumjera R, i vanjskog polumjera R, od LIH materijala perme-
abilnosti p koja se nalazi u homogenom magnetskom polju H, prema slici 6.7.5.

Polje u ovoj zadaci rijesit ¢emo pomocu Laplaceove jednadZbe za antipotencijale
primjenom separacije varijabli®® u sfernom koordinatnom sustavu. Antipotencijal u tri

% Pogledati Prilog A.
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podrucja ove zadace pretpostavljamo u obliku linearne kombinacije zonskih harmonika
nultog i prvog reda

B, D, -
?,3 =A3+7 +Cyreos ¥ +—é-cosfr ; reRy.
r
B, D,
Qg =4y +— +Cyroosd +?5~cosﬁ ; R 2r2R,, (6.7.21)
=A, +— +C,rcosd +icosﬁ s Roers0
P =4, > THy 2 ’ 1 .

T

z

Slika 6.7.5. Kuglasta ljuska u homogenom polju

Antipotencijal @,, mora biti konafan u svim tofkama, pa mora vrijediti B, =D, = 0.
Antipotencijal ¢, mora na velikim udaljenostima od ljuske prijeéi u potencijal homoge-
nog polja u smjeru osi z

¢,3(r>>R)) = -Hyrcos® =A,+Cyreos® = A4,=0,C,=-H,. (67.24)
Antipotencijal mora biti kontinuiran na granicama r=R, i r =R, pa zbog A; =0 mora
vrijediti A, = A, = 0, a zbog B, = 0 mora vrijediti B, = B; = 0. Uvr§tavanjem tih uvjeta u
jednadZbe (6.7.21 — 23) dobivamo

D
3

@3 ="Hycosh +—cos®d ; rzR,,
F

D, (6.7.25)
@, =Cyreosd +—cosd ; R2r2R,,

r2

@, =Cjrcost ; R2r20.
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Nepoznate koeficijente C,, C,, D, i D, odredujemo iz grani¢nih uvjeta

(pml(Rl) == ‘-pmg(Rl) s
('pm2(R'2) = ‘Pms(Rz) ?

N 99, 0 99, ’ (6.7.28 — 31)
\ or Jr=R, \ or r=R,

u IFaq"’i'rzli\ =p(a(pﬂl2

0\ or - | ar -

i oni iznose

-H, o ~3H,(2p,+1)
“ 2(p,-1? (R 5P RY|
g by 9ur+2(p,~1)21-(—‘]
O, R, R,
6.7.32
[52_]_1 ( )
-3H,R; (p,-1) . R,
D,= r D30 40 -1 *
R,V w21 wolp
9ur+2(ur—1)21'(§2') w,-1R? 2p,+1p}

Jakost magnetskog polja u svakom podrudju odredujemo pomocu jednadzbe (6.2.15).
Polje u Supljini je

1

H1= H{} 3
. 2(p,-1) R\ (6.7.36)
SYPGLLIE SN AR )
o, R,
pa omjer
1'I_")Ef_l““ !
H, 1 2, -1)? (R 3]’ (6.7.37)
8 2 4 | R
o, R,

govori o kakvoéi zaStite, odnosno o smanjenju vanjskog magnetskog polja pomocu
zaslona u obliku kuglaste ljuske. Na slici 6.7.6. prikazali smo ovisnost 1(k = R,/R,,1,).
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Slika 6.7.6. Ovisnost faktora sma-
njenja polja 1 u kuglastoj ljusci o
omjeru polumjera k = Ry/R, i p,

Iz te slike je vidljivo da i tanka ljuska moZe ulinkovito smanjiti polje ako je velika
relativna permeabilnost. U svakom sludaju, ako je H, toliko velik da magnetski materi-
jal ljuske dovodi u zasienje, uinkovito smanjivanje polja izostaje.*” U slutaju tanke
ljuske debljine & = (R, — R,)<<R, moZemo pisati

-3 -3
B _(1.8) 158 ’ (6.7.38)
Rl Rl Rl

pa za velike y, vrijedi

1
L T (6.7.39)

1
"3R,

Koristenjem (6.7.39) moZemo odrediti potrebnu debljinu ljuske za zadani 1, , i R,.

* Cak ni tu, geometrijski vrlo jednostavnu zadaéu ne moZemo analitizki rijesiti za nelinearne materijale,
pa moramo koristiti numeri¢ke postupke.
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a) b)

Slika 6.7.7. Magnetsko polje kuglaste ljuske u homogenom polju za k = R/R, = 1.2;a) u, =2, ib) p, =3

6.8. POLJE ZADANIH STRUJA U NEOGRANICENOM
PROSTORU

Zadaée te vrste rjefavamo integralnim pristupom pomocu vektorskog magnetskog
potencijala. U odjeljku 6.2. pokazali smo da vektorski magnetski potencijal u linearnom
izotropnom materijalu zadovoljava jednadZbu

AA=-puJ . (6.8.1)

U &lanku 2.4.3. izveli smo rjeSenje te jednadZbe u neograni¢enom prostoru

B

A(r) = _EIM (6.8.2)
v

4 lr-r| °

U pravocrtnom koordinatnom sustavu to rjeSenje moZemo napisati kao tri skalarna rje-
Senja

Mo Jj(r')dV .
on Mo pdFIOY 6.8.3
A(r) 4-;:.£ PR J=6).2 (6.8.3)

jer jednadzba (6.8.1) u tom sustavu ima oblik®

4 Pogledati Prilog D.
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AA=AA.a +AAa +AAa,=-pla,+Ja +Ja) . (6.8.4)

U ostalim pravokutnim koordinatnim sustavima jednadZba (6.8.1) se ne moZe tako
Jednostavno rastaviti na tri skalarne diferencijalne jednadZbe po komponentama u
smjeru odrednica sustava, pa u njima treba obratiti paZnju pri primjeni izraza (6.8.2).
Koriste¢i identitet o rotoru produkta skalarne funkcije i vektorske konstante®!

Vx(fC)=VfxC (6.8.5)
i
v( L ]zmﬂ; , (6.8.6)
|r—r | |7‘*r’ r3

mozZemo pisati

al) fJ(r')x(rvr’)dV . (6.8.7)

411:[’” Ir—r' |3

B(r)=VxA=

Ta jednadZba je poznata pod imenom Biot-Savartov zakon.*

6.8.1. Polje strujnica u neogranicenom prostoru

Pojam strujnice smo uveli u odjeljku 1.2, a pod njim razumijevamo idealizirani
vodi¢ u kojem je sva struja skoncentrirana u geometrijsku crtu. Tada vrijedi

Jdv=1Idl , (6.8.8)

pa pomocu izraza

(6.8.9,10)

B Molfdlx(r-r’) ‘

T 4n

% |r-r |3

racunamo magnetski vektorski potencijal i indukciju strujnica.

! Pogledati Prilog C.
“ Taj zakon dobio je ime po francuskim fizifarima J. Biotu i F. Savartu, koji su ga eksperimentalno
potvrdili 1820. godine.
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Primjer 6.8.1.1. Staticko magnetsko polje kruZne strujnice

KruZnu strujnicu polumjera R protjecanu strujom / prikazali smo na slici 6.8.1. u
cilindri¢nom koordinatnom sustavu.

P

Slika 6.8.1. KruZna strujnica

Vektorski magnetski potencijal kruZne strujnice u tocki P ra¢unamo pomocu izraza
(6.8.9)

Bl al . (6.8.11)
g 4nCJr—r’|

Doprinos dl diferencijalnom doprinosu dA u tocki P mijenja smjer kako se kre¢emo po
kruznoj strujnici, pa ga moramo preraunati u odrednice cilindri¢nog koordinatnog
sustava u tocki P(r,0,2)

R[-sin(a - a')a, + -a')a,]d
=u01§ [-sin(e -a')a,+cos(o -a')a,]da . (6.8.12)
P 4n |r-r'|
c
Iz pravokutnih trokuta OCA, CAB i CBP slijedi
|r-r| =\/[r—Rcos(a -a’)]?+R%sin* (0 - ') +2% , (6.8.13)
pa vrijedi
2 HolR . 2]-“ -sin 0d? o e cos 0dd (6.8.14)
P qu | I T ® I .
o VR?+r?+z>-2Rrcos® ‘o yR*+r?+z2-2Rrcosd

gdje je O = oo — /. Integral u smjeru odrednice @, moZemo rijeSiti analiti¢ki i u granica-
ma 0 do 27 iznosi nula. Stoga vektorski magnetski potencijal ima samo komponentu u
smjeru odrednice a,
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T o VR2+r2+z%-2Rrcosd

Uvodenjem supstitucije
p=mn+2p = db=2dp ; cosd=2sin’p-1, (6.8.16)

integral (6.8.15) svodimo na oblik

n

MR%  (2sin®p -1)dp (6.8.17)
o Y(R+r)? +z* -4Rrsin® p

A, =

Ako u (6.8.17) uvrstimo

o (6.8.18)
(R+r)*+2?

i uvaZimo jednakost

2sinB-1 _ 1(_ 2-k? 21 K%sinlp |, (6.8.19)
J1-k2sin?p k7| /1 -k2sin?p

na kraju dobivamo

okl

: :
(6.8.20)
A ( ]f -%f J1-k2sin® p
271 r 9 1 k28m2|3 0

Integrali u (6.8.20) nisu analiti¢ki rjesivi, a nazivamo ih potpuni elipticki integral prve
vrste K(k)

.3
2

i dp 6.821)
o 1-K2sin’p

i potpuni elipti¢ki integral druge vrste E(k)®

K(k) =

# Pogledati Prilog G.
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k3
2
6.8.22
E(k)= [{1-k*sin® B dp . i
0
Izraz za magnetski vektorski potencijal kruZne strujnice obi¢no piSemo u obliku

4 MR
“ qwkN r

2
[1 —%]K(k) —E(k)} . (6.8.23)

Elipti¢ke integrale raCunamo pomoc¢u redova argumenta k. Komponente magnetske
indukcije raunamo pomocu (6.2.1) u cilindri¢nom koordinatnom sustavu

04, 104, OA,

4

B’=_62, +;8a=_8z ;
0A_ O0A
Pl S0 (6.8.24 - 26)
“ gz oOr U
B 10(0A,) 104, 10(A)
"y or roa r or
Koristenjem identiteta
oK(k) 1| E(k) JdE(k) 1
L s ; ——=—[Ek&)-K(k%)] ,
PR T K(k)} %~ LBk -KR)]
(6.8.27)
Kk _ 7K . k_k KK
3%  4Rr or 2r 4r 4R’

odredujemo konacne izraze za magnetsku indukciju kruzne strujnice u tocki P

, S R
B = Hol 2 1 _K(k)+R_f__z_E(k) ,
2n r f(Rﬂ.)z 72 (R—r)z +7°2

(6.8.28,29)
j Kol 1

L 27 }(R+r)2 +Z2

Silnice moZemo, zbog osnosimetricnog karaktera polja, odrediti pomocu vektorskog
magnetskog potencijala. JednadZba silnice polja neovisnog o obilaznoj koordinati u
cilindri¢nom koordinatnom sustavu je

R2“f'2“Z2
K(k) + ———————E%)| .
e ()]
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B
o (6.8.30)
B, dz
Iz nje slijedi
o(rA 0A
B dr-B dz=—1 ( “)dr+ Sdz=d(rA )=0, (6.8.31)
1 i r or oz «
pa silnice u takvim zada¢ama odredujemo kao krivulje
rA = konst . (6.8.32)

Na slici 6.8.2. prikazali smo polje kruZne strujnice protjecane strujom / u smjeru obilaz-
nog kuta ¢ u ravnini o = konst.

Slika 6.8.2. Statitko magnetsko polje kruZne strujnice

6.8.1.1. Magnetski dipol

Pod magnetskim dipolom razumijevamo zatvorenu strujnicu C protjecanu strujom /
koja je jako udaljena od tocke promatranja P. Magnetski vektorski potencijal takve
strujnice je

I
—“_°§ da__ (6.8.33)

Iz trokuta kojeg razapinju r, v/, r — r’ slijedi
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r-r'[2=r2 T e (6.8.34)

,f I
Slika 6.8.3. Magnetski dipol

€

Ako je totka promatranja P jako udaljena od strujnice, odnosno ako je r >> ¥, mozemo
priblizno napisati*

1 1\]1 2rer r? o1 rer (6.8.35)

Pod tim uvjetom izraz (6.8.33) poprima oblik

A——§d “"I

4nr

ydl . (6.8.36)

Prvi ¢lan u tom izrazu jednak je nuli a iz jednakosti
r +dr' =r' +dl , (6.8.37)

slijedi da dl = dr’ pa vrijedi

47”. é‘(r r")dr . (6838)

Ako podemo od jednakosti

dl(r-r')-dr'1=(@-r')-dr' +@-dr')r (6.8.39)

“ pogledati razvoj u red (1 — x)"? u Prilogu F.
45 MoZemo ga interpretirati kao sumu vektora u zatvorenom poligonu koja je uvijek jednaka nuli,
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i provedemo linijsku integraciju lijeve i desne strane dobivamo
55 di(rr)r']= f (r-r')-dr' + § (r-dr')r' =0 . (6.8.40)
c c c

Integral na lijevoj strani iznosi nula. Uzimajudi u obzir (6.8.40) integral (6.8.38) moZe-
mo napisati u obliku

Wl

4xr3

A:

$ %[("'?")dr’ ~(redr')r'l. (6.8.41)
c ;

Podintegralnu funkciju u toj jednadzbi transformiramo primjenom pravila o dvostrukom
vektorskom produktu,*® pa kona¢no dobivamo

A= ol jﬁi(r'xdrf)xr. _ (6.8.42)
dnriv. 2

Ovdje je r je konstantan vektor a produkt
L., . 6.8.43
—i(r xdr') , (6.8.43)
je vektor povrSine trokuta kojeg razapinju r’ i dr’. Stoga je

jg%(r,x drj=§ . (6.8.44)
C

vektor povr¥ine koju opisuje strujnica. Izraz za vektorski magnetski potencijal magnet-
skog dipola je

_ Mo ISxr (6.8.45)
415 r3 '

Iz tog izraza slijedi da polje magnetskog dipola ne ovisi o obliku strujnice, ve¢ samo o
veli&ini IS koju nazivamo dipolnim momentom i obi¢no oznaCavamo sa m. Magnetsku
indukciju u udaljenoj tocki raCunamo pomocu

(6.8.46)

1)
B=VsA=-—2¥x
Y

4 ;1—3(mxr)

Kori§tenjem pravila za rotor produkta skalarne funkcije i vektora dobivamo izraz za

% pogledati Prilog C.
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magnetsku indukciju magnetskog dipola

3mr)r_ E] , (6.8.47)

Usporedimo li tu jednadZbu s izrazom (4.6.32) za jakost polja elektriénog dipola uogit
¢emo formalnu analogiju ta dva izraza koja opravdava uvodenje dva fiktivna magnetska
naboja kao izvora polja magnetskog dipola.”’ Sada izraz (6.8.47) moZemo napisati i kao
negativni gradijent skalarne funkcije

1 mr
®,= Z;hr—; . (6.8.48)

Funkciju ¢,, nazivamo antipotencijal ili skalarni magnetski potencijal dipola.
Primjer 6.8.1.2. KruZna strujnica kao dipol

Razmotrimo polje kruZne strujnice u tocki P na velikoj udaljenosti od strujnice. Sve
oznake su jednake onima iz primjera 6.8.1.1. Za udaljenost r, toCke promatranja P od
srediSta strujnice vrijedi

rp= r2+z2>>R, (6.8.49)

pa izraz (6.8.15) moZemo pribliZzno napisati kao

L K 2 K 2
P Polchosﬁ 1+ Rrcos® go = o R*nlr _ Po R Msin‘l‘ , (6.8.50)
«  2n T rl 4r 3 4n 2
0 P P P

gdje je ¥ kut koji zatvaraju os z i rp. Taj smo rezultat mogli dobiti i direktnom primje-
nom jednadzbe (6.8.45). Dipolni moment je

m=IR*n a,, (6.8.51)
pa je vektorski magnetski potencijal

IR*>ma_ xr 2
_to *Tp _ Ho R'ml sin¥a, . (6.8.52)
4 3 4n 2
P P

70 modelu magnetskih naboja detaljnije pogledati u Elanku 1.4.8.
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6.8.2. Polje ploSne struje

Plosne struje smo uveli u odjeljku 1.2, a pod njima razumijevamo struje koje teku
po geometrijskoj plohi. U tom sluCaju vrijedi

JdV=Kds (6.8.53)

gdje je K gustoca plosne struje. Izrazi

Kds
w7

r-r'|’
(6.8.54,55)

_ HPo pKx(r-r')
4nf a8

r-r'|?
odreduju vektorski magnetski potencijal i indukciju ploSnih struja.
Primjer 6.8.2.1. Staticko magnetsko polje strujnog cilindra

Strujni cilindar polumjera R i visine 2h protjecan strujom jednolike ploSne gustoCe
u smjeru odrednice a, smjestili smo u cilindri¢ni koordinatni sustav prema slici 6.8.4.

.

Slika 6.8.4. Strujni cilindar

Tu zadacu rjeSavamo superpozicijom rjeSenja iz primjera 6.8.1.1. Iz njega slijedi da
vektorski magnetski potencijal ima komponentu samo u smjeru obilaznog kuta a,, pa
primjenom jednadZbe (6.8.15) dobivamo

PR f Rcosddd ac _ (6.8.56)
0 “wVR?+r?+(z-{)* ~2Rrcosd
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Uvodenjem zamjene u =z — { i integracijom po u slijedi

MOK . u=z+h
A= F{Rcosﬁ [ln(u +/R2+r2+u? —2chosﬁ)]“=z_h do . (6.8.57)

Nakon provodenja parcijalne integracije i supstitucije definirane jednadZbom (6.8.16)
dobivamo

5. _
uoKR} k2sin®2p K 13 (6.8.58)
o | V1-k*sin®p (a+y/1-k>sin®p) |,
gdje je
L L G T — (6.8.59)

R+r?+u? SR+

Integral (6.8.58) moZemo rastaviti na potpune eliptiCke integrale. Za razliku od primjera
8.1.1.1. ovdje se pojavljuje i potpuni elipti¢ki integral trece vrste I modula ki n

dp (6.8.60)

o (1 +nsin? B)y/1 +k2sin?p

Kona&ni rezultat je

L"—-—, Nl::l

I(nk) =

_PoKu
“ 4 |r

2 2 2
WAARA ek + R URER) ¢
YR+ +u?

u=z-h

(6.8.61)
(R-1)?

a modul n potpunog elipti¢kog integrala tree vrste je

II(n,k)

u=z+h

4Rr

. (6.8.62)
(R+r)?

H=

Komponente magnetske indukcije moZemo rafunati pomocu (6.2.1), no ovdje ¢emo
pokazati primjenu Biot-Savartova zakona (6.8.55)
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ffdtx(r ") (6.8.63)

lr-r' P’
Vrijedi
dl=(-sin®a,+cos¥a,)RdD ,
r'=RcosVa,+Rsinda, +(a,, _ (6.8.64a —¢)
r=ra,+za, .

Nakon uvrStavanja tih jednakosti u (6.8.63) dobivamo

-{)cosda, +(z-()sinba, +(R-rcosd)a,
f f . d¢ . (6.8.65)
[R?+7r%+(z-{)* -2Rrcos 8]

Integral u smjeru obilaznog kuta je nula, pa vektor B ima samo komponente u smjeru
odrednica a, i @, Nakon zamjene u = z — { nalazimo da za komponentu u smjeru a, vri-
jedi

2n

u
B;ﬁ'lf [ Reosd| -

u=z+h

1

VR? +r*+u®-2Rrcost Lz_h

dav . (6.8.66)

Nakon zamjene (6.8.16) i aritmeti¢kog preuredivanja izraza (6.8.66) dobivamo konacan
izraz za r komponentu magnetske indukcije

u=z-h :
PoK +1)2 +y?
o f J\/(R n'eutl(,  4Rr - ' (6.8.67)
o l 4 (‘R+r)2+u2 u=z+h.

Sliénim postupkom nalazimo i z komponentu magnetske indukcije

' u=g+h
B, = i = {K(k) + R_rH(n,k)} . (6.8.68)
’ JGE:BE:;E Rer u=z-h

Na slici 6.8.5. prikazali smo statitko magnetsko polje strujnog cilindra protjecanog
strujom ploSne gusto¢e K u smjeru obilaznog kuta @, dimenzija R = h.
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Slika 6.8.5. Staticko magnetsko polje strujnog cilindra

6.8.3. Polje volumnih struja i razvoj u multipole

Vektorski magnetski potencijal i magnetsku indukciju volumnih struja u neogranice-
nom prostoru racunamo pomocu

s )_HfJ(r Y4
] (6.8.69,70)
B(r)=Vx A—4 J(r)Ixr(rrrl)dV .

Proratun trostrukih integrala u (6.8.69,70) u najveéem broju zadaca nije mogu¢ analiti-
¢kim metodama pa i ovdje pribjegavamo numeri¢kim pribliZzenjima. Sli¢no kao i kod
stati¢kih elektri¢nih polja*® najjednostavnije je pribliZenje razvojem vektorskog magnet-
skog potencijala u multipole. Ako u izraz (6.8.69) uvrstimo razvoj (4.6.66), dobivamo

Fo - f rr)J@)dV +

TEI‘V

1
A = 4—; f J(r)dV +
4 (6.8.71)

2
E[-’: -r’] —%r'?'].f(r')dV .

. “Of
4r:r3V2 r

Razmotrimo sada prvi ¢lan u tom razvoju. U pravocrtnom koordinatnom sustavu je

“ Pogledati ¢lanak 4.6.3.
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J=J.a. +Ja +Ja,,
r=xa +ya +za, (6.8.72)
r'=x'a+ya,+za,.
Za x komponentu gustoée struje moZemo pisati*
J,=J-a,=JVx=V-(xJ)-xV-J , (6.8.73)
pa vrijedi®
fdeV= f V-(xJ)dv - fo-Jde jng-ndS— xV-Jdv . (6.8.74)
v v

v A |4

Integral po povrSini koja obuhvaca volumen struja je nula, buduéi da su na toj povrSini
struje tangencijalne na nju ili jednake nuli. Drugi pribrojnik je takoder nula jer je
VJ =0 u stati¢kim poljima. Dokaz za ostale komponente struje je identi¢an. Prema
tome, ¢lan koji odgovara monopolnom ¢lanu u elektrostatickom razvoju ne postoji u
magnetostati¢kom razvoju.

Vektorski magnetski potencijal drugog ¢lana razvoja (6.8.71) opada s kvadratom
udaljenosti i on predstavlja najznacajniji doprinos. Podintegralnu funkciju tog ¢lana
moZemo napisati u preglednijem obliku. Vrijedi

(rr')d =%{(r-r’)J—r’(r J)] +%[(r-m+r=(r )] - (6:8.75)

Prvi pribrojnik ovog izraza koriStenjem identiteta o trostrukom vektorskom produktu®'
prelazi u oblik

%[(r-r’)J—r‘(r-J)] = %(r’x.]) X . (6.8.76)
Komponenta u smjeru odrednice x drugog pribrojnika u (6.8.75) je
oy + 22 ), + R 4y, v2d)x =TV e yy'x +22'x') (6.8.77)

pa koriste¢i identitet o divergenciji produkta skalarne i vektorske funkcije, te ¢injenicu
da je u statickim poljima V+J = 0 dobivamo

“ Pogledati divergenciju produkta skalarne i vektorske funkcije u Prilogu C.
% Pogledati Gaussov teorem o divergenciji u Prilogu C.
5! Pogledati Prilog C.
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J.V(xxr2 +yyrxr +zz.rxr) =V.[(xx.!2 +yyfx1 +zz.rxf)J'] . (6878)

Volumni integral ovog dijela koridtenjem Gaussova teorema o divergenciji prelazi u
plo3ni integral po povrSini koja obuhvaca taj volumen. Integral po toj povrSini jednak je
nuli, buduéi da po njoj ne teku struje ili su tangencijalne na nju. Sukladno tome drugi
¢lan u razvoju (6.8.71) je

Mo _1_
4nrd 2

fr’xerdV i (6.8.79)
v

Vektor r je konstantan, pa uvodimo pojam magnetskog momenta strujne raspodjele m
kao

f rxJdv , (6.8.80)

i na kraju dobivamo pribliZzenje vektorskog magnetskog potencijala zadane raspodjele
struje

AT (6.8.81)
47 r3

Magnetsku indukciju ra¢unamo primjenom sveze B =V x A na ovu jednadZzbu. Rezultat
je jednak izrazu (6.8.7).

Primjer 6.8.3.1. Strujna cilindricna cijev

Strujnu cilindri¢nu cijev unutarnjeg polumjera R,, vanjskog polumjera R, i visine 2A
protjecanu strujom volumne gustoée J = Ja, prikazali smo na slici 6.8.6. Vektorski
magnetski potencijal i magnetsku indukciju ovog rasporeda nije moguce odrediti analiti-
¢kom integracijom.’? Ovdje ¢emo usporediti dva pristupa:

1. Odredivanje vektorskog magnetskog potencijala superpozicijom doprinosa strujnih
cilindara iz Primjera 6.8.2.1. konacne debljine.
U tome pristupu cijev dijelimo na N dionih cijevi konatne debljine
An = (R, - R,)/N i svaku dionu cijev zamjenjujemo strujnim cilindrom u sredini
cijevi. Unutra$nji i vanjski polumjeri pojedine cijevi jesu

52 Za detaljniju obradu te zadaée pogledati L.K. Urankar, Vector Potential and Magnetic Field of Current-
-Carrying Finite Arc Segment in Analytical Form, Part lII: Exact Computation for Rectangular Cross Section,
IEEE Transactions on Magnetics, Vol MAG - 18, No. 6, November 1982.
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R,=R +(i-1)An
R,=R +iAn

i=1.N. (6.8.82)

Slika 6.8.6. Strujna cilindri¢na cijev

PloSna gustoca struje i polumjer i-tog nadomjesnog cilindra iznose
JS,
T (6.8.83)
R,=R, +(i-0.5)An
Vektorski magnetski potencijal sada moZemo priblizno izralunati pomocu

2 2
Bo N [ Ku| w®+2R +2r
A =2 2 ' K(k)+

u=z-h

v

- (R-n)
+\/(R+r)? +u* E(k) + —————1I(n, k) ;
JRA? +u? ,
H=z+

gdje su moduli k; i n, potpunih elipti¢kih integrala zadani s

4R;r
- (R, +1r)* +u?
4Rr
n=—
(R;+r)

k?
(6.8.85)
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2.  Multipolni razvoj
Magnetski moment takve raspodjele struje je

R R 2
1 1
m=—_|r'xJdV=—[d(|dn |(ma,+{a,+naa ) xJa ndo =
2!: 2£ ;[l { o (6.8.86)

_ 2nJh
3

3 »3
(Rz “Rl)ﬂ'z 3
pa vektorski magnetski potencijal u toCki » moZemo priblizno izracunati pomocu

) uoJh(R; -Ry) a xr | (6.8.87)

A z S

Na slici 6.8.7. prikazali smo staticko magnetsko polje strujne cijevi za koju vrijedi
R, =1m, R,=2 m i J = la,A/m* odredeno pristupom 1. uz N = 10 podjela, a na slici
6.8.8. prikazali smo usporedbu rezultata prorauna vektorskog magnetskog potencijala
pristupima 1 i 2 za istu cijev duZ pravca a.

Slika 6.8.7. Staticko magnetsko polje strujne cilindri¢ne cijevi
odredeno superpozicijom doprinosa strujnih cilindara (N = 10,
R,=1m,R,=2m, J = la,A/m?)

A (UWb/m)
0.3
0.2 Slika 6.8.8. Usporedba ratuna vektorskog magnetskog
' potencijala strujne cijevi superpozicijom doprinosa
strujnih cilindara i dipolom (R, =1m, R,=2m i
0.1 J = la,Alm?)

+ x (m)
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6.9. ZADANE STRUJE U OGRANICENOM PROSTORU
I ODSLIKAVANJE

U Clanku 6.2.1. ukazali smo na analogiju dvodimenzionalnih stati¢kih magnetskih
polja i stati¢kih elektriénih polja. Oba zadovoljavaju Poissonovu jednadZbu, pa sve §to
smo iznijeli o znaCajkama te jednadZbe u odjeljku 4.5. i njezinom rjeSavanju pomoéu
Greenovih funkcija moZemo primijeniti pri rjeSavanju dvodimenzionalnih stati¢kih
magnetskih polja. RjeSenja iz statickih elektri¢nih polja u dvodimenzionalnom pravo-
crtnom sustavu preslikavamo u staticka magnetska polja zamjenama:

P, (6.9.1)

=

Sukladno tome, dvodimenzionalne Greenove funkcije koje smo odredili u odjeljku 4.8.
moZemo iskoristiti za odredivanje vektorskog magnetskog potencijala koji u dvodimen-
zionalnim zada¢ama ima samo jednu komponentu. Naravno, odredivanje polja iz poten-
cijalne funkcije nije vise isto kao u stati¢kim elektri¢nim poljima. U dvodimenzionalnim
statickim magnetskim poljima pomoéu izraza

0A
B=V><A=-é}5ax—%%ay , (6.9.2)

odredujemo magnetsku indukciju.
Primjer 6.9.1. DvoZicni vod ispred magnetskog poluprostora

Zadacu smo prikazali slikom 6.9.1.
A

b
I a JI a I
R R — e — L ]
& | 9
| | I
| 1 I
I
|
Ho | | | x
i | l >
H Slika 6.9.1. DvoZicni vod ispred magnetskog
poluprostora

e

Ova zadaca je analogna zadaéi dvoZi¢nog voda ispred dielektri¢nog poluprostora u
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statiCkim elektricnim poljima koju smo rijesili u primjeru 4.8.2.1. KoriStenjem zamjena
(6.9.1) i jednadZzbi (4.8.32 i 34) moZemo odmah napisati rjeSenje za magnetski vektorski
potencijal u ovoj zadaéi

—a)’ +(v-d)? - L il — 2
Af%f{m(x Q' +(y-d)’ MM (x+a)'+(y-d)

G-a+(y+d? BBy (x+a)P+(y+d?| (6.9.3a,b)
_ B 2pg n&-a’+0-d)’
an p+p, (x-a)* +(y +d)? .

2

Primjenom (6.9.2) dobivamo magnetsku indukciju u oba podrucja ove zadace
4d[(y*-d*) - (x-a)’)

b | [@-aP (-0 -a) + (v +d)
s 4dl(y* -d? - (x +a)*] }a
KR [(x+a) + (- N[(x+a) +(y +ad)]] *
8dy(x -a) i
[ -a) +(y - d)][(x -a)* + (¢ + d)’] (6.9.4.5)

+

. KRy 8dy(x +a) ]a }
o [(x+a) +(y-dPl(x+a)* + (y+d)y]]

“Hol 2p
B, of 2io

4d[(y*-d?) - (x-a)*] .
[(x-a)*+(y-ad)?(x-a)* +(y+d)*] *
_ 8y (x ~d)’ . }

[(x-a)*+(y-dx-a+@y+d)?]

47 K+,

/ Y Y Y Y a

Slika 6.9.2. Staticko magnetsko po-
lie dvozi¢nog voda ispred magnet-

skog poluprostora (u, = 100)
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7. KVAZISTATICKO
ELEKTROMAGNETSKO POLJE

U poglavljima 4, 5. i 6. analizirali smo stati¢ke zadace u elektromagnetizmu. To su
najjednostavnije zadace, a uzrokuju ih naboji u mirovanju ili jednolikom gibanju. Narav
elektromagnetskih pojava postaje bitno sloZenija ako se naboji gibaju nejednoliko. Tada
moramo rjeSavati cijeli sustav Maxwellovih jednadZbi i ne moZemo neovisno promatrati
elektri¢no i magnetsko polje, buduéi da je svako vremenski promjenjivo magnetsko
polje uvijek povezano s vrtloZnim elektri¢nim poljem. To znali da dinamicko elektri-
¢no polje, osim bezvrtloZne komponente uzrokovane nabojima, posjeduje i vrtloZnu
komponentu. Tu komponentu nazivamo inducirano elektricno polje.

No postoji niz zadaéa u kojima moZemo zanemariti struje pomaka' u elektromagnet-
skom polju i time reducirati sustav Maxwellovih jednadZbi. Takve zadade nazivamo
zadace kvazistatickih elektromagnetskih polja. 1z zanemarenja struja pomaka slijedi da
zanemarujemo retardaciju polja, te da se tijek energije u kvazistatickim elektromag-
netskim poljima odvija difuzijom, analogno prijenosu topline difuzijom a ne valom.

U ovom poglavlju opisat ¢emo reducirani sustav Maxwellovih jednadZbi i iz njih
izvesti jednadZbe difuzije koje zadovoljavaju veliCine polja u kvazistatickim elektromag-
netskim poljima. Zatim ¢emo uvesti fazorsku notaciju koja bitno olakSava rjeSavanje
zadaca sinusno promjenjivih polja. Posebnu paZnju éemo pokloniti uvjetima koje zadace
elektromagnetskih polja moraju ispunjavati da bi kvazistati¢ko pribliZenje bilo valjano.
Zatim ¢emo razmotriti tijek energije u takvim poljima. RjeSavanje zadaca kvazistatickih
elektromagnetskih polja podijelit ¢emo u dvije skupine: zadace s masivnim vodifima u
kojima je raspodjela struja nepoznata, i zadace s tankim vodi¢ima u kojima je struja
Jjednoliko raspodijeljena. Na kraju ¢emo razmotriti odnos teorije krugova i teorije polja.

7.1. JEDNADZBE KVAZISTATICKOG POLJA

Osnovna znacajka kvazistatickog elektromagnetskog polja jest zanemarivanje struja
pomaka. To znaci da u svakom trenutku u jednadzbi (1.5.15¢) moZemo zanemariti
pribrojnik dD/dt. Tada sustav Maxwellovih jednadzbi (1.5.15a — d) reduciramo na

vxE=-28 (7.1.1a)
ot

! Pogledati odjeljak 1.3.
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VxH=J ,
VD= (7.1.1b - d)
V-B=0,

uz relacije grade koje vrijede za vodljivi materijal (x # 0)

B=uH ,
D=¢E, (7.12a-c)
J=xE .

Ako primijenimo operator rotacije na jednadzbu (7.1.1b) dobivamo
VxVxH=VxJ=Vx(xE) . (7.1.3)

Koridtenjem identiteta o dvostrukoj rotaciji vektorskog polja’ i jednadZbe (7.1.1d) u
linearnim materijalima ova jednadZzba prelazi u

V(V-H)-AH=-AH=xVxE , (7.1.4)

pa uzimajuéi u obzir jednadzbu (7.1.1a) dobivamo jednadzbu koju vektor H kvazistati-
tkog elektromagnetskog polja zadovoljava u jednostavnim vodljivim materijalima

oH
AH = =, ( 15)
H = px 7 /

Sli¢nim postupkom za vektore E i J u kvazistatiCkim elektromagnetskim poljima za
zadaée bez slobodnih naboja (p = 0) dobivamo jednadZbe

AE = px%‘q ,
¢ (7.1.6a,b)
ar
AT =2 .
B ot

Ove jednadzbe, kao i jednadZba (7.1.5), formalno su jednake jednadZbama koje opisuju
difuziju topline pa ih nazivamo difuzijskim jednadZbama.

Naravno, u sustav jednadZbi (7.1.1a — d) moZemo uvesti vektorski magnetski poten-
cijal A i skalarni elektri¢ni potencijal @ jednako kao i za ukupni sustav Maxwellovih
jednadzbi pa je

Bt BVl (7.1.7a,b)
ot

% Pogledati Prilog C.
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Uz Lorentzovo baZdarenje® postupkom jednakim onome u poglavlju 2. dolazimo do
Poissonove jednadZbe za vektorski magnetski potencijal i skalarni elektri¢ni potencijal u
kvazistatickim elektromagnetskim poljima za materijale bez gubitaka (x = 0)

— _pJ
o (7.1.8a,b)
Ap=-—

£

pa su rjeSenja za potencijale kvazistatickog polja u prostoru ispunjenom jednostavnim
nevodljivim materijalom formalno jednaka onima za stati¢ka polja’

B I
A= f|rr|V

(7.1.9a,b)

1 rp@,0) 00
— [P0 4y
*(rh) 4na£[r~r'[

NaglaSavamo da to nisu retardirani potencijali,’ ve¢ se sve promjene u polju pojavljuju
istog trenutka u svim to¢kama prostora. U vodljivim materijalima potencijali kvazistati-
¢kog elektromagnetskog polja zadovoljavaju jednadZzbe difuzije

AA—p.K%-—-—p.J,
(7.1.10a,b)

9 _ p
Ag-px—=-E .
i €

Integralni oblik jednadzbi (7.1.1a — d) jest

B

=-— | B'nds ,
[% nds f

ng-d£=
Cc
§H-dz=f1-nds ,
c s (7.1.11a - d)
jﬁp ‘ndS = f pdV |

Ry V

fB-ndS:O .

} Pogledati &lanak 2.2.1.
4 Pogledati jednad?be (2.1.22a,b).
5 Pogledati rjeSenje (2.2.14).
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Uvjete na granici razliitih materijala smo izveli u odjeljku 1.5 i oni vrijede u kvazista-
tikim poljima.’

7.1.1. Uvjet kvazistati¢nosti elektromagnetskog polja

Prvo pitanje koje se prirodno postavlja jest: kada elektromagnetsko polje moZemo
razmatrati kao kvazistaticko? Odgovor moZemo dati samo usporedbom s rjeSenjem
ukupnog sustava Maxwellovih jednadZbi koje smo izveli u poglavlju 2. Uvodenjem
Lorentzova baZdarenja pokazali smo da je rjeSenje tog sustava retardirani vektorski
magnetski potencijal’ oblika

J(,,t_ r-r'|
3

c (7.1.12)

A(r,r)=~f'; i ]dV’ .
),

7|

Ako razvijemo u Taylorov red® oko totke r =r’ brojnik podintegralne funkcije u ovoj
jednadzbi dobivamo

J(r',tw-———[r_rl)-—d(r’,tﬁz Lt o ., .J(r’,r—ﬁfr—l] . (@113)
¢ i=1 i! alr_rfll 2 r=r

Vrijedi:

_d ( o |_’_.‘."__|]] :(J]ﬂm 0. (7.1.14)
dlr-r'| c )., o'

pa rjeSenje za retardirani vektorski magnetski potencijal mozemo pisati kao

_ B J0 . (-7 o 7.1.15
) flrrl 4m’flrr| I )dV (7.115)

Ovdje je
r-r'] (7.1.16)

T= y
c

vrijeme koje je potrebno da bi se promjena izvora koji se nalazi u ¥’ osjetila u toCki r.

¢ Pogledati jednadZbe (1.5.9a - d).
7 Pogledati &lanak 2.4.3.
# Pogledati Prilog F.
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Jednaki razvoj moZemo napisati i za retardirani skalarni potencijal. Prvi ¢lan u razvoju
(7.1.15) jednak je rjeSenju za kvazistati¢ka elektromagnetska polja. Stoga je uvjet kvazi-
statinosti elektromagnetskog polja da doprinos ostalih &lanova u razvoju (7.1.15) bude
mnogo manji od doprinosa prvog Clana. Odnos tih doprinosa uvjetuju T i derivacije
promjene izvora po vremenu, pa nije jednostavno procijeniti kada ¢e zbroj ostalih
Clanova reda biti mnogo manji od prvog ¢lana. Svakako, moramo zadovoljiti uvjet

oJ(r,)

e (7.1.17)

Jri)>>1
a viSe derivacije izvora po vremenu moraju pomnoZene s (T,,,) biti manje od izvora.
Vrijeme T, je vrijeme koje je potrebno da bi prosli put izmedu dviju najudaljenijih
toCki u zadadi.

7.2. JEDNADZBE POLJA U FAZORSKOJ DOMENI I
KVAZISTATICNOST SINUSNO PROMJENJIVIH
POLJA

7.2.1. Vremenski sinusno promjenjiva polja i fazorska
notacija

U dinamickim elektromagnetskim poljima Cesto analiziramo vremenski sinusno
promjenjiva polja. U takvim poljima propisujemo da se sve veliine polja mijenjaju
sinusno po vremenu na istoj kruznoj frekvenciji’ ®,. Na primjer, jakost elektri¢nog polja
u takvim poljima se moZe opéenito izraziti kao

E(r,) =E cos[wt+{ (M]a, +E cos (0t + ¥ (M]a,+ (7.2.1)

+E cos[wyt+y (N]a, .

Analogno izraZavamo i ostale veliCine elektromagnetskog polja. Prikaz sinusne funkcije
vremena kao realnog dijela kompleksne funkcije

Acos(wgt +y)=Re(Ae/¥e/*") =Re(4e/) | (7.2.2)

vodi na prikaz takve funkcije kompleksnim brojem A kojeg nazivamo fazor.'” Primje-

nom takvog prikaza na skalarne i vektorske veli¢ine sinusno promjenjivih elektromag-
netskih polja dobivamo njihov prikaz fazorima. Tako za jakost elektriénog polja iz

? Jako takvo propisivanje na prvi pogled izgleda jako ograniavajuce, u velikom broju zadaca veliine
polja se mijenjaju sinusno, ili ih pomoéu Fourierova reda moZemo nadomjestiti sumom sinusno promjenjivih
¢lanova,

" Profesor Elektrotehnickog fakulteta u Zagrebu Duro Svarc u knjizi Elektricni titrajni krugovi, Zagreb,
1959. upotrebljava i termin "verzor".
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jednadzbe (7.2.1) vrijedi
E(r) =E (r)cos[wy+ ¥ (N]a, + Ey(r) cos (Wt + 1|:y(r)] a,+
+E (r)cos[wyt+y (N]a,= (7.2.3)

=Re{[E (e a,+E @) e’ a +E (1) e/*"a |e/"} = Re(B(e™) .

Uvodenjem fazorske notacije preslikavamo velicine elektromagnetskog polja iz vremen-
ske u fazorsku domenu. Time izbacujemo vremensku ovisnost iz veli€ina elektromag-
netskog polja i one su u fazorskoj domeni funkcije samo prostornih varijabli. Jedina je
poteSkoca predocavanje fazora kao vektora u trodimenzionalnom prostoru. Svaka kom-
ponenta je kompleksni broj, pa je u svakoj tocki fazor odreden sa Sest brojeva. Uobica-
jeno je da posebno prikazujemo amplitude i fazne kutove takvih polja.

U sustavu Maxwellovih jednadZzbi pojavljuju se parcijalne derivacije po vremenu. U
fazorskoj domeni one se svode na mnoZenje s kompleksnim brojem jw. Vrijedi

%E(r,t) =Re(jw E(r)e’®") , (7.2.4)

pa sustav Maxwellovih jednadZzbi u fazorskoj domeni ima oblik

VxE=-jwB ,
VxH=J+joD ,
V-D=p ,
V:B=0 .

(7.2.5a—-d)

JednadZba kontinuiteta u fazorskoj domeni je
VJ=-jug . (7.2.6)

Prijelaz iz fazorske u vremensku domenu provodimo koriStenjem jednadzbe (7.2.3), a
svodi se na mnoZenje apsolutne vrijednosti vektora u fazorskoj domeni s faktorom
cos (Wyt + V).

7.2.2. Fourierova transformacija i fazorska notacija

RjeSavanje linearnih parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi Cesto olak$avamo primje-
nom integralnih transformacija. NajéeSc¢e koristimo Fourierovu transformaciju koja
vektorsko polje A(r,t) u vremenskoj domeni preslikava u vektorsko polje A(rjm) u
spektralnoj domeni pomocu



7. Kvazistati¢ko elektromagnetsko polje 343

A(rjo) =T [A(r)] = \/—2% f A(r)e s 712.7)

Za preslikavanje iz spektralne u vremensku domenu koristimo inverznu Fourierovu
transformaciju

1 .
A =7 A0y jo) = — [Amje)e'do . (7.2.8)
A V= f 4
Vazno svojstvo te transformacije je preslikavanje derivacija. Vrijedi

d"A(r,0)

- =(o)" F[AwmD)] . (7.2.9)
t!l

F

Kori$tenjem identiteta (7.2.9) moZemo sustav Maxwellovih jednadZbi Fourierovom
transformacijom preslikati u spektralnu domenu

VxE=-jwuB ,

Vx=dvjeR (7.2.10a - d)

V:-D=p ,

V-B=0 .
Njima dodajemo i1 jednadZbu kontinuiteta u spektralnoj domeni

V-J=-jwp . (7.2.11)
Relacije grade su sada

D=¢E ; B=pH ; J=xE, (7.2.12a-c¢)

a e,,K su skalarne konstante za jednostavne (LIH) materijale. Ako preslikavanjem
dobivamo jednostavniju zadacu, onda je rjeSavamo u spektralnoj domeni i zatim rjeSenje
inverznom Fourierovom transformacijom preslikavamo u vremensku domenu. Za
Fourierovu transformaciju sinusno promjenjivih polja koristimo identitet

F [Acos(wyt+P)] =Aefﬂn[6(m—coo)+5(m £i5¥] 5 (7.2.13)

gdje je & Diracova delta funkcija. Jakost elektriénog polja zadana jednadZbom (7.2.1)
preslikava se u spektralnu domenu kao

g(r,jm) =T [Exej‘i’;ax +Eyej'¥yay +Ezej"|’zaz] [6((&) = (00) + 6((,) + mo)] . (7214)
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Kada sve velifine u sinusno promjenjivom elektromagnetskom polju preslikamo u spek-
tralnu domenu i uvrstimo ih u Maxwellove jednadZbe u spektralnoj domeni
(7.2.10a — d), moZemo u svim jednadZbama pokratiti ¢lan koji sadrzi Diracove delta
funkcije 1 7 te one postaju identi¢ne jednadZbama (7.2.5a — d) u fazorskoj domeni.
Time smo pokazali da je fazorski prikaz sinusne funkcije u biti Fourierova transforma-
cija te funkcije. Primjenom Fourierove transformacije moZemo rjeSavati i zadade u
kojima se veliine polja ne mijenjaju sinusno.

7.2.3. Elektromagnetski potencijali u fazorskoj domeni i
uvjet kvazistatiCnosti polja

Lorentzov uvjet'' u fazorskoj domeni ima oblik

VA= -jopeg , (7.2.15)
a fazorski oblik jednadzbe (7.1.7a) jest
E=-Vo-jwA . (7.2.16)

Ako su materijali u zadaéi bez gubitaka, tj. ako vrijedi K = 0, uvrStenjem (7.2.151 16) u
(7.2.5a — d) dobivamo jednadZbe elektromagnetskih potencijala u fazorskoj domeni'?

AA +0?ued=-pJ ,

1 (7.2.17a,b)
Ap+w’pe@=-—p .
Rjesenja'® tih jednadzbi jesu
e
p’ L e d
Ar)=— av’ ,
A 47:-!,: lr-v'|
(7.2.18a,b)
e
1 rp()e ,
=7/ il
ney,  |r-r

Usporedbom tih rjeSenja s rjedenjima (7.1.9) moZemo izvesti praktitno primjenjiv
kriterij za ocjenu kvazistatiCnosti elektromagnetskih polja. Da bi te dvije vrste rjeSenja

"' Pogledati jednadZbu (2.1.5).
12 To je fazorski oblik jednadZbi (2.1.19a,b).
3 To je fazorski oblik rjeSenja (2.4.28a) i (2.4.30).



7. Kvazistaticko elektromagnetsko polje 345

bile priblizno jednake, mora vrijediti
O s (7.2.19)
c

Tada je eksponencijalni dio podintegralnih funkcija u (7.2.18a,b) priblizno jednak jedini-
ci i polje moZemo rjeSavati kao kvazistatiCko. Sukladno tome, ako najveéa udaljenost u
zadaCama elektromagnetskih polja s materijalima bez gubitaka zadovoljava uvijet

r-r <<= il |r—r'|<<2i , (7.2.20)
19

2nf

onda tu zada¢u moZemo rjeSavati kao kvazistaticku.
Ako je jakost struje nepoznata, tj. odredena kao J =J, + kE, odnosno ako rjefava-
mo zadacu u vodljivim materijalima, jednadZba (7.2.5b) postaje

VXQ:JS+K_E+jmaE : (7.2.21)
Lorentzov uvjet za takvu zadacu jest"

V-A+jopee +pke =0 . (7.2.22)

KoriStenjem jednadzbi (7.2.21,22) i sustava (7.2.5a — d) dobivamo jednadZbe elektro-
magnetskih potencijala’® u ovoj zadaéi

AA +(@’pe -jop)d=-pd ,

o (7.2.23a,b)
Ap +(0he jopK)g=-— .
RjeSenja tih jednadZbi jesu
J(r')e |r—r’|v‘—m§|¢e +jwpx
Afpjm-f 2T ! , av
4my, |r-r'|
(7.2.24a,b)
1 Q(T" Ye |r=r' |V ~r.oi|.ta +jopk
= av’ .
o) 4'm:!: lr-r'|

U odjeljku 7.1. pokazali smo da potencijali u kvazistatickom pribliZenju takvih zadaca

'* Pogledati tablicu 2.1.2.
" Pogledati jednadZbe (2.1.18a,b).
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zadovoljavaju difuzijske jednadZbe.'® Fazorski oblik tih jednadZbi jest

AA-jowrd=-pJ, ,

o (7.2.25a,b)
. 8
Ag -jopxe = =
RjeSenja tih jednadZbi u neogranienom prostoru jesu
J(r' e|r—r'|\/jmpx
A(r)=—— i) : av’,
4ns, |r=7']
(7.2.26a,b)
1 po(r)el 7 IViok

o= 411£-£ lr-r| il

Usporedbom rjeSenja (7.2.26a,b) s rjeSenjima (7.2.24a,b) uoCavamo da je kriterij za
valjanost kvazistatiCkog pribliZenja u takvim zada¢ama

wpKk>> olpe = i;>1, (7.2.27)

We
Ako Zelimo za rjeSenja takvih zadaéa koristiti izraze (7.1.8), odnosno ako Zelimo rjeSe-
nja zadaCe odrediti samo iz poznatih izvora polja Poissonovom jednadZbom, mora
doprinos eksponencijalnog dijela podintegralne funkcije u jednadZbama (7.2.24a,b) biti
pribliZzno jednak jedan. Eksponent tog dijela moZemo napisati kao

w |r-r| t ¥ Jr K (7.2.28)
—_— |1+ e ; Y =arctan— , -
c wle? WE

pa je eksponencijalni dio podintegralne funkcije u (7.2.24a,b) jednak

2
w|r r| Sm Ir AN P (7.2.29)
w?e? 2

Iz jednadzbe (7.2.28) slijedi 0 <y<m/2 pa je sin(y/2) <cos(y/2) a uvjet kvazistati-
Cnosti postaje

-ty << ’
|r rlmaks 4 3 (7230)

16 Pogledati jednadzbe (7.1.10).
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Za dobre vodi¢e moZemo pojednostavniti uvjet kvazistati¢nosti polja u

lr=r| . << lwi . (7.2.31)
K

buduci da za njih vrijedi K >> we"” pa iz (7.2.28) slijedi y= n/2.

Primjer 7.2.1. Uvjeti kvazistati¢nosti elektromagnetskih polja u raznim
materijalima

Za zrak vrijedi p=p, i & =g, Ako razmatramo frekvenciju 50 Hz iz jednadZbe
(7.2.20) slijedi

1
[r=r'| . <<————=954 km , (7.2.32)

1007, /¢,

pa zadae u zraku moZemo rjeSavati kao kvazistaticke ako je najveéa udaljenost u
zadaéi mnogo manja'® od 954 km.

ZnacCajke morske vode jesu p=p, € =8le,i k=35 S/m. Iz jednadZbe (7.2.27) za
frekvenciju 50 Hz slijedi

v << ! -225m.

25 (7.2.33)

+
1007, 8Tpge, |1+————
roth \l (81007 ¢ ,)?

Stoga zadace u morskoj vodi moZemo rjeSavati Poissonovom jednadZbom pri 50 Hz ako
Je najveca udaljenost u zadaci puno manja od 22.5 m. Difuzijska jednadZba je zadovo-
ljavajuce pribliZenje ako vrijedi

i > 1 . (7234)
wEe

Ako za grani¢nu vrijednost ovog omjera uzmemo 100 iz (7.2.34) slijedi da je elektro-
magnetsko polje u morskoj vodi kvazistatiCko do frekvencije od 11 MHz.

Za bakar vrijedi: p=p,, € =g, k=58 MS/m. Pri frekvenciji od 50 Hz uvjet za
valjanu primjenu rjeSenja Poissonove jednadZbe jest

" Kod dobrih vodita x je reda 107 $/m, pa je ovaj uvjet zadovoljen i pri najvidim frekvencijama. Tek kod
10" Hz izjednaavaju se doprinosi KE i joeE.
"% Uobitajeno uzimamo deset puta manju udaljenost (oko 100 km).
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2
- S g (7.2.35)
[P =7"| ks << 1007xpg 0.0093 m .

Iz jednadZbe (7.2.34), uz grani¢nu vrijednost omjera K/we jednaku 100, slijedi da je
elektromagnetsko polje u bakru kvazistaticko do frekvencije od 10'® Hz.

7.3. ENERGIJA U KVAZISTATICKIM POLJIMA

Tijek struje u vodljivim materijalima i dobrim vodi¢ima uzrokuje gubitke, pa u
kvazistatiCkim elektromagnetskim poljima moramo razmatrati pohranjenu energiju i
snagu. Zakon o oCuvanju energije u elektromagnetskim poljima opmu;e Poyntingov
teorem.'” Njegov integralni oblik za jednostavne materijale jest

-f(ExH)-ndS~fE-J,.dV=fx|E|2dV+ f( |E|?+ “lHP]dV (7.3.1)
h V 14

Najcesce zadaée kvazistatickih elektromagnetskih polja ukljucuju dobre vodice 1 dielek-
trike. U dobrim vodi¢ima zanemarujemo struje pomaka, pa se Poyntingov teorem svodi
na

1 d 2
- x - JdV==||TJPdV+—| = |H|*dV , 7.3.2
f(EXH) ndsS {EJid K{I | dr£2I ] ( )

dok u dielektricima nema gubitaka, vrijedi x = 0, pa Poyntingov teorem glasi
~j£(ExH) ndS——f( |E|?+E |H12)dV (7.3.3)
5

1z jednadZbi (7.3.2,3) slijedi da kvazistati¢ko elektromagnetsko polje u dobrim vodi¢ima
i dielektricima moZemo nadomjestiti mreZom otpora, induktiviteta i kapaciteta, i to tako
da energija u nadomjesnoj mreZi bude jednaka energiji u polju. Otpor vodi¢a raCunamo
iz gubitaka u vodiCu. Unutarnji induktivitet vodia raCunamo iz magnetske energije
pohranjene u vodiCu, a vanjske induktivitete ratunamo iz energije pohranjene u okolini
vodita. Kapacitet odredujemo iz energije pohranjene u elektricnom polju dielektrika. U
dobrom voditu ne moZe postojati slobodni naboj,” pa se u zadaéama kvazistatitkih
polja u dobrim vodi¢ima i dielektricima moZe pojaviti samo plosni slobodni naboj na
granicama materijala razli¢itih vodljivosti. Stoga primjenjujemo nadomjeStanje takvih

¥ Pogledati odjeljak 3.3.
2 To smo dokazali u &lanaku 1.4.3.
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polja parcijalnim kapacitetima.”'

Iz jednadZbe (7.3.1) vidimo da su gubici i pohranjene energije veliine ovisne o
brzini vremenske promjene, pa su sukladno tome i nadomjesni elementi ovisni o brzini
vremenske promjene (frekvencijska ovisnost). U nekim slu€ajevima tu vremensku ovi-
snost mozemo zanemariti, pa razlikujemo dvije osnovne vrste zadaCa kvazistatiCkih
elektromagnetskih polja:

— zadade s masivnim vodi¢ima u kojima je raspodjela struje nepoznata i ovisna 0
vremenskoj promjenti,

— zadace s tankim vodi¢ima u kojima pretpostavljamo da je raspodjela struje jednolika
po presjeku 1 neovisna o vremenskoj promjeni.

U sljedeéim odjeljcima 7.4. i 7.5. obradit ¢emo te dvije vrste zadaca 1 pokazati kada

moZzemo pretpostaviti jednoliku raspodjelu struje po vodi¢ima.

7.3.1. Energija i snaga u sinusno promjenjivim poljima

U sinusno promjenjivim elektromagnetskim poljima zanimaju nas srednje, a ne
trenutne vrijednosti tijeka energije. Ako su vektori E i H zadani s komponentama (E,,
E, E, H, H, H, sumaksimalne vrijednosti)

E=E cos(wt+ lIIEx) a,t Eycos(cot + tpEy)ay +E cos(wt + IIJEZ) a,, 134
H=H cos(wt+ wa)ax +Hycos (Wt + lllHy) a,+ H cos(wt + qJHz)aZ 5

srednja vrijednost Poyntingova vektora za sinusno promjenjivo polje periode T iznosi

T
3 7
N, =~];f(ExH)dr . (7:3.5)
0
KoriStenjem identiteta

7 T
e o N _1
chos (wb)dt= Tfsm (wt)dt= 5

0 0 (7.3.6)
T

%,fcos(mt)sin(mr)dt=0 "
0

dobivamo izraz za srednju vrijednost Poyntingova vektora

2! Pogledati odjeljak 4.4.
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1
N, = 5 [E),H,_cos (1|J£y - lIJHz) - lizHycos(1|4rEz - ll,lHy)] a, -+
1
+ 5 [E,H cos (IPEZ = lIJHx) -E H,cos (wfx - lsz)]ay + (7.3.7)

+ % [EH,cos (IIIE,; - 1]1Hy) -EH, cos (IIJEy “Yy)le, ,
koja je jednaka realnom dijelu vektorskog produkta fazora
NS,=Re{%(gxg*)} , (73.8)
gdje je H konjugirano kompleksni fazor H

. _ EALA FAY EALE (7.3.9)
H —-er ax+Hye ’ay+Hze a, .

Srednji gubici za sinusno promjenjiva polja izraZeni u funkciji fazora J (J,.J,,/, su
maksimalne vrijednosti) jesu

T

11

Pg,&‘" = ;?fdt'[ I chos(mt * q“J’,c)a[.ac +JyCOS (ot + 1|1Jy) a,+
0

(7.3.10)

+J,cos(wt+ Y, )a, |2dV=2—1Kf | [2aV .
v

Srednja energija pohranjena u magnetskom polju izraZena u funkciji fazora H (H,.H,,H,
su maksimalne vrijednosti) jest

T
1
W =%_fdtf ]chos(meHx)ax+Hycos(cot+tbﬂy)ay+
0 v

m_sr T

(7.3.11)
+H cos(wt+y,)a, |2dv= %f |H|*dV ,
v

a srednja energija pohranjena u elektricnom polju izraZena u funkciji fazora E (E.E,E,
su maksimalne vrijednosti) jest

T
1
P o™ %}fdtf | E, cos(wt+y,)a, +E cos(wt+y )a +
o ¥ ' (7.3.12)

+E cos(wt+)a, |*dV= %f |E |*dV .
v
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Napisimo sada jednadZbu (7.2.5b) za konjugirano kompleksne fazore H', E" i J  te
jednadZbu (7.2.5a)

VxH =J" -jweE" ,
VxE=-jopH .

Ako prvu od ove dvije jednadZbe pomnoZimo s fazorom E, a drugu sa konjugirano
kompleksnim fazorom H" i odbijemo prvu od druge, dobivamo

(7.3.13a,b)

H'(VxE)-E-(VxH")=-E-I'-jo(pHH -¢E'E") . 310

Nakon primjene vektorskog identiteta

-V(ExH")=E-(VxH")-H'(VxE) , (7.3.15)

i integracije po volumenu V kojeg ograniava ploha S, uz koriStenje Gaussova teorema
o divergenciji, slijedi

§$(ExH") ndS=-[(E-J)aV+jo [(EE - uH -H)AV . (1:3.16)
§ v v

MnozZenjem ove jednadZbe s faktorom 1/2 i usporedbom s izrazima (7.3.10 — 12) dobi-
vamo kompleksnu relaciju za Poyntingov teorem koja izrazava nacelo ofuvanja energije
u sinusno promjenjivom elektromagnetskom polju

PN=j£,zy-ndS=-P sj20(W. -W. ). (7.3.17)
S

8ssr esr m,sr

Py nazivamo prividnom srednjom snagom koja u jedinici vremena protece kroz zatvore-
nu plohu §. Jednadzba (7.3.17) kazuje da je u sinusno promjenjivim elektromagnetskim
poljima negativni realni dio prividne srednje snage jednak srednjim gubicima u volume-
nu V, dok je imaginarni dio prividne srednje snage jednak umnosku 2w i razlike sred-
njih vrijednosti ukupne elektri¢ne i magnetske energije pohranjene u volumenu V. Stoga
u sinusno promjenjivim elektromagnetskim poljima moZemo nadomjesne elemente
mreze odrediti iz imaginarnog i realnog dijela prividne snage.

7.4. RIESAVANJE KVAZISTATICKOG POLJA U
VODICIMA

U odjeljku 7.1. pokazali smo da veliine kvazistatiCkog elektromagnetskog polja u
vodi¢ima zadovoljavaju difuzijsku jednadzbu. Kao u stati¢kim poljima, i ovdje éemo za
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njezino rje¥avanje primijeniti separaciju varijabli.?* Pretpostavimo da rjeenje za vektor
H moZemo napisati u obliku

H(r,t)=Pr)T({) , (7.4.1)

gdje je P(r) vektor neovisan o vremenu, a 7(f) vremenska funkcija neovisna o prostoru.
Buduéi da je difuzijska jednadZba (7.1.5) linearna jednadZzba s realnim koeficijentima,
rjeSenja za H moZemo traZiti u kompleksnom obliku, tj. u obliku polja s kompleksnim
komponentama. To zna&i da P moZe biti kompleksno vektorsko polje, T kompleksna
funkcija, te da realna rjeSenja dobivamo kao H = Re[P(r)T(r)].> Ako pretpostavku
(7.4.1) uvrstimo u jednadzbu (7.1.5) slijedi

d1() (7.42)

T() A P(r) = px P(r) = = .

Tu jednadZbu moZemo napisati kao

_ _1 419 (7.4.3)
AP(r) pKP(:'){ 0 dt ]

Deriviranjem te jednadZbe po vremenu dobivamo

1 dI(t) \ oP(r) +P(r)£ 1 d1®) (7.4.4)
T(t) dt ot e\ T(t) dt )|’

o)
o (r)=px

a buduéi da je P(r) neovisan o vremenu slijedi da T(f) mora zadovoljavati**

pcd(LATey o 1d_ K (7.4.5)
dr\ T(t) dt T(r) dt KK
Ovdje je k* proizvoljna konstanta, JednadZba koju P(r) mora zadovoljavati jest”

AP(r) +k2P(r) =0 . (7.4.6)

JednadZbe (7.4.5,6) su matemati¢ki neovisne, ali su fizikalno povezane preko konstante
k. JednadZba (7.4.5) je jednostavna diferencijalna jednadZba drugog reda i lako je rjesa-
vamo. Nasuprot tome, jednadZbu (7.4.6) moZemo analiticki rijeSiti u malom broju

2 pogledati Prilog A.

» Pogledati odjeljak 7.2. i ¢lanak 8.2.2.

# Ako postoji ovisnost izmedu prostornih koordinata i viemena, onda moramo primjenjivati druge metode
rjeSavanja. Takve zadace se javljaju kad se materijali gibaju zadanom brzinom koja je funkcija prostornih
koordinata, Rjefavanje takvih problema najée¥ée se temelji na pristupu preko integralnih jednadZbi; detalje
pogledati u Yu.V.Novozhilov, Yu.A.Yappa: Electrodinamics, Mir Publishers, Moscow, 1981.

% JednadZbu takvog oblika nazivamo vektorska Helmholtzova jednadZba. Pogledati Prilog A.
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geometrijski jednostavnih zadaca primjenom separacije prostornih varijabli. Sinusno
promjenjiva polja nastaju iz rastava u kojem je*

(@) = e’ , (7.4.7a)

a konstanta k£* iznosi

s g > B=it] QB 14 (7.4.7b)

Velidina

d= ) & (7.4.8)
WUK

ima dimenzije duZine i nazivamo je dubina prodiranja.*’ Kroz sljedeée primjere éemo
pokazati da je omjer dimenzija vodita i dubine prodiranja® najutjecajniji ¢imbenik na
raspodjelu struje po vodicu.

Primjer 7.4.1. Magnetski lim u promjenjivom magnetskom polju

Zadaéu smo prikazali na slici 7.4.1. Zbog jednostavnosti pretpostavljamo da je
debljina lima mnogo manja od Sirine i visine, pa ¢emo pretpostaviti da se polje mijenja
samo u smjeru x osi.

Slika 7.4.1. Magnetski lim u promjenjivom magnetskom

polju

* pogledati ¢lanak 8.2.3, jednadzbu (8.2.26).

¥ Puni smisao ovog naziva pojasnit éemo u poglavlju o elektromagnetskim valovima prilikom razmatranja
prodora elektromagnetskog vala u metale. Pogledati ¢lanak 8.3.4.

 NaglaSavamo da je dubina prodiranja frekvencijski ovisna veliina.
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Lim se nalazi u magnetskom polju koje ima samo y komponentu

H=H(x,0a,= PX)T(t)a, . (7.4.9)

1. ISKLJUCENIJE STRUIE

U prvom koraku ¢emo rijeSiti kvazistaticko elektromagnetsko polje u limu ako u
trenutku ¢ = 0 isklju¢imo struju u namotu koja uzrokuje H,,. Zadaca se svodi na rjesa-
vanje difuzijske jednadZbe sa sljede¢im poCetnim uvjetima

H(+a,t>0")=0 = P(zxa)=0,
H(xt=0%=H, » (0" =1, (7.4.10a — c)
limT=0 .

gt
MoZemo ocekivati eksponencijalno gusenje polja, pa je kod separacije dovoljno pretpo-
staviti da su prostorna P i vremenska T komponenta polja H realne funkcije. To vodi na
jednadZbu za T s realnom pozitivnom konstantom &% pa funkciju 7 odredujemo iz
jednadzbe

ar ..
+ (7.4-11)
WR—> k*T=0

a funkciju P iz jednadZbe

%’Q = —k2P(x) . (7.4.12)

RjeSenja ovih jednadZbi jesu

e (7.4.13a,b)
T=e "™ ; P(x)=Acos(kx)+Bsin(kx) .

Zbog uvjeta H(x) = H( — x) mora vrijediti B = 0. Iz uvjeta da za svaki ¢ > 0" mora polje
na rubovima lima biti jednako nuli, slijedi da Acos(kx) mora biti jednako nuli za
X =*a, pa je

- L ; (7.4.14)
2a

gdje je n neparni pozitivni cijeli broj. Time nismo zadovoljili poCetni uvjet da je polje
u t =0 homogeno u cijelom limu, pa pretpostavljamo rjeSenje u obliku linearne kombi-
nacije
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= nmx

P(x)=Y a,cos—— . (7.4.15)
n=1 2a

Ovo je Fourierov red koji treba konvergirati konstanti H, na intervalu —a<x<a, a

koeficijente a, odredujemo pomocu

1 nnx  4H,  p (7.4.16)
an—EfHOCOS"Ea—dx=Tr;'SHIER . o
-a

Ti koeficijenti su jednaki nuli kada je n parni broj, a kada je n neparan mijenjaju pred-

znak. Iz jednadZbe (7.4.9) slijedi da svaki ¢lan Fourierovog reda moramo pomnoZiti s
odgovarajuéom vremenskom funkcijom 7, zadanom jednadZbom (7.4.13)

e Hzﬂz
. (7.4.17)
, ;

Konac¢no rjeSenje za vektor H jest

n’n?

" 4H, (pn X\ antue
i e LW kit itk KK
H(x,r)—ay;:l - sm( > )cos[ o ]e ;

(7.4.18)

Iz tog rjeSenja vidimo da se svaki prostorni harmonik reda u (7.4.18) gusi razli¢itom
brzinom; visi harmonici se brze guSe. Na slici 7.4.2. pokazali smo vremensku ovisnost
magnetskog polja u limu pri iskljuCenju struje.

Slika 7.4.2. Vremenska ovisnost
jakosti magnetskog polja u ploéi pri
-1 iskljuéenju struje, T = da’ux/n’,
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Vremensku konstantu osnovnog harmonika (n = 1) definiramo kao T = 4a’ux/n’. Ona je
ujedno i najveéa vremenska konstanta ovog reda, a nazivamo je difuzijskom vremen-
skom konstantom sustava. Struje koje teku u limu odredujemo iz jednadZbe (7.1.1b)

ns?

oH © -2H -

Iz te jednadZzbe slijedi da je raspodjela struje po limu neparna funkcija odrednice x. To
znadi da struje na jednoj strani lima odlaze a na drugoj se strani vracaju, dok je ukupna
struja u limu jednaka nuli. Te struje uzrokuju gubitke u materijalu, a nazivamo ih
vrtlozne struje.” Potrebno je uoditi da u ¢ =0 red (7.4.19) ne konvergira za x = +a. To
je u skladu s pretpostavkom da je u tom trenutku polje izvan lima jednako nuli, a u
limu jednako H,. Da bi to bilo moguée, na granici x =a moramo uspostaviti ploSnu
struju u tom trenutku,” a to znadi da je na tom mjestu beskona¢na volumna gustoéa
struje J. Na slici 7.4.3. prikazali smo vremensku ovisnost normalizirane volumne
gustoée struje u limu pri iskapCanju u rasponu 0.17 <t <31. Tijekom vremena struje
ulaze sve viSe u lim i opadaju.

Slika 7.4.3. Vremenska ovisnost nor-
malizirane gustoée struja k = Ja/2H, u
plodi pri iskljutivanju, T = da’ux/n’,
0.1t <t< 31

2. UKLJUCIVANIE
RjeSenje za kvazistati¢ko elektromagnetsko polje pri ukljuivanju struje dobivamo

» Za detaljniji uvid u proralun vrtloZnih struja pogledati R.L. Stoll, The Analysis of Eddy Currents,
Clarendon Press, Oxford, 1974,
% Pogledati uvjete na granici, jednadzbu (1.5.9b).
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jednakim postupkom, samo su poletni uvjeti

H(tat=0"=H, ,

H(xt=09=0 = T1(0")=0, (7.4.20a — ¢)
limT=1,
[—00

a rjeSenje za vektor H pri ukljuCenju jest

n’n?

X M nx 5 el (7.4.21)
H ] — i e it 1 - a”pK . e
(x,0) ay;:l - sm[ > Jcos( a )[ e ]

Konvergenciju ovog alternirajuceg reda znacajno poboljSavamo uvrtavanjem relacije
in] O e TEE (7.4.22)
2 2a

u jednadzbu (7.4.21). Konacno, izraz za vektor H pri ukljuCenju jest

n 2112

! (7.4.23)

2

2a

H(x,t) = ayHO 1 —BZ; n—isin(ﬂ)cos(ﬂje da’px

Slika 7.4.4. Vremenska ovisnost jakosti
magnetskog polja u plo€i pri ukljuéivanju,
T = da’px/n,
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Na slici 7.4.4. pokazali smo vremensku ovisnost magnetskog polja u limu pri ukljudi-
vanju struje. VrtloZne struje koje teku u limu pri ukapanju odredujemo pomocu jed-
nadZbe (7.1.1b)

nin?

JoH « 2H m—y
_ y 0 . (nm) ., [nnx 4 (7.4.24)
J““a'—x —azz '———a sm( )sm(m—za )e e

2

n=1

Na slici 7.4.5. smo pokazali vremensku ovisnost normalizirane volumne gustoce struja
u limu pri ukap€anju u rasponu 0.17 <7< 37 jer je zbog istog razloga koji smo obja-
snili pri rjeSavanju iskljucenja struje u ¢ = 0 red (7.4.24) divergentan.

Slika 7.4.5. Vremenska ovisnost normali-
zirane gustoce struja k = Ja/2H, u ploéi pri
ukljudivanju, T = 4a’ux/n?, 0.17<t<31.

3. SINUSNO POLIJE

Budu¢i se lim nalazi u sinusno promjenjivom vanjskom magnetskom polju
Hcos (wf), u uvodnom dijelu ovog odjeljka smo vidjeli da trebamo pretpostaviti kom-
pleksni rastav i kompleksnu separacijsku konstantu k* = — joux. Zadaéu rjeSavamo u
fazorskoj domeni. Jednadzba za fazor H jest

- S 0
Q0 T JWUKHO = y
7 JoH

(7.4.25)

Opéi oblik rjesenia te jednadzbe jest
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H= Clex\/jmu.x + Cze “Xjwpx ) (7.4.26)

Zbog simetrije mora vrijediti H(x) = H( - x) pa slijedi da je C, = C, = C, odnosno

H = C(e*V/or* 4 ¢ *VIOM) =2 Ccosh (x/jo k) .
Iz uvjeta da na povrSini lima vrijedi H(+a) = H, slijedi
H,
2cosh (ayjw pk)

Prema tome, fazor jakosti magnetskog polja u limu jest

(=

X
COSh(X\/j(OpK) COSh[(l *) }

cosh (ayjw px) ’ cosh[( 1 +7)= l

KoriStenjem identiteta

cosh (a +jb) = cosh (a)cos (b) +jsinh(a)sin(b) ,
sinh (a +.ib) = sinh (a) cos (b) +jcosh (a)sin (b) ,

cosh®(a) = %[cosh (2a)+1] , sinh®*(a)= %[cosh a)-1] ,

mozemo izraz (7.4.26), odnosno (7.4.29) napisati u obliku

H= Hakse

gdje je modul fazora jakosti magnetskog polja

cosh(fz—{)wos(g]

d d

cosh( 8 ) +COS(E) ’
d d

Hmaks(x) . HO

a fazni pomak

(7.4.27)

(7.4.28)

(7.4.29)

(7.4.30a — d)

(7.4.31)

(7.4.32)
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st

Fazor gustoc¢e vrtloZnih struja u limu odredujemo primjenom jednadzbe (7.1.1b) na
izraz (7.4.29) u fazorskoj domeni

(7.4.33)

Y= arctan[tanh{é—z ]tan(%” ~arctan

X
sinh| (1 +j)—]
o aep (07
TNl iy D) _ (7.4.34)
ox a
cosh((l + j)ﬂ]
d
Primjenom identiteta (7.4.30) moZemo ovaj izraz napisati kao
I=J e, (7.4.35)
gdje je modul fazora gustoée vrtloZnih struja J
[a) (3]
cosh| — |-cos| —
d d (7.4.36)

Taia®) =2

cosh = +COS £ |
d d

Slika 7.4.6. Raspodjela normalizirane
gustoée vrtloznih struja k= J a/H, u
limu u funkciji omjera a/d.
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Fazni pomak fazora gustoce struje J jest

i i ) i v

Y, = arctan p p;
inhi = X Vool X 7.4.37)
A — (
smh(d)cos (d] cosh{d)sm(d)
a a
- I'l.h — |tan| —
arctan{ta (d] n(d)
U vremenskoj domeni gustoca vrtloZnih struja jest
J=-aJ . x)cos[wt+{,(x)] . (7.4.38)

Na slici 7.4.7. prikazali smo raspodjelu vrtloZnih struja u fazorskoj domeni za omjer
ald=1.

Slika 7.4.7. Raspodjela fazora gustoée
vitloZnih struje J u limu za omjer

ald = 1.

Apsolutna vrijednost vektora razmjerna je apsolutnoj vrijednosti fazora, a kut prema z
osi je fazni pomak pojedinog fazora. Projekcija fazora na z os je razmjerna veliCini
vrtloZnih struja u vremenskoj domeni za trenutak ¢ =0. Na slici 7.4.8. prikazali smo
vremenski tijek vrtloZnih struja u limu za omjer a/d = 1.
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Slika 7.4.8. Vremenski tijek normali-
zirane gustoée vrtloZnih struja k =

= Jus@/Hy v limu za omjer a/d = 1,

Sada moZemo odrediti i gubitke zbog vrtloZnih struja u limu po jedinici povrSine

.. 2a . 2a
a H2 SlI'th —Ssin _c"{
R , (7.4.39)
& Id ™ kd 2a 2a
-a cosh— +cos—

d

Na slici 4.7.9. prikazali smo ovisnost normaliziranih gubitaka zbog vrtloZnih struja o
omjeru polovine Sirine lima a i dubine prodiranja d.

4 i Pg.r:ar
3
2
Slika 7.4.9. Ovisnost normaliziranih
1 gubitaka vrtloZnih struja P, =
=P, ax/H} o omjeru ald.
ald
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Iz ovog dijagrama i jednadZbe (7.4.39) vidimo da gubici u limu jako rastu s porastom
omjera a/d. Kad vrijedi a <<d, vrtloZne su struje ograni¢ene nedostatkom prostora,
odnosno velikim otporom, a izraz (7.4.39)*' moZemo pribliZiti s

P._~—oixp’Hla® . (7.4.40)

85T

0 | =

Zbog toga u transformatorima i elektricnim strojevima koristimo jezgre koje se sastoje
od paketa tankih magnetskih limova.

Primjer 7.4.2. Vodenje sinusno promjenjive struje kroz lim

Razmotrimo sada raspodjelu gustoce struja u limu® ako kroz njega te€e sinusno
promjenjiva struja fazora / u smjeru odrednice z.

Slika 7.4.10. Vodenje sinusno promjenjive struje kroz lim

z x
_\/\’\ /

Tu zadacu rjeSavamo u fazorskoj domeni; fazor H ima samo komponentu u smjeru
odrednice y, a fazor E ima samo z komponentu

J=Jx)a, ; H=Hx)a, ; E=EXa,. (7.4.41)

Fazori E i H moraju zadovoljavati jednadZbu difuzije u fazorskoj domeni. Opce rjeSenje
jest

.Ii - Hlex\/jm 1K +H2€ “X/jwpK , (74423)

31 U ove gubitke nisu ukljugeni gubici zbog histereze i zasiéenja.

2 Ovdje éemo opisati proratun raspodjele gustoée struja u limu, tj. u jednoj dimenziji. Za proradun
raspodjele gustoe struja u dvije dimenzije, tj. u sustavima pravokutnih vodi¢a pogledati Z. Haznadar, J. Mat-
jan, Odredivanje induktiviteta sustava ravnih vodi¢a metodom srednjih geometrijskih udaljenosti, "Elektroteh-
nika",1/1969 i 2/1969, Zagreb i Z. Haznadar, J. Matjan, Numerical Calculation of Skin Effect in Systems of
Straight Conductors, "Elektrotehnika”, 5/1970, Zagreb.
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E=E ™o 4 E ¢ WIokx (7.4.42b)

Iz simetrije rasporeda slijedi — H( — x) = H(x) i E( — x) = E(x) pa konstante iz jednadzbi
(7.4.42) moraju imati oblik:

E, (7.4.43)

H=-H=2 | E=E=3.

Sada moZemo rjeSenja napisati u jednostavnom obliku

H = Hsinh (x\/jw k) ,
E=E,cosh(x/joux) , (7.4.44a - ¢)

J=xE=xE;cosh (x/jopx) .

Konstantu £, odredujemo iz ukupne struje [ u limu. Ako je visina lima 2k vrijedi

l=2thEucosh(x\/jmprc)dx= kE,sinh (a/jopx) , (7.4.45)

i jw P

pa je izraz za fazor E

Iyjwux cosh (xy/jw px) (7.4.46)
4hx  sinh (a/jopk) '

Za odredivanje konstante H, koristimo zakon protjecanja

E=

$H dl=2hH(a) +2hH(-a) =1 , (1347
pa vrijedi
H, = . . g LsinhGjops (7.4.48a,b)
4hsinh (b/jw px) 4h sinh (ayjwpx)

Koridtenjem identiteta (7.4.30) moZemo pronaéi maksimalne vrijednosti i fazne kutove
fazora J u funkciji odrednice x

cosh(-zﬁ)wos(gj
oA d d) (7.4.492)
- e cosh EE ~-COS E ,

d d
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cofofs

Na slici 7.4.11. pokazali smo raspodjelu normalizirane gustoce struje po limu u funkciji
omjera a/d. Na njoj vidimo da je pri malim omjerima raspodjela gustoce struje jedno-
lika po limu, a rastom tog omjera struja se sve viSe koncentrira uz povr§inu vodica. Taj
u¢inak nazivamo povrSinski ucinak.”

Y= % + arctan[tanh(% )tan( g)

Slika 7.4.11. Raspodjela normalizirane
gustoée struje Jn =J, My J, = l(4ha) u
limu u funkciji ¢/d.

Koristenjem izraza (7.3.10) za srednje gubitke u sinusno promjenjivim poljima dobiva-
mo gubitke po jedinici duZine

sinh( %) +sin{ %

P = I d ¢ . (7.4.50)
el cosh E -CoS E@_
d d

Izjednafavanjem srednjih gubitaka u nadomjesnom otporu i srednjih gubitaka u polju
dobivamo izraz za proralun nadomjesnog otpora po jedinici duZine

3 Pogledati ¢lanak 8.3.4.
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[ ] Jz ' (7.4.51)

Zanimljivo je razmotriti omjer tako odredenog otpora i otpora pri jednoliko rasporede-
noj struji po presjeku vodiga*

sinh(E) +sin[E]
R _a_ \d a) (7.4.52)
"R, dcosh 2 - COoS 24

d d

Ovisnost faktora kz o omjeru a/d pokazali smo na slici 7.4.12. Na njoj vidimo da pri
malim omjerima a/d moZemo nadomjesni otpor odrediti metodama iz poglavlja 5.

Ky

Slika 7.4.12. Ovisnost faktora poveéanja otpora

al o omjeru a/d.

1 2 3 4
KoriStenjem identiteta (7.4.30) moZemo pronac¢i maksimalne vrijednosti i fazne kuteve
fazora H u funkciji odrednice x

[Z)=(%)
cosh| — |-cos| —
gt d ) gitn
#h cosh(E‘EJ-cos(%) (7.4.53a,b)

] el

* Taj otpor odredujemo metodama opisanim u poglavlju 5. U toj zadaéi on iznosi R’y = 1/(4hax).

Y= arctan[coth (g ]tan(g N -arctan
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KoriStenjem izraza (7.3.12) dobivamo srednju magnetsku energiju po jedinici duZine

2a 2a
smh(m-J - sin( — ]
_ ultd d d (7.4.54)

" 32k osh E -Cos E |
cos 4 7

Izjednacavanjem srednje energije pohranjene u nadomjesnom unutraSnjem induktivitetu
i srednje magnetske energije pohranjene u polju, dobivamo izraz za proracun nadomjes-
nog unutra$njeg induktiviteta po jedinici duZine

I

L, [1]2 : (7.4.55)

Omjer tako odredenog unutra$njeg induktiviteta i induktiviteta pri jednoliko rasporede-
noj struji po presjeku vodi&a®

% sinh(%:)—sin(gf]
p ool _3d (7.4.56)
* Ly 2 cosh ! - oS L
d d
k,
1
0.8
0.6
0.4
Slika 7.4.13. Ovisnost faktora smanjenja induktivi-
0.2 teta 0 omjeru a/d.
~ald

2 4 6 8 10
Primjer 7.4.3. Povrsinski uc¢inak u cilindru

Razmotrimo cilindri¢ni vodi¢ znaCajki K i p koji provodi sinusno promjenjivu struju
u uzduznom smjeru. Ako je duZina vodi¢a mnogo veca od promjera moZemo tu zadacu
rjeSavati kao osno simetri¢nu u cilindri¢cnom koordinatnom sustavu.

% Ovaj induktivitet odredujemo metodama opisanim u poglavlju 6. U toj zadaéi on iznosi L', = pa/(12h).
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Slika 7.4.14. Cilindriéni vodi& koji provodi sinusno promje-
njivu struju u uzduZnom smjeru

Gustoca struje J ima samo z komponentu

J=J0)a, , (7.4.57)
pa se u cilindri¢nom koordinatnom sustavu jednadzba difuzije svodi na

lofan\_&J 1a5_ - (7.4.58)
ror\ or or: ror ot
Preslikavanjem u fazorsku domenu ova jednadzba poprima oblik

d’J 1dJ

— v +(VTepxfI=0. G50
dr? rdr

To je Besselova diferencijalna jednadZba nultog reda,® a njezina rjeSenja su Besselove
funkcije prve J,” i druge K|, vrste nultog reda. Gustoca struje mora biti konaéna po
cijelom presjeku, pa preostaje rjeSenje oblika

J=AJ,(r/Topx) . (7.4.60)

Ovdje moramo uoditi da je argument Besselove funkcije kompleksni broj, pa e i
njezine vrijednosti biti kompleksni brojevi. Realni i imaginarni dio Besselovih funkcija
odredujemo pomoéu Kelvinovih funkcija ber i bei*® koje su definirane kao

n
ber () + jbei (i) =J0(uej . (7.4.61)

Koristeci te funkcije moZemo fazor struje napisati kao

3 Pogledati Prilog E.

U literaturi je J, uobiCajena oznaka za Besselove funkcije n-tog reda. Ovdje smo zbog toga zadrZali
takve oznake, a Citatelja upozoravamo na to da su slicne oznakama za gustou struje J no, po nasem sudu, ne
postoji opasnost od pogre$nog tumadenja 1 zamjene gustoée struje s Besselovim funkcijama,

* Imena ovih funkcija dolaze od skraéenica za Bessel-realni i Bessel-imaginarni dio.
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J=A[ber(r/wux) +jbei(r/opk)] . (7.4.62)

Jakost magnetskog polja ima samo komponentu u smjeru obilaznog kuta

H=H(r)a (7.4.63)

o ?

a odredujemo je pomocu jednadZbe (7.2.5b)

H= jmlp.ic %—: = }——‘::;I: [ber’ (r/wpx) +jbei’ (r/wpx)] . (7.4.64)
Konstantu A odredujemo pomocu zakona protjecanja. Vrijedi
A
jg I_i‘dl={ : [ber’ (RYwpk) +jbei’ (Rywpk)] \2Rn =1 . (7.4.65)
r=R JY QUK

UvrStenjem konstante A u jednadZbu (7.4.60) dobivamo izraz za fazor gustoce struje

JIJyopx ber(r/wpk) +jbei(r/jo pk) _J W (1.4.66)
2R ber' (R/opx) +jbei’ R/opx)

pa je apsolutna vrijednost fazora gustoce struje

Je

2 2
’ber(r—z] + bei(—fﬁ@-]
B et €.l d )] (7.4.67a)
maks ﬁdRTC 172 3
ber’ R—ﬁ] +|bei’ R—ﬁ
\ d ) d
a fazni kut iznosi
; : - ’
ber(r—ﬁ] bei’(R—ﬁJ
d a | (7.4.67b)

—arctan

bei[ﬁ] bcr’[R—ﬁ]
d }| _ d )|

Raspodjelu normalizirane gustoce struje po vodicu u funkciji omjera R/d pokazali smo
na slici 7.4.15. Na njoj vidimo da je pri malim omjerima R/d struja jednoliko raspore-
dena po presjeku, a rastom tog omjera povrSinski u€inak postaje sve izrazitiji. Pri vrio
visokim frekvencijama struja tece u uskom pojasu oko povrsine vodica.

Y, =arctan| -
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Slika 7.4.15. Raspodjela normalizirane
gustoce struje Jn=J S/ u vodiu u

funkciji omjera R/d, S = R'n.

Konacni izraz za fazor jakosti polja jest

- I ber' (rfwpx) +jbei’ (r/joux) —H eV (7.4.68)
© 2Rm per' (R/wpx) +jbei’ R/opr)
gdje je
.2 - 2
ber’ .r_\/i +| bei’ !‘_2
I d )| d
Hou R e =4
\ ber’ RT’/E +| bei’ Rf‘dﬁ ]
] (7.4.69)
ber’ iﬁ bei’ Bye
d d
Y, =arctan| - —arctan
bei’ nf2 ber’ Ry2
d d

Ovdje, kao i u prethodnom primjeru, moZemo odrediti nadomjesni otpor i induktivitet iz
gubitaka i energije pohranjene u magnetskom polju. Taj postupak ukljuduje integraciju
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Kelvinovih funkcija pa éemo u tom primjeru primijeniti Poyntingov teorem.”. Kom-
pleksni Poyntingov vektor na povrSini vodica jest

N= —[_(R) H'(R)] =

a 1 jIjwpx ber(R/opK) +jbei(RJwpx) I
%2 2xRn ber’ (Rywpx) +jbei’ (Rywpx x) 2Rn '

Povr¥ina integracije u primjeni kompleksnog oblika Poyntingova teorema® je povriina
cilindra (vodi¢a) duZine I Na bazama cilindra su N i n okomiti, a na plastu su pod
kutom T, pa je prividna snaga predana jedini¢noj duZini vodica
1jI*/wpx_ber(R/wpx) +jbei(Ry wpk) (7.471)
2 2¢Rm per' (R/wpx) +jbei’ (R/opx)

Realni dio prividne snage je srednja snaga utroSena u volumenu vodi¢a duZine l. 1z nje
moZemo odrediti nadomjesni otpor

R b s i v 7

T (e (e

Iz imaginarnog dijela prividne snage odredujemo srednju magnetsku energiju, a iz nje
nadomjesni induktivitet

(7.4.70)

Py=§¢N-ndS=-
h

(1.4.72)

(7.4.73)

er[E‘/—i]bcr’[&/z}—bei(-}g@)bci’(ﬁ‘/—i]
_ 1 d d d d .
V2n Rkwd [bcr’(Rﬁ]r*[bei'[Rﬁ]z
d d

Veé iz slike 7.4.15. uodavamo da pri niskim omjerima R/d moZemo otpor i induktivitet
vodi¢a odrediti postupcima iz stati¢kih polja. To se moZe potvrditi i analizom jednadZbi

¥ Pogledati ¢lanak 7.3.1.
# pogledati jednadzbu (7.3.17).
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(7.4.71,72) ako u razvoju Kelvinovih funkcija u red uzmemo u raun samo prvih neko-
liko ¢lanova. Ovisnost faktora povecanja otpora ki = Rc/R, i smanjenja induktiviteta
k, = LIL, o omjeru R/d pokazali smo na slici 7.4.16.*'

Slika 7.4.16. Ovisnost
faktora povecanja otpora
kg = Rc/R, i smanjenja in-
duktiviteta k, = L/L, cilin-
driog vodi¢a o omjeru R/d

R/d

Primjer 7.4.4. Kugla u sinusno promjenjivom magnetskom polju
Kugla znaCajki p 1 x nalazi se u sinusno promjenjivom magnetskom polju fazora B,
prema slici 7.4.17.

Slika 7.4.17. Kugla u sinusno promjenjivom magnetskom polju

Zadacu rjeSavamo u sfernom koordinatnom sustavu pomocu vektorskog magnetskog
potencijala. Zadajemo

§0=£Daz =}.’_:'!00051‘l".ul,-—ﬁosim‘?m‘j ; (7.4.75)

Iz jednadZbe (7.1.7) slijedi da je vektorski magnetski potencijal takvog polja

“''U ovoj zadai je R, = V/(xR*) i L, = w/(8m).
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e 14- 6
A = ,ljorsmﬁa . ( )

Zbog prisutnosti kugle mijenja se polje u njezinoj okolini. Vektorski magnetski poten-
cijal u cijelom prostoru ove zadaée odredit ¢emo metodom separacije varijabli. Pretpo-
stavljamo rjeSenje oblika

A=_B sind F(na, . (7.4.77)

L
2

U podrudju izvan kugle vektorski magnetski potencijal zadovoljava Laplaceovu jed-
nadZbu u sfernom koordinatnom sustavu

AA =0. (7.4.78)

UvrStavanjem pretpostavljenog rjeSenja (7.4.77) u tu jednadzbu slijedi diferencijalna
jednadZba za nepoznatu funkciju F

1d,dF 2. . (7.4.79)

RjeSenja ove diferencijalne jednadZbe pokazali smo u poglavlju 4.“ Iz uvjeta da ako
r — oo onda A, - A, slijedi

Bs 0[”&2]% ' (7.4.80)

U podruéju unutar kugle vektorski magnetski potencijal zadovoljava difuzijsku jed-
nadZbu

AA -jouxd =0. (7.4.81)

UvrStavanjem pretpostavljenog rjeSenja (7.4.77) u ovu jednadZbu dobivamo

1ld, ,‘E_mew};
2
ar (7.4.82)
2
=r ﬂ:—ZFE’—(J* jopk+2)F=0 .
dr?

Linearno neovisna rjeSenja ovog oblika modificirane Besselove jednadZbe jesu

“ pogledati odjeljak 4.6. jednadZbu (4.6.43).
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' ; 1, ~ 2
~(r/jopx) {*(NJ‘OMK) ]ﬁ
T 2 2
T I, (r/jopx) = SR s + +

2rfjopx 3 5 70 N
1, ~ 2 1 - 2 P
S(rfox) | Z(rjopx)

\ 1
I, (r/jopk)= 1+ ik i
2r/jwpx 2 -n/jwpk -1 -2

Vektorski magnetski potencijal mora biti definiran za r = 0, pa je konacni oblik rjeSenja
unutar kugle

1
A =—B bsind l (rJjopx)a, . (7.4.84)
“ 20 2rfjwpx b

" Modificiranu Besselovu funkciju I,, moZemo izraziti pomoéu hiperbolnih funkcija*

i 1 - sinh (ry/jw px)
e osh (r/ U ({7485)
2r/jwpx 3"'20 o= rJjwpk [C ek rJjouk ]

pa uvrStenjem dubine prodiranja d* i jednadZbe (7.4.85) u izraz (7.4.84) dobivamo

bB sind :

1 r(l+p 1-jd . . r(1+))

=2 [c h=g T g ST ]““‘ (7-4:86)
d

Gustocu magnetskog tijeka unutar i izvan kugle odredujemo iz vektorskog magnetskog
potencijala

1 J(sindA4) 1 a(rA)
= = (7.4.87)
VA=Tdae o0 v r ar o0 BB -
Izvan kugle je
Q =B cosﬁ{l +—Ja -B Smﬂ-(] “_]aﬁ : (7.4.88)
r 2r3

“ Pogledati Abramovitz, Stegun: Handbook of Mathematical Functions, Dover Publications Inc., New
York, 1965.
“ Pogledati jednadzbu (7.4.8).
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a unutar kugle je

bB dcost
B, =— | -poosh T2 M iy L) d”)} :
r’ (7.4.89a,b)
bB dsin® 3
r(] r(+p jd .. r(1+) 2r ., r(1+))
=_ caad —~ 2 __sinh——==|,
B0 {(1 T d
Nepoznate konstante a i b odredujemo iz uvjeta na granici kugle (r = R)
B (R®)=B_(RD) ,
n(f.0)=B,(R.9) (7.4.90a,b)

Bou(R,0)=prBBv(R’ﬁ) 2
i one iznose
i RA+j) jd g RAD] 2R .o R(4))
(2p.,+1)[(1 Jycosh—"==+"9 d d d

R(1+)] 2R_ . R(1+)
d l*g‘smh 4 (1491ab)

a=R3

(ur—l){(l H;)cosh&—;—@- +%1si.nh

b R? 3u,
T d id . , R(1 . . R(1 '
d (ur—l)[(l—;)coshR(gﬁ*%Smh (d+ﬁ]+Esmh (d+,0

Gustoéu vrtloZnih struja u kugli odredujemo pomocu

J = &v B = ﬁVxVx[_&, ——( AA )=-jorA , (74.92)
i ona je
30
3jH (f] sinO[ (1-je Shr(l +) , Jjd m}lr(lﬂ')}
J8) = Nd) r r s (7.493)
’ R1 id R(1+ R(1+
(p;l)[(l—ﬂc (dj) }R sinh X ,Dl sinh (df)

VrtloZne struje teku u smjeru obilaznog kuta o, a raspodjelu normalizirane maksimalne
vrijednosti gustoée vrtloZnih struja u funkciji omjera /R i R/d za kut § = 7/2 prikazali
smo na slici 7.4.18.
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Slika 7.4.18. Raspodjela normalizirane
maksimalne vrijednosti gustoée vrtloZnih
struja Jn = J,  R/H, u kugli za 9 =7/2 i

B=1

Gubitke u kugli odredujemo pomocu izraza (7.3.10)

R xn2x

Fo %{{{M] rsin O drdodo . (7.4.94)

Koritenjem identiteta (7.4.29) i integracijom dobivamo kona&ni rezultat

2R(RY C
_=6xH2E (d]D,
2R . 2R d 2R 2R
mhd+smd R( hd Cosd]’
? 2R 2R
D=(p,- 1)2{cosh27f +cosg§+ %( oshF —cosFJ - (7.4.95)
d 2R . 2R R(..2R . 2R
o ot
+2R2 coshg—cosg
d? d d

Na slici 7.4.19. prikazali smo ovisnost normaliziranih gubitaka o omjeru R/d i p,.
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Slika 7.4.19. Ovisnost normaliziranih gu-
bitaka Pn = P, x/(RH,) o omjeru R/d i p,.

g8

7.5. STRUJNE PETLJE U KVAZISTATICKOM POLJU

Pod pojmom strujna petlja razumijevamo vodile Ciji je presjek dovoljno mali da
raspodjelu gustode struje po presjeku moZemo smatrati jednolikom i u kvazistatickim
elektromagnetskim poljima. Tada ukupnu struju / kroz vodi¢ presjeka S raCunamo kao

1=fJ-ndS=JS . (7.5.1)
M

Iz rezultata prethodnog odjeljka vidimo da je omjer popre¢nih dimenzija vodiCa 1 dubine
prodiranja osnovni kriterij za ocjenu je li raspodjela struje po presjeku jednolika. Bududi
da je dubina prodiranja frekventno ovisna veli€ina i valjanost pribliZzenja vodica struj-
nom petljom je frekventno ovisna.

RjeSavanje takvih zadaca temeljimo na integralnom obliku jednadzbi kvazistatiCkog
elektromagnetskog polja.* Jednadzba (7.1.11b) za strujne petlje postaje jednaka jed-
nadzbi (6.1.5)

3§H-d£=f1-ndS=JS=1 . (1.5.2)
C hy

% Pogledati jednadZbe (7.1.11a - d)
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Stoga kvazistaticko magnetsko polje u zadaéama sa strujnim petljama odredujemo
metodama koje smo opisali u poglavlju 6. za statitka magnetska polja. Magnetsko polje
je u tom slu€aju vremenski ovisno, pa uzrokuje inducirano elekiri¢no polje E; koje
odredujemo pomocu jednadzbe (7.1.11a). Ako je zadana raspodjela naboja p elektri¢no
polje E koje ona uzrokuje ratunamo metodama koje smo opisali u poglavlju 4. za
stati¢ka elektri¢na polja.*® Ukupno elektri¢no polje jest zbroj E, + E.

7.5.1. Sustav mirnih strujnih petlji u kvazistatickom polju

Razmotrimo sada sustav od N zatvorenih strujnih petlji u mirovanju. U njih dovodi-
mo energiju pomocu vanjskog elektri¢nog polja Es.*” Gustoce struja u petljama su tada

J=x(Eg+E) = K(ES - ~v¢] . (7.5.3)

U svakoj strujnoj petlji je raspodjela struje jednolika, pa je za k-tu strujnu petlju gustoéa
struje J, zadana s

Jk:éi% , (7.5.4)
k @b

gdje su i, ukupna struja u k-toj petlji, S, presjek k-te petlje a dl, diferencijal luka osi

petlje €iji smjer se poklapa sa smjerom struje u k-toj petlji. Ako jednadzbu (7.5.4)

uvrstimo u (7.5.3), a zatim dobivenu jednadZbu skalarno pomnoZimo sa dl, i integrira-

mo po zatvorenoj krivulji C, koju &ini os k-te petlje dobivamo

o d 9A
iof - $Eg-di, - = - $Ved, . (7.5.5)
Cy o Cy o

U prvom poglavlju smo pokazali® da je linijski integral uz i, otpor R, k-te petlje. Prvi
Clan na desnoj strani te jednadZbe je ukupna elektromotorna sila vanjskih izvora u k-toj
petlji. Treci ¢lan je za zatvorenu petlju C, jednak nuli, a drugi moZemo pisati kao®

(7.5.6)

* U kvazistatitkim elektromagnetskim poljima ne postoji interakcija ovog elektri¢nog polja i magnetskog
polja.

* To polje mogu uzrokovati najrazliitiji izvori, ili prikljutak na elektri¢nu mreZu.

“ Pogledati jednadzbu (1.4.3).

® Pogledati izraz (6.5.28).



7. Kvazistatitko elektromagnetsko polje 379

i on predstavlja ukupnu elektromotornu silu induciranu zbog vremenske promjene
magnetskog tijeka. Stoga za k-tu petlju vrijedi

. dd
Rklk-l-E: 8?( . (7.5.7)
Ako petlje miruju promjenu magnetskog tijeka u vremenu moZe uzrokovati samo

promjena struja. U jednostavnim materijalima ukupni magnetski tijek koji obuhvada k-ta
petlja je linearna funkcija jakosti struja u svim petljama

N
®, =Y Lyi, ; i=12,.N. (7.5.8)

Za sustav mirujuéih petlji induktiviteti L, su konstante, pa jednadZba (7.5.5) poprima
oblik

R (1.5.9)
Rk‘k"'g Lskgt“zgfc . '

Takve jednadZbe moZemo napisati i za sve ostale konture, pa dobivamo sustav od N
linearnih diferencijalnih jednadZbi za nepoznate struje i,, k= 1...N. Ako je zadana vre-
menska ovisnost vanjskih elektromotornih sila &;(f), i poletne vrijednosti = struja
i,(t = 0) pomocu tog sustava moZemo odrediti struje i, u svakom trenutku ¢. Osim toga,
jednadZba (7.5.9) pokazuje da sustav strujnih petlji moZemo nadomjestiti meduinduktiv-
no povezanim serijskim R — L krugovima.

Primjer 7.5.1. Dvije kruZne strujne petlje u mirovanju

Dvije kruZne strujne petlje polumjera r, i r, otpora R, i R, smjeStene su u zraku
prema slici 7.5.1.

Slika 7.5.1. Dvije kruZne strujne petlje

X

Ako kroz petlju C, teCe struja i, = I, ,cos (®¢) potrebno je odrediti struju i, u petlji C,
uz uvjet i,(f = 0) = 0. Tu zadadu ¢emo rijeiti primjenom jednadZbe (7.5.9) na petlju C,
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Cdi, i
. - 51
Ry, +L12'€§; *Lzz"gg =0. (7.5.10)

Rjesenje te linearne diferencijalne jednadZbe jest

Ry

‘ “E oL, [wL,,cos(wt) - R,sin(w?)] (75.11)
EZ(I):Be - 242 ) Imaks ' o
w Ly + Ry
Nepoznatu konstantu B odredujemo iz pocetnog uvjeta
. W’ LyyLy,
L(0)=0 = B= 7 7imas (7.5.12)
0Ly +R,

Za proracun struje moramo odrediti meduinduktivitet L, i samoinduktivitet L,,. U prim-
jeru 6.8.1.1. izveli smo izraz (6.8.25) za vektorski magnetski potencijal kruZne strujnice

Kol | R
A=—— |—
nk\ T

4Rr (7.5.13)

a ¢ B
o (R_}_’_)Z_*‘ZQ

4
1-= |K@k) - EK)

Meduinduktivitet izmedu dvije zadane petlje raunamo pomocu izraza (6.5.28) i on
iznosi

[4,d,
C 2 2
Ly=2—— = ,,mer(“rz[(z —k)K(k) -~ E()
1

Za odredivanje samoinduktiviteta petlje C, moramo uzeti u raCun njezin poprecni pre-
sjek. U suprotnome bi rezultat bio beskonacni induktivitet. Taj rezultat ukazuje na
fizikalno nemogucu poCetnu pretpostavku da je struja u petlji C, sabijena u geometrij-
sku crtu. Pretpostavljamo kruZni presjek petlje C, polumjera r,. Vanjski induktivitet L,,,
te petlje odredujemo pretpostavljajuci da je ukupna struja sabijena u os i zanemarujuci
magnetski tijek u petlji. Obuhvaceni vanjski magnetski tijek petlje moZemo tada odrediti
integracijom vektorskog magnetskog potencijala zadanog s (7.5.13), a vanjski induk-
tivitet slijedi iz (7.5.14) ako za polumjere kruZnih strujnica uvrstimo r, i r, = r,, te z=0

(7.5.14)

3 ar (r, - ro)

2 2
L22v= Ho\!rl(fl —rD)KE ‘"k)K(k) ";E(k)} % k*= m (7.5.15)

Ovdje razmatramo zadace u kojima vrijedi r,<<r,, pa modul eliptickih integrala k
mozemo izraziti kao
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= 2
k=2—M - PPei- o &1 . (7.5.16)
2r, =Ty 2r,

Prorafun eliptickih integrala u (7.5.15) je u tom slucaju bitno jednostavniji. Vrijedi
E(k)=E(1)=1, a za prorafun K(k) koristimo™ K[1 - (r/2r,)* = In(8r,/r,,). Kona&ni
pribliZni izraz za L,,, je

8r
Lzzv““-orl(lnr—l _2] : BT
0

Magnetsko polje u unutra$njosti vodi¢a priblizno je jednako polju koje bi pri istoj
ukupnoj struji vladalo u ravnom vodi¢u. Stoga unutradnji induktivitet L,,, moZemo
odrediti koridtenjem rezultata primjera 6.5.1.>' za vodi¢ duZine 2rn

L2 N . (7.5.18)

Ukupni vlastiti induktivitet petlje C, iznosi

8ry 7
L22=L22u+l,22vr-.p0rl(1n—r;~—z} . (7.5.19)

Za primjer proraduna odabrali smo strujne petlje polumjera r, = 0.05 m, r, = 0.025 m uz
ro=0.0003 m.” Na slici 7.5.2 smo pokazali ovisnost meduinduktiviteta L,, o odrednici
z u tom slucaju.

L, (uH) |

0.02

0.01
Slika 7.5.2. Ovisnost meduin-
duktiviteta dvaju kruZnih strujnih

z (m) petlji o udaljenosti

0.1 0.2 0.3

% Pogledati Prilog G, razvoj K(k) u red po komplementarnom modulu % = 1 — .

5! Pogledati jednadZbu (6.5.6).

* Za tu frekvenciju dubina prodiranja iznosi 0.0002956 m, pa iz rezultata primjera 7.4.3. slijedi da je
pretpostavka o jednolikoj raspodjeli struje po presjeku vodi¢a opravdana.
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Na slici 7.5.3. prikazali smo vremenski tijek jakosti struje i, u petlji C, za frekvenciju
f=50 kHz ako je R,=0.019 Q, L,,=0.149 pH i z=0.01m.

i/

maks

0.2

0.1
t(uS) . _
Slika 7.5.3. Vremenski tijek jakosti struje
i, u mirujuéoj petlji C, ako u petlji C,
0.1 teCe struja i, = [, cos (1)

7.5.2. Gibanje strujne petlje u kvazistatickom polju i
elektromagnetska indukcija

Ako se vodljiva strujna petlja giba u promjenjivom magnetskom polju, moramo
raCunati s oblikom _]ednadibe (7.1.11a) koji ukljuCuje vremensku i prostornu promjenu
magnetskog tijeka

$E, di=-— fB nds . (7.5.20)
C

Ovdje je E; inducirano elektriéno polje,* a na desnoj strani je totalni diferencijal mag-
netskog tijeka po vremenu. Negativni predznak desne strane ukazuje na Lenzovo™ pravi-
lo: inducirano elektricno polje prouzrokuje struju koja nastoji ponistiti svoj uzrok
(promjenu magnetskog tijeka). Na slici 7.5.3. prikazali smo gibanje vodljive petlje u
promjenjivom magnetskom polju.

Ako sa S, oznaCimo poloZaj povrSine petlje u trenutku ¢ — df, a sa S, poloZaj povr-
Sine petlje u trenutku ¢ totalni diferencijal magnetskog tijeka po vremenu jest

d
& {B-ndS fB(r) nds, fB(: dt) -ndS, (7.5.21)

I.

Oplo§je volumena koji obuhvati petlja pri gibanju formiraju S,, S, i povrSina koju
prebriSe petlja.

* Integral po zatvorenoj krivulji komponente elektri¢nog polja koja potjee od naboja je nula.
5% Heinrich Friedrich Emil Lenz (1804 — 1865), ruski fiziar njemackog podrijetla.
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S

C u trenutku 7

C u trenutku 7 - dt

Ta prebrisana povrSina iznosi

fdzxvd:.
C

mjenjivom magnetskom polju

Slika 7.5.4. Gibanje strujne petlje C u pro-

(7.5.22)

Primijenimo sada Gaussov teorem o divergenciji®> na volumen koji obuhvaéa petlja pri

gibanju

f V-B()dV=0= f B(t) ‘ndS - f B@®) ‘ndS +d¢5£B(x) dlxy .
v 8 S c

(7.5.23)

Negativni predznak ispred integrala po S, slijedi iz usmjerenosti okomice na S, u volu-

men V. Budu¢i da vrijedi
0B
B(t-dty=B()-—dt ,
(t-dt)y=B(0) a

integral po S, u (7.5.23) moZemo napisati u obliku

fB(t) ‘ndS =fB(t~dr)-ndS +dtf§£ ‘ndsS, .

1 1 ot 1

Si SI Sl

1z jednadZbi (7.5.24,25) i (7.3.4) slijedi

oB
ot

S,

[B(@)nds, - [B(e-do) nds, =d1 < nds, - B -(dlxv)} .
5, s, c

(7.5.24)

(1.9.25)

(7.5.26)

Uvrstenjem (7.5.26) u (7.5.20) uz koristenje pravila o mjeSovitom produktu vektora™

% Pogledati Prilog C.
% Pogledati Prilog C.
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dobivamo

jEE dl= f—-—- ndS+5£(v><B) dl . (7.5.27)

Prvi ¢lan na desnoj strani ove jednadZbe’ opisuje induciranje elektricnog polja zbog
promjene magnetskog polja, a drugi zbog gibanja u magnetskom polju.

Diferencijalne jednadZbe za struje u sustavu strujnih petlji koje se gibaju moZemo
izvesti iz jednadZbe (7.5.8). Ako se k-ta petlja giba u smjeru odrednice s brzinom v
totalni diferencijal magnetskog tijeka po vremenu jest

de, M [ dii dL,| X [ dij dLgs
> {L@ 7}@#@ VI @
= ! (7.5.28)
ZNI {L di, dLm}
== f_ +1tv— 5
e ds
pa jednadZzba
N di, dL, }
Ri+Y L~ +iv—2r=g | (7.5.29)
k'k g{ kd ds k |

vrijedi za struju u k-toj petlji koja se giba u smjeru odrednice s brzinom v.

Primjer 7.5.2.1. Gibanje jedne kruZne strujne petlje u polju druge

Pretpostavimo da se strujna petlja C, koja se nalazi u polju petlje C, protjecane
strujom £,(7) = I, ,,cos (®r) prema slici 7.5.1. u trenutku ¢ = 0 pocinje gibati jednolikom
brzinom v u smjeru odrednice z. Treba odrediti struju u petlji C,.

Za rjeSenje ove zadace koristit éemo jednadZbu (7.5.29) primijenjenu na petlju C,

di, dL,  di
Ryi,+L 127 llsz +L2ZE=0’ (7.5.30)

uz jednadZbu z=vt i poCetni uvjet z(t=0)=d. Novi ¢&lan u jednadZbi je derivacija
meduinduktiviteta L, po varijabli z. Njega odredujemo iz jednadZbe (7.5.14) uz koriste-
nje identiteta (6.8.27) i on iznosi

dL,, zk

M
dz %4 "

12
2k (7.5.31)

*" Ova jednadZba poznata je pod imenom Faradayev zakon o elektromagnetskoj indukciji, a eksperimen-
talno ga je utvrdio engleski fizi¢ar Michael Faraday 1831. godine.
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Na slici 7.5.5. prikazali smo ovisnost derivacije meduinduktiviteta o varijabli z za
strujne petlje ¢ije smo dimenzije zadali u primjeru 7.5.1.1.

0.1 A 0.2 ‘ 0.3

z (m)

=02

Slika 7.5.5. Ovisnost derivacije me-
~04 ! duinduktiviteta dviju kruZnih struj-

nih petlji po varijabli z o udaljenosti

dL,,/dz (H/m)

JednadZba (7.5.30) je nelinearna diferencijalna jednadZba i moZemo je rijeSiti samo
numeri¢ki.”® Na slici 7.5.6. pokazali smo rjeSenje za struju i, s istim podacima koji su
vrijedili u primjeru 7.5.1.1. uz z(t =0)=0.01 m i v= 1000 m/s.

0.15

0.1 Slika 7.5.6. Viemenski tijek jakosti
struje i, ako se petlja C, u trenutku

0.05 t =0 podinje gibati iz totke z = 0.01

20 40 /\ 60 N 80 ~ f(us) m brzinom v = 1000 m/s a u petlji C,

) \/ \/ N  ~ te€e struja i; = I, cos (o).
Sy

7.5.3. Elektromehanicka pretvorba energije

Elektromehanicki pretvaraci energije pretvaraju mehanicku energiju u elektricnu ili
obratno. Oni koriste elektri¢ne ili magnetske sile, a imaju najmanje dva prikljucka na
koje vezemo izvor ili prijamnik. U prakti¢nim primjenama najCe8¢i su pretvaraci koji
koriste magnetske sile zbog potrebe za manjim volumenom pretvaraca pri istoj snazi. U
poglavlju 3. pokazali smo da je naprezanje na povrsini vodi¢a u elektri¢nom polju® u

5% Za rjeSenje ove jednadZbe koristili smo metodu Runge-Kutta etvrtog reda. Detaljnije pogledati u R.W.
Hamming, Numerical Methods for Scientists and Engineers, McGraw-Hill, Tokyo 1973.
% Pogledati &lanak 3.5.1.
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zraku t° = g ,E%/2, a naprezanje na povrSini vodi¢a u magnetskom polju 1" = B*/2,. Naj-
veca jakost elektricnog polja koju moZemo ostvariti u zraku je oko 3 MV/m, a najvece
jakosti magnetskog polja koje moZemo ostvariti na povrSini feromagnetskih materijala u
zraku su reda veli¢ine nekoliko T. Omjer ostvarljivih naprezanja na povrSinu vodic¢a u
magnetskom i elektri¢nom polju u zraku jest

2

m B
LaneCil. T (7.5.32)
e 2
p'osoEmaks

pa za postizanje jednake ukupne sile trebamo bitno manji volumen elektromehanickih
pretvaraca koji koriste magnetske sile. Stoga ¢emo se ovdje ograniCiti na razmatranje
takvih "magnetomehanickih" pretvaraca.

Iz opéeg naCela o oCuvanju energije slijedi da ukupna energija koju unosimo u
pretvara mora biti jednaka zbroju promjene KkinetiCke energije sustava, promjene
energije pohranjene u magnetskom polju i Jouleovih gubitaka u kvazistatickom elek-
tromagnetskom polju.”” Ako je ukupna sila F na pokretni dio pretvaraa koji se giba
brzinom v od poloZaja r, do r, zbroj magnetske F,,, i mehaniCke sile F,, promjena
kinetitke energije jednaka je radu koji te sile obave

r t t

fF.drzf(Fmag * Fmek) .vdt:fdwkin ' (7.5.33)
" 0 0

Energetsku bilancu elektromagnetskog dijela sustava, odnosno strujne petlje u kojoj se

pokretni dio pretvaraa nalazi, u istom vremenskom intervalu 0 — t moZemo dobiti ako
jednadzbu (7.5.5) pomnoZimo sa strujom i integriramo

13 13 1

[Ri%dt+ [iao = [i& . (7.5.34)

0 0 0
Energija koju unosimo u sustav jest zbroj elektromagnetske energije koju unosimo
posredstvom vanjskog polja i rada koji obave mehanicke sile, pa iz naCela ouvanja
energije slijedi

t 1 H i
[i&dt+ [F,,, vdt=[@W,,, +aW,,) + [i*Rdt . (7.5.35)
0 0 0 0

Ako jednakosti (7.5.19,20) uvrstimo u (7.5.21) dobivamo zakon o elektromagnetskoj
pretvorbi energije u magnetomehani¢kim pretvaraima

% Zbog jednostavnosti i jasnoée opisa ovdje zanemarujemo sve mehanicke gubitke i akumuliranu elasti¢nu
energiju.
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jr'idtl) = }Fmag vdt + }dng = j‘ Fmg -dr +]dwmg , (7.5.36)
0 0 0

0 r

Ako pretpostavimo da je pohranjena magnetska energija jedinstvena i diferencijabilna
funkcija od magnetskog tijeka @ i pomaka r moZemo pisati

)4 oW
W - (7.5.37)
AWy = —25d® +— " .

Tada iz (7.5.22) slijedi

W ®D) o __M_ (7.5.38)

ma,
[ £ =

od > Timag or

pa moZemo odrediti silu na pomi¢nu petlju i struju kroz nju iz magnetske energije. Ako
je magnetska energija zadana u funkciji struje i pomaka r, uvodimo magnetsku koener-
giju W, kao

0, g

W;co,mag(i’r) = ._ng(q)’r) +i® . (7.5.39)
Koristenjem te definicije dobivamo

Wiomas®) . o _ Piomag) (7.5.40)

o P Tmas T o

Magnetsku koenergiju kao povr§inu ispod krivulje ®(i) i magnetsku energiju kao povr-
Sinu ispod krivulje i(®) pokazali smo na slici 7.5.4. Za jednostavne materijale te su
povrsine jednake.

Jl(I)

Slika 7.5.7. Magnetska energija i koenergija

JednadZbe gibanja pokretnog dijela pretvarata moZemo izvesti izravnom primjenom
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Newtonovih®' zakona i vektorske kinematike,* ili pomocéu skalarne energetske formu-
lacije® koriStenjem Lagrangeovih® jednadZbi.

Primjer 7.5.3.1. Dvije kruzne strujne petlje kao magnetski akcelerator

Namjena magnetskih akceleratora jest ubrzavanje masivnih objekata. Za primjer
analize koju trebamo provesti pri projektiranju takve naprave ovdje éemo razmotriti
jednostavnu geometriju koju smo prikazali slikom 7.5.1. Pretpostavljamo da je petlja C,
ucvricena i da je struja kroz nju zadana, a da se petlja C, moZe gibati u smjeru odredni-
ce z. Neka je struja u petlji C, impulsnog oblika

Tt
I sin(—) ; Os<tst
maks 0

o To<t.

Za odredivanje struje i, u petlji C,, brzine v petlje C, te prijedenog puta petlje C,
postavljamo tri diferencijalne jednadzbe. Petlja C, moZe se gibati samo u smjeru z pa
je brzina

I (7.5.42)
dt

Silu kojom magnetski dio kvazistatickog elektromagnetskog polja djeluje na petlju C,

raCunamo iz izraza (7.5.38). Iz uvjeta ravnoteZe sila slijedi druga diferencijalna jed-

nadZba

dv oW ag dL,(2) (7.5.43
I s e mag _ ; on: .5.43)
m i Fmg P 1,(0)i,(2) :

Treca diferencijalna jednadzba slijedi iz (7.5.29)

' di(ty  dL,@) di. (1)
Rzzz(r)+L12-61ﬁ—+;l(r)v ; +L, ; -0 . (7.5.44)

Taj sustav nelinearnih diferencijalnih jednadZ?bi moZemo rijesiti samo numeri¢ki. Ovis-
nost brzine petlje C, i jakosti struje i, kroz nju o vremenu za podatke o petlji jednake
onima iz primjera 7.5.1.1. uz T,=20 ps i m = 0.4 g pokazali smo na slikama 7.5.8a,b.

% Sir Isaac Newton (1643 — 1727), engleski matematicar i fizicar.

*? Pogledati P. Kuli¥i¢, Mehanika i toplina, Skolska knjiga, Zagreb,1987.

% Detaljnije pogledati u H. Goldstein, Classical Mechanics, Addison Wessley, Reading, 1950.
% Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), francuski matematiar i fizi¢ar.
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v (cm/s)
6
4
a)
2 b
‘ | 1 (us)
10 20 30 40 .
ill Slika 7.5.8. a) Vremenska
2 maks ovisnost brzine v petlje C, i b)
ovisnost normalizirane jakosti
0.075 struje i)/l kroz petlju C,,
0.05 ako kroz petlju C, potete stru-
ja impulsnog oblika zadanog
0.025 ¢ t(us) izrazom (7.5.41).
0.025 | 10 20 30 40
-0.05
-0.075 | b)

7.6. ELEKTROMAGNETSKA POLJA I ELEKTRICNI
KRUGOVI

Teorija elektricnih krugova temelji se na Ohmovom, Faradayevom i Kirchhoffovim
zakonima. Ti zakoni su izvedeni iz eksperimentalnih opaZanja i nastali su prije
Maxwellova utemeljenja teorije elektromagnetskih polja. Poopéavanjem tih jednostavnih
zakonitosti teorija polja je u biti i razvijena. Namjera nam je da u ovom odjeljku poja-
snimo odnos zakona teorije elektri¢nih krugova i teorije elektromagnetskih polja.

Sve zadace u elektromagnetizmu su Cetverodimenzionalne zadaée elektromagnetskih
polja, bududi da su veli¢ine polja funkcije vremena i prostora. U prethodnim poglav-
ljima pokazali smo da analiti¢kim metodama moZemo rjesavati samo geometrijski rela-
tivno jednostavne zadace elektromagnetskih polja s LIH materijalima. Zadace koje se
javljaju u projektiranju i analizi elektromagnetskih naprava i sustava po sloZenosti
daleko nadilaze ta ograniCenja. Stoga cijelu domenu sloZene zadaée dijelimo na subdo-
mene u kojima moZemo rijediti elektromagnetsko polje bilo analitickim, bilo numeri-
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¢kim postupcima.” Lokalna naprezanja u subdomenama i integralne znaCajke subdome-
na odredujemo iz rjeSenja polja.®® Zatim povezujemo integralne znacajke subdomena u
nadomjesni elektricni krug. Osnovne veli€ine u elektri¢énim krugovima su struje i napo-
ni, a funkcije su samo vremena. RjeSavanjem jednodimenzionalne zadac¢e nadomjesnog
elektricnog kruga dobivamo vrlo jednostavno i u velikom broju slucajeva dovoljno
tocno rjeSenje cijele pocetne zadace.

Za valjanu primjenu takvog postupka moramo poznavati ogranicenja koja je potre-
bno zadovoljiti da bi kona¢no rjeSenje bilo dovoljno to¢no. Dva glavna koraka u
svodenju Cetverodimenzionalne zadace polja na jednodimenzionalnu zadacu kruga jesu
1. Uvodenje naponskih i strujnih izvora. Propisujemo da su napon, odnosno struja

izvora zadane funkcije u vremenu i neovisne o prostoru.

2. Drugi korak je pretpostavka da unoSenje materijala donosi promjenu u elektromag-
netsko polje tako da za kona¢no polje vrijedi

E(rt)=E(rf) +E'(rp) (7.6.1)

gdje je E’ polje uzrokovano strujama i nabojima induciranim u materijalu. E; je
vanjsko polje koje smo propisali, a neovisno je o induciranim nabojima i strujama.
U terminima teorije krugova moZemo reci da dodavanje tereta ne mijenja znacajke
izvora, pa govorimo o idealnim izvorima.

Elektri¢ni krugovi sastoje se od grana koje se sastaju u ¢vorovima. Temeljne postavke

teorije krugova jesu

1. Jakost struje jednaka je u svakoj tocki jedne grane, a struje kroz N grana koje se
sastaju u ¢voru zadovoljavaju prvi Kirchhoffov zakon

N

Y i®»=0. (7.6.2)

k=1

2. Svakom paru ¢vorova mreZe moZe se pridruziti jedinstvena vrijednost napona medu
njima. Taj napon ne ovisi o obliku grana kojima su &vorovi povezani, niti o putu po
kojem ga izraCunavamo. Naponi N grana koje Cine zatvorenu konturu zadovoljavaju
drugi Kirchhoffov zakon

N
Y u =0 . (7.5.3)
k=1

Iz tih postavki slijede uvjeti koje podjela sloZene elektromagnetske zadac¢e na subdome-
ne mora zadovoljavati. Na slici 7.6.1. prikazali smo subdomenu Q koju Zelimo nado-

% U poglavljima 9. i 10. éemo opisati osnove numerickih postupaka za rjeSavanje elektromagnetskih
polja.

% U poglavljima 4, 5, 6. i 7. pokazali smo da elektromagnetsko polje, ili njegove dijelove, moZemo nado-
mjestiti integralnim zna¢ajkama: kapacitetom, otporom i induktivitetom,
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mjestiti granom nadomjesne mreZe.

Slika 7.6.1. Subdomena elektromagnetskog polja

Struju dovodimo u Q putem dvaju prikljuaka povrSina S, i S, za koje pretpostavljamo
da su idealno vodljivi. Unutar € vlada elektromagnetsko polje koje zadovoljava
Maxwellove jednadZbe. Neka je povr§ina S=S,-S, -5, gdje je S, poviSina koja
ogranitava cijelu domenu Q. Da bi struje tekle samo kroz prikljucke, odnosno da bi bilo
valjano pribliZenje Q s granom, mora na povrSini S okomita komponenta struje biti
jednaka nuli

,,.J=,,.(KE+%]=O | (7.6.4)

Taj uvjet zadovoljavaju subdomene £ za koje je okomita komponenta jakosti elektricnog
polja jednaka nuli na S u sluéaju vodljivog materijala izvan povrSine S, i za koje moZe-
mo zanemariti ¢lan dD/dt na povrSini S. To znaci da takvo nadomjeStanje moZemo
provesti samo u elektromagnetskim poljima® za koja vrijedi kvazistaticko pribliZenje.*

Da bi vrijedio prvi Kirchoffov zakon, dimenzije dijela elektromagnetskog polja koje
nadomje$tamo &vorom moraju biti takve da u njima nema zamjetnog gomilanja naboja.
Tada on slijedi iz jednadZbe kontinuiteta bududi da je p =0.

Da bi druga postavka vrijedila, magnetsko polje izvan dijela polja koji nadomjeSta-
mo mora biti zanemarivo. Ako su S, i S, idealno vodljive, njihov potencijal je konstan-
tan. U poglavlju 2. smo pokazali da se napon izmedu njih rauna kao linijski integral
vektora jakosti elektriCnog polja od jedne do druge povrSine. Napon izmedu S, i S, na
slici 7.6.1. moZemo izraCunati po krivulji C,

U cos,=- [ vo+2Aa, (1.6.5)
PR 5o o
17172

 To nadomjedtanje nazivamo i nadomjedtanje koncentriranim znacajkama. Ako ovaj uvijet nije ispunjen,
pribjegavamo nadomjeStanju distribuiranim znacajkama. Pogledati ¢lanak 8.7.1.
% To je u biti ogrni¢enje dimenzija Q. Pogledati ¢lanke 7.1.1. i 7.2.3.
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i krivulji C,

0A
Uscs,=" [ [th +-5t~]dl : (7.6.6)
5;-C5,
Razlika tih dvaju napona jest
0A 0A
US:'Cl'sz B USI 8 f Vo+ E]dz B f (V(P N e di=
L 5176, (7.6.7)
-- o
§1-C=5,-C,-S, %* %

pa je napon neovisan o putanji samo ako se magnetsko polje izvan dijela polja koje
nadomjeStamo granom moZe zanemariti. Drugi Kirchhoffov zakon u tom sludaju slijedi
iz

fE-dI=0 = Y u,=0. (7.6.8)
c

U vecini zadaca uvjeti koje smo prethodno naveli, strogo uzeto, nisu zadovoljeni. No to
ne znali da nadomje$tanje krugovima ne moZemo primijeniti. Jedino moramo imati na
umu da je konacno rjeSenje toliko blizu toénom rjeSenju koliko to&no podjela na subdo-
mene zadovoljava ove uvjete.

Pojasnimo sada prethodno opisani postupak primjerom. Zadadu elektromagnetskog
polja prikazali smo slikom 7.6.2.

Slika 7.6.2. Zadaéa elektro-
magnetskog polja
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Permanentni magnet savijen je u obliku slova C. U zratnom rasporu mehani¢kom silom
okreéemo strujnu petlju jednolikom kruZnom brzinom . Izvodi petlje klize preko
Eetkica po kliznim prstenovima. Oni su spojeni sa Zicom do kondenzatora i natrag. Ako
bi ovu, u biti relativno jednostavnu zadadu, Zeljeli rijeSiti kao zadacu polja, sloZenost
geometrije, znatajki materijala permanentnog magneta i matemati¢kog modela dovela bi
do vrlo zamr$ene zadade za Cije rjeSenje bi morali koristiti numeriCke postupke i mocna
radunala. Stoga koristimo priblizno rjeSenje. Petlju koja rotira u magnetskom polju
permanentnog magneta nadomje$tamo izvorom napona. Napon na stezaljkama izvora
jest

()= $Eg-dl= ~% [Bgnas . (7.6.9)
¢ Se

Dio petlie C u kojem se inducira napon nalazi se u polju permanentnog magneta i
predstavlja namot generatora. Buduéi da je izvan zrafnog raspora magnetsko polje
permanentnog magneta zanemarivo, slijedi da napon izvora ne ovisi o obliku petlje
izvan raspora, pa je nadomjeStanje izvorom napona zadovoljavajuce. Napon izvora
odredujemo pomocu Faradayevog zakona, uz pretpostavku da je magnetsko polje u
rasporu magneta homogeno.”” Zbog vrtnje namota jednolikom kruZnom brzinom obu-
hvaéeni magnetski tijek se mijenja po sinusnom zakonu, pa je i napon nadomjesnog
izvora sinusna funkcija vremena.
Na povrsini, ili unutar vodica tece struja gustoce

J=xE=x(E;+E') . (7.6.10)

Inducirano polje E” odredujemo pomocu elektromagnetskih potencijala

3
E'=—v(p—-%, (7.6.11)

pa iz pretpostavke (7.6.1) i jednadzbi (7.6.10,11) slijedi

E =£+V(p+§4- , (7.6.12)

S x ot

Integriranjem po vodljivom dijelu petlje dobivamo

d d d d A
fES‘dl=f-‘£'dl+fV(p dl+f% dl (7.6.13)

% Za toCnije rjeSenje trebali bismo rijediti magnetsko polje takvog magneta. No ovdje traZimo pribliZno
rjedenje cijele zadace, pa bi inzistiranje na prevelikoj toCnosti rjeSenja pojedinih subdomena nepotrebno
zamrsilo konaéno rjeSenje, a doprinos to€nosti konanog rjeSenja bio bi zanemariv.
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gdje smo krivulju integracije odabrali po povr§ini vodi€a paralelno osi vodi¢a. Izraz
(7.6.12) ne moZemo integrirati kroz razmak izmedu ploca, budu¢i da je u tom podrudju
K=01iJ=0, pa je prvi ¢lan desne strane tamo neodreden. Ako je odnos ® i dimenzija
zadace takav da raspodjelu struje po presjeku vodi¢a moZemo smatrati jednolikom, prvi
Clan na desnoj strani izraza (7.6.13) moZemo napisati kao

d
ral_ (7.6.14)
:f T iR,

c

gdje je R otpor vodljivog dijela zadade. Za drugi ¢lan desne strane izraza (7.6.13)
vrijedi

d
fw dl=¢,-¢,, (7.6.15)

1 on je jednak razlici potencijala na plotama kondenzatora. Ako je razmak izmedu tih
plo¢a mali i ako je naboj na povrsini vodia zanemariv u odnosu na naboj nagomilan na
plo¢ama kondenzatora, razlika potencijala medu njima bit ée proporcionalna naboju

D (7.6.16)

gdje je C kapacitet kondenzatora.”’ Buduéi da je put integracije gotovo zatvorena krivu-
lja (razmak izmedu plo¢a kondenzatora je vrlo mali) za zadnji &lan desne strane izraza
(7.6.13) vrijedi

f_ =82 4 ‘ (7.6.17)

Clan na lijevoj strani (7.6.13) odgovara naponu izvora jer E; izvan raspora magneta
zanemarujemo. Kona¢no, uz navedene pretpostavke moZemo izraz (7.6.13) napisati u
obliku

., . di q
“ab=Rl+L'(};+'C_ ; (7.6.18)

pa je prvo pribliZenje ove zadace serijski R-L-C krug spojen na sinusni izvor napona.
Integrali u (7.6.13) iz kojih smo izveli nadomjesni otpor i induktivitet obuhvacaju
cijeli vodljivi dio zadace, pa su i tako odredeni otpori i induktiviteti svojstvo cijele
zatvorene, ili gotovo zatvorene petlje. No moZemo govoriti o otporu i induktivitetu
raznih dijelova takve petlje. Time uvodimo ideju para ¢vorova i napona izmedu njih.

™ Pogledati odjeljak 4.4,
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Ako te Evorove oznafimo s m i n, napon medu njima s u,,(?), a struju koja tede izmedu
njih s i,,(¢) onda umnozak u,,(?)i,,(t) daje snagu koju predajemo dijelu vodljive petlje
izmedu Evorova m i n. Prema tome, napon koji pridruZujemo dijelu petlje m — n s otpo-
rom R, i induktivitetom L,, povezujemo sa strujom kroz taj dio petlje pomodu izraza

di
U, (O =Ri, (1) + LL’ZE)- . (7.6.19)

Ako Zelimo saznati pribliZzne napone izmedu tocaka a, b, ¢ i d moZemo jednadZbu
(7.1.13) napisati kao

fE dt-—f dl+fV dz+f— dl=

_f(£+.%] {(%"%] dl+ f(%%} i fv g (620

= Ry *Ryg ¥R, I + (L + Ly + L) =2 d’(r) e,
Nadomjesni elektri¢ni krug za takvu podjelu poletne zadade na subdomene prikazali
smo na slici 7.6.3.

Lab ; Rab a Lad’ Rad d
Uy, C
L, R,, Slika 7.63. Nadomjesni elektri¢ni krug

N e | c zadace prikazane slikom 7.6.2.
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diskontinuiteti u polju, 15
disperzija, 477, 478, 481, 482, 484-486, 488

— normalna i anomalna, 481

u ioniziranim plinovima, 488

u kovinama, 486

u dielektricima, 478
divergencija, 707
djelatna snaga, 461
djelovanje na daljinu, 1, 139, 167
dobri,

izolatori, 428, 452, 454

vodili, 452, 457, 459, 461, 477
domena, 691
dominantni mod, 563, 566, 572, 574
dubina prodiranja, 353, 442, 468
dvoZi¢ni prijenosni vod, 147, 148

Ekvipotencijalna ploha, 195-197
elektri¢na,

energija, 152,156,438, 447

provodnost, 9, 41

susceptibilnost, 48, 59
elektriéni,

dipol, 39, 46, 232, 576, 580

krugovi, 389

otpor, 30, 160

tenzor, 169
elektri¢no polje, 1, 191
elektroda, 203, 279-281
elektromagnetska,

indukcija, 382

energija, 138

koli¢ina gibanja, 161, 167
elektromagnetski val, 397



I

elektromagnetsko polje, 1
elektromehanicka pretvorba energije, 385
elektromagnet, 306
elektronska polarizacija, 35
elementarne silocijevi, 304, 305
elementarne valne funkcije, 4085, 698, 700-702
eliminacija, 621
elipti¢ki integrali, 320, 327, 675, 722, 723
energija, 134
magnetiziranja, 157
polarizacije, 152, 154
pohranjena u elektricnom polju, 350
pohranjena u magnetskom polju, 293, 350
u kvazistatiCkim poljima, 348
u sinusno promjenjivim poljima, 349
Eulerova konstanta, 586, 662, 716

Faktor,
dobrote rezonatora, 573
magnetskih gubitaka, 449
dielektri¢kih gubitaka, 446, 448
Faradayev zakon, 20, 23, 384, 676
fazna,
konstanta, 419, 456, 485, 517, 522
brzina, 417, 428, 460, 561, 562
fazni pomak, 359, 361, 417, 428, 460, 516, 582
fazor, 341
fazorska notacija, 341, 342
ferimagnetizam, 40
feriti, 41, 449
feromagnetizam, 40, 62
feromagnetska kugla u vanjskom polju, 309
feromagnetski materijali, 61, 305, 449
Fourierov integral, 472, 493
Fourierov red, 219, 355, 701
Fourierova transformacija, 342, 344
Fresnelove jednadZbe, 496, 498, 500
Fredholmove integralne jednadZzbe, 693
funkcional, 593, 594, 598, 691

Galerkinova metoda, 643, 645, 596, 647, 682
Gaussov zakon, 23, 45, 192, 199
Gaussovi teoremi, 708
geometrijske transformacijske funkcije, 603
geometrijski &vorovi, 601, 605
gradijent, 706
graniéna,
frekvencija TE,, moda, 561
valna duljina TE,, moda, 561
grani¢ni valni broj, 568
Greenovi teoremi, 114, 596, 598, 643, 654

Greenove funkcije, 107, 695
neograni¢enog prostora, 103, 107
ravnih metalnih granica, 248
vodljive kuglaste granice, 266

grupa valova, 492, 493

grupna brzina, 491, 493, 494
signala, 491

gustoca,
elektri¢ne energije, 155
elektri¢nog tijeka, 284
energije polarizacije, 153
energije magnetiziranja, 157
linijskog naboja, 14
magnetiziranja, 41, 42, 157
magnetskog tijeka, 5, 20,
naboja, 7,9
polarizacije, 35, 36
polarizirane struje, 37
struje, 8

Hamiltonov operator, 708
Hankelove funkcije, 662, 669, 718
Helmholtzova jednadzba, 692, 698
Hertzov,

vektor, 98, 99, 576, 577

dipol, 398, 576
Hertzovi potencijali, 97
Hilbertov prostor, 690, 691
histereza, 41, 54, 57, 59, 61
homogeno polje, 228, 265, 312

Idealni vodi&, 32
impedancija, 421
impeditivnost, 445, 447, 449, 450
inducirani plo$ni naboj, 33
inducirano elektri¢no polje, 337, 378, 382
indukcija, 3, 59, 81, 158, 296, 307, 308, 312, 382
induktivitet, 348
suosnog kabela, 297
induktiviteti sustava strujnih petlji, 303
integrali,
potencijala, 121
polja, 124
interpolacijske funkcije, 592, 600, 607, 608, 646
inverzni val, 417, 418, 422, 429
ionska polarizacija, 35
izmjenicna,
dielektri€nost, 446, 448
permeabilnost, 449
izolatori, 28, 57
izoparametarski elementi, 608



III

Jacobijeva matrica transformacije, 604 kut,
jakost, dielektri¢kih gubitaka, 446
struje, 3, 7, 218, 345, 390, 461 magnetskih gubitaka, 449
elektritnog polja, 3, 4 kutna brzina, 40
magnetskog polja, 52 kvazistaticko elektromagnetsko polje, 348
jalova snaga, 461
jednadZzba kontinuiteta, 9, 10 Laplaceova jednadZba, 692
jednadZbe ravnog vala, 406, 436 — jedinstvenost rjesenja, 212
jednadZbe prijenosne linije, 550 — separacija varijabli, 216
Laplaceov operator, 710
Kapacitet, 32, 191 linearni,
kondenzatora, 202, 205, 394 kvadrupol, 234
usamljene vodljive kugle, 202 prostor, 689, 690
sustava vodica, 208 linearno polariziran, 419, 423
karakteristi¢na, ¢isti stojni val, 436
impedancija, 549, 550, 562-564, 569 putujuéi val, 431
impedancija moda, 562 linijska,
impedancija linije, 551 gustoca naboja, 14, 236
Kirchhoffovi zakoni, 390 struja, 14, 638
koeficijent, linijski,
transmisije, 501, 522, 526, 558 naboj, 14, 235, 239, 252, 260, 263
refleksije, 491, 511, 533, 536-538, 556 magnetski dipol, 636
koeficijenti otpora, 279 Lorentzov uvjet, 84, 344
koenergija, 387 Lorentzova sila, 2-5, 19, 23, 66, 72, 133-135
koercitivnost, 59
kompleksne gradivne znacajke, 445 Magnetiziranje, 39
- dielektriCnost, 445, 488 ' magnetska,
— permeabilnost, 445, 449 energija, 157-159, 300, 387, 432, 449
- provodnost, 445 indukcija, 3
kondenzator, 202-206, 656, 657 susceptibilnost, 52, 61
kondukcijske struje, 8,9 magnetske struje, 46, 64, 451, 676, 677, 681, 682
konformno preslikavanje, 191, 269, 270, 309 magnetski,
konstanta prostiranja, 413, 428, 441, 455, 551 krug, 304, 305, 307
konvekcijske struje, 8, 10, 136, 153, 160 lim u promjenjivom polju, 353
konzervativno polje, 90 naboj, 21, 45, 46, 64, 90, 676
koordinatni sustavi, 710-713 tijek, 5, 20, 40, 53, 380, 393
— pravocrtni, 710 vektorski potencijal, 82, 286, 288, 335
— cilindri¢ni, 711 = dipol, 322, 323, 636
- sferni, 712 moment strujne petlje, 40
kosinus integrali, 586 dipolni moment, 39, 40
kritiéni upadni kut, 515 magnetsko polje, 1, 182
kriti¢na frekvencija za ionizirani plin, 489 makroskopska elektromagnetska teorija, 19, 537
kruZno polariziran, makroskopski pristup, 6, 19, 398
putujuci val, 434 materijal u elektromagnetskom polju, 148
stojni val, 438, 440 Maxwellove jednadzbe, 1
Kroneckerova delta, 173, 673 u diferencijalnom obliku, 23
kugla, u fazorskoj domeni, 342
u vanjskom elektri¢nom polju, 225-228 u integralnom obliku, 24, 25
u sinusno promjenjivom polju, 372 u materijalu, 63, 77, 78
kuglasti permanentni magnet, 312 u vakuumu, 18, 76

kuglasta magnetska ljuska u vanjskom polju, 313 za vektore polja, 71, 79



v

Maxwellov tenzor naprezanja, 172, 173
meduinduktivitet, 299, 301, 303, 380
dvaju paralelnih dvoZi¢nih vodova, 301
metoda momenata, 651, 652
metoda konacnih elemenata, 591
metrika, 689, 690
mijeSani uvjeti, 214
modovi, 546, 560, 566, 569
— neprostiruéi, 561
— prijenosne linije, 546
— prostiruéi, 561
model,
amperske struje, 42, 64
magnetskog naboja, 45
modificirane Besselove funkcije, 718, 719
moment magnetskog dipola, 46

Nabla, 708

nadomjesni izvori, 126, 676

napon, 30, 193

nesinusni valovi, 469

Neumannovi rubni uvjeti, 214, 598, 642
Neumannove funkcije, 715, 717
Newton-Raphsonova metoda, 638
norma, 640, 689, 690

normalna i anomalna disperzija, 481
normirani prostor, 689, 690

Ocuvanje,
elektri¢nog naboja, 3,9
elektromagnetske energije, 139, 141, 146
odrezni valni broj, 568
odslikavanje, 248, 249, 260, 282, 334, 681
ogib, 495
Ohmov zakon, 9, 28
u elementarnom obliku, 29
operator, 691
orijentacijska polarizacija, 35
otpor, 30, 280

Paralelna admitancija linije, 550
parametrika disperzija, 478
parcijalni kapacitet, 208

- tri udaljene usamljene kugle, 209
permanentni magneti, 55, 285

— magnetski krug, 307
permanentna polarizacija, 35
permeabilnost, 21, 52

vakuuma, 21, 46, 62, 112

- izmjeni¢na, 449
permitivnost vakuuma, 19

Poissonova jednadzba, 692

— superpozicija rjeSenja, 211

— jedinstvenost rjeSenja, 212

— integral i Greenove funkcije, 214
plo€asti kondenzator, 204, 205, 656, 657
plodna,

impedancija, 467

naprezanja, 167, 168, 177-179, 184

struja, 11, 44, 47, 678

plo&ni,
naboj, 11, 32, 33, 74, 194, 240, 655
otpor, 467, 468

podrugja rezonantne apsorpcije, 482
polarizacija, 34-36
- orijentacijska, 35
— permanentna, 35
— ionska, 35
polarizacija vala, 424, 504, 511, 514
— linearna, 425
— kruZna, 426
- elipticka, 426
polarizibilnost, 479
polarizirani naboj, 36, 38, 70, 74
polje, 2
jednoliko nabijene duZine, 236-239
jednoliko nabijene duZine i kugle, 268
jednoliko nabijene pravokutne ploce, 240
kruZne strujnice, 319
linearnog kvadrupola, 234, 235
dipola, 231-234
dva to¢kasta naboja, 229-231
dvozZinog voda,
ispred dielektrickog poluprostora, 257
ispred magnetskog poluprostora, 334
ispred vodljive ravnine, 253
nejednoliko nabijene kocke, 245-248
strujnog cilindra, 326
u kvadru, 218-220
usamljenog tockastog naboja, 196, 197
tockastog naboja u vodljivom kutu, 251-252
trake unutar vodljivog cilindra, 261
postojanje elektricnog naboja, 3
povratna supstitucija, 615, 617, 622
povrinski u¢inak, 365, 367, 369, 461, 644
u cilindru, 367
povrSinski valovi, 537, 541
potencijali, 81
Poyntingov teorem, 143, 146, 187, 348, 371
u diferencijalnom obliku, 139, 141, 187, 189
u integralnom obliku, 141, 152, 188, 189
Poyntingov vektor, 142, 146, 167, 461, 510, 579



pravocrtni koordinatni sustav, 216, 404, 406, 710
pravokutni valovod, 558, 559, 564
preslikavanje, 691
prigu$na konstanta, 418
prijenosna linija, 545-554, 558

— bez distorzije, 555
prividna snaga, 371, 461
prolazni val, 495-497
prostorne sile, 167, 181-183
prostorni naboj, 12, 250
prostorni faktor, 580, 584, 585
provodna struja, 12
provodnost, 9, 12
putujui val, 416, 429-433

Radijacijsko polje, 579, 581, 583, 584, 686, 687
rasprieno polje, 659, 660, 662-664
ravni valovi, 399
— sinusni u prostoru, 419
— sinusni u vremenu, 412
— u neograni¢enom prostoru, 404
ravnina,
konstantne faze, 417, 443, 492, 524
konstantne amplitude, 525
razlika potencijala, 193, 207, 284, 394
razvoj u multipole, 243, 329
refleksije valova, 495, 537
refrakcija, 495
remanentna indukcija, 59, 308, 312
retardirani potencijali, 112, 339
retardirano vrijeme, 109
rezonator, 570, 571, 573
rotor, 707
rubni uvjeti, 213, 222, 636, 644, 692, 696
— Cauchyjevi, 696
— Dirichletovi, 214, 696
— mjeSoviti, 214, 696
-~ Neumannovi, 214, 696

Separacija varijabli, 309, 401, 695

— Helmholtzove jednadZbe, 404

— valne jednadzbe, 401
separacijske konstante, 405, 454, 698, 700, 701
serijska impedancija linije, 550
sferni koordinatni sustav, 224, 712, 713
silnice, 49
silocijev, 304
skalarni elektri¢ni potencijal, 82, 192
skalarni produkt, 705
skalarni magnetski potencijal, 290, 325
skup, 689

slobodni naboj, 19, 31
smjer prostiranja vala, 406, 408, 469
Snellov zakon, 495, 498, 504
srednja energija, 350
pohranjena u elektri¢nom polju, 350
pohranjena u magnetskom polju, 350
srednji gubici, 449, 350
staticko,
elektri¢no polje, 191
magnetsko polje, 182
stojni val, 436-438
Stokesovi teoremi, 709
struja pomaka, 1, 47
strujna cilindri¢na cijev, 331
strujni oblog, 13, 681
strujni element, 1, 37, 576, 580
strujnica, 292, 304, 318, 319, 324, 325, 380, 637
superpozicija, 48, 51, 211, 266, 444
susceptibilnost, 48, 52, 59-61
sustav vodi¢a, 206, 208
svojstvene funkcije, 218, 698, 701
svojstvene vrijednosti, 4085, 560, 697, 698, 701

Sirina pojasa, 493
Stapni uzemljivag, 282

TankoZiane antene, 676, 687, 688
Taylorov red, 340, 638, 720
TE mod, 560, 563
TEM val, 409
temeljne funkcije, 651, 652, 656, 667
tenzor, 48, 52, 169, 171-174
magnetske susceptibilnosti, 52
naprezanja, 172-174
teorija krugova, 550
teZinske funkcije, 595-597
tijek elektromagnetske energije, 146, 510, 544
TM mod, 560
T™ val, 517
totkasti,
naboj, 3, 19
izvori, 14, 15
totalna,
refleksija, 398, 514
transmisija, 496
transverzalni,
elektromagnetski val, 409
magnetski, 517, 661
ravni valovi, 404
trenutna vrijednost snage, 136
triangularizacija, 615, 616



VI

Ulazna impedancija linije, 556
unutarnji induktivitet, 348
uskladivanje u totkama, 653
usmjerena,
fazna brzina, 507
valna impedancija, 507, 509
fazna konstanta, 507
uvjet kvazistatiCnosti, 340, 341, 344, 346, 347
uvjeti na granici, 66, 70, 194, 286, 676, 677
uvjet reciprociteta, 108

Valna,
duljina, 417, 428,
jednadzba, 83, 121, 399, 692
konstanta, 463
duljina prostiranja, 561, 562
impedancija, 421, 422
valovi,
u dielektriku, 427
u vodljivom materijalu s gubicima, 440
valovod, 544, 558-560, 564, 566, 571
vanjski induktivitet, 297-299, 380

vektor,
jakosti magnetskog polja, 52
elektri¢nog pomaka, 48
elektromagnetskog naprezanja, 174
polarizacije, 34, 35, 50, 98

vektorski magnetski potencijal, 82, 287

vektorski produkt, 705

vektorski prostor, 689

vezani naboji, 48, 139

vod, 147, 148, 253, 334, 544, 557, 588

vodici, 54

vodljivost, 280

vremenska konstanta relaksacije, 32

vrtloZne struje, 356, 358

Zakon,

odbijanja, 495, 504

protjecanja, 21, 22

refleksije, 498
zraCenje elektricnog dipola, 575
zralenje elektromagnetskih valova, 575
zrcalne refleksije, 496
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