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8. ELEKTROMAGNETSKI VALOVI

Maxwellovo otkriée elektromagnetskih valova, i to dva desetljeca prije Hertzova
eksperimentalnog dokaza, i obja$njenje elektromagnetske naravi svjetlosti jedan je od
najveéih doprinosa' znanosti u XIX. stoljeéu. Temeljno svojstvo Maxwellovih jed-
nadZbi za elektromagnetsko polje jest postojanje rjeSenja za putujuce valove koji pred-
stavljaju prijenos energije kroz prostor. Opisat ¢emo zato vektorske i skalarne valne
jednadZbe, koje ¢emo izvesti iz sustava Maxwellovih jednadzbi, sli¢no kako je to
u¢injeno u 2. poglavlju. Ograni¢it ¢emo nafu paZnju na rjeSavanje valnih jednadZbi
postupkom separacije varijabli u neograni¢enom linearnom, homogenom, izotropnom
materijalu bez izvora polja. Drugim rije€ima, studirat éemo svojstva valova bez da se
zanimamo kako su takva polja proizvedena.

S izuzetkom stati¢kih polja koja smo razmatrali u poglavljima 4, 5. i 6. najjedno-
stavnija rjeSenja sustava jednad?bi dinamickih polja su ona koja ovise o vremenu i 0
samo jednoj prostornoj varijabli. Takva jednodimenzionalna rjeSenja u pravocrtnom
sustavu predstavljaju ravne valove. Mnoge znalajke prostiranja elektromagnetskih
valova bit ée pojaSnjene kroz studij svojstava ravnih valova, i zato je analiza ravnih
valova subjekt od temeljne vaZnosti u elektromagnetskoj teoriji.

U ovom poglavlju razmotrit éemo prostiranje u vodljivim materijalima i u dielektri-
cima homogenih transverzalnih ravnih valova sa sinusnom vremenskom ovisno$cu.
Ispitat éemo odziv visokovodljivog materijala na uzbudu jednodimenzionalnim elektro-
magnetskim poljem sinusne vremenske ovisnosti i naglasiti pojavu povrSinskog ucinka.
Obradit éemo prostiranje nesinusnih valova za zadanu raspodjelu polja u vremenu i
prostoru. Analizirat éemo pojavu disperzije vala u dielektricima, kovinama i ioniziranim
plinovima. Prostiranje ravnih valova u poluograni¢enim prostorima, tj. nailazak ravnog

! Suvremeni hrvatski fizicar Nikola Cindro u svojoj knjizi Fizika 2 o tome otkric¢u pide:

"Spoznaja da je svjetlost elektromagnetski val, i svodenje tako razli¢itih znanstvenih podrucja kao $to su
elektricitet, magnetizam i optika u jedinstvenu cjelinu nadilazi sve Sto je znanost XIX. stolje¢a do tada pruZila.
XX. stoljece je u tim podrudjima donijelo samo komplementarna otkri¢a o kvantnoj prirodi zraenja. Medu-
tim, ono §to u tom pogledu karakterizira nase stoljece jest nesluceni razvoj primjene elektromagnetskih valova
u telekomunikacijama.

Spektar elektromagnetskog zrafenja, kako ga danas poznajemo, obuhvaca zrafenje koje se medusobno
toliko razlikuje da je njegovo svodenje na zajedni¢ku prirodu — elektromagnetske valove koji se razlikuju
samo po frekvenciji — prvorazredni znanstveni uspjeh. Od niskofrekventnog Suma, preko mikrovalova,
infracrvenih (toplinskih), svjetlosnih i ultraljubiCastih valova, te x- i gama-zraka, ovaj spektar obuhvaca pravil-
no titranje elektrinog i magnetskog polja od nekoliko herca do stotine eksaherca (10* Hz). Sve to zratenje
ima istu prirodu: sve su to elektromagnetski valovi koji se §ire prostorom brzinom 3+10° m/s".
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vala na ravnu granicu razli¢itih materijala posebno ¢emo obraditi. Potpuni prolaz i
totalna refleksija samo su posebni slu€ajevi nailaska vala na ravnu granicu. Odbijanje
vala od vodljive povrine i povrSinske valove ¢emo zatim detaljno opisati. Prostiranje
vodenih ravnih valova primijenili smo u analizi prijenosnih linija, valovoda i Supljih
rezonatora. Na kraju éemo obraditi izvore zracenja: Hertzov dipol i ravni vodi¢ u
neograni¢enom praznom prostoru.

Raspon frekvencija elektromagnetskih valova koji se koriste u elektrotehnici vrlo je
velik i obuhvaéa podrugje od nula do nekoliko tisu¢a gigaherca. U tablici 8.1. dali smo
pregled frekvencija, valnih duljina i valnih podrucja koja se koriste za radiofoniju,
televiziju i radar. Treba upozoriti da je kod tih najvisih frekvencija jo§ dozvoljen mak-
roskopski pristup i da se tu priblizavamo granicama valjanosti klasi¢ne elektromagnet-
ske teorije, tj. klasi¢ne elektrodinamike.

Tablica 8.1.Valna podrudja za elektromagnetske valove u radiofoniji i televiziji prema CCIR?

Americka Valna

oznaka duljina (m) Frekvencija

Podrucje Pojas broj

marijametarsko 4 - 3 - 30 kHz

kilometarsko 5 dugi val - 10 30 - 300 kHz

hektometarsko 6 srednji val 300 - 3000 kHz

dekametarsko 7 kratki val 3 - 30 MHz

metarsko 8 UKV 30 — 300 MHz

decimetarsko 9 300 - 3000 MHz

centimetarsko 10 3 -30 GHz

milimetarsko 11 30 — 300 GHz

decimilimetarsko 12 300 — 3000 GHz

8.1. VALNE JEDNADZBE POLJA U NEOGRANICE-
NOM PROSTORU BEZ IZVORA

Opéenito se za rjeSavanje zadaca vremenski ovisnih elektromagnetskih polja sluZi-
mo sustavima Maxwellovih jednadZbi, kako je to opisano u 1. poglavlju.’ I kao 3to je

? Raspodjela frekvencija prema International Radio Consultative Commitee.
? Pogledati u poglaviju 1. odjeljak 1.3. i ¢lanke 1.5.1., 1.5.2. i 1.5.3.
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ve¢ refeno, rjeSavanje tih sustava je vrlo teSko, pa se zato koriste iz njih izvedeni
sustavi vektorskih valnih jednadZbi kao §to smo to u&inili u 2. poglavlju.*

Prije nego §to proslijedimo s izvodenjem valnih jednadZbi i s dobivanjem njihovog
jednodimenzionalnog rjeSenja za ravni val, usmjerit ¢emo pozornost na neke Cinjenice
koje su bitne za izbor postupka rjeSavanja. Kao $to je pokazano u 2. poglavlju, gdje
smo umjesto polja E i B uveli elektromagnetske potencijale @ i A, moguca su dva
pristupa rjefavanju polja, koja rezultiraju u primjeni dviju razli¢itih vrsta jednadZbi.
Prva vrsta su parcijalne diferencijalne jednadZbe valnog oblika, koje mogu biti priguse-
ne ili neprigusene, homogene ili nehomogene.” Druga vrsta su integralne jednadzbe koje
u pravilu koristimo kad su zadani izvori polja i kada je prostor neograni&en.’ Ako je
prostor ogranifen, zadaca je jo§ sloZenija pa koristimo Kirchhoffov integral’ valne
jednadzbe kako je izvedeno u €lanku 2.4.4. To su redovito Fredholmove integralne
jednadZbe prve i druge vrste. Integralni oblik jednadZbi koristit ¢emo kasnije® za prora-
un zralenja iz dipola i antena. Za prorafun elektromagnetskih polja u neogranicenom
prostoru bez izvora, sluZit ¢emo se homogenim diferencijalnim jednadZbama valnoga
oblika, a za njihovo rjeSavanje upotrebljavat ¢emo postupak separacije varijabli.

8.1.1. Valne jednadzbe

U nakani da izvedemo valne jednadZbe polja uvest ¢emo sljedece pretpostavke.
Prostor u kome se prostire elektromagnetsko polje je neogranien i ispunjen je jedno-
stavnim® materijalom koji se ne giba. I kao $to je pokazano u ¢lanku 2.1.2. u unutra-
¥njosti takvog materijala sa zadanim znaCajkama e, p i K, gustoca slobodnog naboja je
nula p, =0, a slobodna struja se moze predstaviti kao J, = xE.

Ponasanje elektromagnetskog polja u takvom neograni¢enom materijalu odredeno je
sustavom Maxwellovih jednadzbi (1.5.15a —d)

oB
VXE=-—,
8 ot
oD
VxH=Js+§, (8.1.1a-d)
V:-D=p,_,

V:B=0 .

* Pogledati u poglavlju 2. ¢lanak 2.5.2.

3 Pogledati jednadZbe (2.1.6), (2.1.16), (2.1.18) i (2.1.19), te Prilog A.

® Pogledati tocku 2.4.2.3. i jednadZbe (2.4.26), (2.4.27) i (2.4.28a,b).

7 Pogledati jednadZbu (2.4.43).

* Pogledatii odjeljak 8.8.

9 Jednostavnim materijalom nazivamo sve materijale koji su linearni, izotropni i homogeni (LIH).
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Njemu ¢emo pridruZiti relacije grade (1.5.17a - ¢)

D=¢E ,
B=uH , (8.1.2a-¢c¢)
J.=xE .

Uzmemo li u obzir i Cinjenicu da je p,=0, dobivamo polazni prilagodeni skup
Maxwellovih jednadzbi za elektromagnetsko polje predstavljeno parom vektora E, H

oH
VxE+p— =0,
X +”a: d
VxH—e% -xkE=0, (8.1.3a—d)
V-E=0,

V-H=0 .

Nije suvi§no napomenuti da sustav (8.1.3a — d)'’ u potpunosti definira vektore E i H, jer
su u njemu propisani rotor i divergencija svakog od tih dvaju vektora, §to je nuZno ako
se neizravno jedinstveno propisuju vektori.

Primijenit ¢emo operaciju rotor na svaku od glavnih Maxwellovih jednadZbi
(8.1.3a,b), pa nakon uvrStenja sporednih jednadzbi (8.1.3c,d) dobivamo

VxVxE+p.§(VxH)=O "
0
VxVxH—ea(VxE)—K(VxE)zo .

Razvijajué¢i VXVXE = V(V-E) — AE i analogno za H, te uvrStenjem slijede

AE_M@_M@ﬂ,
or? ot
(8.1.4a,b)
&*H oH
AH-pge—— -pk— =
pe v TR a 0,

prigusene valne jednadzbe elektromagnetskog polja.'' To su dvije vektorske, homogene,

' Sli¢no je u&injeno u &lanku 2.5.2, gdje je izveden sustav jednadZbi (2.5.9a — d).
"' Nazivaju ih jo¥ i "telegrafske jednadzbe", iako su se mnogi pisci odlu&ili da telegrafskim nazivaju

jednadbe oblika 9°¢/dz* — a 9’/ — ba@/dt — c=0, kao §to je to objasnjeno u knjizi, J. A. Stratton,
Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941.
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parcijalne diferencijalne jednadZbe drugog reda za vektore E i H."

Pokazat ¢emo da tre¢i ¢lan u jednadZbama (8.1.4a,b) predstavlja priguSenje vala ako
je materijal vodljiv (x # 0), tj. s gubicima. Prva dva €lana u valnim jednadZbama uka-
zuju na valni karakter polja, koji je sadrzan u Maxwellovim jednadZbama. Ako je
materijal nevodljiv (x =0), tj. dielektrik, tada iz (8.1.4a,b) slijede neprigusene valne
JednadZbe polja

AE—p.eig =0,
ot (8.1.5a,b)
H
AH-pe—— =0
g or?

Ako pak zbog bilo kojeg razloga u jednadZzbama (8.1.4a,b) nedostaje drugi C¢lan, tada
dobivamo

AE-MK%=0,
g (8.1.6a,b)
oH
AH-px—=— =0 .
TRS a 0

To su jednadzbe difuzije® u polju.

8.1.2. Separacija varijabli valne jednadzbe

Vektorske valne jednadZbe izvedene u prethodnom &lanku rjeSavat éemo primjenom
postupka separacije varijabli.'" Prvo éemo pretpostaviti da se u vektorskoj valnoj jed-
nadzbi oblika prema (8.1.4a,b)

azw—(;-J)HPKM:O’ (8.1.7)

A -

rjeSenje za bilo koji vektor polja W(r,t), moZe razdijeliti u dva dijela, od kojih jedan
sadrZi samo vrijeme, a drugi sadrZi samo odrednice prostora. Pritom se zbog linearnosti

2 JednadZbe istog oblika izvedene su za potencijale u ¢lanku 2.1.2. i to su jednadZbe (2.1.16a,b). Pomoéu
tih jednadZbi i potencijala moZe se rijeSiti ista zadaca i dobiti ista rjeSenja za ravni val.

1 Jednad?be difuzije primjenjuju se za rjeSavanje zadada raspodjele polja, odnosno gustoée struje u
vodi¢ima. To su zadace proracuna kvazistatickih polja, koje su obradene u prethodnom 7. poglavlju. Pogledati
jednadzbe (7.1.8a - c).

' Separaciju varijabli za rjeSavanje Laplaceove skalarne parcijalne diferencijalne jednadZbe za potencijal
u statiCkim poljima primijenili smo u poglavlju 4, odjeljak 4.6., te u poglavlju 7. odjeljak 7.4. za rjefavanje
difuzijske jednadZbe. Pogledati Prilog A.
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jednadZbe (8.1.7) i &injenice da su koeficijenti u toj jednadZbi realni, mogu promatrati
kompleksna rjeSenja tj. vektorske vremenske funkcije kojima su komponente vektora
kompleksne. Hodemo 1i realno rjeSenje, dovoljno je uzeti realni dio kompleksnog
rjeSenja, koje je kao i imaginarni dio, takoder rjeSenje jednadZbe (8.1.7)." Izrazimo
dakle vektor W produktom

W(rt)=V(r)T() , (8.1.8)

gdje V(r) je vremenski neovisan vektor polja, a 7(f) je prostorno neovisna funkcija. I
vektorska funkcija V, kao i skalarna funkcija 7 su kompleksne funkcije. Trenutne realne
vrijednosti polja W pak ne daju realni dijelovi funkcija V i T, nego realni dio njihovog
produkta. UvrStenjem pretpostavljenog separiranog rjeSenja (8.1.8) u valnu jednadZbu
(8.1.7) dobiva se diferencijalna jednadzba

AV-ROV=0, (8.1.9a)
gdje je
T T
B g (8.1.9b)
[ = =

Deriviranje jednadZbe (8.1.9a) po f daje

2 an=LLay+ Ly (8.1.9¢)

buduéi da su V(r), pa prema tome i AV neovisni o vremenu. Iz jednadzbe (8.1.9¢c)
slijedi da je

ar _, (8.1.10a)
dt

To pokazuje da je funkcija f{#) u stvari konstanta koju ¢emo oznacCiti s

flo=-k*. (8.1.10b)

Takvo rjesenje se i moglo oCekivati u prostorima i1 materijalima koji se ne gibaju. S
(= &%) oznalena je konstanta koja moZe biti bilo koji kompleksni broj. Predznak minus
je uzet da bi jednadZba (8.1.9a) presla u standardni oblik Helmholtzove kompleksne dife-
rencijalne jednadzbe

AV() + k2 V() =0 . (8.1.11a)

1% Pogledati podtekstnicu 23 u &lanku 8.2.2.
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To je prva separirana diferencijalna jednadZba, ona sadrZi samo varijable prostora, a ne
sadrzi u sebi vrijeme kao varijablu. Druga separirana diferencijalna jednadZba iz valne
jednadZbe (8.1.7) dobije se iz izraza (8.1.9b) i (8.1.10a) i glasi

d>T(f) dT(t)
U£?+UK7‘ +k2T() =0 . (8.1.11b)

Na taj nacin smo separirali vektorsku valnu jednadZzbu (8.1.7) u sustav od dvije diferen-
cijalne jednadZbe. Jednu (8.1.11a) Helmholtzovu, koja je "statiCka" i Cija rjeSenja ovise
samo o geometriji elektromagnetskog polja, tj. o varijablama prostora. I drugu (8.1.11b)
koja je obi&na diferencijalna jednadZba drugog reda i sadrZi samo vrijeme kao varijablu.
Ona odreduje "oblik" vremenske promjene polja W u svakoj toCki prostora. Iako su te
dvije diferencijalne jednadZbe matematicki neovisne, one nisu i fizikalno, jer se u obje
pojavljuje ista konstanta k%, §to se moglo i o¢ekivati, buduéi da obje opisuju jedan jedin-
stveni elektromagnetski val.

Prema tome, separacijom varijabli sveli smo zadacu rjeSavanja vektorske valne
jednadZbe (8.1.7) na zadacu rjeSavanja sustava od dvije diferencijalne jednadZbe. Jedne
(8.1.11a) vektorske i druge (8.1.11b) koja je skalarna. Prva, Helmholtzova jednadZba,
ovisi o geometriji polja, tj. 0 prostornom obliku vala u neograni¢enom prostoru ispunje-
nom jednostavnim materijalom. Druga vremenska jednadZba odreduje funkciju 7(#), koja
opisuje oblik vremenske promjene polja.

Da bi se rijeSila Helmholtzova vektorska jednadZba (8.1.11a) moguca su dva pristu-
pa: analiticki i numeri¢ki. Numericki postupci za rjeSavanje jednadzbi polja danas se
redovito primjenjuju kod zamrSenijih oblika polja kakvi se susrec¢u kod realnih naprava
i sustava i njih éemo opisati kasnije.'® Analiti¢ki se Helmholtzova jednadZba, kako je
vec re¢eno u odjeljku 4.6, rjeSava postupkom separacije varijabli. Da bi to bilo moguce,
nuZno je da bude osigurana separabilnost jednadZbe (8.1.11a) u odredenom koordi-
natnom sustavu.'’

Najjednostavniji geometrijski oblici vala su oni kod kojih se vektorska funkcija
prostora

V=Y Vi(u,upu)a, = V(u,uu,) (8.1.12a)

s tri prostorne komponente V;, od kojih je svaka ovisna o tri prostorne varijable u,, u, i
u;, moZze izraziti sa samo jednim prostornim vektorom, koji je funkcija samo jedne
prostorne varijable. Dakle, kada se moZe pretpostaviti da je

V=Y V,@)a;= V() . (8.1.12b)

' Pogledati poglavlja 9. i 10. o numeri¢kim postupcima za proracun polja.
'7 Vide separabilnih koordinatnih sustava, razli¢itih oblika koordinatnih ploha, opisano je detaljno u P,
Moon, D. E. Spencer: Field Theory Handbook, Springer-Verlag, 1961. Pogledati Prilog A.
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To su u teoriji polja poznati jednostavni jednodimenzionalni oblici vala, kao §to su:
ravni val, kruZno-cilindri¢ni val, sferni val i jo§ neki.'® Najjednostavniji oblik postiZe se
u pravocrtnom pravokutnom koordinatnom sustavu, kada se pretpostavi da su veli¢ine
polja funkcije samo jedne prostorne varijable. Takav val nazivamo ravni elektromagnet-
ski val.

8.2. RAVNI VAL U NEOGRANICENOM PROSTORU

Najjednostavniji elektromagnetski valovi su transverzalni ravni valovi. Mi éemo
dalje proslijediti da vidimo kako takva rjeSenja za polja mogu biti dobivena u neograni-
Cenom prostoru bez izvora, ispunjenom jednostavnim materijalom. Takve materijale
opisujemo znaCajkama e, p, K, koje su skalarne konstante, sve razliite od nule. To
znaCi da takav materijal opcenito predstavlja materijal s gubicima. Primijenit ¢emo
najjednostavniji, tj. pravokutni pravocrtni koordinatni sustav pri separaciji varijabli u
Helmholtzovoj jednadZbi. Pretpostavit ¢emo bilo koju vremensku promjenu polja E i H.
Potom ¢emo razmotriti dva posebna slucaja ravnog vala: ravne valove sinusne u vreme-
nu (i prostoru) i ravne valove sinusne (samo) u prostoru.

8.2.1. Separacija Helmholtzove jednadzbe

Kompleksna Helmholtzova vektorska jednadzba (8.1.11a) u pravokutnom pravo-
crtnom koordinatnom sustavu, zbog jednostavnog odnosa AV =a AV, +a AV, +a,AV,,
razlaZe se u tri kompleksne skalarne Helmholtzove jednadZbe po komponentama vektora
polja oblika

Primijenit éemo separaciju varijabli' ponovno, tako da pretpostavimo da je rjedenja
kompleksne jednadZzbe (8.2.1) moguce izraziti u obliku

V(x,y,2) =X(x) YY) Z(z) . (8.2.2)

Nakon uvrstenja relacije (8.2.2) u jednadZzbu (8.2.1) i uz primjenu operatora

'® Mnogi od tih oblika, a posebno ova tri najée3ée obradivana, opisani su u viSe djela mnogih autora. Mi
¢emo vas uputiti npr. na: J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill Book Comp., New York, 1941.;
D.S. Jones, The Theory of Electromagnetism, Pergamon Press, Oxford, 1964.; R.F. Harrington,
Time — Harmonic Electromagnetic fields, McGraw-Hill, New York, 1961.

¥ Pogledati Prilog A.
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dobivamo sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi®

1dX _ .o
X dx? i
2

1dY_ .2 (8.2.3a—c)
Yayr 77

1dZ_ >

Z dz? :

Ovdje su -k} - kf, - kz2 separacijske konstante svake od triju diferencijalnih jed-

nadzbi. One su opcenito kompleksne i mogu se objasniti kao svojstvene vrijednosti
operatora d’/dx* na prostoru dvaput derivabilnih funkcija od x. Svakoj svojstvenoj
vrijednosti — k> odgovara dvodimenzionalni prostor svojstvenih funkcija operatora
d*/dx*. To su funkcije dobivene linearnom kombinacijom funkcija e i e * s kom-
pleksnim konstantama, gdje je k, jedan od korijena k? ako je k,* razli¢it od nule, odnos-
no funkcija 1 i x ako je k>=0. Te linearne kombinacije su opca rjeSenja jednadzbi
(8.2.3a — ¢). Umnoskom rjeSenja h(kx), h(k,y) 1 h(kz), kod Cega jo§ mora vrijediti

k2=kf+ky2+k: , (8.2.4)
dobiju se rjeSenja Helmholtzove jednadZbe (8.2.1), kao

V=23 Vi hk)hky) h(kz) . (8.2.5)
ke K,

UmnoSci pojedinih svojstvenih funkcija koje razapinju prostore rjeSenja jednadZzbi
(8.2.3a —¢), daju rjeSenja Helmholtzove jednadZbe (8.2.1) koja zovemo elementarne
valne funkcije. To su npr. rjeSenja oblika

" +ji(kx +kyy+k z)

Linearne kombinacije tih elementarnih valnih funkcija takoder su rjeSenja jednadZbe
(8.2.1). Od svih rjeSenja (8.2.5) kompleksne skalarne Helmholtzove jednadzbe (8.2.1)
izdvojit ¢emo najjednostavnije: ravni val koji se §iri u jednom smjeru u prostoru. Neka
su k., ki k? realne pozitivne konstante. Ove ¢emo oznake zadrzati i za kompleksne
konstante, no ovdje su k2, ki k? realne i strogo pozitivne. Njima je pridruZeno rje3e-

nje Helmholtzove jednadZbe

V=Ke Wk rhyrkd g, itkx vy +k3) (8.2.6)

 Pogledati Prilog A, tocku 8.
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gdje su K i L takoder kompleksne konstante. S druge strane kako je prema (8.2.4)
kz‘—"kj +k}? +k,2 , (8273)
pogodno je uvesti vektor
k=ak +ak +ak, , (8.2.7b)

kao vektor koji odreduje smjer prostiranja vala. Ako za radijvektor piSemo
r=ax+ay+agz, tada se skalarni produkt moZze izraziti kao

k-r=kx +ky+k z . (8.2.7¢)

Konatno moZemo odabrano elementarno rjeSenje (8.2.6) skalarne kompleksne
Helmbholtzove jednadZbe (8.2.1) u pravecrtnom koordinatnom sustavu pisati u obliku

V=KeT+LeT*r 2.8

Nazivamo ga i trodimenzionalni, pravokutni, pravocrtni "zonski harmonik".”'

8.2.2. Jednadzbe ravnog vala

Da bismo izveli jednadZbe ravnog vala, potrebno je u nastavku odrediti odnose
izmedu pojedinih komponenti polja E i H, koji proizlaze iz fizikalne naravi dinamickog
elektromagnetskog polja. Zato je pogodno uvesti novi pravokutni, pravocrtni koordinatni
sustav (§1n,0), koji ima isto ishodiste kao i (x,y,z) sustav. Pretpostavit ¢emo da se
prema slici 8.2.1. os { novog sustava podudara sa smjerom vektora k, tj. sa smjerom
prostiranja ravnog vala. Uvedemo li novi jedini¢ni vektor usmjeren duZ osi {

a,=cosaa, +cospa +cosya, , (8.2.9)
tada vektor u smjeru prostiranja vala moZemo izraziti jednostavno kao

k=ak, (8.2.10)

gdje veli€inu k odredujemo iz jednadzbe (8.2.7a). Buduci se radijvektor u novom susta-
vu moZe izraziti kao r=a§§+aqn +ac_C, to je produkt k-r=kL.* NaSa pretpostav-

' Pogledati M. Javid, P.M. Brown, Field Analysis and Electromagnetics, McGraw-Hill, New York, 1963.

2 Koordinatu { uvijek mozemo izraziti kao ac'r, tako da k{ moZemo napisati kao k-r gdje je
vektor k dan izrazom (8.2.10) i u sluaju kad je k kompleksna konstanta. Taj je oblik posebno pogodan kad
je u pitanju viSe ravnih valova u prostoru. Slu€ajevi kad formalni racun za vektor smjera k daje opéi kom-
pleksni vektor (npr. kad su kosinusi smjera kompleksni) rezultira valovima koji npr. nisu viSe homogeni.
Pogledati ¢lanak 8.6.3.
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ka ima za posljedicu da u svim totkama plohe r-a,={_=konst., koja predstavlja
ravninu okomitu na os , kao $to je prikazano na slici 8.2.1, sve komponente V; odre-
dene jednadzbom (8.2.8) imaju konstantnu vrijednost, tj. nisu ovisne o koordinatama &

g1 A

A
x
E(O)
§ g
E(Q)
y 5
B N
i S
k ~
% I
y Ap
B z
Slika 8.2.1. Prostiranje transverzalnog homo-
genog ravnog vala duZ osi
’ n
Ocito je da ako u rjeSenja (8.2.8) uvrstimo k-r = k, tada dobivamo jednadZbe oblika

V=FKe ™ +Le 7% (8.2.11)

Takav ravni val nazivamo homogenim. Gornji izvod tj. primjer separacije s pozitivnim
konstantama pokazuje da se vektori polja E i H odredeni Maxwellovim sustavom
jednadzbi (8.1.3a —d), u danim uvjetima u pravocrtnom koordinatnom sustavu mogu
izraziti u ovisnosti o samo jednoj prostornoj odrednici { i vremenu ¢, tj.

E=EQy ; H=HQCD, (8.2.12a,b)

pri ¢emu vektori E i H istovremeno zadovoljavaju valne jednadZbe (8.1.4a,b) tj. (8.1.7)
i mogu se prema (8.1.8) izraziti u obliku separiranih kompleksnih rjeSenja

E=E(OT0) , (8.2.13a,b)
H=H(O)TQ@) .

Uzmemo li u obzir da se vektorski operatori mogu izraziti kao
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*ox Y 2oz ‘AL’
e & &_&

axz ayZ 622 ac?. 2
i da rjeSenja (8.2.13a,b) treba ponovno podvrgnuti Maxwellovim jednadZbama
(8.1.3a,b), dobivamo

(8.2.14a,b)

A

VB b2 HEH =0 ,

VxH(G) - e o B -<EGH =0
UvrStavanjem odgovarajucih operatora i uredivanjem dobivamo
a, x[a Ey +a E, +a,E,](+jk)e ST +

1] aT(t)
+ blagHy +a Hy, +aHyle MT =0,

a,x[aHy +a H, +aHy](sjk)e " T() -

- (e =% +k7) [aEEC,E +a:z11.i'i‘011 +a.E e =0,

a otud slijedi

H.,=0,

ot (8.2.15a,b)
E =E, T e ; t==.

¢~ For 0 ’ e

Iz tog razmatranja moZemo zakljuciti da longitudinalne komponente magnetskog polja
H,, tj. one okomite na ravninu u smjeru prostiranja vala, nema. Ako je vodljivost
materijala konacna, onda ne postoji ni longitudinalna komponenta elektricnog polja
E,=0. StatiCko elektrino polje i3¢ezava eksponencijalno u vremenu, $to se moglo i
ocCekivati, s obzirom da u unutraSnjosti vodljivog materijala ne moZe postojati staticko
elektri¢no polje. Prema tome, vektori polja E i H u izrazima (8.2.12a,b) imaju samo po
dvije komponente, koje sve leZe u ravnini { = konst., koja je okomita na smjer prostira-
nja vala
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E(C.0)=aE(0)*a E ()=E(T0) ,
H(L) =agH () +a,H () =H(OTE) .

Takav ravni val, kojem i vektor elektricnog polja i vektor magnetskog polja leZze u
ravnini okomitoj na smjer prostiranja nazivamo transverzalni elektromagnetski val ili
TEM val.

Preostaje jo§ da odredimo utjecaj vremenske ovisnosti vektora polja u elektromag-
netskom valu na ponaSanje vala. Da bismo to odredili potrebno je analizirati rjeSenja
diferencijalne jednadzbe (8.1.11b). Da bismo kompleksnu jednadZbu (8.1.11b) rijesili,
pogodno je pisati je u obliku

(8.2.16a,b)

2 2
d’T xdl k* . . (8.2.17)

dt? e dt pe

Njezina karakteristi¢na jednadZba glasi

2
Y5 o (8.2.18a)
€ e
a korijeni te kvadratne jednadzbe opcenito su kompleksni i1 glase
X k V k_2 (8.2.18b)
Sig=m—d,J =1 = ;
’ 2¢e 2¢e pe
RjeSenje diferencijalne jednadZbe (8.2.17) je prema tome
(8.2.19)

T()=Me" +Ne™ |

gdje su M i N opcenito kompleksne konstante. Kona¢no se kao rjeSenja priguSenih
valnih jednadZbi (8.1.4a,b), odnosno (8.1.7) za vektore polja E i H, pod uvedenim
pretpostavkama za elektromagnetsko polje, tj. uz uvjet da u neograni¢enom prostoru bez
izvora ispunjenom s jednostavnim materijalom postoji putuju¢i homogeni, ravni, trans-
verzalni elektromagnetski TEM val, koji se prostire u smjeru osi {, uz pomoé izraza
(8.1.8), (8.1.12b), (8.2.11), (8.2.16a,b) i (8.2.19), dobivaju kompleksni izrazi oblika®

¥ Jako je iz matematitkih razloga pogodno upotrijebiti kompleksne veli€ine i radun, treba imati na umu
da se fizikalna bit polja mora predstaviti realnim funkcijama. Tako se za kompleksna polja u jednadZbama
(8.2.20a,b) trenutna realna rjeSenja dobiju prema konvenciji kao

ER‘(CJ) =Re(E((,1)} ,
HR,(‘:J) =Re{H({,n)} .

Za detaljno i egzaktno objasnjenje pogledati odjeljak 7.2.
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E()=Ee*" M +E e M,

(8.2.20a,b)
H(G) = Hye™ ¢ + e
Ovdje su
E,=aE+aE, ,
E,=aE, +a E, , (8.2.21a-d)

H1=“£H15”'qH1q s

H,= n:!,EH2£ + aqHzn .

s tim da su Ey, E,, Ey, E, i Hg, H,, Hy, H, osam kompleksnih konstanti,
koje predstavljaju komponente Cetiri kompleksna vektora E,|, E,, H, i H, koji svi leZe u
transverzalnoj ravnini { = konst.**

Buduci su dvije vektorske kompleksne valne jednadZbe (8.1.4a,b) drugog reda, to i
njihova rjeSenja sadrZe dva para vektorskih kompleksnih konstanti. No zbog medusobne
fizikalne povezanosti vektora E i H u jedinstvenom elektromagnetskom ravnom valu,
samo su dvije kompleksne vektorske konstante neovisne, dok preostale dvije nisu. Tu
medusobnu ovisnost konstanti u rjeSenjima (8.2.20a,b) utvrdit éemo njihovim ponovnim
uvrStavanjem u jednu glavnu Maxwellovu jednadzbu (8.1.3a). Tako pomocu relacije
(8.2.14a) dobivamo kompleksnu jednadzbu

(ac,éqc_] x [E]esujkc +Ezesr-jkC] + pg [Hlesnjkc +Hzes:—jkcl =0 .
Nakon deriviranja dobivamo jednadZbu

Lk(a,xE)) + psHl]es”fk‘: -Ljk(a, xE,) - usH,]e” =Q

Nakon izjednacenja koeficijenata uz odgovarajuce eksponencijalne funkcije s nulom

* Ovdje ¢emo skrenuti pozornost na moguéa poopéenja rjeSenja ravnog vala. Neka je npr. materijal bez
gubitaka, x =0, tada je s=jkc, gdje je pe = 1/c. U tom sludaju rjeSenja u (8.2.20a,b) su oblika
et = =80 Pomoéu Fourierovog integralnog teorema moguée je linearnom superpozicijom konstru-
irati od rjeSenja oblika ¢/*%7 opée rjeSenje jednadzbe (8.1.7) oblika A1) = g(t — {/c) + At + {c), gdje su
f, g i h proizvoljne realne funkcije. Sli¢no rjeSenje (2.4.7) dobili smo u &lanku 2.4.1. za skalarni potencijal
tockastog naboja, kao rjeSenje valne jednadZbe (2.4.2). To je bilo rjeSenje u sfernim koordinatama i predsta-
vljalo je sferni odlazeéi i dolazeéi val.

Izravnom supstitucijom lako provjeravamo da je npr. funkcija cos [w(t — {/c)] rjeSenje valne jednadzbe
(8.1.7). Uvrdtavanjem step funkcije U(t — {/c) ili delta funkcije 8(z — {/c), koje su derivabilne u smislu tzy.
poopéenih funkcija, i njihovih poopéenih derivacija u jednadzbu (8.1.7) takoder dobivamo identitet. Stoga ih
moZemo smatrati poopéenim rjeSenjima valne jednadZzbe, kako je to usvojeno u fizici i u tehnici.
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slijede dvije relacije

ik
H = —J'—S(achl) ,
K (8.2.22a,b)
jk
H,=%= (a,xE
2 us (ECX 2) ’

pa rjeSenja (8.2.20a,b) za vektore polja moZemo izraziti sa samo dvije neovisne vektor-
ske kompleksne konstante integracije E, i E, kao

E=E e +E %K |

. ; (8.2.23a,b)

H=- J—’:_(ac xE,) ek + i(a{ xE,) e K
M ps

Taj sustav jednadZbi pokazuje da su elektri¢no i magnetsko polje jedinstvenog elektro-
magnetskog vala medusobno prostorno uvijek okomiti, kao i da su kod TEM vala oba
okomiti na pravac prostiranja vala. Rastavimo li vektorske jednadZbe u kompleksne
komponente pomocu (8.2.21a - d), iz (8.2.22a,b) dobivamo jednadZbe

jk
(aEH1£+anH1q = —;s—_(anElE—aEEIﬂ) 4
Jjk
(a;Hy +a H, )= 'J;("nEzz ~aEy)

a otud slijede Cetiri skalarne kompleksne relacije po komponentama polja

Jk , Jk
HIE=—I‘G 11] N H1ﬂ=_EE1E .
(8.2.24a - d)
__Jk , _Jk
H25 = -E Ezn 4 qu = _IJ:;EZE %

Otito je da se za pojedine kompleksne komponente polja mogu pisati sljedeca rjesenja
jednadZbi ravnog vala

- st+jk( st =jk{
E& Elie +E25e

== st +jk{ st-jk{
E =E, e +E, e ;

Hq e _{Lﬁs » oSt +%EZE Stk (8.2.25a-d)
H,= fp_iEmewjkc _ ﬁEznen—jkc .
us

Medusobni odnosi vektora polja i njihovih komponenata prikazani su na slici 8.2.2.
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Slika 8.2.2. Rastav ukupnog polja ravnog TEM vala (E,H) na inverzni (E.H) i direktni (E,H,) val,
koji se gibaju u smjeru — £ i +  osi

Po3to smo definirali homogeni, transverzalni elektromagnetski TEM ravni val, rijeSili
smo valne jednadZbe (8.1.4a,b) bilo kako u vremenu promjenjivog polja. Kompleksna
rjeSenja tih jednadZbi oblika (8.2.20a,b) ili pak oblika (8.2.23a,b) predstavljaju elemen-
tarni ravni val. Nakon toga preostaje da ispitamo mnoga svojstva ravnog vala. To éemo
uCiniti promatrajuci ravne valove koji se sinusno mijenjaju u vremenu.

8.2.3. Ravni valovi sinusni u vremenu

Dva' su slu€aja koja su u analizi ravnih valova posebno zanimljiva. Oni ovise o
izboru oblika vremenske ovisnosti vektora elektromagnetskog polja. Pretpostavit éemo
prvo da je polje sinusno® u vremenu, tj. da se polje mijenja po zakonu sint ili coswt,
gdje je o konstantna kruZna frekvencija. Mi éemo &esto upotrijebiti fazore®® za simboli-
Cko predstavljanje sinusnih funkcija u kompleksnom podrudju.

Pretpostavimo za vremensku funkciju 7(f), odredenu diferencijalnom jednadZbom
(8.2.17), sinusnu ovisnost 0 vremenu

T= Toejmr . (82.26)

Tada jednadZzba (8.2.17) glasi

2
SR - . k .

- T e/ +jo—T e/ +—T /o' =0 ,

o ey e ©

% Cesto se upotrebljava i naziv harmonicka polja.
% Pogledati &lanak 7.2.1.
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Sto daje za separacijsku konstantu (8.2.7a) kompleksnu veliinu

k*=wlpe —jopx . (8.2.27)

Cesto se separacijska konstanta u kompleksnom podru&ju pise i u obliku
1
k=k'|1+—|2 (8.2.282)
jwe)

gdje smo uveli realnu konstantu

K=oype=—, © (8.2.28b)

c
Ovdje je pogodno uvesti” (uz pretpostavku da je B > 0 uvijek)
(8.2.29)

y=j/k=0o+jp ,

kao konstantu prostiranja. Ta konstanta zamjenjuje jk tako da njezin realni dio pred-
stavlja priguSenje, dok imaginarni dio predstavlja faznu konstantu. OCito da je iz
(8.2.27) moguce lako izraCunati konstantu prostiranja kao

2 (8.2.30)

Yi=-0?pe +jopk .
Preostaje jo§ da izraz (8.2.27) uvrstimo u karakteristi¢nu jednadZbu (8.2.18a), pa dobi-
vamo

X . K
st+=s+w?-jo—=0,
€ £

od kuda slijede korijeni

K K .
31,2 = —':2-; + '2—8' +jw | .
Izdvojit éemo jedno rjeSenje

s=jw . (8.2.31)

RjeSenja valnih jednadZbi (8.1.4a,b) u kompleksnom podrudju u slu€aju da se polja
mijenjaju sinusno u vremenu, prema izrazima (8.2.20a,b), glase

¥ Pogledati npr. M. Javid, P. M. Brown, Field Analysis and Electromagnetics, McGraw-Hill, New York,
1963,
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E ,0f =FE eﬂ*}(muﬂ()_,_E e—a(u’(mt—ﬁo ,
il ? (8.2.32 ab)

H({,01) =Hleat+j(wl+ﬁ0 +H:,_e el +jwt-Bo)

NajCe3ce se ta kompleksna rjeSenja za polja E({,0t) i H({,of) pidu jednostavnije i
krace, tako da se ispusti funkcija ovisnosti o vremenu €. To znaci da se uvedu fazori
polja E i H na sljedeéi nadin

E(,wf)=Ee"
H({,wt)=He*"
gdje su fazori polja® odredeni s

E=Ele”"+E2e‘*‘: ,

(8.2.32¢,d)
ﬂ:—HIe +y¢ +Hze_'f{ :
kao rjeSenja fazorskih jednadZbi
AE=v’E
=Y (8.2.32e,0)
AH=vy’H .

To je pogodan i jednostavan nacin pisanja valnih jednadZzbi polja, koji pojednostavnjuje
i ratun. Cesto se za oznaku fazora polja koriste simboli E({,jw) i H({jo), a nazivaju ih
jo§ i "simboli¢ki vektori". Realne (trenutne) vrijednosti polja iz fazora polja odreduju se
jednostavno iz relacija

Ep (L, 00) = Re{gef“”} ,
Hp({,0f) = Re{He!*) .

(8.2.32g,h)

Razvijemo li rjeSenja (8.2.32a,b) po komponentama u relacijama (8.2.25a — d), dobit
¢emo Cetiri skalarne jednadZbe u kompleksnom podruéju. Prije toga izrazit éemo kom-
pleksne konstante u tim relacijama na sljede¢i nadin

_ jb . _ jd

E =A™ ; Ey=4,¢", (8.2.33a-d)
AT =B "

E1“=Ble : 3 Ezn_BZ ej ? ?

gdje su sve nove konstante, moduli A, A,, B, i B,, te argumenti §,, 8,, v, i v, realni.

* Pogledati ¢lanak 7.2.1.
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Komponente elektri¢nog polja ravnog vala (8.2.25a—d) mogu se nakon uvritenja
(8.2.32a,b) i (8.2.33a — d) pisati kao

_ +al +jlwt+pL+8,) —al +jlwt-PL+5,)
EE =Ae Y+A,e

’ (8.2.34a,b)
_ val +j(wt+ B +vy) ~al +j(wt-BL +vy)
En = Ble ! +Bze 2

k]

a komponente magnetskog polja mogu se tada pisati

_ Y B, RO, JY B, ¢ 0 HiO1BEo)

H, .
HO Ho (8.2.34c,d)
H =ﬂ_Ale-ahﬂmuﬂc+a.)_ﬂ_Aze+aC+jcwr-ﬂc+a;) _
T pw [TR&)

Uredimo li koeficijente koji se pojavljuju u modulima kompleksnih komponenata
magnetskog polja, dobivamo

JY =_B_ﬂ1=_ az+ﬂzej¢=‘|Y|ejq;
pw pw B H® (8.2.35a,b)
Yy _B-je _ V°‘2+ﬁzef¢= |Y|efw
HO MO T4 e ’
gdje su
ly|= /a2+ﬁ2 . taﬂﬂ1=;; . (8.2.36a,b)

Nakon toga mogu se komponente magnetskog polja (8.2.34c,d) ravnog TEM vala,
uvaZzavajuci relacije (8.2.35a,b) pisati

H - |Y I B e+aC+j(m[+BC+vl+|p)_-mBze-ttc+j(&)f—ﬂc+v2+\p)

: 1 ’
e e (8.2.37a,b)
H =HMA1ewf*f(w“ﬂf*ﬁﬁw+MA23-¢¢+f(wf-l3<+ﬁz+¢} _
i T3] TRA)

Buduéi su jednadzbe (8.2.34a,b) i (8.2.37a,b) rjedenja valnih jednadZzbi (8.1.4a,b), u
kompleksnom podrugju,” to oba, i realni i imaginarni dio, moraju takoder biti rjeSenja.

» Ovdje podsje¢éamo da se cijela zadaca rjeSavanja polja za ravne valove mogla svesti na iznalaZenje
rjeSenja Fourierove transformacije priguSenih valnih jednadzbi (8.1.4a,b). Ako je vremenska promjena polja
sinusna (tj. kosinusna) kao u nafem sludaju, tada umjesto Fourierove transformacije koristimo fazorski prikaz.
Pogledati poglavlje 7. odjeljak 7.2.
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Tako éemo za izraZavanje fizikalne biti polja upotrijebiti prema konvenciji realni dio
jednad¥bi (8.2.34a,b) i (8.2.37a,b) kao rjesenja za komponente polja ravnog TEM vala
u realnoj vremensko-prostornoj domeni

E, =Age *#lcos(wt+ P +8,) +Ae *Ccos(wt-PL +3,) ,

§

E, =Be *#lcos(wt+ B +v,) +B,e “Ccos(wt-BL+v,) ,

H, = IYIBle*“Ccos(wHBCWIHU)-

ER: E
v al (8.2.38a —d)
_EBZB cos(wt-BC+v,+y) ,
1] 4 e
H = hEAle Ccos(wt+Pg+8,+P)+
+ |Y|A2e‘“ccos(cot—BC+62+t|:) .

™

RjeSenja (8.2.32a,b), kao i rjeSenja (8.2.34a — d) rjeSenja su kompleksnih valnih jed-
nadZbi (8.1.4a,b) za polja, tj. komponente polja ravnog vala sinusnog u vremenu, pisane
u kompleksnom podrudju. Njima odgovarajuéa rjeSenja u realnom podrucju dana su
jednadZbama (8.2.38a — d). Iz izraza (8.2.38a — d) o€ito je da su polja E i H, kao i sve
njihove komponente sinusne u vremenu i priguseno sinusne u prostoru.

Posebno treba upozoriti da se u svim gornjim rjeSenjima za ravni val obvezatno
pojavljuju valovi koji se prostiru u dva suprotna smjera, u smjeru + ¢ i u smjeru - G
Zato se ti valovi nazivaju i "putujuéi valovi". Medusobni odnosi polja "direktnih" i
"inverznih" putujuéih valova prikazani su na slici 8.2.2. Radi zornog prikaza prostiranja
sinusnog vala, predstavit éemo jedan par (E,, H,,) komponenti polja direktnog ravnog
vala, danih u sustavu rjeSenja (8.2.38a — d), kako se prostire duZ osi + C.

&

E2§ v

Slika 8.2.3. Elektri¢no i

__ magnetsko polje ravnog

;o k /4. \ sinusnog direktnog putuju-
v éeg TEM vala koji se pro-

n~* 7 /R | stire u neogranienom pro-
; ,/ ////’A | storu u materijalu bez gu-
g b1 LL 5 V/// bitaka u smjeru osi +

Radi jednostavnosti pretpostavili smo da je materijal bez gubitaka, tj. dielektrik, pa su
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polja u fazi y =0, a nema ni priguSenja o. = 0, dok smo za poCetni uvjet izabrali da je
kut 8, = 0. Prostiranje vala u trenutku ¢ = 0 prikazano je na slici 8.2.3.

Argumenti (o £ BC + @) periodickih funkcija u sustavu jednadzbi (8.2.38a — d)
nazivaju se faze, a kut ¢ koji je odreden po&etnim uvjetima kao i odnosima u materijalu
naziva se fazni pomak. U svakom trenutku su vektori E i H konstantni po cijeloj ravnini
€ = konst., pa se ta ravnina naziva ravnina konstantne faze.

Da bismo odredili faznu brzinu, promatra¢ se mora gibati tako brzo u smjeru prosti-
ranja pojedinog vala da uvijek mjeri istu, tj. konstantnu fazu. Prema tome, za sve
komponente ravnog vala prema jednadzbama (8.2.38a — d) moZemo pisati da je

wtF B¢ + @ =konst. , (8.2.39a)
Sto nakon diferenciranja daje
wdt¥pd{ =0 . (8.2.39b)
Otuda proizlazi da je fazna brzina vala odredena izrazom
~L_,0 (8.2.40)

V= o B
Ona jednostavno predstavlja brzinu prostiranja faze vala i nije nuZno da se uvijek
podudara s brzinom s kojom se energija vala ili signala prostire. U stvari vV, moZe
nadmasiti kriti¢nu brzinu svjetla ¢, a da na bilo koji nain ne prekrsi postulate teorije
relativnosti. OCito je v,= + /P, §to znaci da se faza vala giba u smjeru + £ osi, za val
koji nazivamo direktni i Cija faza je (wt—BC+ @), dok je v,= — /B za inverzni val,
koji se giba u smjeru - osi, i Cija faza je (wt+ BL + ). Frekvencija polja je f i
povezana je s kruZznom frekvencijom ® pomoéu izraza

W
N = . (8.2.41a,b)
F w w=2nf

Vremenski period je

foe’

mjeren u sekundama. Prostorni period naziva se valna duZina i mjeri se u SI — sustavu
u metrima, a definira se relacijom

P 28 (8.2.41c)

a=d (8.2.42a)
/4

Sto pomocu (8.2.40) daje
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= %ﬂ . (8.2.42b)

Pomocu relacija (8.2.27) i (8.2.30) mogu se za danu kruznu frekvenciju vala ® i ovisno
o znaCajkama materijala €, p, ¥ izraCunati konstante vala k i 7y, koje se redovito poja-
vljuju u rjeSenjima za polja ravnog TEM vala. Pomocu jednadzbe (8.2.29) odredit ¢emo
kvadriranjem dvije vrlo vaZne konstante, iz relacije

a?+2jo P -pi=-w’pe +jopk ,

koja se raspada na dvije realne jednadzbe
a?-p2=-w’pe
20 =wpK .

Otuda se simultanim rjeSavanjem dobiju konstante

12

2
o = _"&l' ,\ 1 +(i "1 E)
V2e wE (8.2.43a,b)
/ 12
w K \2
B —— l +(_ +1 )
V2¢ \\ we )

gdje ¢ = 1/(ue)" . Iz kompleksnih rjeSenja za vektore polja ravnog vala (8.2.32a,b), kao
1 1z rjeSenja za komponente polja u realnom podrucju (8.2.38a — d) ocito je da mnoZitelj
e** predstavlja priguSenje vala, pa se o naziva prigusna konstanta. Jasno je da se
direktni val u smjeru + { osi priguSuje s faktorom e, a inverzni val u smjeru —{
osi priguuje se s faktorom e** kako je to prikazano na slici 8.2.4.

Slika 8.2.4. Prigudenje ravnih valova, a) direktnog s faktorom e i b) inverznog s faktorom e **
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Iz istih rjeSenja ravnog vala slitno se moZe uotiti da su Clanovi + B¢ dijelovi faze
inverznog i direktnog vala, pa otuda naziv za B fazna konstanta. Faznu brzinu moZemo
iz relacije (8.2.40) izratunati pomo¢u izraza za faznu konstantu B (8.2.43b), kao

-1/2
eaal i 2 Yy (8.2.44)
Y (me) :

gdje je ¢ = 1/(ue)'™. VeliCine o, B i v, odreduju ponasanje ravnog sinusnog vala u neo-
granienom prostoru, ovisno o kruznoj frekvenciji polja ® i o znaCajkama €, p, K
materijala koji se nalazi u tom prostoru. Utjecaj znacajki materijala na prostiranje vala
analizirat ¢emo u odjeljku 8.3.

U ovom Clanku izveli smo, dakle, stacionarna rjeSenja (8.2.32a,b) za polja elektro-
magnetskog vala u neograni¢enom prostoru ispunjenom jednostavnim materijalom. Taj
val je sinusan u vremenu i priguSeno sinusan u prostoru, putujuéi, transverzalni elektro-
magnetski (TEM), linearno polariziran, homogeni, ravni val.

8.2.4. Ravni valovi sinusni u prostoru

U prethodnom smo ¢lanku 8.2.3, uz pretpostavku da se polje mijenja sinusno u vre-
menu (po funkciji ¢, odnosno po funkciji cosr), imali za posljedicu da je separa-
cijska konstanta k bila kompleksan broj prema (8.2.27), a isto tako i funkcija prostiranja
Y prema (8.2.29). To je rezultiralo imaginarnim rjeSenjem za korijene s, prema (8.2.31),
karakteristiCne jednadZbe (8.2.18a). Za posljedicu iz te pretpostavke dobili smo elektro-
magnetske valove &ija su polja (8.2.32a,b) sinusna u vremenu i priguseno sinusna u
prostoru.

Pretpostavimo li sada da je separacijska konstanta k realna, korijen s prema
(8.2.18b) postaje kompleksan

S PPN V.l &4 (8.2.45)
2e pe |2e ke

Jedno rjeSenje kompleksnih valnih jednadZbi polja (8.1.4a,b) bit ée u tom sluCaju dano
izrazima

E((f)=E e P& k) L E o prri@-k)

il ’ (8.2.46a,b)
- +7 vk _ o —k

H((,t)=H e /& O*'Hze prjgr-k)

Ova rjeSenja bit ¢e jednaka s onima u (8.2.20a,b) za ravni val u sluCaju da je g realan.
Jer ako je (x/2e)’ < k/pe veli¢ina jg je Cisto imaginarna i polja (8.2.46a,b) mogu biti
predstavljena kao ravni val koji se giba po { osi u oba smjera faznom brzinom
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v=£=¢§ _ (8.2.47)

Amplituda vala u svakoj to¢ki { opada eksponencijalno s ¢, a priguSenje je bitno odre-
deno vremenskom konstantom T = e/k. Prema tome, ako je dana sinusna raspodjela
polja s obzirom na koordinatu { u jednom trenutku 7, tada uz uvjet da je (k2e)* <k /e,
moZe u danom materijalu egzistirati sinusni ravni val, kako je to pokazano jednadZbama
(8.2.46a,b). To je sigurno slucaj u dielektriku kada je x = 0. Taj uvjet moze biti zadovo-
ljen i u dobrom izolatoru koji je svojstvima blizak idealnom dielektriku.

U drugom slucaju pak, kada je (k/2e)’ > k/ue, veliina g je imaginarna, a jg je
realna veli¢ina, uvest ¢emo novu realnu veli¢inu r=p — jg. Tada rjeSenja jednadZbi
(8.1.4a,b) uz pretpostavku zadane sinusne raspodjele polja u prostoru glase

E ) =F -rr+jkC+E -rt-jk¢ ;
(C.)=Ee 2€ (8.2.48a,b)
H()=He ™K+ g eIk

U realnom podrucju, uz pretpostavku da su konstantni vektori realni, te jednadzbe glase

Ep, (C)=E, e "cos(k{) - E,e "cos(k() , (8.2.49a,b)

H, ({,)=H, e "cos(k() -H,e "cos(k() .

Otito je da nema prostiranja elektromagnetskog polja ni energije na nacin kako smo to
do sada upoznali. JednadZbe (8.2.48a,b), kao ni (8.2.49a,b) nisu valne jednadzbe. Istina,
elektri¢no i magnetsko polje su sinusno raspodijeljeni duZ osi ¢, ali oni se mijenjaju
tako da monotono opadaju u vremenu t. Nema gibanja du? osi inicijalnog valnog
oblika. Valna pojava je degenerirala u difuziju. Kasnije éemo pokazati da se elektromag-
netska energija u takvom polju giba, samo ne valom nego difuzijom. Sli¢no kao kod
gibanja topline. To je moguée samo u materijalima u kojima vrijedi odnos

k2 k2

— | >—,

2¢ pe
To su materijali kod kojih je x>0, a to su vodi¢i. Sto je materijal bolji vodi&, efekt
difuzije je jace izraZzen.”

** Pogledati poglavlje 7. i gubitke energije zbog povriinskog uginka.
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8.2.5. Osnovne znacajke ravnih sinusnih valova

8.2.5.1. Valna impedancija

Pojam impedancije dobro je poznat u teoriji elektri¢nih krugova kao i u teoriji
linija. To je pojam koji stavlja u odnos napon i struju i po amplitudi i po fazi.
Impedancija koju pokazuje materijal u neograni¢enom prostoru za valove odredenog
oblika i vrste predstavlja odziv danog materijala na pobudu takvim valom. Ona je usko
povezana i s tijekom energije u polju.

U ¢&lanku 8.2.3. sustav jednadZbi (8.2.34a — d) pisan u kompleksnom podrucju daje
rjeSenje za komponente elektriénog i magnetskog polja ravnog TEM sinusnog vala. Te
jednadzbe sadrZe po dvije komponente i elektri¢nog i magnetskog polja direktnog vala
i po dvije komponente i elektrinog i magnetskog polja inverznog vala. Kvocijenti
modula odgovarajuéih komponenata elektriénog i magnetskog polja za direktne valove
su pozitivni i oznaavamo ih sa +Z

7 _
7= B _ A’ 42
HZq .ﬂA ejé?a Y ,
po

| (8.2.50a,b)
Jv ;

Z=__E2ﬂ=__ Bze % =j(l)u‘

Hy -ilmB;,_e""’ L

dok su za inverzne valove negativni i oznatavamo ih sa —Z

hZ=_E_"£= 'Alejﬁl =_j(0|1 ’
Hy JY g h Y
B9 (8.2.50c,d)
-Z= En Bie™ _ -jou .
He  pem Y
TXA)

Valna impedancija je prema tome definirana kao omjer odgovarajucih kompleksnih
komponenti elektri€nog i magnetskog polja odgovarajuceg direktnog elektromagnetskog
sinusnog vala. Za omjer para komponenti polja koje pripadaju inverznom valu upotreb-
ljava se negativna valna impedancija. Valna impedancija,” dakle, iznosi

3 Jo§ 1938. g. Schelkunoff je na taj nadin definirao "unutarnju impedanciju” materijala za ravne TEM
valove. Engleski naziv je "intrinsic impedance", a sve se vie upotrebljava "wave impedance” ili jednostavno
"impedance”.
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z-d98 (8.2.50¢)
Y

Uz pomo¢ izraza (8.2.29), gdje su o i B odredene izrazima (8.2.43a,b), kompleksna
valna impedancija moZe se pisati u trigonometrijskom obliku

o % el® = |Z| el (8.2.50f)
Y

gdje su modul i argument od Z odredeni s

IZ|=___(£p'_ ; tanq;:

o
[ b

U praznom prostoru valna impedancija se reducira na realan broj

}'L .
Z,= ‘ —8—0 =376.6Q . (8.2.50i)
0

Pogodno je jo§ valnu impedanciju pisati u obliku

(8.2.50¢,h)

Z=7'{1+= s (8.2.50j)
jwe ’

gdje smo uveli

" (8.2.50k)

Uvodec¢i impedanciju Z, moguce je npr. za direktni, linearno® polarizirani sinusni ravni
val, komponente polja u kompleksnom podrudju, pisati kao

E =E*e-uc+j(wr-ﬁc}
13 & ?

- (8.2.51a,b)
€0 _wwus
H e — “C‘J(wf'ﬁf‘q))
" z) ¢ ‘

a za inverzni val kao

2 Pogledati tocku 8.2.5.3.
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E; = Egoe"*t b0,
B (8.2.52a,b)
H = -0 p+al+jr+BL-9)
"o |Z] ’
gdje su Ey, " i Eg,~ zadani kao realni brojevi.

8.2.5.2. Tijek energije

U tre¢em poglavlju definirali smo Poyntingov vektor, koji odreduje elektromagnet-
sku energiju koju ravni val prenosi kroz jedinicu ploStine fazne ravnine u jedinici
vremena u smjeru gibanja vala. UobiCajeno je u sinusnim sustavima raCunati sa sred-
njim vrijednostima snage.*® Tako se srednja vrijednost tijeka energije, koja se u jedinici
vremena prenese kroz jedinicnu plostinu, raCuna pomocu izraza (3.2.7) za Poyntingov
vektor, pisan u kompleksnom podrucju kao

ExB" (8.2.53)

gdje je H" konjugirano kompleksna vrijednost vektora magnetskog polja H.
Neka je zbog jednostavnosti zadan direktni sinusni val, kojemu je vektor E linearno
polariziran u smjeru &-osi, a vektor H u smjeru n-osi. Val se giba u smjeru + {-osi

E,=Egje @b

" (8.2.54a,b)
Eiﬂ -l +j(wt-BL v -@)
H = — e Jw P
4 ’
a konjugirano kompleksni Hn* je
*=@e~ut~j(wf—ﬁc+v~tp) ) (8.2.54¢)
Tz
Srednja vrijednost kompleksnog Poyntingova vektora je prema (8.2.53)
N —iE H e EE? “2al +jo (8.2.55a)
( c)s,-_z E n_2lz|e .

Realni dio kompleksnog Poyntingova vektora N, ,, predstavlja srednju djelatnu elektro-
magnetsku energiju koja se prenosi ravnim valom kroz prostor i koja prode kroz jedini-

3 Pogledati poglavlje 7.
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&nu povrsinu fazne ravnine (§,1) u jedinici vremena u smjeru + { osi

+2

_ B0 _aag (8.2.55b
(NC)RE,-Y:'_ 2|Z| € cose , )
gdje je E™, realan broj, a cos @ se moZe odrediti iz
__ B
cos@ = . (8.2.55¢)

a2+ﬁ2

MnoZitelj cos @ pojavljuje se zbog faznog pomaka izmedu kompleksnih vektora E; i
H,, tj. zato jer fazor H, fazno zaostaje za fazorom E, za kut ¢. U idealnim dielektri-
cima je k=0, pa je i oo=0, $to ima za posljedicu da je cos@ =1, tj. ¢ =0. U dielek-
triku nema faznog pomaka izmedu fazora elektricnog i magnetskog polja. Ako u izraz
(8.2.55b) uvrstimo (8.2.50f,g) 1 (8.2.55¢), dobivamo konacno

_ B g
(N{:‘)Re’sr"' 2“(‘) e E&O . (8-2.55d)

Ocito je da s porastom prijedenog puta G, tj. da s gibanjem vala, specificna snaga koja
se prenosi valom postaje sve manja zbog &lana e™®*. Taj gubitak elektromagnetske
snage pretvara se u toplinu u materijalu u kojem se prostire val. Realne gubitke u jedi-
nici volumena materijala izraCunat ¢emo pomocu izraza (3.3.31a) i (8.2.55d) kao

oN,

' = KT e B gt 8.2.56
(Pg )Re,srw v(Nc)Re’s_,._ ac —28 E . ( )
To je dio energije noSene elektromagnetskim valom koji se u jedinici vremena u jedini-
¢nom volumenu pretvara u toplinski gubitak.™

8.2.5.3. Polarizacija

Krivulja polozaja vrha vektora E ravnog vala, koja je funkcija vremena u danoj
toCki u prostoru, opcenito odreduje polarizaciju vala. U sluaju linearne polarizacije ta
krivulja je pravac, dok je u sluCaju kruZne polarizacije kruznica. U oplem sluCaju
krivulja koju opisuje vrh vektora E je elipsa, ¢ije se dimenzije mogu odrediti pomocu
analiticke geometrije.

Direktni sinusni homogeni ravni val potpuno je zadan pomocu frekvencije polja ®,
smjera prostiranja + {, amplitude 1 smjera vektora elektricnog polja, npr.
E., = a.E,. Ako je prostor neogranien i zadane su znaCajke LIH materijala €, p, K,

¥ U izrazu (8.2.56) pojavijuje se 172, jer je Eg'e™™ maksimalna a ne efektivna vrijednost jakosti
elektri¢nog polja.
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tada je i vektor magnetskog polja vala H,,=a H,, potpuno odreden. Vektor elektri-
¢nog polja piSemo u realnom podrucju kao

Ep(5) = agRe[Egge /PO = (8.2.57a)

=a;|Ey|e “cos(wt-BL+8) ,

gdje je E;,= [EE(,|e"5. Ovaj val je sam za sebe linearno polariziran, i to u smjeru
osi & Na sli¢an na€in moZemo pisati linearno polarizirani val u smjeru osi 1 kao

Ep(C)=a, Re[E e ¢ /PO = (8.2.57b)

=a,|E |e “cos(wt-BL+v),

gdje je E,,= |E,|¢". Linearna kombinacija tih dvaju polja je takoder rjesenje valne
jednadZbe, odnosno sustava Maxwellovih jednadZbi, pa dobivamo novi val

Ep(C,0) = Rela, |EEO|E—0=C +i(wt-B¢ +8) ta, |E,]o | E~o¢ i Bl+vy | (8.2.58)

Pogodnim izborom amplituda i faznih pomaka komponenti vektora elektriCnog polja
moZe se utjecati na to da li ¢e polje biti linearno, kruzno ili openito elipti¢ki polarizi-
rano. Pretpostavit ¢emo prvo da su zadani sljede¢i odnosi

|Eg|=|E|cosd 5 |Eo|=|E|sin¢ ; bs=v=y, (8.2.59a - ¢)

gdje su veli¢ine |E|, ¢ i ¥ zadane. UvrStenjem i uredivanjem dobivamo iz jednadZbe
(8.2.58) polje

Eg (L) =[a.cosd+a sind]|Ele “cos(wt-B+y) , (8.2.60)

koje predstavlja linearno polariziran val u smjeru vektora p, koji s osi § zatvara kut ¢
kao na slici 8.2.5 a).

A A 4

. A
n /‘\ M E,| ol
—TT~E \E

p
A . / | Eeol ‘ g
g \ //é g

a) b) c)

Slika 8.2.5. Linearno a), elipticno b) i kruZno c) polarizirano elektri¢no polje ravnog vala
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Ako u drugom slucaju pretpostavimo da su u jednadzbi (8.2.58) zadani sljede¢i odnosi

T
|E50| # [En{}l ; v=b+ e (8.2.61 a,b)
tada uvrStavanjem i kvadriranjem jednadzbe (8.2.58) dobivamo
2 2
EE(CJ) & En(c’t) =e_2u{ . (8262)
|EEO | IE'QO [

Ta jednadzba koja odreduje odnose izmedu komponenata E. i E, predstavlja jed-
nadzbu elipse za odredeni { = konst. Poluosi elipse, prikazane na slici 8.2.5 b), su
|Eg|le™™ i |Eyle™. Za takav val kaZemo da je elipticno polariziran. Pod
drugim uvjetima, tj. opcenito, poluosi elipse mogu lezati u bilo kojem poloZaju.

Ako pretpostavimo da su jo§ |Ey|= |E,, = |E| tada jednad’Zba (8.2.62) prelazi
u jednadZbu kruZnice s polumjerom |E|e™*. To je krufno polarizirani val. Polari-
zacija valova moze se iskoristiti za procese filtriranja valova.

8.3. PROSTIRANJE RAVNIH VALOVA

U prethodna dva odjeljka u ovom poglavlju iz priguSenih valnih jednadzbi i iz
Helmholtzove jednadZbe separacijom varijabli izveli smo jednodimenzionalna rjeenja.
Zatim smo propisali uvjete pod kojima smo dobili jednadZbe sinusnog ravnog elektro-
magnetskog vala. Najjednostavniji, fazorski oblik tih jednadZzbi dan je izrazima
(8.2.32¢,d). U ovom odjeljku tijekom studija prostiranja ravnih valova u neograni¢enom
prostoru ispunjenom jednostavnim materijalom, upoznat ¢emo svojstva sinusnih elektro-
magnetskih putujucih valova. Prvo ¢emo analizirati prostiranje sinusnih ravnih valova u
(idealnom) dielektriku.” Promatrat éemo stojne i putujuée valove, koji su linearno i
kruZno polarizirani. Zatim ¢emo ispitati odziv realnih, tj. materijala s gubicima na
uzbudu poljem ravnog sinusnog vala. Posebno ¢emo istraziti vrijednosti valne impe-
dancije 1 konstanti prostiranja za razliCite grani¢ne sluCajeve, kao §to su dielektrik,
izolator s malim gubicima i visokovodljivi materijal.*® Najprije éemo promatrati prosti-

# Autori su se opredijelili i nazvali (idealnim) "dielektrikom" zamisljeni materijal koji je bez gubitaka i
¢ija je vodljivost po dogovoru jednaka nuli (x = 0), a sve realne dielektricke materijale koji su s gubicima i
Cija je vodljivost ma kako malena, ali razli¢ita od nule (x # 0), nazivat ¢emo "izolatorima".

* Prije nego pristupimo analizi funkcionalne ovisnosti znatajki materijala Z, o i B o frekvenciji vala o,
treba upozoriti da je vrlo sloZeni fenomen frekvencijske ovisnosti parametara materijala e, p i x obraden u
mnogim djelima, od kojih autori Citatelju posebno preporucuju: V. Knapp, P. Coli¢, Uvod u elektricna i
magnetska svojstva materijala, Skolska knjiga, Zagreb, 1990., M. Javid, P. M. Brown, Field Analysis and
Electromagnetics, McGraw-Hill, New York, 1963.
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ranje valova u dielektriku, jer su u tom slucaju valne pojave i matematicka analiza
najjednostavniji.”’ Zatim éemo analizirati sloZeniji slucaj prostiranja valova u realnim
materijalima s gubicima.

8.3.1. Valovi u dielektriku

Promatrat ¢éemo prostiranje sinusnih homogenih ravnih transverzalnih elektromag-
netskih (TEM) putujuéih valova u materijalu bez gubitaka (k= 0), tj. u dielektriku, koji
ispunjava neogranicen prostor. Najcesce je to prazni, neograniceni prostor sa znaCajka-
ma €, i p,. Neka je dani materijal dielektrik sa zadanim gradivnim znaCajkama € 1 p,
dok je 1= 0. Pretpostavit ¢emo da je frekvencija vala @ zadana i dovoljno niska da
znatajke materijala € i p moZemo smatrati konstantama. Uz te pretpostavke moZemo
relativno jednostavno odrediti temeljne znacajke materijala o, B, v, v, 1 Z, koje odredu-
ju uvjete prostiranja vala u promatranom dielektriku. Pomocu jednadzbi (8.2.43a,b)
moZemo odrediti prigu$nu i faznu konstantu dielektrickog materijala kao

a=0,
(8.3.1a,b)
=" =k,
c
gdje je
it
1 = (8.3.2)

1 1
C= = =
\/p_g y B Y Koo "

S ¢ smo oznadili brzinu svjetlosti u dielektriku, a s ¢,= 1/(u,e,)"* brzinu svjetlosti u
praznom prostoru. U optici se omjer

n= e s (8.3.3)

naziva "indeks loma" dielektrika. Po§to je u svim materijalima, izuzev u feromagneti-
cima, p, = 1, indeks loma je tada priblizno n=e,””. Ovaj rezultat je najprije utvrdio
Maxwell, i bio je osnovom na temelju koje je Maxwell tvrdio da je svjetlost elektro-
magnetska pojava. Faznu brzinu vala u dielektriku odredit cemo pomocu izraza (8.2.40)
ili (8.2.44) kao

i (8.3.4)

2
B Ve

Vf=

% U ovom odjeliku 8.3. analizirat éemo prostiranje valova u materijalima uz pretpostavku da dielektri-
Znost & i vodljivost ¥ nisu ovisni o frekvenciji vala @ i da su realne konstante, $to je dobra aproksimacija za
valove frekvencija polja niZih od gigaherca (f < 10° Hz).
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Pomodu izraza (8.2.42a) moZe se lako za zadanu frekvenciju f= w/2m odrediti valna
duljina u dielektrickom materijalu kao

T (8.3.5)

gdje je A, = ¢,/f valna duljina kod iste frekvencije u praznom prostoru. Preostaje joS da
pomocu (8.2.30) odredimo konstantu prostiranja

e (8.3.6)
C

i pomocu (8.2.50e) valnu impedanciju materijala

Z=&='}(‘J_p — E =z‘I 5
Y e \‘ e (8.3.7a,b)

Na temelju izvedenih izraza (8.3.1a,b) do (8.3.7a,b) moZemo za prostiranje vala u
jednostavnom dielektriku (pri frekvencijama dovoljno niskim da p i € budu konstantni)
opcéenito zakljuciti:

1. U dielektriku, zato jer je K =0, prema izrazu (3.3.8) nema gubitka snage pri prosti-
ranju vala.

2. Bududi je prigusna konstanta o =0, tj. zato jer nema gubitaka snage p, =0, val se
u dielektriku giba bez priguSenja. Konstanta prostiranja vala je imaginarna,
Y =jw/c.

3. Fazna brzina gibanja ravnine konstantne faze u dielektriku nije ovisna o frekvenciji
vala i jednaka je brzini svjetlosti u danom materijalu v, = c.

4. U svim dielektricima indeks loma je n> 1, pa je fazna brzina manja od one u
vakuumu v, = ¢,/n, $to ima za posljedigu da se valna duljina skracuje u dielektriku
u odnosu na onu u vakuumu A = A,/n. Sto je materijal "gus¢i", to je skracenje valne
duljine vece.

5. Bududi da nema prigusenja amplitude vala, i buduci da su fazne brzine valova razli-
¢itih frekvencija iste, to u idealnom dielektriku nema ni distorzije signala, koji mozZe
biti sastavljen iz cijelog spektra sinusnih valova razliCite frekvencije. To je vrlo
vazno svojstvo idealnog dielektrika. Sli¢ne osobine pokazuju i izrazito dobri izola-
tori.

6. Valna impedancija dielektrika je realan broj Z = Z’. To ukljucuje da je fazni pomak
izmedu fazora elektricnog i magnetskog polja vala jednak nuli, @ =0, tj. oni su u
fazi. Dakle, prostorno su vektori elektriénog i magnetskog polja postavljeni pod
kutom od 90°, dok su vremenski promatrano oni u fazi.

7. Srednja vrijednost kompleksnog Poyntingova vektora za direktni val u smjeru + z
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u dielektriku je prema (8.2.55a)

_ (E)? (8.3.8)
DY

Srednja snaga koja se valom prenosi kroz jedinicu povrsine u dielektriku realna je
1 konstantna, tj. ne ovisi o prijedenom putu z.

8.3.1.1. Putujuci valovi

U Clanku 8.2.3. izveli smo vie oblika rjeSenja valnih jednadzbi za sludaj putujuceg
sinusnog ravnog vala u jednostavnom materijalu. Ovdje éemo koristiti fazorski oblik
rjeSenja (8.2.32c,d) pisan za homogene TEM valove, koja sadr¥e i direktni val u + z
smjeru i inverzni val u — z smjeru. Vektori polja E i H nalaze se u faznoj x — y ravnini
1 u fazorskom obliku zadovoljavaju jednadzbe (8.2.32¢,f)

AE=v’E ,
it (8.3.9a,b)
AH=vy’H ,
te glase
E=E e +E,e™",
L=Le"+Ee (8.3.9¢,d)
H=He"™+Hye ™™
Njihove trenutne (realne) vrijednosti raunaju se prema izrazu (8.2.32e,f)
E,, =Re{Ee™'} ,
re =Rl : (8.3.10a,b)

H,, =Re{He/*') .

U najopCenitijem slu€aju mogu se kompleksni vektori E,, E,, H, i H, rastaviti u skladu
s jednadZbom (8.2.21a — d) na Cetiri para komponenata u faznoj ravnini

E1 =axE1x+ayE1y 5
E2=axE2x+ayE2y ;

H =aH +aH

(8.3.11a—-d)
ly ?

H,=a H, +ayH2y s
gdje su E\, E\, E,, E,, H,,, H,, H,, i H,, kompleksne skalarne veli¢ine. To su kom-
pleksne konstante integracije, od kojih je prema (8.2.33a — d) dovoljno &etiri zadati, a
preostale Cetiri odreduju se pomocu valne impedancije iz relacija (8.2.50a — d), tako da
dobivamo
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, B, .
Elx—Al eml ’ Hlx:?:eml >
B
sz=AzeJ“z ; H,= —?fe"ﬂz ,
(8.3.12a—d)
A, .
_ Jp . R S L
E ,=Be"" Hly——z,e ¥
. A, .
E, =B:,-em2 : H2y=??€ﬂ2 !

gdje su A, A,, B, i B, realne konstante. Preostaje jo$ da te opce relacije za homogene
putujuce ravne valove piSemo u obliku fazora po x i y komponentama elektri¢nog i
magnetskog polja u dielektriku

’ A L '
- +YZ (apkz) " = G 1 J(mlhkz)
E =E,e "=Ae : ﬂy-HUe =-—e ;

zl’
. . A, . ;
+ -z _ Hey-k'z) r -yz 2 J(e;-K2)
EI E, e Aye g Ey sze 7 e 2
(8.3.13a-d)
. . B, . ,
- +¥Z J(ﬁ[*k 2) z - _ +YZ __1 J(B]*’kg
Ey =E, e " =Be : I_Ix - A 7 e ,
‘ 7 B, . ;
* Yz — J'(p‘:l,_k?-) < * Yz — "_2 J(Bz'k z)
Ey Ezye B,e . ﬂx H, e 7 e ;

gdje je K’ = w/c. Ovdje su s (E*, H) i (E, H,) oznacena dva para komponenata elek-
tri¢nog i magnetskog polja direktnih valova koji se gibaju u smjeru + z osi, dok su s
(E-, H™)i(E;, H ) oznaCena polja druga dva inverzna vala koji je gibaju u smjeru
— 7z osi. Jednadzbe (8.3.13a—d) su op€e fazorske jednadzbe ravnih putujuéih (u +z i
— z smjeru) valova. Realne, tj. trenutne vrijednosti polja mogu se odrediti iz (8.3.10a,b).
Bilo koji homogeni ravni val u dielektriku moze se dobiti superpozicijom odgovarajucih
jednadzbi iz (8.3.13a — d).

Zbog jednostavnosti promatrat ¢emo samo jedan direktni 1 jedan inverzni putujuéi
val, i to tako da naCinimo superpoziciju polja iz prve i druge jednadZbe u izrazu
(8.3.13a —d). Opce x-polarizirano (elektri¢no) polje koje se sastoji od dva vala koji se
gibaju u suprotnim smjerovima, a nejednakih su amplituda, glasi

E =E +E =4, S OTED g 7RI
(8.3.14a,b)
A1 i ' A ; ,
— B e — J(al+k‘z1 2 J(mz'kﬂ
H =B+ M = -2t 0 2 hennto
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To su jednadZbe opéeg linearno polariziranog putujuceg vala. U posebnom slucaju, ako

v .

je konstanta A, = 0, imamo "¢isti" direktni putujuéi, linearno polarizirani val. Ako je
pak A,=0, onda imamo "Gisti" inverzni putujuéi val. Slulaj kada je [A,|=|A,|
posebno je interesantan i analizirat ¢emo ga u tocki 8.3.1.2.

Ako su realne konstante A, # A,, a zbog jednostavnosti neka su o, = o, = 0, tada se
rezultantno x-polarizirano elektri¢no polje, koje nastaje superpozicijom dva suprotno

usmjerena putujuca vala, u bilo kojoj toc¢ki na osi z moZe izraziti kao

A -4,
A +dy

(8.3.15)

—jarc z
E ! m‘( ) g}
£x=(A12 +A, +24,A,cos 2 k') -e =|E |e?V .

Dijagram ovisnosti amplituda |E,| rezultantnog elektricnog polja o poloZaju na osi z
prikazan je na slici 8.3.1.

|E|
A +A,

Slika 8.3.1. Prikaz ovisnosti ampli-
tude fazora rezultantnog elektri¢nog
polja dva vala u suprotnom gibanju, o

udaljenosti z.

z
>

Treba napomenuti da bi mala proba, tj. prijamna antena spojena pomocu ispravljaca,
unesena u polje takvog vala, pokazivala napon koji bi po obliku upravo bio jednak
onome na slici 8.3.1. Napomenimo da bi za Cisti putujuci val (A, =0 ili A, =0) dija-
gram na slici 8.3.1. bio konstantan, tj. pravac paralelan sa z-osi.

‘Sada ¢emo analizirati poseban slucaj linearno polariziranog cistog direktnog putuju-
¢eg vala, koji predstavlja elementaran primjer homogenog ravnog TEM vala. Fazorske
jednadZbe polja takvog vala odredene su drugim parom izraza u (8.3.13a —d) i glase

E =Ee LA
(8.3.16a,b)
H = He e 20 i

£, 0 7' .

Trenutne vrijednosti vektora polja linearno polariziranog Cistog direktnog putujuceg vala
u dielektriku jesu
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+

E

~Re

E cos(wt-k'z) = Eocos((nt —27:%) ;
(8.3.16¢,d)

H' =iEEcos(mt—k’z)=~~£-;:9-ccs wt-2n=
Y 7' zZ ik

i prikazane su na slici 8.2.3. Ovdje smo uvrstili da je A, = E, realna veliina i da je
o= 0.

Vrlo su zanimljivi energetski odnosi. Tako se gustoée pohranjene ukupne elektri¢ne
1 ukupne magnetske energije u dielektrickom materijalu mogu pomocu izraza (3.3.21) i

(3.3.28) racunati u realnom podrucju kao

(Re (B, ¢"*))* = — (Re(Eye/' +9) =

(SN

(we)Re =

RE e

Egcosz(cot - E] == Eg{l +cosZ(mt - E—Z}] ;
c 4 ¢

(W), =5 [ Re(H /) = = (Re (Hye /' ¥9)? =

(8.3.17a,b)

£ 2

1+ cosZ(mr - EH ;
c

gdje je E, amplituda, tj. maksimalna vrijednost jakosti elektri¢nog polja. Treba uociti da
su trenutne vrijednosti gustofe pohranjene elektricne i magnetske energije linearno
polariziranog Cistog putuju¢eg vala medusobno jednake, w, = w,, tj. pola ukupne pohra-
njene energije vala je elektri¢na, a pola je magnetska energija. Maksimalni iznos gusto-
¢e 1 jedne i druge energije pohranjene u dielektriku konstantan je duZ osi prostiranja
vala + z. Mijenja se samo trenutna vrijednost ovisno o trenutku promatranja. Frekven-
cija promjena gustoée energije je dvostruka, (j. iznosi 2m. Na taj promjenjivi dio dodaje
se jedan stalni iznos /4 E;’, koji nije ovisan ni o poloZaju na osi z ni o trenutku pro-
matranja.

Sve dosad receno u funkciji je prijenosa energije TEM ravnim valom u smjeru + z
osi. Naime, stalne promjene pohranjene energije u jedini¢nim volumenima duZ osi z
moguce su jedino ako postoji tijek energije u dielektriku u kojem se prostire ravni
putujuci val. Prosje¢ni tijek energije u jedinici vremena odreden je srednjom vrijedno$§cu
kompleksnog Poyntingova vektora prema izrazu (8.3.8) 1 iznosi
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2
- L Eo Eo (8.3.18)

MIi—-

Ocito je da je gustoca srednje snage koja se prenosi istim putujuéim linearno polarizi-
ranim valom kroz dielektrik radna i stalna, tj. ne ovisi o prijedenom putu. Trenutnu
vrijednost gustoCe elektromagnetske snage koja se prenosi "Cistim" direktnim putujuéim
valom odredit ¢emo pomoéu

2
Nj, = Re(a,E'¢/)x Re(a_H' /) = > cos?{wt - 2
re = Re(a,E &’™)x e(ay_ye =a,~, cos Wl =

c
2
=aq Eo 1+cos2(m‘—i'JE
27 c |’

I ovdje uz jedan stalan iznos trenutne snage E,%/2Z’ (koji je upravo jednak srednjoj
prenesenoj snazi), koji se kroz prostor prenosi Cistim direktnim putujuéim linearno
polariziranim valom, prenosi se i jedan sinusno promjenjiv dio koji titra dvostrukom
frekvencijom 2.

UobiCajeno je jo$ definirati brzinu prostiranja energije v, valom kao omjer trenut-
nih vrijednosti gustoCe tijeka snage i gustoCe pohranjene energije

(8.3.19)

N
. S (8.3.20)
¢ wo+w
€Re Mp,

Za homogeni putujuéi ravni val iz (8.3.17a,b) i (8.3.19) slijedi da je
v D S o=, (8.3.21)
© eZ'  /ue s
OpCenito ove dvije brzine ne moraju biti jednake. Fazna brzina moZe biti ve¢a ili manja
od brzine svjetlosti ¢, ali brzina prostiranja energije nikad nije veca od brzine svjetlosti.
U (idealnom) dielektriku te su dvije brzine jednake i jednake su brzini svjetlosti.

Kao sljedece analizirat ¢emo poseban slu¢aj putujuéeg ravnog TEM vala s kruzno
polariziranim poljem. Promatrat ¢emo Cisti direktni putujuci val, koji sadrZi x i y
komponentu polja u faznoj ravnini. To je val koji nastaje superpozicijom obaju kompo-
nenata direktnog vala (8.3.13b) i (8.3.13d), i glasi

e + tos -Yz
E axﬁx +ay£y (axE2x+ayE2y)e :

(8.3.22a,b)
H" =a, H*+a —(a +aH)e Tz,

Nakon uredenja dobivamo relacije
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E' =(a,Ae" +a B eI,
: e 8 (8.3.22¢,d)
H =(@A,¢"-a B, e et

Ako pretpostavimo da su konstante integracije zadane tako da je o, =0 i B, = /2 tako
da je A, = B, ¢ = E,, tada slijede relacije

E =(a,-ja)Ee”*,
(8.3.23a,b)

+ By e
H =(ax‘.f‘1y)}?e" ;

koje predstavljaju jednadZbe kruZno polariziranog Cistog direktnog putujuceg vala u
dielektriku u fazorskom obliku. Trenutne, j. realne vrijednosti jakosti polja dobit cemo
pomocu jednadzbi (8.3.10a,b), i one iznose

Ep,= axEocos(mt s 21:%) +ayEocos[mt = 211% - %) ,
(8.3.23¢,d)

E E
H;e=ay—é,gcos(mt-2n§)*axf?cos(mt—zn% —%J y

i prikazane su na slici 8.3.2.

Slika 8.3.2. Prostiranje
kruzno polariziranog ¢is-
tog direktnog (u smjeru
+z osi) putujuéeg vala
faznom brzinom v, = c.




8. Elektromagnetski valovi 435

Tri vektora E*, H" i v, na slici 8.3.2. Cine pravokutni sustav koji se giba u smjeru osi
+ z 1 rotira oko nje po pravilu desnog vijka kako vrijeme teCe. Trenutne vrijednosti
vektora E," i H,,"* su konstantne i iznose |E.*|=E,i |H,' | =EJ/Z §to je znacajka
kruzno polariziranog vala.

Tijek srednje energije noSene kruZno polariziranim Cistim direktnim putujué¢im
valom u jedinici vremena odreden je srednjom vrijednoS$¢u kompleksnog Poyntingova
vektora prema izrazima (8.3.18) i (8.3.23a,b), te iznosi

N= 2 B s = (a,-ja)E,e *x(-ja +ay)&e*f""=
sr 97 -t 2 x ¥y 0 x 7'
(8.3.24)
1 E; E;
= E[(axxay) —(ayxax)] 7 =a1? 3

U usporedbi sa snagom linearno polariziranog vala prema (8.3.18), kruZno polarizirani
val prenosi dvostruko vecu srednju elektromagnetsku snagu. S druge strane, trenutna
vrijednost gustoce snage koja se prenosi tim valom moZe se izraCunati iz izraza (8.3.19)
i (8.3.23c,d), kao

2

' v + Ey 2 Z) ..o Z
Ni, = Ep, xHp, = ac-z—,[cos (cot —21'ch +sin (mt —ZnIH =
(8.3.25)
Ey
v

Moglo se ocekivati da je trenutna vrijednost gustoe snage koja se prenosi kruzno
polariziranim valom konstantna i nepromjenjiva u vremenu, te upravo jednaka iznosu
srednje snage. Treba usmjeriti pozornost da su posebno vazna svojstva kruzno polari-
ziranog TEM Cistog direktnog putujuceg homogenog sinusnog vala upravo ta da su mu
vektori elektricnog i magnetskog polja konstantni po iznosu, da rotiraju po pravilu
desnog vijka i da je tijek snage koja se prenosi valom stalan i nepromjenjiv u vremenu.

Gustoce pohranjene elektricne i magnetske energije u dielektriku prigodom prostira-
nja vala su prema (8.3.17a,b) i (8.3.23c,d)

€ + A 2
(we)Re = E |ERe 2= -2_ EO ’
) (8.3.26)
E
K + K 0 € 2
Widge = |Hg, [>= 5 (7] =15 »

gdje je E, maksimalna vrijednost, tj. amplituda jakosti elektri¢nog polja.
U polju kruzno polariziranog vala u dielektriku nema prema tome promjene ni
gustoée pohranjene energije, ni promjene snage koja se valom prenosi, bilo u vremenu
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bilo u prostoru. Kruzni polarizirani val ima stacionaran tijek energije analogno kao kod
videfaznog simetri¢nog sustava za prijenos snage.

8.3.1.2. Stojni valovi

Jo¥ neka svojstva valova moZemo prikazati pomocu stojnih valova. JednadZzbu za
putujuéi val danu u prethodnoj totki 8.3.1.1. preuredit ¢emo tako da ¢emo u izrazu
(8.3.14a,b) za linearno polarizirani putujuéi val pretpostaviti da su zadani

E
Al = _22 5 o= _.% 5
(8.3.27a—d)
E
0 T
A2 = ? : az = +—-2— 3
Tako ¢emo dobiti linearno polarizirani val oblika
E, jl-Z+k2) E, j=-kz Jk'z _ g tik'z
g -2 5, gy 2t g
(8.3.28a,b)
E. i{-Z:x\ E, jlE-x E. ,-jKz . , 4Kz E
i = ___% J( 2 )+_‘1€(2 z)=j_?e—~+e—v~j ?cos(k’z)
y 2Z 2Z Z 2 A

To su fazorske jednadzbe ravnog vala. Odgovarajuce trenutne vrijednosti u realnom
podrucju glase

Exn, = Eosin(z'n %)cos(mt) ,
(8.3.29a,b)

E,
H)’m = —?cos{Zu —;L-)sm(mt)
Primjecujemo da su vektori E, i H, fazno pomaknuti za 90°, tj. polje E, vremenski
zaostaje u fazi za poljem H| za /2. S druge strane, bez obzira na trenutak promatranja,
tj. tijekom cijelog vremena promatranja, elektri¢no i magnetsko polje linearno polarizi-
ranog ravnog vala sinusno su raspodijeljeni duz osi z. Nultocke od E, i H, su fiksirane
na osi z u prostoruy, i nultotka od E, je prostorno pomaknuta za etvrtinu valnc duljine
(M4) u odnosu na nulto¢ku od H,. Dakle, nema gibanja duZ osi z. Takav val se naziva
stojni val. On je homogen i linearno polariziran, a prikazan je na slici 8.3.3. za jedan
odredeni vremenski trenutak.

Energetske odnose kod linearno polariziranog Cistog stojnog vala odredit cemo iz
relacija (8.3.17a,b), (8.3.18) i (8.3.19) i usporediti sa sli¢nima za isti putujuci val. Tako
je gustoa pohranjene energije
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(8.3.30a,b)

Slika 8.3.3. Elektri¢no i
magnetsko polje homo-
genog linearno polarizira-
nog ravnog stojnog vala

Kompleksni Poyntingov vektor, tj. njegovu srednju vrijednost izracunat ¢emo pomocu
izraza (8.3.28a,b)

2
1 . 1.Ey z (8.3.31a
N, = s (axﬁxxay}_{y) =-a, ?st(ZT: I] " )

U realnom podrucju trenutna vrijednost Poyntingova vektora za Cisti stojni val iznosi
prema (8.3.29a,b)

2
1E (. z). (8.3.31b)
Np, = (aIErg, xayHsz) = —azz —Z—,sm (21:1)3111(200:‘) .
Srednja vrijednost (tijekom vremena) Poyntingova vektora u realnom podrulju iz izraza
(8.3.31b) jest

N,

Resr =

T
% [Nedi=0,, (8.331c)
0

buduéi je srednja vrijednost funkcije sin(2t) uvijek jednaka nuli. To je takoder odito iz
relacije (8.3.31a), u kojoj je realni dio jednak nuli.
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Analiziramo li dobivene rezultate mozemo zakljuciti da energetske odnose u linear-

no polariziranom stojnom valu obiljeZava sljedece:

1. Pohranjena elektrina energija je maksimalna kada je magnetska nula i obratno.

2. Pohranjena energija u dielektriku titra izmedu elektri¢nog i magnetskog oblika.

3. Nema prijenosa energije kroz prostor stojnim valom, jer je srednja aktivna (realna)
snaga jednaka nuli, N, = 0.

4. Kroz dielektrik se giba srednja jalova (imaginarna) snaga, i to razli¢itim intenzite-
tom gustoce tijeka snage na razli¢itim mjestima duZ osi z.

5. Trenutna vrijednost aktivne snage titrau +zi — z smjeru dvostrukom frekvencijom
2w od totke do tocke po z osi (N, # 0).

Proslijedit ¢emo dalje s analizom ravnog stojnog vala s kruZno polariziranim poljem.

Jakosti polja odredit éemo tako da u jednadzbi (8.3.13a — d) pretpostavimo da su zadani

EO T
A1=_2' > Cﬂlz"‘E )

E
AZ=—E ; o =+£,

2 2 2

(8.3.32a — d)

B - B, =0
]_ 2 3 l 3

E(}
82:—2- 3 B2=Tt .

Uvrstimo i te izraze u (8.3.9a,b) i (8.3.11a — d) dobivamo za kruzno polarizirani stojni
val izraze za jakosti polja u fazorskom obliku

E=(a, +jay)Eosin(k’z) ;

E, (8.3.33a,b)
Zn‘
Odgovarajuée trenutne vrijednosti kruZzno polariziranog stojnog vala u realnom podru&ju
glase

H=(a +ja) cos(k'z) .

E,, =[a cos(wi) —aysin(cbr)] Eosin(Zn%) )
(8.3.34a,b)

H, =[a_cos(w?)-a sin( t)]-%cosiz £
” 4 ® ySin(wn] —, T

Odmah uo¢avamo da su vektori polja Eg, i Hy, kruZno polariziranog stojnog vala para-
lelni u prostoru jedan s drugim i da tako paralelni zajedno rotiraju oko osi z kako
vrijeme tege. Tako je dijagram polja u trenutku ¢ = 0 prikazan na slici 8.3.4. Amplitude
polja E,, i H,, mogu se odrediti iz relacija (8.3.34a,b) kao
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E, =\E: +E, = Ey\/cos? (wf) +sin’ (01) = E, , 833500)
.2.3J74,

E E
Hm = H'E-FH;:E?. \/COSZ(COI)"‘Sinz(mI):—Z-% )

A
X
HRe .t . v .
Slika 8.3.4. Trenutne vrijednosti polja Eg, i
H,, kruZzno polariziranog ravnog stojnog
vala u trenutku ¢ = 0.

Octito da amplitude polja E,, 1 Hg, ne ovise o vremenu, tj. konstantne su u vremenu.
One su samo funkcije od z, tj. mijenjaju se sinusno duZ osi z. Bududi da je val stojni, to
su nulto¢ke od E i H fiksirane na odredenim mjestima duZ osi z. S druge strane, tije-
kom vremena paralelni vektori E i H rotiraju oko osi z, odnosno cijela slika 8.3.4. rotira
oko osi z, tj. smjer paralelnih vektora polja mijenja se u prostoru kako vrijeme teCe.
Gustoéu pohranjene energije i snagu koja se giba u polju stojnog vala odredit cemo
sli¢no kao i u prethodnom slucaju

£ € 2. Z
W )p, = %) |Ep, |2= > EOSIHZ{ZTII] ;
g 2_ & p2 2y %
W, g, = = |Hg, |"= = Egcos (211—),
=g Hel=5 5 A (8.3.36a — d)
Np =EpxH,=0,
2
1 N ) E, . Z
Nsr:EExﬂ =Ja, 5 sm(21r I) .

Zanimljivo je da gustoe pohranjenih energija nisu ovisne o vremenu. Ukupna gustoca
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pohranjene energije

Wudge = W g + W, )p = Eg (833%)
nije ovisna ne samo o vremenu, nego ni o odrednici z, tj. ona je konstantna u cijelom
prostoru u kojem egzistira kruZno polarizirani stojni val. Takav slucaj stojnog vala moZe
se pojaviti u rezonantnoj Supljini koja bi nastala ako bismo postavili dvije idealno
vodljive ravnine u toc¢kama gdje je elektriéno polje nula, tj. u z =nA/2, uz n=0,1,2,3...
Ravnine su okomite na os z, tj. paralelne su s faznom ravninom ravnog kruZno polarizi-
ranog vala.

8.3.2. Valovi u vodljivom materijalu s gubicima

U prethodnom ¢lanku 8.3.1. obradili smo prostiranje putujucih, direktnih i inverznih
valova, kao i nastanak stojnih valova u idealnom dielektriku. Idealan dielektrik jest
materijal kojeg nema u prirodi. Prema definiciji je provodnost idealnog dielektrika
Jednaka nuli, x =0.

U ovom cClanku analizirat ¢emo prostiranje sinusnih ravnih valova u realnim mate-
rijama kakve nalazimo u prirodi. Njihove elektromagnetske znalajke (e, p, ) razlidite
su od nule. Posebno treba naglasiti da su svi realni materijali provodni. Njihova provod-
nost, ovisno o vrsti materijala, varira u vrlo Sirokom opsegu od najniZih pa do vrlo
visokih vrijednosti.*® Za sve njih znakovito je da je prostiranje valova u takvim materi-
Jjalima popraceno s gubicima energije, $to ima za posljedicu priguSenje amplitude vala.

Analizu zapo¢nimo tako da promatramo prostiranje direktnog sinusnog TEM vala,
zadane frekvencije ®, u neograni¢enom prostoru ispunjenom jednostavnim vodljivim
materijalom s poznatim gradivnim znacajkama e, p i x. Upotrijebit ¢emo fazorski oblik
JednadZzbi ravnog vala, dan relacijama (8.2.32¢,d), koje samo za direktni val u smjeru
osi + z glase

E' =Eje™,
¥ (8.3.38a,b)

H' =Hjpe™ .
y
Realne trenutne vrijednosti jakosti polja vala odreduju se iz fazorskih pomocu

Ep, =Re(Ee/*'} , (8.3.39a,b)

HRE =Re {Hej(n}!] s

gdje su E; i H;, maksimalne vrijednosti polja. Treba uociti da je jedina razlika u tim

* Pogledati tablicu 1.4.1. Ove provodnosti mogu se uzeti pribliZno konstantnim u podrugju frekvencija do
jednog gigaherca.
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rjeSenjima valnih jednadZbi za realne materijale s gubicima i za idealne dielektrike bez
gubitaka u tome da je konstanta prostiranja Y kompleksna za materijale s gubicima,
dok je Cisto imaginarna za materijale bez gubitaka. Ta Cinjenica proizlazi iz izraza za
znadajke o, B, v, Z i v, koje odreduju ponaSanje vala u realnim materijalima s gubici-
ma. One su dane relacijama (8.2.43a,b), (8.2.29), (8.2.50e) i (8.2.44) koje glase

e Y2
K 2
1= =11

E\ We

— 12
2
=i 1+_K._ +1] s

V2¢ \\ DE

% sl , (8.3.40a - €)
Y az—{—[}z B
-12

ey

gdje je ¢? = 1/ue. Sve te znadajke razligite su od nule. Fazorske jednadzbe (8.3.38a,b) za
polja direktnog ravnog vala moZemo pomocu (8.3.40a — d) pisati u obliku

E' =E e "¢ %

=y 3

E, _ | E, - (8.3.41a,b)
to e M Bt gz fBry e

y Z 1Z| ’

(S~

dok odgovarajuéi realni izrazi za trenutne vrijednosti jakosti polja, prema (8.3.39a,b)
glase

E p, =Ese “cos(wt-Pz) ,
(8.3.42a,b)

E_ = &- e “*cos(wt-Pz-¢) .
=z

Analizom izraza (8.3.40a — ¢) i izvedenih jednadZbi (8.3.42a,b) moZemo, sli¢no kao i u

¢lanku 8.3.1. o prostiranju vala u dielektriku, izvesti opéenite zakljuCke o prostiranju

sinusnog ravnog vala u jednostavnom vodljivom materijalu s gubicima, kako slijedi:

1. U vodljivom materijalu, zbog konane provodnosti (k #0), priguS$na konstanta je
uvijek razli¢ita od nule o # 0, pa su oba i elektricno i magnetsko polje putujuceg
vala priguSeni u smjeru gibanja vala.
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2. PriguSenje amplituda oba polja u ravnini konstantne faze vala odredeno je konstan-
tom priguSenja o, koja ovisi o frekvenciji polja vala. PriguSenje raste s frekvenci-
jom vala i s povecanjem provodnosti materijala.

3. U analizi elektromagnetskih valova rabi se pojam "dubine prodiranja" vala u vodlji-
vi materijal.” To je udaljenost na kojoj se amplituda polja vala prigusi na iznos
1/e = 0,368, tj. na priblizno 36,8% pocetne vrijednosti, kao §to je prikazano na slici
8.3.5.

100%
Ee =
o Slika 8.3.5. Eksponencijalno priguSenje ampli-
36.8% tude elektricnog polja ravnog vala u smjeru
\ gibanja vala duz osi + z u vodljivom materijalu
3% 0.7% 2/d
0 1 3 5

Dubina prodiranja vala definirana je sa z = d, kada je oz = ad = 1, §to daje

12

d=l=-&[ 1+(LJ21] ' (8.3.43)

o we
Mjeri se u metrima (m). Dubina prodiranja vala ovisi o frekvenciji vala i o znacaj-
kama materijala. Dubina prodiranja vala je to manja $to je frekvencija visa, jer se
val brZe priguSuje. Isto tako materijal s veCom provodno$éu k ima manju dubinu
prodiranja. UobiCajeno je u primijenjenoj teoriji elektromagnetskih polja raunati s
udaljeno$¢u z = 3d, odnosno z = 5d, na kojoj se amplituda polja prigusi na pribliZzno
5%, odnosno priblizno 0.7% pocetnog iznosa, kao s udaljeno$c¢u na kojoj se polje
prakti¢ki potpuno prigusi. Dakle, uzima se da val is¢ezne na udaljenosti jednakoj
trostrukoj dubini prodiranja i to s pogreskom od 5%, ili na udaljenosti jednakoj
peterostrukoj dubini prodiranja, tada s pogreskom od 0.7%.

4. Iz relacija (8.3.42a,b) proizlazi da elektricno i magnetsko polje nisu u fazi. Magnet-
sko polje zaostaje za elektricnim za fazni kut ¢. Njegov iznos odreden je izrazom
(8.3.40d) i ovisi o frekvenciji i gradivnim zna¢ajkama materijala. Sto je provodnost
materijala veCa i Sto je niZa frekvencija polja, to je kut faznog pomaka izmedu
elektri¢nog i magnetskog polja veéi. Lako je pokazati da je za dielektrike i za
materijale sa zanemarivo malom provodno$éu ¢ =0, a da je za materijale s vrlo
velikom provodno$éu, kao npr. za kovine @ = 45°. Zato se moZe ustvrditi da se za

¥ Pogledati odjeljak 7.4, jednadZbu (7.4.8).
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sve materijale i za cijelo podrugje tehnitkih frekvencija kut faznog pomaka nalazi u
granicama 0 < ¢ <45°.

Slika 8.3.6. Vektori elektri¢nog i magnetskog
polja ravnog priguSenog TEM vala u vodlji-

vom materijalu s gubicima

H ==
Yy
Na slici 8.3.6. prikazana je ovisnost vektora E, i H, o odrednici z u odredenom
vremenskom trenutku ¢ = 0, gdje amplitude elektri¢nog i magnetskog polja opadaju
eksponencijalno, kako se val giba duZ osi z. Val magnetskog polja fazno je pomak-
nut prema valu elektri¢nog polja za kut @.

5. Konatna provodnost materijala k #0 ne samo da ima za posljedicu prigusenje
putujuéeg TEM vala, nego utje€e i na njegovu faznu brzinu. Ravnina konstantne
faze prostire se faznom brzinom, koja se odreduje iz izraza (8.3.40e). Fazna brzina
v, raste s frekvencijom vala tako dugo dok su znalajke €, p, K neovisne o frekven-
ciji. Ovisnost fazne brzine o znafajkama materijala analizirat ¢emo u ¢lanku 8.3.3.

o

Slika 8.3.7. Gibanje elektri¢nog polja
ravnog TEM vala koji je linearno
polariziran i prostire se duZ osi z,
prikazano u nekoliko vremenskih

trenutaka
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Na slici 8.3.7. prikazali smo kako se elektri¢no polje putuju¢eg TEM vala giba brzi-
nom v, duz osi z tijekom vremena. Istovremeno se val i amplitudno priguSuje.

6. PriguSenje putuju¢eg TEM vala, koji se prostire u vodljivom materijalu, posljedica
Jje gubitaka energije na tom putu. Gubici u jediniénom volumenu materijala u
Jedinici vremena, u okoliSu to¢ke na odrednici z, u realnom podruc¢ju racunaju se
prema izrazu (8.2.56) iz divergencije Poyntingova vektora kao

K

g™~V N g™ Ele-%% (8.3.44)

mjereno u vatima po prostornom metru. E, je amplituda, tj. maksimalna vrijednost
elektrinog polja u pocetnoj tocki z = 0. Srednja snaga koja se prenosi putujuéim
TEM valom kroz jedini¢nu povrSinu u okoliSu tocke na udaljenosti z od ishodiSta
odredena je izrazom (8.2.55b) i iznosi

2

1 49
NDpy™ ) m e 2%cosg .

(8.3.45)

Razumljivo je da zbog priguSenja i elektri¢nog i magnetskog polja srednja specifi-
¢na elektromagnetska snaga koju TEM val nosi sobom opada eksponencijalno s
€%, Za dano polje ta snaga ovisi 0 modulu impedancije, faznom pomaku i prigu-
Senju u materijalu, koji su pak ovisni o frekvenciji i gradivnim znatajkama materi-
jala.
Analizu prostiranja valova u materijalima s gubicima nastavit éemo tako da promatramo
op¢i slucaj, kada se i direktni i inverzni putujuéi val gibaju duZ osi z. Neka se x-polari-
zirano elektri¢no polje sastoji od dva vala: jednoga koji se giba u + z smjeru i drugoga
koji se giba u —z smjeru. Valovi su nejednakih amplituda, a fazorske jednadZbe
analogno izrazima (8.3.14a,b) glase

E =E +E' =A1 euzejﬂz+Aze—aze—sz "
X X X
A (8.3.46a,b)
= st = L oz b, 2 -ar,-jpz

ﬂy ﬂy+ﬁy z% ¢ Tz¢ ¢
gdje je kompleksna valna impedancija odredena izrazom (8.3.40d). Superpozicija putu-
jucih valova u suprotnim smjerovima, kao $to je dano izrazima (8.3.46a,b), i uz pretpo-
stavku da su im amplitude jednake, tj. A, = A,, iskazuje se kao pojava i stojnog vala.
No buduéi da zbog priguSenja nije moguce imati dva "jednaka" vala, koji se prostiru u
suprotnim smjerovima, to oni mogu biti jednaki samo na jednom mjestu. Neka to bude
na mjestu, tj. u ravnini z = 0. Stojni val imat éemo tada u okolisu tocke z =0, dok ée s
udaljavanjem na obje strane u +z1i — z smjeru stojni val i§¢ezavati, kao §to smo prika-
zali na slici 8.3.8.
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Slika 8.3.8. Stojni val u to¢ki z = 0, nastao
e od dva "jednaka" prigufena putujuéa vala,
e\, T S 4_/ koji se gibaju u suprotnim smjerovima u

—— 7z materijalu s gubicima
- —_——

8.3.2.1. Kompleksne gradivne znacajke

Cesto je pogodno u sinusnim elektromagnetskim poljima karakterizirati jednostavne
materijale kompleksnim gradivnim znacajkama &, fti R Tada kompleksne gradivne
znadajke &(w), fi(w) i k(w) upotrebljavamo umjesto realnih gradivnih znaCajki €, p 1 X,
tako da relacije (1.5.17a — c) pisane za fazore polja u kompleksnom podrucju glase

D=¢(w)E,
B=l(0)H , (8.3.47a-c)
J =R(0)E .

Znacajku & nazivamo kompleksna dielektricnost, {1 je kompleksna permeabilnost, a K je
kompleksna provodnost materijala. Opcenito se realne znalajke €, p i K, koje strogo
vrijede za nepromjenjiva (istosmjerna) polja i kompleksne znacajke &, fii & koje vrijede
za sinusna (izmjeni¢na) polja, ne podudaraju. Ali vrijedi grani¢ni odnos

lim € (w), i(w),k(w) ~ €, 4,K .

w-0
Realne znacajke za istosmjerna polja mogu se, medutim, dobro upotrijebiti za sinusna
polja preko dovoljno Sirokog podrucja frekvencija za neke materijale, ali nikad za sve
frekvencije.

Pogodno je dalje, u kompleksnom podruju za analizu ponaSanja polja sinusnog
vala u materijalu, uvesti neke nove znacajke materijala. Tako nova kompleksna znacajka
$(w) ima dimenziju provodnosti po jedinici duljine (S/m), naziva se admitivnost materi-
jala i racuna se kao

y()=k+jwé . (8.3.48)

Sljede¢a nova kompleksna znalajka Z(w) ima dimenziju otpornosti po jedinici duljine
(QY/m); naziva se impeditivnost materijala i raCuna se kao
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Z(w)=jop . (8.3.49)
Admitivnost  je kombinacija znacajki K i € Utvrdivanje $ mjerenjem je relativno
Jjednostavno, ali je teSko razdvojiti K od €. Razlika je prije svega teorijska. Ako su struje
u materijalu uzrokovane slobodnim nabojima, tada njihove efekte uklju¢ujemo u R. Ako
su u pitanju struje pomaka, tj. one uzrokovane vezanim nabojima u materijalu, tada
njihove efekte ukljuCujemo u €. Ako analiziramo sinusna polja u vodi¢ima, uobicajena
konvencija je admitivnost racunati pomocu izraza

Jw)=Rk+joe, . ' (8.3.50)
U dobrim vodi¢ima,” kao 3to su kovine, provodnost K je vrlo bliska istosmjernoj vrije-
dnosti x za sve radiofrekvencije, tj. sve do infracrvenog frekvencijskog spektra. Dielek-
tricnost kovina € teSko je mjeriti, ali se nalazi pribliZzno vrijednosti vakuuma g,. Tako su
za nemagnetske kovine

y(w) =x+jwe, ,

(8.3.51a,b)

(W) *jwp, .

U feromagnetskim kovinama p, treba zamijeniti s {1 o cemu e biti viSe rijeci kasnije.
Pri analizi sinusnih polja u dobrim izolatorima®' koji su nemagneti¢ni, uobicajeno je
zanemariti K1 izraziti y u ovisnosti o € Tako su za nemagneticne izolatore

y(w) '"’J"OJS ; (8.3.52a,b)
Z(w) =jop, .

-~

Razmotrimo sada &(w) detaljnije. Moguce je kompleksnu dielektri¢nost € izraziti u
pravokutnom i polarnom obliku kao

d(w)=¢' —je" =& |e??, (8.3.53)

gdje su €£’, €” i O realne veli¢ine. Realna znaCajka materijala ¢’ naziva se izmjeni¢na
dielektricnost, znaCajka e” je faktor dielektrickih gubitaka, a O je kut dielektrickih
gubitaka. Izraunava se iz omjera

tand =< (8.3.54)
€

Izmjerene vrijednosti od &(w) obi¢no se izrazavaju pomocu €’ i tand, ili pomocu ¢’ 1 &”
i predstavljaju se dijagramima za pojedine izolatore. Fizikalno znaCenje veliina €" i ¢”

“ Pogledati toCku 8.3.3.2.
4 Pogledati totku 8.3.3.1.
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postaje jasnije ako se ima u vidu da se ukupna elektri¢na energija pohranjena u materi-
jalu, dana izrazom (3.3.23), moZe u izmjeni¢nim poljima u izolatoru s gubicima izraziti
pomocu &’ kao

1 . isyin

W, = f 5 |E[>aV . (8.3.55)
v

S druge strane, gubicima vodenja u materijalu danim izrazom (3.3.8), mogu se u izmje-

ni¢nim poljima u izolatoru s gubicima dodati dielektri¢ki gubici

P, = f we” |[E|dV . (8.3.56)
V

Idealan dielektrik je onaj materijal za koji je €” = 0. Jedini idealan dielektrik je vakuum,
tj. prazan prostor. U vakuumu su izrazi za admitivnost i impeditivnost najjednostavniji
i glase

Yo(w) =joe, , (8.3.57a,b)

Zo(@) =j@Hg

$to vrijedi za sve frekvencije i za sve jakosti polja. Pod dobrim izolatorom razumije-
vamo onaj materijal &iji ¢” ostaje priblizno konstantan za sve radiofrekvencije i Ciji je
e”. odnosno tan8, vrlo malen. Primjeri dobrih izolatora su polistiren, parafin i teflon,
dok su pleksiglas, porculan i bakelit primjeri (losih) izolatora s gubicima. U tablici
8.3.1. dane su kompleksne dielektri¢nosti & za pojedine materijale u ovisnosti o frekven-
ciji.

, | 3 1
£'/g [0.20 . 4
_ L
‘H‘é" B —2 0.15 A T 3
w 12 CaCl ) &
S| /| w o % 0.10 A 2%
i | el Ly i BRRaH
e"ley |7 | |\
4 _ : 0 | 0.05 T 1
Lo B 0 L0 11y
10 10210°10410510°107108 10° f{Hz) 10 103 105 107 10° f(Hz)
a) b)

Slika 8.3.9. ZnaZajke £’ i €” u ovisnosti o frekvenciji za a) polistiren kod 25°C i
b) pleksiglas kod 25°C



448 8.3. Prostiranje ravnih valova

Tablica 8.3.1. Izmjeni¢na dielektri¢nost ¢’ i faktor dielektri¢kih gubitaka e” za pojedine
materijale u ovisnosti o frekvenciji

Frekvencija (Hz)

Materijal
10° 10 3:10°

2.65 2.6

jantar
148

49

bakelit

glina suha

etilni
alkohol

staklo,
fosfatno

glineno
tlo

parafin

porculan

suhi

pjeskovito
tlo, suho
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Postoji grupa izolatora koji imaju neobitno visoke dielektricke konstante. U tu
grupu pripadaju titanati i keramicki feriti, koji jo§ posjeduju i svojstvo feromagneti¢no-
sti. Takvi izolatori obi¢no imaju zna¢ajnije gubitke. Kvantitativno obja$njenje ponasanja
znadajke &) i njezine frekvencijske ovisnosti pripada u podrucje kvantne elektrodina-
mike, pa ¢emo mi &) promatrati fenomenologki, jednostavno kao izmjerenu znaCaj-
ku. U linearnim feromagnetskim materijalima, za analizu ponaSanja sinusnih polja,
mogu se admitivnost i impeditivnost izraziti kao

(@) =x+joi, (8.3.58a,b)
(w)=jop .
Kompleksna permeabilnost fi(®) moZe se promatrati na sli¢an natin kao i &), tako da
izrazimo
A i x W A _.6,, 359
fi(@)=p'-jp"=|dle"™, (8.3.59)
gdje su W, p” i 8, realne veli¢ine. Znadajku p’ nazivamo izmjenicna permeabilnost, p”
faktor magnetskih gubitaka i O, kut magnetskih gubitaka. IzraCunavamo ga pomocu
izraza

tand, =+ . (8.3.60)

)

Ukupna magnetska energija pohranjena u feromagnetskom materijalu, dana izrazom
(3.3.29b), moze se pomocu p’ racunati kao

_(Lomp
Wm—f S W |HFav, (8.3.61)
v
dok su srednji gubici samo magnetske snage

P,=[wu"|HdV. (8.3.62)

Ovim gubicima moraju se dodati gubici vodenja (3.3.8) i dielektricki gubici (8.3.56) da
bi se izratunali ukupni gubici u magnetskom materijalu. Tako vidimo da p’ pridonosi
pohranjenoj energiji, a p” gubicima snage u materijalu. Izmjerene vrijednosti za i (@)
izrazavaju se tako da se izmjeri W i tan 8, ili pak da se izmjere p’ i p”. Poznato je da
feromagnetske kovine imaju vrlo visoke gubitke (primarno zbog provodnosti k) i da su
takoder nelinearne s obzirom na fi pa ih rjede koristimo za radiofrekvencije. S druge
strane kerami¢ki feromagnetski materijali najée$ée se koriste za radiofrekvencije da bi
se postigli visoki y’. Oni imaju samo magnetske gubitke (8.3.62), pa je zato vaZan p”.
Na slici 8.3.10. dane su magnetske karakteristike jednoga keramickog feromagnetskog
materijala.
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|
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[TRYIT / \ Slika 8.3.10. Ovisnost kompleksne permeabilnosti fi= p’ — ju” o frek-

&= | ‘ ) \k___ venciji za Feramik A materijal kod 25°C
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8.3.2.2. Fazorske jednadZbe polja

Elektromagnetska polja sinusnog ravnog vala moZemo izraziti u kompleksnom
podru&ju, kao npr. u relacijama (8.2.32a,b). Pokazali smo** da je ta sinusna polja vrlo
pogodno izraziti u fazorskom obliku, kako je dano u izrazima (8.2.32e,d). Realne, tj.
trenutne vrijednosti sinusnog polja ra¢unaju se prema relacijama (8.2.32e,f). Drugim
rije¢ima, elektri¢no polje sinusno promjenjivo u vremenu

E=E,cos(wt+a) , (8.3.63a)

moZe se predstaviti fazorom (u kompleksnom podrudju)
E=E,e* (8.3.63b)
tako da se trenutna vrijednost polja (u realnom podrucju) moZe izraGunati kao
E=Re {Ee’“"} . (8.3.63¢c)

Uvodenjem kompleksnih znacajki materijala &, {ii K za sinusna polja u prethodnoj tocki
8.3.2.1., postiZze se bitno pojednostavnjenje svih jednadzbi polja. Tako Maxwellove
jednadZbe u najcesce upotrebljavanom obliku (1.5.15a — d) odnosno (8.1.1a — d), pisane
pomocu fazora polja i kompleksnih znacajki materijala u kompleksnom podrucju glase

VxE=-joB=-jopH ,

VxH=joD+J =jwe¢ E+xE ,
! (8.3.64a - d)

V-D=p ,
V-B=0.

Primjenom relacije (8.3.48) za admitivnost i (8.3.49) za impeditivnost materijala u

(=]

“ Pogledati u poglavlju 7, odjeljak 7.2. i u ovom poglavlju &lanak 8.2.3.
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sinusnim poljima, dobivamo jo§ saZetiji oblik fazorskih Maxwellovih jednadZbi iz
(8.1.3a—d)

VX£=_2H ]
VxH=+yE ,
xil=+JE (8.3.65a — d)
v-D=0,
V-B=0 .

U visokofrekvencijskoj tehnici, zbog antisimetrije glavnih Maxwellovih jednadZbi,
pogodno je uvesti totalne gustoce elektri¢ne i magnetske struje, kao

J, = % +KE+J’=30%§-+%§ +xE+J'
B SH M (8.3.66a,b)
= *In Moy THo g

Ovdje treba posebno upozoriti da su J’ gustoéa (zadane) neovisne elektricne struje, koju
uzrokuje vanjski izvor, a J,’ gustoca (zadane) neovisne magnetske struje. Tada se
glavne Maxwellove jednadZbe mogu u realnom podrucju jednostavno izraziti kao

VxE=-J, ,
(8.3.67a,b)

VxH=J, .

Ako Zelimo posebno predstaviti izvore, tada ¢emo neovisnu elektri¢nu i magnetsku
struju izdvojeno pisati, pa fazorski oblik Maxwellovih jednadzbi za op¢i slu¢aj u sinus-
nim poljima glasi
-VxE=#w)H+] ',
" (8.3.68a,b)
VxH=§(w)E+J' .

Ovdje 2 (®) i § (w) odreduju svojstva materijala, a J, i J* predstavljaju neovisne izvore.
Rjesavanje tih jednadZbi jedna je od glavnih zadaca u visokofrekvencijskoj teoriji polja.
PriguSene i neprigudene valne jednadzbe dane izrazima (8.1.4ab) i (8.1.5a,b) kao i
jednadzbe difuzije (8.1.6a,b), pisane u fazorskom obliku, opéenito glase

AE-SZE=2' +VxI,'
" (8.3.69a,b)
AH-yiH=31 ' -V .

Ako nema neovisnih izvora, tada je desna strana u obje jednadZbe jednaka nuli.
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8.3.3. Podjela materijala na izolatore i vodice

Utjecaj provodnosti materijala® i frekvencije polja na prostiranje elektromagnetskih
valova u materijalima s gubicima moZe se najlakSe odrediti analizom izraza
(8.3.40a — e) koji definiraju temeljne znacajke koje odreduju ponasanje sinusnog vala u
materijalu. Ispitivanje tih izraza pokazuje da je ponaSanje znaCajki o, B, v, Z i v, u biti
odredeno omjerom x/we. Znacenje omjera k/we proizlazi iz Maxwellove jednadZbe
(1.5.15b), iz koje slijedi da je ukupna gustoéa struje

I =g 532 s I (8.3.70a)

ot ot ’

Sto se u fazorskom obliku za sinusne struje piSe

J =xE+joeE=(x+joe)E . (8.3.70b)

Odavde proizlazi da je x/we jednako omjeru amplituda gustocéa provodnih i struja
pomaka u materijalu u sinusnim elektromagnetskim poljima.

Dvije su vrste materijala od posebnog interesa u analizi prostiranja ravnih valova
koju smo obavili u prethodnom ¢&lanku 8.3.2. Jedni su dobri izolatori,* u njima su struje
pomaka mnogo vece od provodnih struja, tj. k¥/we << 1. Drugi su dobri vodi¢i, u njima
su provodne struje mnogo vece od struja pomaka, tj. K/we >> 1. O¢ito je da je temeljni
kriterij za razvrstavanje jednostavnih materijala pri zadanoj frekvenciji polja u grupu
dobrih izolatora, odnosno dobrih vodica, iznos omjera provodnih i struja pomaka. Taj
omjer k/we odreduje ponaSanje materijala u polju elektromagnetskog vala zadane frek-
vencije.*” U ovom &lanku razvit éemo pribliZne izraze za znaajke o, B, v, Z, v, za ova
dva slucaja. Dobiveni izrazi bitno ¢e pojednostavniti i olakSati analizu prostiranja valova
u materijalima s gubicima.

“ Ovdje ¢emo ponovno podsjetiti, kako je to u&injeno i u odjeljku 8.3, da za sve realne materijale (s
gubicima) uzimamo da su realni x i & priblizno neovisni o frekvenciji polja o, §to je dosta dobra aproksimaci-
ja za valove frekvencija niZih od jednog gigaherca (f < 10° Hz). Osim toga analiza s konstantnim i realnim
znafajkama e, y, X bitno je jednostavnija, nego da to ¢inimo s kompleksim €, i i k.

* U literaturi ih se naziva i dobri (ali ne idealni) dielektrici.

“ Postoji viSe nalina za razvrstavanje realnih materijala (s gubicima) na dobre izolatore i dobre vodite.
Mi smo se za ovaj pristup s pomocu omjera K/we >> 1, odludili prema M. Javid, P. M. Brown, Field Analysis
and Electromagnetics, McGraw-Hill, New York, 1963, koji nam se &ini vrlo jednostavnim i dosljednim,
Sli¢na podjela provedena je i u T. Bosanac, Teoretska elekirotehnika, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1973, te u Z.
Haznadar, Teoretska elektrotehnika — Elektromagnetska teorija i polja, Liber, Zagreb, 1972. Vrlo sli¢na
podjela provedena je i u J. A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941. Stration je
uveo omjere k”/e’w’ << | za dobre dielektrike i ¥*/e’w* >> 1 za dobre vodite. Konagno, u R. F. Harrington,
Time — Harmonic Electromagnetic Fields, McGraw-Hill, New York, 1961 uvedena je podjela na dobre
dielektrike i dobre vodite tako, da je kriterij za dobre dielektrike e/’ << 1, a za dobre vodite k/we >> 1.
Ova analiza je suptilnija i zahtijeva viSe podataka o materijalima.
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Za prikazivanje u dijagramima ovisnosti znacajki o, B, |Z| i @ o omjeru provod-
nih i struja pomaka u realnim materijalima, pogodno je uvesti normalizirane vrijednosti.
Tako ¢emo normaliziranu prigusnu i faznu konstantu izraziti kao

[

112
1 1
— ] o= =] s
LA A & ]

(8.3.71a,b)

: 112
= ~1—*x 1+i2 +1] .
k22 (N o«

K
(8.3.72,73)

1.1
1.0 >
0.9 _///
0.8
0.7 aw

0.6 a
0.5 — ,/ v Slika 8.3.11. Normalizirana vrijednost priguine i
,,—L-""—_F— fazne funkcije u ovisnosti o frekvenciji za razlicite

o/(kZ") materijale s gubicima
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/
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/ wEe/K
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Normaliziranu vrijednost valne impedancije materijala izrazit ¢emo kao

-112 U4 L arctan 1
z (1+ x ] =[1+ ‘15] ST (8.3.74)
X

gdje su normalizirani modul valne impedancije
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-1/4
‘ z ‘= - (8.3.75a)
Z x2 ’
i pripadajuéi kut (normalizirane) impedancije
1
0= —l (8.3.75b)
X
 |ziz|
Yl ] 1.0
45° o |ZJ{ZI| — -"""-_-____d}
N 0.8
35° >N |
250 l 74 N
/] IS P 0.4
o / B— !
0.2 Slika 8.3.12. Argument i normalizirani modul
5° / i
|_ ] | L -~ valne impedancije za razli¢ite materijale s gubi-

cima u ovisnosti o frekvenciji

02 06 10 14 1.8 ok

8.3.3.1. Dobri izolatori

Receno je veé da su dobri izolatori oni materijali kod kojih je pri zadanoj frekven-
ciji polja ®, omjer provodnih i struja pomaka vrlo malen,* tj. x/me << 1. UvaZavajudi tu
&injenicu izvest éemo asimptotske, tj. pribliZne izraze za znacajke ¥, o, B, Z i v, koje
odreduju ponalanje sinusnog vala u materijalu s gubicima (e, p, Kx#0). U tu svrhu
preuredit éemo jednadZbe (8.3.40a — e) u pogodan oblik koji glasi

1/2
v=asip=emi(1 5]

jwe
: -1/2
7 jop =z*[1+ L ] " (8.3.76a - c)
Y JWE
i =
Vf— ﬁ .

Ovdje su k i k" separacijske konstante odredene izrazima (8.2.28a,b)

% Drugim rije€ima provodne struje J = kE mogu se zanemariti.
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Jwe

12
k=k’(1+ ") ,
(8.3.77a,b)

k' =w/pe = = ,
c

a Z i Z' valne impedancije propisane izrazima (8.2.50j,k), odnosno (8.3.73). Fazna
brzina odredena je relacijom (8.2.40). Primijenimo li binomni razvoj u red*’ za izraze
(8.3.76a,b) dobivamo za konstantu prostiranja y i za valnu impedanciju Z sljedece

redove
2 3
=i L7 =i l_j%[_"_]_%(i] +j1_16(i] J
s il we (8.3.78a,b)
1({ % 3/ k¥ .5k )
Z=2'1+j—|—|-=|— —— +...
+';2(OJB] 8(0)8] K 16((.35) "

Budu¢i je ®/we << 1, to kod dobrih izolatora moZemo ispustiti ¢lanove s potencijama
viS§im od druge, pa dobivamo

B =k’[1——1(—“—]2+...J=2{1 —l(i)z+...J (8.3.79a - ¢)
8\ we ¢ 8\l we ’

23V, L=,
8lwe) "2\ we) [
Analizom navedenih izraza moZemo zakljuciti sljedece:

1. PribliZni izraz za prigu$nu konstantu kod dobrih izolatora, ako aproksimaciju prove-
demo samo prvim ¢lanom iz (8.3.79a), glasi

k| (8.3.80)

Tako je kod materijala i pri frekvenciji polja, kod kojih je x/we <0.2, tj. struje
pomaka pet i viSe puta vece od provodnih, pogreska u proradunu priguine konstante
prema pribliznom izrazu (8.3.80) iznosi samo 0.5% i manje. OCito je da prigusna

T Pogledati Prilog F.



456 8.3. Prostiranje ravnih valova

konstanta (8.3.80) nije ovisna o frekvenciji, dok je linearno proporcionalna provod-
nosti izolatora i idealnoj valnoj impedanciji Z'.
2. Prva aproksimacija za faznu konstantu kod dobrih izolatora prema (8.3.79b) jest
®

P (8.3.81)

c
i priblizno je jednaka onoj kod idealnog dielektrika. Analiza tocnosti je ista kao za
prigu$nu konstantu, tj. ve¢ kod omjera k/we < 0.2 postiZe se to¢nost s pogreSkom
od samo 0.5%. Fazna konstanta je linearno ovisna o frekvenciji.

3. Priblizni izraz za valnu impedanciju dobrih izolatora, zanemarujuci Clanove viseg
reda, moZe se prema izrazu (8.3.79¢) pisati kao

Zzz*[l ,%(%) . g =arczanl(i) , (8.3.82a,b)
E

2\ we
i predstavljati kompleksnim brojem. Ako je omjer K/we <0.2, tada piSemo joS
jednostavnije

Z=7 = % . @ =0 ; (8382C,d)

i &inimo u realnom &lanu pogresku od najviSe 1.5%. Zanemarenjem imaginarnog
&lana &inimo pogredku od najviSe 10%. Prema tome, ako pri omjeru K/we 0.2
ratunamo impedanciju prema izrazu (8.3.82a), tada Cinimo samo u realnom ¢lanu
pogredku od najvise 1.5%. A ako ra¢unamo impedanciju kao realan broj (Sto odgo-
vara idealnom dielektriku) prema izrazu (8.3.82c), tada &inimo jo§ dodatnu pogres-
ku u imaginarnom dijelu od 10%. Analiziramo li pribliZan izraz za kompleksnu
impedanciju dobrog izolatora, ofito je da imaginarni dio izravno linearno ovisi 0
provodnosti izolatora i reciprotno o frekvenciji polja. Valna impedancija dobrih
izolatora je realna i visoka, a elektri¢no i magnetsko polje su prakticno u fazi.

4. Priblizni izraz za faznu brzinu sinusnog vala u dobrom izolatoru odredit ¢emo
pomocu izraza (8.3.76¢c) i (8.3.79b), odnosno (8.3.81). Tako je

C

L 1-—1—( » ]2 ’ (8.3.83a)
8

WEe

a ako zanemarimo &lanove viSeg reda, tada je
1
v.sc=—— . (8.3.83b)

s \/ﬁ

Otito je da za omjer ¥/we < 0.2, ¢inimo najvecu pogresku od 0.5%, ako brzinu
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raCunamo prema izrazu (8.3.83b). U tablici 8.3.2. na kraju poglavlja dani su izrazi

za pribliZan proracun osnovnih znacajki dobrih izolatora.
Na kraju mozemo zakljuciti, da se zbog vrlo malih vrijednosti provodnosti x (odnosno
we”)*, polje sinusnog vala vrlo malo, tj. neznatno priguSuje u dobrom izolatoru, dok se
u svemu drugom val prakti¢no ponasa kao da se prostire u idealnom dielektriku. Tako
npr. prigu$na konstanta za porculan kod svih frekvencija do reda 10 GHz iznosi pribli-
#no 16-107"* 1/m, §to predstavlja vrlo malu vrijednost. Ili drugi primjer, val frekvencije
10 MHz priguSuje se u polistirenu samo 0.5% po kilometru duljine, a elektri¢no i mag-
netsko polje su mu fazno pomaknuti za kut ¢ = 0.003°. Valna impedancija, fazna brzina
i valna duljina u dobrom izolatoru manji su nego u vakuumu, buduci je obi¢no e>g, (tj.
e’ >¢g,) i n=p, Gubici u jedinici volumena, koji se odreduju pomocu izraza (8.3.44) ili
(8.3.56) vrlo su mali, buduéi je provodnost K (tj. we”) vrlo mala u dobrim izolatorima.

8.3.3.2. Dobri vodici

Dobri vodi€i su u sinusnim poljima karakterizirani omjerom x/we >> 1. U dobrom
vodicu struje pomaka mogu biti potpuno zanemarene u usporedbi s provodnim struja-
ma.* To je jedna od bitnih znatajki ponaanja vodi¢a u sinusno promjenjivim poljima.
Analizu ponaSanja sinusnog vala u dobrim vodi¢ima ucinit ¢emo preglednijom ako
izvedemo priblizne izraze za temeljne znacajke v, o, B, Z i v, materijala. U tu svrhu
preuredit ¢emo izraze (8.3.76a,b) i uvazavajuci da je K/ >> 1, tj. we/x << 1, razviti ih
binomnim razvojem u red.* Nakon preuredenja i uvaZavajuéi da je

14
===,

/2

slijedi

. : cwe |2 ®RK L we\?
1 =egp =Rk 1 = | {12
-12
Z=(1+ﬁlﬂ(w£] ,
2k K

Iz binomnog razvoja dobivamo
A we 1{we)Y .1 (we)
Lafol——wap—= spmd—s | .
2\ 8\ x 16\ x

(8.3.84a,b)

WK

y=a+j=(1+j)

“ Pogledati tablice 1.4.1. i 8.3.1. te izraz (8.3.56).
“ Pogledati ¢lanak 7.2.3. i uvjet (7.2.46).
* Pogledati Prilog F.
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i ‘ﬂ 1fwe) 3(we) .5 (oe)
Z=@+) 2x El_j2(1<]+8(x) JIG(K)'"]’

pa ispuStanjem ¢lanova drugog i viSeg reda dobivamo pribliZne izraze za Yy i Z u do-
brom vodicu

~ | OpK 1{ we
Y =(1+)) 1+J—(—] ;
\ 2 2\ « (8.3.85a.b)
W 1 we
Z = + WLoir e oy My BRsrtood) y
(=) 2 P 2( - ”

Ako su struje pomaka samo 1% od provodnih struja, tj. ako je omjer struja pomaka i
provodnih struja we/k < 0.01, (tj. ako su provodne struje 100 puta vece od struja poma-
ka, odnosno k/me = 100), tada struje pomaka moZemo potpuno zanemariti u izrazima
(8.3.85a,b) za dobre vodice,”" pa dobivamo

V=
(8.3.86a,b)
Z=(1+), ‘;—: .

Pogreska koju ¢inimo u proracunu Y i Z pri potpunom zanemarenju struja pomaka, tj.

kada ih racunamo prema izrazima (8.3.86a,b) i kada je /e 2 100 iznosi najvise 0.5%.

Na temelju izvedenog moZemo zakljuciti:

1. PribliZzan iznos prigu$ne konstante uz zanemarenje struja pomaka u dobrom vodiCu
odredujemo iz izraza (8.3.86a) kao

- wTwz [nfurx . (8.3.87)

5! Kovine su izraziti primjer materijala koji pripadaju u dobre vodice. U kovinama redovito moZemo
zanemariti struje pomaka, buduéi je x reda 107 S/m. Istina, ne zna se mnogo o dielektri¢nosti u kovinama, ali
nema razloga vjerovati da ona poprima vece vrijednosti.

U J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941, navodi se da velicina dielek-
tri¢nosti e u kovinama je rada 10" F/m. Otud se zakljutuje da su struje pomaka manje od provodnih u
cijelom opsegu frekvencija do 10" Hz, $to pak leZi u domeni atomskih fenomena i nije viSe podrudje
valjanosti makroskopske elektromagnetske teorije. Dakle, u kovinama ¢emo umjesto £ pisati s dovoljnom
to&nodéu e, za cijelo podrugje tehnickih frekvencija. Pogledati Clanak 8.5.2.
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PriguS$na konstanta mjeri se u neperima po metru (1/m). Ona je za dobre vodice
vrlo velika. Tako za bakar kod 50 Hz ona iznosi 106 1/m, kod 10 MHz je 47000
1/m, a kod 1 GHz ona iznosi 470000 1/m. PriguSenje u dobrim vodi¢ima vrlo je
veliko, i to vece §to su vodljivost i permeabilnost materijala veci i Sto je frekvencija
polja viSa. Tako se npr. val od 10 MHz u bakru na putu od 0.06 mm prigusi na
5.8% pocetne vrijednosti. To znaci da se val prakticki potpuno prigusio 1 da valovi
ne prodiru duboko u kovine. Kovine djeluju kao $tit protiv elektromagnetskih valo-
va. S druge strane i materijali s lo§ijom provodno3¢u, kao npr. morska voda sa zna-
Cajkama k=5 S/m, € =8lg, i p=p, kod odredenih frekvencija ponaSaju se kao
dobri vodi¢i. Uvjet koji mora biti ispunjen da bi morska voda bila dobar vodicC jest
da bude x/we = 100. Pa imamo

K
f< 200me

~11-10°Hz .

Dakle, za valove frekvencije f< 11 MHz morska voda se ponaSa kao dobar vodic.
To je vrlo Siroki opseg frekvencija. Pa je tako npr. prigu$na konstanta za morsku
vodu za valove frekvencije 50 Hz o =0.0314 1/m, za valove 10 kHz o =0.4427
I/m i za valove 10 MHz o .= 14.042 1/m. Zato ¢e se u morskoj vodi elektromag-
netski valovi frekvencije 50 Hz na dubini od 50 m priguSiti na 20.8% poCetnog
iznosa. PribliZzno na isti iznos priguSit ¢e se i valovi frekvencije 10 kHz na dubini
od 7.1 m, odnosno valovi frekvencije 10 MHz na dubini od 0.225 m.

2. Zanemarenjem struja pomaka prva aproksimacija za faznu konstantu u dobrom
vodic€u iznosi prema (8.3.86a)

B dga (J)TI-'-lc =m . (8.3.88)

Fazna konstanta priblizno je jednaka prigu$noj konstanti. Proporcionalna je drugom
korijenu frekvencije, permeabilnosti i provodnosti materijala. Jedinica joj je 1/m.
Vrijednosti fazne konstante za dobre vodice su vrlo velike u usporedbi s iznosom
fazne konstante za dobre izolatore pri istoj frekvenciji.

3. Valna impedancija u dobrom vodi¢u rauna se prema pribliZznom izrazu (8.3.86b),
pa se moZe pisati '

l(op. ‘wp. ;
=(1 —_— = | —= pin/d
2N . (8.3.89a — ¢)

W T
LlE. == ; B 4
| ] X 3 (p 4
Valna impedancija dobrih vodi¢a je kompleksna i ekstremno mala kod radiofre-
kvencija. Tako valna impedancija bakra ima modul 0.012 Q za frekvenciju 10 MHz.
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Proporcionalna je drugom korijenu frekvencije, permeabilnosti i recipro&ne vrije-
dnosti provodnosti materijala. Realni i imaginarni dio su joj priblizno jednaki, pa
fazni pomak izmedu fazora elektricnog i magnetskog polja iznosi 45°.

4. Fazna brzina sinusnog vala u dobrom vodi€u moZe se priblizno izraCunati prema
izrazima (8.3.76¢) i (8.3.88) kao

B ‘ 20 (8.3.90)
V,= e
A\

Fazna brzina u dobrim vodi¢ima je mnogo manja nego u praznom prostoru. Mjeri
se u metrima po sekundi. Posebno treba istaknuti frekvencijsku ovisnost fazne brzi-
ne u dobrim vodi¢ima i u vodljivim materijalima uopée.” Tako su harmonici viseg
reda sloZenog vala konstantno ubrzani u odnosu na one niZega reda.

5. Definicija valne duljine je nepromijenjena za dobre vodice, pa se ona odreduje
prema izrazima (8.2.42a,b) kao

rmd 28 (8.3.91a)
f

Kako je, pak, prema (8.3.88) B = o u dobrim vodigima, to je

pull,_2n (8.3.91b)

® JYrfpx

Buduéi da frekvencija jednog sinusnog vala ostaje ista, a kako je fazna brzina
(8.3.90) vala u dobrom vodi¢u mnogo manja od brzine vala iste frekvencije u
vakuumu v, = ¢, = 1/(h,e,)"%, to je prema (8.3.91a) valna duljina u dobrom vodicu
mnogo manja od one u vakuumu. Opcenito moZemo zakljuditi da je valna duljina u
dobrom vodiCu vrlo mala u usporedbi s valnom duljinom u praznom prostoru. Npr.
kod frekvencije od 10 MHz valna duljina u vakuumu je 30 m, dok je u morskoj
vodi 0.45 m, a u bakru je samo 0.133 mm.

6. Specifi¢ni gubici, tj. gubici u jedinici volumena u dobrom vodi¢u raunaju se prema
izrazu (8.2.56), odnosno (8.3.44) i iznose

) ar 1 o
P orpe= 7 |Eol e = 2 wp [Ho[?e 2 . (8.3.92)

L
2
Buduci je x dobrih vodi¢a vrlo visok, pogotovo kovina, to su specifi¢ni gubici

veliki, posebno na pocetku (z = 0) dok val nije prigusen.
7. Snaga koja se prenosi sinusnim elektromagnetskim poljem po jedinici plostine u

% Signal sloZen iz viSe sinusnih valova razli¢itih frekvencija prostirat ¢e se tako da ¢e se svaki sinusni val
prostirati drugom faznom brzinom i pritom ¢e se signal deformirati. KaZemo da ée signal pretrpjeti distorziju.
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dobrim vodi¢ima iznosi prema (8.2.53)

1 1
N, = %ExH*= Eaz|E0‘2%e-2uz= Eaz |H0]ZZ e 207 =
(8.3.93)
1 - WH
= ‘i‘az iHolze 2“‘;(1 +j) —'—2]{ .

Poyntingov vektor je kompleksna veli¢ina, pa ga Cesto predoCavamo s dvije realne
veliCine

Nsr i Psr +jQ.sr s (8 3943.)

gdje je modul

N, |={P>+Q; , (8.3.94b)

prividna snaga po jedinici plostine koja se sinusnim elektromagnetskim poljem

prenosi kroz prostor. Veli¢inu P, nazivamo aktivnom ili djelatnom snagom, a

veli¢inu Q,, nazivamo reaktivnom ili jalovom snagom.
Na kraju moZemo zakljuditi da se u dobrim vodi¢ima mogu zanemariti struje pomaka
(prema provodnim strujama). Polje sinusnog vala se jako priguSuje, buduci su specifi¢ni
gubici u materijalu veliki. Magnetsko polje zaostaje za elektricnim za fazni kut koji
pribliZzno iznosi @ = 45°. Kovine kao izrazito dobri vodici su reflektori elektromagnet-
skih valova.

U tablici 8.3.2. na kraju poglavlja dali smo pregled izraza za proraun osnovnih
znaCajki za prostiranje sinusnog vala u dobrim vodi¢ima.

8.3.4. Povrsinski uéinak

Prostiranje valova dosad smo analizirali u vodljivim materijalima s gubicima u
¢lanku 8.3.2 i posebno u dobrim vodi¢ima (Ciji su izraziti predstavnici kovine) u toCki
8.3.3.2. Utvrdili smo da se val koji polazi od povrSine dobrog vodica i prostire u njego-
vu unutra$njost, vrlo brzo prigusi na beznadajnu vrijednost.*® Zato je u kovinama sinus-
no elektromagnetsko polje lokalizirano u tankom sloju uz povrsinu. To ima za posljedi-
cu da su i sinusne provodne struje gustoce J = xE, koje teku u kovinama kao posljedica
polja, potisnute prema povrsini i usredotocene u tankom povrSinskom sloju vodica. Ova
pojava poznata je u elektromagnetskoj teoriji pod nazivom povrsinski ucinak.>

53 Pogledati sliku 8.3.5. i izraz za dubinu prodiranja u dobar vodi¢ u tablici 8.3.2.

5% Engleski naziv je The Skin Effect, a u naSoj literaturi se upotrebljavaju i naziv “potiskivanje struje”.
Pogledati R. Stoll, The Analysis of Eddy Currents, Clarendon Press, Oxford, 1974; Z. Haznadar, J. Matjan,
Numerical Calculation of Skin Effect in Systems of Straight Conductors, Elektrotehnika 5/70, Zagreb, 1970.
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Zbog posebne vaZnosti tog fenomena analizirat ¢emo ovu pojavu podrobnije i
opSirnije. U to¢ki 8.3.3.2. pokazali smo da u dobrim vodi¢ima moZemo zanemariti
struje pomaka. Zanemarenje struja pomaka ima za posljedicu da u sinusnom polju u
kovini nema retardacije elektromagnetskog polja.”® To pak znati da je elektromagnetsko
polje u kovinama kvazistaticko, pa se elektromagnetska energija ne prenosi valom nego
difuzijom. Cinjenicu da u dobrom vodicu vala zapravo nema, nego da postoji kvazistati-
¢ko sinusno promjenljivo elektromagnetsko polje, moguce je i zorno prikazati. Prema
izrazima (8.3.43) i (8.3.88) dubina prodiranja sinusnog vala u dobar vodi¢, tj. kovinu

E , (8.3. 5)

dok bi valna duljina vala u kovini, prema izrazima (8.3.91a,b) bila

- 2n
(8.3.96)
WHUK
2
Otuda slijedi karakteristicni odnos za kovine
A, =2md, . (8.3.97)

U ¢&lanku 8.3.2. objasnjeno je da u prakticnim tehni¢kim zadacama uzimamo da se val
u kovinama prigusi na beznatajnu vrijednost (na priblizno 5% pocetnog iznosa, tj. polja
na povrsini vodi¢a) na dubini 3d, ispod povrSine kovine. OCito je da elektromagnetsko
polje i¥¢ezne puno prije (nakon 3d,) nego Sto val uspije prijeci u kovini put koji bi bio
jednak jednoj valnoj duljini (A, = 6.284,), pa o elektromagnetskom valu u kovini nema
smisla govoriti.

Sve zadade prorafuna povrSinskog uCinka u dobrim vodi¢ima razliCitog oblika,
protjecanim strujama bilo kako promjenljivim u vremenu, mogu se rijesiti pomocu
jednadzbi (8.1.6a,b) za proracun raspodjele kvazistatickog elektromagnetskog polja u
vodi¢ima

AE - uk% =0,
(8.3.98a,b)
oH
AH -pux 7 =0 .

To su jednadZbe difuzije koje su izvedene iz prigusenih valnih jednadzbi (8.1.4a,b),

%5 To znati da se sve pojave dogadaju istovremeno u polju. Pogledati odjeljak 7.1.
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kada se zanemare struje pomaka u dobrim vodi¢ima, pa otpadnu ¢&lanovi ped’E/0f i
ued’H/or. Kada se izraluna raspodjela elektricnog polja E u vodi€u, preostaje da se
mnoZenjem s provodno$éu kovine odredi raspodjela gustoce struje u kovini kao J = xE.
Mogude je i izravno raunati raspodjelu struja u vodicu iz jednadzbe (8.3.98a), tako da
se ona pomnoZi s K kovine, pa se dobiva diferencijalna jednadZba

AJ- uK%% =0, (8.3.98¢)

koja odreduje raspodjelu provodnih struja u vodiCu. Za sinusne struje u vodiCu, tj.

sinusno promjenjiva elektromagnetska polja, pogodno je provesti ratun s fazorima®®

polja. Sustav jednadZzbi (8.3.98a — ¢) poprima tada oblik

AE=Y’E ,
AH=vy*H , (8.3.99a - ¢)
AJ=vy2J .

To su temeljne diferencijalne jednadzbe za proracun raspodjele sinusnih kvazistatickih
elektromagnetskih polja i struja u dobrim vodicima, tj. za proraun povrSinskog ucinka.

Valna konstanta za kovine y odredena je pretvorbom jednadzbi (8.3.98a-c) u
fazorske jednadzbe. No moze se odrediti i iz izraza (8.2.30), ako se zanemare struje
pomaka u dobrom vodicu, pa se ispusti ¢lan (- @’ue) i dobije

SR (8.3.100)

te je konaCno y za kovine

y =/jopk = (1+)) I%Z(“ﬂa _ (8.3.101)

Primijenit éemo ovaj op¢i matemati¢ki model za rjeSenje zadace povrSinskog ulinka s
najjednostavnijom geometrijom, kako bi smo razjasnili pojam poveéanja elektricnog
otpora vodica zbog potiskivanja struje u njemu. Geometrija je zadana na slici 8.3.13.
Desni poluprostor (z 2 0) ispunjen je kovinom sa zadanim znaCajkama €, /1, 1 X, a lijevi
poluprostor (z < 0) ispunjen je dobrim izolatorom, npr. zrakom s g, y, i ¥ = 0. Narinuto
je sinusno elektromagnetsko polje frekvencije , tako da u vodicu teku izmjenicne struje
gustoce J = J(z). Hallovom sondom izmjerena je amplituda jakosti magnetskog polja na
samoj povrsini vodia i ona iznosi H;, A/m.

RjeSenje difuzijskih diferencijalnih jednadzbi (8.3.99a —c) u fazorskoj domeni u
pravocrtnom koordinatnom sustavu, s ovisnoS¢u fazora polja E, H, samo o koordinati z,

% Pogledati ¢lanak 7.2.1.
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glasi
E=a,E e Ee™
H=a(H e +H,e™), (8.3.102a - ¢)
J=a (J e"+J,e") .

Rubni uvjeti za tako jednostavnu geometriju jesu

z=0 = H(O)=a,H,,

(8.3.103a,b)
Njihovim uvrStenjem u jednadZbu (8.3.102b) slijedi
H=0 , H,=H, (8.3.103c,d)

Impedancija dobrih vodi¢a odredena je izrazima (8.3.89a—c), pa prema relacijama
(8.2.50a,c) dobivamo za direktni val

E=-HZ=0,
_ - L .

E,=H,Z=(1 +ﬂ\‘ 2 Ho=Eq » (8.3.103¢ — h)

J,=xE, =0,

Jy=xE,=(1+j)aH,=J, .

Konacno, rjeSenja za raspodjelu fazora polja i gustoce struje u kovini koja ispunjava
poluprostor glase

(1 + e, [ QB
E=a Eje ') =g (1 +j)q‘ %Hoe t

~(1+)z, [ 2EE 8.3.104a —¢)
ﬂ=ayHOe*“”)“=ayHOe 2 (

aax 1o
J=aJe !"D=gq (1+)) 5 H,e .

U realnom podrucju trenutne vrijednosti jakosti polja i gustoée struje jesu

} o[ 4E I 8.3.105
E, =a, %L—Hoe # cos{mrvz _m;_er%], ( 2
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WHK

— 2 —
H. —ayHﬂe cos|wt-z )

WRK
2 [@EX
Jy, =aJopcHge ' 2 cos |wt-z

K WHK

/

\

WUK T

2

4 —

4

(8.3.105b,¢c)

Buduéi da je sva struja u kovini usredotofena uz povrsinu u sloju debljine 3d,, to se
Cesto govori o strujnom oblogu na povrSini vodiCa.

Slika 8.3.13. Potiskivanje struja i jakosti magnetskog polja prema povr§ini kovine

Iznos debljine tog strujnog sloja u bakru i aluminiju, koji su izrazito dobri tehnicki
vodici, pri razli¢itim frekvencijama polja dan je u tablici 8.3.3. OCito je da su te deblji-
ne strujnog sloja npr. u bakru reda od 28 mm pri 50 Hz do 2 um pri frekvenciji od 10
GHz (mikrovalna frekvencija za radar i druge primjene) vrlo male. Stvarno ima smisla
govoriti o strujnom oblogu, a nikako o jednolikoj raspodjeli struje u kovini.

Pomodu izraza

>

C:l"‘--—-,%

= 0
J dz =“xf(1 +)aHye Dz —q Hye D% |=q H,
/ i

(8.3.106)

moZemo izraCunati fazor strujnog obloga, tj. struje u kovini (tj. u cijeloj dubini kovine
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z—e0) po jednom metru poprecne duljine na povrsini kovine.”” Ukupna struja u kovini
po jedinici poprecne duljine, tj. iznos (modul) strujnog obloga K brojno je jednak
iznosu jakosti magnetskog polja na povrsini kovine H,,.

Tablica 8.3.3. Dubina prodiranja i debljina strujnog sloja uz povrsinu bakra i aluminija

Frekvencija
(Hz)

Bakar

Aluminij

Dubina
prodiranja
d, (mm)

Debljina
strujnog sloja
3d, (mm)

Dubina
prodiranja
d, (mm)

Debljina
strujnog sloja
3d, (mm)

9.4 28,2 12 36

8,6 25,8 11 33

2,1 6,3 2,7 8,1

0,08

0,003

0,85-107?

U svjetlu te Cinjenice zanimljivo je pojasniti novo znaenje valne impedancije Z. Imali
smo otprije, tj. prema izrazima (8.2.50a) i (8.3.59a—c) da je valna impedancija u
dobrim vodi¢ima, poglavito kovinama, za direktni sinusni TEM val definirana kao

x W
Z= =(1 =
H' (p 2x

Bududi da relacije (8.3.103f) i (8.3.106) takoder moraju biti zadovoljene, to se moze
postaviti opéi odnos

(8.3.107)

b

E E
_ 0 _To_ gk 8.3.108
Z=—=—"= I . (8.3.108)
H K 9\ 5,
Uz pomo¢ relacije (8.3.88) odnosno (8.3.95) dobiva se konacno
(8.3.109)

E ]
Z= D= I—"’“=1 — =(1 .
X 1+ o (1+)) . (1 +)R;

57 Pogledati &lanak 1.2.4. i izraze (1.2.15) i (1.2.17).
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Valna impedancija Z ili unutarnja impedancija naziva se joS i plosna impedancija
vodica, a R, je njezin plosni otpor. Budu¢i da se duljine koje su uklju¢ene u proracun
1mpedancue radunaju duz razli¢itih osi, dimenzije od Z i Ry dogovorno se uzimaju kao

"omi po Cetvorini". OCito je takoder da su realni i imaginarni dio valne impedancije, tj.
plosne impedancije vodi¢a jednaki, tj. Ry = X;. Energija koja se u jedinici volumena i u
jedinici vremena gubi, tj. specifi¢ni gubici u kovini mogu se prema (8.3.92) izraCunati
kao

[ ]‘ -2 1 -2a
(PS )Sr,ReZE wl“"|H(}|2€ 2 ZZE ®P|K|2f3 a8 ’ (83110)
Ukupni gubici u jedini¢noj prizmi beskonacne duljine (Im X Im X o) mogu se tada
odrediti integracijom

( T— 1 ’W ! 8.3.111
P = 'de = = B e = | ZERR2 - = RRE (8.3.111a)
& {Psdz 2 OFog K =5\ 2 2 s

S druge strane ukupni gubici koji se pretvaraju u toplinu u jedini¢noj prizmi P, (W/m?),
namiruju se iz elektromagnetske energije vala koji egzistira u zraku ispred povrSine
kovine. Stoga prema (8.3.93) ta energija mora biti donesena valom kroz povrsinu (z=0)
vodi¢a u vodi&, tj.

. 1l s |op 1 2
Pgs_Re{N0}~EH0 Ec"—zRSK .

(8.3.111b)

Prema ocekivanju izrazi (8.3.111a,b) u skladu su s Jouleovim zakonom. Otuda slijedi da
je pri eksponencijalnoj raspodjeli gustoce struje u kovini za proralun gubitaka mjero-
davan plosni otpor vodi¢a Ry, koji je dan relacijom (8.3.109) i iznosi

R |on_ 1 (8.3.112)

g 2x  «xd,
Iz izraza (8.3.112) slijedi vrlo zanimljivo obja$njenje otpora vodia koji uzima u obzir
potiskivanje izmjeni¢nih struja prema povrSini vodica, tj. povrSinskog u¢inka. Naime,
usporedimo li taj izraz s klasi¢nim izrazom za omski otpor vodi¢a protjecanog homoge-
nom raspodjelom gustoce struje po presjeku vodica

r- L (8.3.113)

o¢ito je da je /=1 m i da je poprecni presjek S = lm X d,. Prema tome, plosni otpor Ry
beskona¢no §iroke jedini¢ne prizme (duljine /= 1 m) iz kovine ekvivalentan je omskom
otporu R jedini¢ne prizme (duljine /=1 m) poprenog presjeka 1m x d;, 4j. Sirine d,, u
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sluCaju kada je struja jednoliko rasporedena po presjeku = 1m x d,. Buduéi da je sva
struja zamiSljena kao jednoliko usredoto&ena u sloj debljine d,, to je bila i osnova da se
veli€ina d, nazove dubina prodiranja. 1z izraza (8.3.111a,b) i (8.3.112) o&ito je da su
gubici u vodi€u (kovini) to veéi Sto je veéi plogni otpor vodica, a on je upravo propor-
cionalan korijenu iz frekvencije i permeabilnosti materijala, a obratno proporcionalan
korijenu provodnosti vodljivog materijala. Tako je za frekvenciju od 10 GHz, koja se
koristi u radaru i u drugim primjenama dubina prodiranja priblizno 0.7 um, pa polje
prodire u stijenku vodica (npr. valovoda) od bakra oko 2 mikrona. Da bi se gubici sma-
njili, dovoljno je da se bakrene stijenke prevuku slojem srebra mikronske debljine.

Izraz (8.3.112) ima posebnu vaZnost za proradun povrSinskog ucinka, tj. plosnog
otpora i gubitaka u dobrim vodi¢ima protjecanim izmjeni¢nim strujama, pogotovu visih
frekvencija. Naime, kada izraGunamo dubinu prodiranja d, prema izrazu (8.3.95), za
vodic bilo kakvog oblika popre¢nog presjeka (na primjer pravokutnoga ili proizvoljnog
oblika, kao na slici 8.3.14) nije te3ko tada izratunati prema (8.3.112) pribliznu vrije-
dnost otpora izmjeni¢noj struji

l l
R = — . 8.3.114
- xS, xO0d4, ( )

Ovdje je [/ aksijalna duljina vodi¢a u metrima, a reducirani popreéni presjek vodica
Srea = Od,, gdje je s O oznaCen opseg popreénog presjeka vodica. Za pravokutni vodi& je
O =2(a + b). Prema tome, ako je po popre¢nom presjeku S = ab nejednoliko raspodije-
ljena izmjeniCna struja, to se onda efektivni otpor toj izmjeniénoj struji pribliZno rafuna
tako da se po dubini prodiranja pretpostavi da je sva struja koncentrirana jednoliko po
cijelom sloju debljine d,. Efektivni presjek za jednoliko rasporedenu struju raluna se
onda kao umnoZak opsega vodi¢a i dubine prodiranja. Pritom je proradun po izrazu
(8.3.114) vise toCan, §to je viSe ispunjen temeljni uvjet

>6d, .

biin

Slika 8.3.14. Geo-
metrija vodifa po-
pre¢nog pravokut-
nog a) i bilo kojeg
b) presjeka za pro-
racun otpora vodi¢a
R_izmjeni¢noj struji

Tocan proratun otpora vodi¢a izmjeninoj struji za pravokutni i kruZni oblik poprecnog
presjeka vodica proveli smo u poglavlju 7.
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8.4. NESINUSNI VALOVI

U &lanku 8.1.1. ovog poglavlja iz Maxwellovih jednadZzbi izveli smo prigusene
valne jednadzbe (8.1.4a,b) za vektore dinamitkog elektromagnetskog polja u jednostav-
nom materijalu s gubicima

ot? ot
(8.4.1a,b)
*H oH
AH -pe— -pk— =
ke ot? K ot

Bududi da su obje vektorske valne jednadZbe istog oblika u ¢lanku 8.1.2, predstavili
smo ih jednom vektorskom jednadZbom

Fw_ W (8.4.2)

Ako pretpostavimo da je elektromagnetski val ravan i da veli¢ine polja ovise samo o
jednoj dimenziji, na primjer z, tada jednadZbe (8.1.4a,b) prelaze u jednostavniji oblik

FE_FE__OE_
P B 372 M at ’

(8.4.3a,b)
FH_ PH_ OH_
&’ " o "
Ovaj val se giba duZ osi z i partikularna rjeSenja prema (8.2.20a,b) glase
E(zf)=(E, e/®+E, e 7)e* |
@0 =(E, 3¢ ) (8.4.4a,b)

H(z,)=(H, e+ H, e )e™

gdje su sa s oznaleni korijeni karakteristitne jednadZzbe (8.2.18a), za diferencijalnu
jednadZbu po vremenu (8.2.17), koji prema (8.2.18b) glase

S T (8.4.52,b)
12 2¢ "\\2¢) pe’

Znatajka k je separacijska konstanta ili valni broj, pa je prema (8.2.6b) pogodno uvesti
vektor k, kao vektor koji odreduje smjer prostiranja vala. U naSem slucaju on jest

k=ak . (8.4.6)
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Pretpostavimo 1i jo§ da je ravni jednodimenzionalni val sinusni u vremenu i prostoru,
kako je to pokazano u Clanku 8.2.3, separacijska konstanta prema (8.2.27) poprima
kompleksni iznos

a korijeni postaju imaginarni

312=f"‘3 . (848)

To odgovara Fourierovoj transformaciji valnih jednadzbi (8.4.3a,b) koje u kompleksnom
podruCju glase

s +(wipe —jwux)E=0 ,
dz2

(8.4.9a,b)

i@ e -jounH=0,
0z

Sto moZemo pisati krace
FE +k*E=0,
dz?
(4.8.10a,b)
&H

2

+k?H =0,

0z

Vektori E i H leZe u transverzalnoj ravnini i mogu imati samo x i y komponente.
Partikularna rjeSenja tih jednadZbi su prema (8.4.4a,b)

E=(E, e/ +E, e /) e/,
(8.4.11a,b)

H=(H, e/ +H,e 7 el

i predstavljaju sinusni val u prostoru i vremenu, pritom je prostorni sinus priguSen. U
prethodnom odjeljku 8.3. detaljno smo analizirali prostiranje takvih sinusnih valova.

Medutim, u realnim uvjetima takva se idealizirana (partikularna) sinusna rjesenja ne
pojavljuju. Redovito ¢emo u najve¢em broju sluc¢ajeva imati posla ne s jednim "Cistim"
sinusnim valom, nego s kona¢nim nizom sinusnih valova razli¢ite frekvencije i valne
duljine. Taj niz valova vrlo Cesto moZe biti proizveden u obliku impulsa kona&nog
vremena trajanja, ili pak moZze biti moduliran nekim signalom drugog oblika. Prostiranje
nesinusnih valova zamr$enija je zadaca. Takvu zadacu, ako su odnosi linearni, tj. ako se
nesinusni val prostire u jednostavnom materijalu, rjeSavamo primjenom nacela super-
pozicije.
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Prostiranje jednodimenzionalnog nesinusnog vala odredenog jednadzbama (8.4.3a,b)
rjeSavamo tako da prvo Fourierovom transformacijom prebacimo te jednadZbe u spek-
tralnu domenu (8.4.10a,b). Potom izratunamo partikularna sinusna rje$enja (8.4.11a,b).
Da bi dobili opca rjeSenja jednodimenzionalnih jednadzbi za nesinusni val, pomnoZit
¢emo ta partikularna rjeSenja s po volji odabranim konstantama i zbrojiti. Pritom treba
imati u vidu da zbroj ravnih valova moZe opet dati ravni val, ali i jednodimenzionalni
val bilo kojeg prostornog i vremenskog oblika. Dobivanje op¢ih rjeSenja pomocu parci-
Jalnih u biti vodi k ideji Fourierovih redova i integrala.

Konstante u op¢im rjeSenjima odredujemo iz rubnih i pogetnih uvjeta, koji trebaju
za svaku zadacu biti zadani. Tako npr, zadana prostorna raspodjela vektora polja u
ovisnosti o koordinati z u poCetnom trenutku #, jedinstveno ée odrediti polje u svim
sljedecim trenucima. Ili, ovisnost polja o vremenu t moZe biti propisana u jednoj ravnini
z =17, 1 polje ¢e biti odredeno u svim totkama u prostoru i u vremenu.

8.4.1. Opce rjeSenje jednodimenzionalne valne jednadzbe
u dielektriku

U dielektriku, tj. materijalu bez gubitaka (k= 0), jednodimenzionalne valne jed-
nadZbe (8.4.3a,b) za nesinusni val reduciraju se u neprigusene, pa za svaku x i y kom-
ponentu vektora polja E 1 H prema (8.4.2) poprimaju oblik

%‘ME%=O, (8.4.12)
Z t

Za sinusne valove Fourierova transformacija te jednadZzbe jest

Pw

dzz +(_02ugw=0 ) (84]3)

Oznacimo li prema (8.2.30) s

Y==a?pe 3 ¢*=—,

tada je prema (8.2.29)

. . )
Y =jk=0a+jp =i
(8.4.14)
w
k=p=— .
B c

Fazna brzina je za sve sinusne valove, prema (8.2.40), ista i iznosi
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,,f=£1=c=L, (8.4.15)
P Vie
i neovisna je o frekvenciji sinusnog vala u dielektriku. Budu¢i da nema gubitaka u
materijalu o = 0, a znalajke k i ® su realne veli¢ine. Svaku od tih veli¢ina @ ili kK moZe-
mo promatrati kao neovisnu varijablu. Izaberemo li ® kao neovisnu varijablu, tada je
k = k(w) = w/c.
Partikularno rjeSenje jednodimenzionalne valne jednadZzbe (8.4.13) za sinusni val za
bilo koju x ili y komponentu oba polja, u kompleksnom podrucju, prema (8.4.11a,b)
glasi

Ww(z,t) =W, ejw(”ﬂwz ol (8.4.16)

Koeficijenti w, i w, su kompleksne veli€ine i mogu ovisiti o frekvenciji ®. Zato svakoj
sinusnoj komponenti odredene frekvencije ® pridruZzujemo odgovarajucu amplitudu, §to
oznatavamo s w,(®) i w,(®). Ope rjesenje jednodimenzionalne valne jednadzbe (8.4.12)
za nesinusni val, tj. za val bilo kakvog oblika i bilo kakve vremenske ovisnosti koji se
duZ osi z prostire u dielektriku dobivamo zbrajanjem partikularnih (sinusnih) rjesenja
(8.4.16) preko podrucja frekvencija ®. Ako je w(z,t) bilo kakva periodicka funkcija, tada
se zbrajanje obavlja preko beskonacénog diskretnog skupa frekvencija sinusnih valova,

pa je

W(Z,t) = 2 [Wlm e}'mm (; + Tz:) W, ejto,,, ( ) _f,:) .

m=-c

(8.4.17)

Op¢enito, ako je valna funkcija w(z,f) bilo kojeg oblika i u vremenu i u prostoru, tj.
aperiodicka i u vremenu i u prostoru, tada se zbrajanje (integriranje) obavlja preko
kontinuiranog beskona&nog frekvencijskog spektra. Opce rjeSenje od (8.4.12) je upravo
Fourierov integral®

Z

t+=

w(z,t) = lem) 2, ws)e ("?)} do . (8.4.18)

Koeficijente w,(®) i w,(®) odredujemo iz rubnih i poetnih uvjeta. To se rjeSava tako da
se propiSu vrijednosti valne funkcije i njezina normalna prostorna derivacija kao funkci-
je vremena u zadanoj ravnini z = konst., ili u zadanom pocetnom trenutku £, Npr. neka

% Prvi put smo obavili Fourierovu transformaciju jednadZbe (8.4.12) u (8.4.13) i dobili spektar sinusih
partikularnih rje3enja (u frekventnoj domeni), koja smo integralom (8.4.18) inverznom Fourierovom transfor-
macijom vratili u vremensku domenu.
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su u ravnini z = 0 zadane funkcije

WO =f1) [g—‘:] _FO) . (8.4.19 ab)
z=0

Detaljan opis odredivanja koeficijenata w (®) i w,(®) pomoéu Fourierovih integrala i
dobivanje konacnih rjeSenja opisao je Stratton® i neéemo ga ovdje izvoditi.

Za opce rjeSenje jednodimenzionalne valne jednadzbe (8.4.12) uz zadane rubne i
pocetne uvjete (8.4.19a,b) dobivamo iz (8.4.18) jednadZbu

12, 1 2y 1,0 2) 1. ( z 8.4.20
o fe UG e

Nesinusni (aperiodicki u vremenu i u prostoru) jednodimenzionalni elektromagnetski val
u dielektriku, Cije su x i y komponente vektora polja E i H odredene valnom jed-
nadzbom (8.4.12), ima rjeSenja oblika (8.4.20) za sve Cetiri komponente polja. Funkcija
h odreduje se iz pocetnih uvjeta tako da bude dh/dt = — cF(t). Zamjena varijable ¢ u f{f)
s (t—z/c) ili (1 + z/c) rezultira u gibanju vala bez distorzije udesno ili ulijevo duZ osi z
s faznom brzinom c¢. Tako se pocetna raspodjela polja dijeli u dva vala, od kojih se
jedan giba u +z a drugi u -z smjeru. Na ta dva vala superponiraju se & valovi, tako
izabrani da u z = 0 oni poniStavaju jedan drugoga, ali tako da se derivacija od w pribli-
Zava propisanoj vrijednosti F(t).

8.4.2. Opce rjeSenje jednodimenzionalne valne jednadzbe
u materijalu s gubicima

8.4.2.1. Zadana raspodjela polja u vremenu

Rjesenje jednodimenzionalnih valnih jednadzbi (8.4.3a,b) za sludaj zadane sinusne
raspodjele polja u vremenu (i u prostoru) opisano je detaljno u ¢lanku 8.2.3. Partikular-
na sinusna rjeSenja u kompleksnom podrucju su oblika (8.4.11a,b). Opéa rjesenja jedno-
dimenzionalnih valnih jednadZbi (8.4.3a,b) za bilo kakav oblik vala (opéenito aperiodi-
ki u vremenu i u prostoru) u materijalu s gubicima, a pomo¢u sinusnih rjeSenja oblika
(8.4.11a,b), dobit ¢emo zbrajanjem svih tih parcijalnih sinusnih komponenti. Sve &etiri
x 1y komponente vektora polja E i H oznaCit ¢emo s w(z,t). Uz pretpostavku da su w,,
w, 1 k kompleksne funkcije od ®, dobivamo za opée rjeSenje jednadzbu

w(z,) =f [wl(m)ejk(w}z +wy (@) e-jk(m)z} et dey | (8.4.21a)

—oo

% Pogledati J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941., odjeljak 5.8. General
solution of the One-dimensional Wave Equation in a Nondissipative Medium,
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Ova jednadZzba je rjeSenje za jednodimenzionalni val u pravocrtnom sustavu bilo kojeg
prostornog oblika, koji se prostire duZ osi z s bilo kojom vremenskom funkcijom u
materijalu s gubicima.

Pretpostavit éemo da je zadana raspodjela polja u vremenu tako da su propisane
valna funkcija i njezina okomita derivacija kao poznate funkcije vremena u odredenoj
ravnini z = konst., j.

wOH=f0) (%:] _FO) . (8.421b)
z2=0

Iz tih zadanih rubnih uvjeta odreduju se pomo¢u Fourierovih integrala nepoznati koefi-
cijenti w (@) i w,(®), dok se separacijska konstanta k uzima iz relacije (8.4.7). OznaCimo
li s J, Besselovu funkciju nultog reda, a s o prigusnu konstantu za materijale s gubi-
cima koji se mogu svrstati u dobre izolatore, koja prema izrazu (8.3.80) iznosi

LN (8.4.22)

2\ ¢

tada je opée rjeSenje jednodimenzionalne valne jednadZbe sa zadanom raspodjelom polja
u vremenu dano izrazom®

w(z,0) = %e“f(t+%]+%e'”f(t—§]+

z
r+=
K ¢ X
+ lce_it ff(r)eig iJ’ (tx \/zz—cz(t—r)z)d'r+
. oz ° (8.4.23)
e
:+-f:
. L
+%C€ 2e fF(T)eZC Jﬂ(a #Zz—Cz(f—‘f)z)d": .
Z
-2

Ta jednadZba je valjana za materijale s gubicima koji se mogu svrstati u dobre izola-
tore, tj. one koji ispunjavaju uvjet K/we < 0.2. Tada je o dana s (8.4.22), a fazna brzina
je za sve sinusne komponente pribliZzno ista i prema (8.3.83b) iznosi v,=c. Na kraju
moZemo zakljuiti da je valna funkcija w(z,f) koja se u vodljivom materijalu u ravnini
z=0 reducira u f{¢) i ¢ija se okomita derivacija reducira u F(z), a koja ujedno zadovo-

% Pogledati J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941., odjeljak 5.9.
Dissipative Medium; Prescribed Distribution in Time.
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ljava jednadZbu oblika

@-ue i . (8.4.24)
oz? or* a

posvuda odredena izrazom (8.4.23). Iz ovog izraza vidljivo je da se karakteristike
prostiranja vala temeljito mijenjaju zbog vodljivosti materijala. Pofetni impuls f(7)
razlaZe se u dva vala, svaki po polovicu pocetne amplitude, kao i u slu€aju prostiranja
vala u dielektriku. Valovi se gibaju u +z i —z smjeru, svaki s brzinom c, koja je
neovisna o frekvenciji i o provodnosti materijala. Oni se priguSuju eksponencijalno u
smjeru svoga gibanja, a prigu$enje je pribliZno onom za sinusne komponente, danom s
(8.4.22). Poletna funkcija ne prostire se bez promjene oblika, jer integrali koji predsta-
vljaju doprinose polju traju cijelo vrijeme bez ograniCenja (do beskonalnosti) u svim
poprenim tofkama valne fronte. Val ostavlja u svom izvoru ostatak ili dio koji splas-
njava eksponencijalno u vremenu.

8.4.2.2. Zadana raspodjela polja u prostoru

Rjesenje jednodimenzionalnih valnih jednadZbi (8.4.3a,b) za sluCaj zadane sinusne
raspodjele polja u prostoru opisano je detaljno u Clanku 8.2.4. Komponente oba polja
odredene su tada skalarnom diferencijalnom jednadzbom (8.2.24)

FPw " Pw ow ' (8.4.25)

Partikularna rjeSenja za priguSenu sinusnu raspodjelu polja u prostoru odredena su u
kompleksnom podrucju prema relacijama (8.2.46a,b) s

w(z,t) = Wi,e Pr”(*q"'h)a-wa e PtHizqt- kz) (8.4.26)

gdje su korijeni karakteristine jednadZbe dani pomocu relacije (8.2.45) kao

K kz ’ : (8.4.27)
=T 2e tj {28) =P

Pretpostavka je da je separacijska konstanta k realna, a veliCine p i1 g su tada

(8.4.28a,b)

A v e G

Qe

Provodenje harmonicke analize ima smisla u prostoru prije nego u vremenu, pa se op¢e
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rjeSenje za zadanu raspodjelu u prostoru moZe konstruirati iz partikularnih sinusnih
rjeSenja oblika danih u (8.4.26) pogodnih za ovu svrhu

w(z,t) =e P(w, e/ +w, e 7T e/ (8.4.29)
Uz pretpostavku da su w,, w, 1 g funkcije od k dobivamo za opce rjeSenje jednadZbu

w(z,f) = f e P [wl(k)ejq(k)r+w2 e -jq(k]f]ejkzdk . (8.4.30a)
Ta jednadZba je rjeSenje za jednodimenzionalni val u pravocrtnom sustavu bilo kojeg
prostornog oblika, koji se duZ osi z prostire bilo kojom vremenskom funkcijom u ma-
terijalu s gubicima. Ona je pogodna za rjeSavanje polja ako su zadani pocetni uvjeti
tako da su u poCetnom trenutku =0 zadane raspodjela polja w i njegova vremenska
derivacija ow/dt kao funkcije koordinate z u prostoru, tj.

w(z,0)=g(z) ; (%) =G(2) . (8.4.30b)
t=0

Pomocu Fourierovih integrala odreduju se koeficijenti w,(k) 1 w,(k). Ako s J; oznaimo
Besselovu funkciju nultog reda, dobiva se za rjeSenje jednodimenzionalne valne funkcije
koja se u vodljivom materijalu u =0 reducira u g(z) i ¢ija vremenska derivacija u
istom momentu je G(z), izraz oblika®

w(zit)=e “’”{% g(z+ct)+ %gfz -ct) +

1 Z+ct
+oe [ (P80 +GW) ol L7 ~c*?)dL+ (8.431)

21 g(L)— (a (z—L)2~c2r2dL}.

Koeficijent o odreden je izrazom (8.4.22). Ovo rjeSenje ne razlikuje se u biti od rje-
Senja (8.4.23) iz prethodne toCke. Pocetna raspodjela polja duZ osi z razlaZe se u dva
vala koji se prostiru u +z 1 -z smjeru. Ako je K razli¢ita od nule, ostaci polja iza pro-
laza valnog fronta priguSuju se eksponencijalno u vremenu.

®! Za dokaz pogledati u J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941., odjeljak
5.10. Dissipative Medium; Proscribed Distribution in Space, ili J.D. Jackson, Classical Electrodynamics, John
Wiley, New York, 1962.
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8.5. DISPERZIJA

Do sada smo uglavnom analizirali prostiranje sinusnih valova u vakuumu, (ideal-
nim) dielektricima i materijalima s gubicima. Zada¢a se znatno zamrsi i poteSkoce
nastaju Zelimo li analizirati prostiranje nesinusnog vala ili signala u realnim materijali-
ma. U odjeljku 8.4. pojasnili smo da se u jednostavnim materijalima takav signal moZe
konstruirati superpozicijom nizova sinusnih valova beskonatne duljine i trajanja. Zato
se i analiza prostiranja takvih signala moZe opet svesti na analizu prostiranja sinusnih
komponenti, tj. valova. Pokazali smo da fazne brzine tih sinusnih komponenti ovise o
znatajkama e, p i x materijala® koje smo do sada uzimali konstantama. Prostiranje
nesinusnog signala u vakuumu ili u idealnom dielektriku, gdje znacajke € i p (k= 0) ne
ovise o frekvenciji i gdje su fazne brzine konstantne za sinusne komponente svih
frekvencija, jest bez distorzije, tj. bez izobli¢enja. Zato mozemo zakljuciti da u takvim
nedisperzivnim materijalima nesinusni signal putuje neizobli¢en. Svi materijali u prirodi,
medutim, pokazuju odredenu disperziju. Cinjenica je, pak, da unutar ograni¢enog opsega
frekvencija veéina materijala pokazuje dovoljno malu disperziju, tako da faznu brzinu
moZemo smatrati konstantnom i neovisnom o frekvenciji svake sinusne komponente
nesinusnog signala. U svakom slu¢aju, ¢ak kada znaajke €, p i K ovise o frekvenciji,
postupak dan u prethodnim odjeljcima za nedisperzivne materijale ostaje valjan za
svaku frekvencijsku komponentu zasebno. O disperziji se moze govoriti kod sloZenih
nesinusnih signala ili impulsa koji se prostiru u materijalima u kojima postoji frekven-
cijska ovisnost faznih brzina sinusnih komponenata, zbog Cega nastaje rasprsenje
pojedinih komponenata i kao posljedica izoblicenje signala.

Disperzija je izrazita u materijalima koji su dobri vodi¢i kao npr. kovine. Kod
dobrih vodi&a su fazne brzine sinusnih komponenata signala ovisne o frekvenciji. Za
sve materijale u kojima je fazna brzina ovisna o frekvenciji kaze se da su disperzivni.

Svojstvo disperzije kod dovoljno visokih frekvencija moZe pokazati Cak i dobar
izolator, tj. materijal kojemu je provodnost potpuno zanemariva. Prema Strattonu® kod
frekvencija niZih od 100 MHz dielektri¢ka konstanta za vecinu materijala je neovisna o
frekvenciji, ali ona pokazuje znaajnu ovisnost u opsegu koji pocinje u ultravisokom
radiopodru&ju i proteZe se do infracrvenog i viSe. Disperzivno djelovanje dobrih izola-
tora moZe biti u potpunosti pripisano ovisnosti dielektricke konstante o frekvenciji.

Prema Javidu i Brownu® kod frekvencija niZih od priblizno 100 MHz statiCke
znatajke €, p i x u jednostavnim materijalima opcenito se mogu uzeti kao neovisne o
frekvenciji i predstavljaju istinske znacajke. Kod visih frekvencija dielektricka "konstan-

8 Pogledati tabelu 8.3.2.

63 Pogledati J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941.

6 pogledati M. Javid, P.M. Brown, Field Analysis and Electromagnetics, McGraw-Hill, New York,
1963.
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ta" dielektrika mora biti zamijenjena s dielektrickom funkcijom, koja pokazuje znaCajnu
frekvencijsku ovisnost. Isto vrijedi i za provodnost kovina oko frekvencije infracrvenih
valova. Disperziju kod visokih frekvencija uzrokovanu ¢injenicom da se staticke, j.
niskofrekvencijske znafajke € i X zamjenjuju kompleksnim funkcijama &) i R(w),
Cesto nazivamo parametricka disperzija.

8.5.1. Disperzija u dielektricima; klasi¢ni model za ()

Maxwell i Sellmeyer utemeljili su klasiéni model koji su poboljsali Lorentz® i
drugi. Taj je model dao vrlo dobre rezultate u analizi disperzije. Sve teorije disperzije
uzimaju u obzir molekularni i atomski sastav tvari. Cestice tvari promatraju se kao
mehani&ki titrajni sustavi koji imaju svoju prirodnu, slobodnu, tj. rezonantnu frekvenciju
i koji su uzbudeni narinutim elektromagnetskim poljem. Za proraCun gibanja u tim
sustavima primijenjeni su prvotno zakoni klasi¢ne dinamike. Danas se zna da su ta
gibanja upravljana mnogo strozim nacelima kvantne mehanike. Obje, klasi¢na i kvantna
teorija disperzije raunaju pomak naboja iz gravitacijskog centra atomskog sustava kao
funkciju frekvencije i jakosti narinutog polja. Potom se iz pomaka elektrona u atomu,
prosjecnog broja atoma u molekuli i broja molekula u jediniénom volumenu tvari
izraunava molekularni dipolni moment i polarizacija tvari. Na kraju se odreduje odgo-
varajuéa kompleksna dielektri¢na funkcija € materijala. Buduci da rezultati dobiveni u
jednostavnom klasi¢nom modelu posve dobro odgovaraju kvantno-mehanickoj formuli
disperzije, to ¢emo kratko opisati klasi¢ni model.

Promatrat ¢éemo djelovanje sinusno vremenski promjenjivog elektromagnetskog
polja (u spektralnoj domeni)

E=E e/, (8.5.1)

na dielektricki materijal, takav kao $to je plin dielektri¢nosti €. Da bi izbjegli utjecaj
poloZaja elektrona u odnosu na jezgru atoma pri proradunu sila, ogranicit ¢emo se na
upadna elektromagnetska zracenja koja imaju valnu duljinu mnogo vecu nego §to su
dimenzije atoma tvari. Ova pretpostavka obuhvaéa ¢ak i ultravioletno zracenje. Iako je
egzaktna priroda lokalne sile kojom vanjsko polje djeluje na elektrone u atomima i
molekulama tvari donekle osjetljivo pitanje, mi ¢emo se zadovoljiti ovim dosta grubim
klasi¢nim modelom dok daje upotrebljive rezultate. Pod djelovanjem sile g E,e od
narinutog elektri¢nog polja E, ako se uzmu u obzir i ostale sile, kao 3to je inercijska
m(d’r/df?), povratna (mw?,r) i prigusna g(dr/dt) koja nastaje zbog kolizija i zratenja
energije, svaki elektron u atomu ili molekuli u¢ini pomak r. JednadZba gibanja elektrona
koji ima naboj g, jest

% H.A. Lorentz, The Theory of Electrons, Dover Publications, New York, 1952.
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dzr dr 2 "

m (8.5.2)

S m je oznaCena masa elektrona, ®, je prirodna, tj. rezonantna frekvencija elektrona, a
g je prigudna konstanta koja uzima u obzir prigusne frikcione sile u materijalu. Kon-
stante @, i g karakteriziraju molekule odredenog materijala i odreduju se iz podataka
izmjerenih u pokusima. Djelovanje sile od narinutog sinusnog elektri¢nog polja na
elektron izazvat ¢e sinusno titranje elektrona. Atomi i molekule materijala ponasat ée se
kao mehanicki oscilatori. Zato ¢emo za pomak elektrona pretpostaviti rjeSenje oblika

r=ry e/, (8.5.3)
Sto u konaCnom daje rjeSenje od (8.5.2) u obliku

r=€£ [mg—mz +jwg] 'E . (8.5.4)

Tako nastaje dipolni moment zbog gibanja elektrona iznosa

2

q
p=q0r=;°[m§—m2+jmg]-lE. 8.5.5)

Pretpostavimo da ima Z elektrona u molekuli plina i da ima N molekula u jedinici
volumena. Ako umjesto jedne rezonantne frekvencije ®, i prigu$ne konstante g imamo
n; elektrona s rezonantnim frekvencijama ,, i prigu$nim konstantama g,, tada se mole-
kularni dipolni moment moZe pisati kao

e 2 " E, (8.5.6)
" (wg; = w?) +j wg;

gdje je*
Z=E n; .
i

Uvedemo li atomsku ili molekularnu, tj. mikroskopsku polarizibilnost o, koja se defini-
ra® pomocu relacije

p,=¢t,0E, (8.5.7)

% Pogledati M.H. Choudhury, Electromagnetism, Ellis Horwood Lim, Chichester, 1989.
%7 Pogledati ibid. Neki autori definiraju je i kao p,, = OE.
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dobije se konacno

2
oo Jo " _ (8.5.8)
meo T (wp; - 02 +jog,

S druge strane Clausius Mossottijeva relacija, koja povezuje makroskopsku dielektri¢ku
konstantu e s mikroskopskom polarizibilnodéu o molekula dielektrika glasi®®

-1
%Er - (8.5.9)
g +

Polarizibilnost o u izrazu (8.5.9) odnosi se na guste materijale. Buduci da su susjedni
atomi u takvim materijalima posve blizu, interakcija izmedu njih je vrlo jaka. To rezul-
tira u porastu prigu$nih konstanti g; i rasprSivanju rezonantnih frekvencija ;. Zato ce
,; 1 g; za atome u gustim materijalima biti razli€iti od onih za slobodne atome. No ak
1 s ovom rezervom mi moZemo izraziti, u krajnjem sluc¢aju pribliZzno, polarizibilnost o
izrazom (8.5.8). Uz tu ogradu iz relacija (8.5.8) i1 (8.5.9) dobivamo jednadZbu

5 2
g(w)-¢g, _ Ne Ng, n, (8.5.10)

é(m)+280_ 3 _3m80 7 (wg,--w?')*fng,- i

iz koje moZemo odrediti €(®) u ovisnosti o frekvenciji primijenjenog elektromagnetskog
vala. Za rijetke tvari, kao za plinove gdje je N vrlo mali broj, moZe se relacija (8.5.10)
pisati u pribliZnom obliku

E(w)=¢gy € (w)=g (1 +Na)=¢' —je" , (8.5.11)

te nakon uvrStenja izraza (8.5.8) dobivamo relativhu kompleksnu dielektricku funkciju
plina

Ngq n,
& (w)=1+No=1+— N , (8.5.12)
Me, T (wg-w?) +jwg,

Preostaje jos da iz relacija (8.5.11) i (8.5.12) odredimo

2 2
n(0g; ~©%)

, (8.5.13a)
meg T (wp - 0P+ wigl

% Pogledati ibid. Ova relacija dobivena je na temelju Lorentzove relacije, koja odreduje da je mikroskop-
sko, tj. molekularno polje u dielektriku E + P/(3e,).
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Ng? e,
ek 8 _ (8.5.13b)

a to su realni i imaginarni dio kompleksne dielektricke funkcije.

8.5.1.1. Normalna i anomalna disperzija

Analizom izraza (8.5.13a,b) za realnu i imaginarnu vrijednost kompleksne dielek-
tri¢ne funkcije dielektrika utvrdit ¢emo kvaliteta odziva razli€itih materijala na uzbudu
sinusnim elektromagnetskim valovima u cijelom frekvencijskom opsegu od najnizih do
najvi$ih frekvencija. Buduéi da su opcenito prigu$ne konstante g, dovoljno male u uspo-
redbi s odgovarajuéim rezonantnim frekvencijama @y, bit ¢e |, - ®*| >> wg; u svim
slutajevima kada frekvencija polja  nije previe bliska rezonantnim frekvencijama @y,
To znadi da je &w) priblizno realno za najvide frekvencija ®. Kod niskih frekvencija za
koje je @ < Min{a,}, buduéi da je (@," — ©%) > 0 za 0y > @ i (W, - %) < 0 za O, < O,
suma u (8.5.13a) je pozitivna. S druge strane, ako je ®>Min{®,} ali manja od svih
drugih ,, tada je ¢lan sume koji sadrzi Min{@,} negativan. Kako frekvencija o raste,
tako da sukcesivno prelazi vrijednosti @, sve ¢e viSe ¢lanova sume u (8.5.13a) postajati
negativno, dok kona&no cijela suma ne postane negativna i poprimi vrijednost €'/, < 1.
Kako se o pribliZava bilo kojoj ®,;, oba €'/e, i €”/g rastu, da bi iza toga naglo pali.
Vrijednost /e, doseze maksimum kod vrijednosti od @ nesto manje od ®,;, padajuci
iza toga strmo k nuli u @ =, gdje £”/e, poprima svoj maksimum. Na slici 8.5.1.
prikazani su dijagrami ovisnosti £/g, i £”/e, o frekvenciji @ za dielektri¢ki materijal. U
podru¢ju gdje je nagib krivulje e’(w)/e, pozitivan disperzija je normalna. U uskom
pojasu krivulje £’(w)/e, u blizini rezonantnih frekvencija o, nagib krivulje je negativan,
za disperziju se kaZe da je anomalna.

A
e'le,

8”/80

0

Slika 8.5.1. Opéi izgled krivulje realnog e’/g, i imaginarnog /¢, dijela kompleksne dielektricke funkcije
izolacijskog materijala u ovisnosti o frekvenciji ®
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Na slici 8.5.1. se vidi da su uski frekvencijski intervali u kojima je nagib krivulje £’(®)
negativan, tj. u kojima se dogada anomalna disperzija, to¢no tamo gdje je £”(®) maksi-
malan i znatan. Tada se dogada prijelaz energije iz elektromagnetskog vala u materijal,
tj. imamo gubitak energije. Ti frekvencijski intervali nazivaju se podrucja rezonantne
apsorpcije. Kada se pojave sluCajevi da je £”(w) <0, tada imamo prijelaz energije iz
tvari u elektromagnetski val. U slu¢aju kada se elektromagnetski val opskrbljuje energi-
Jom iz materijala, val se pojacava kao §to se to dogada u maseru ili laseru.

Razmotrimo posljedice disperzije, tj. postojanja kompleksne dielektri¢ke funkcije
&(w) materijala na prostiranje ravnog sinusnog vala. Neka je jednostavni materijal
dielektrik sa znacajkama &), p, i k¥ =0. Maxwellove jednadZzbe za polje u takvom
materijalu glase

VXE+|J.0§I:—I =0 ; V-E=0,
¢ (8.5.14a — d)
'i?'x}le—éEE =0 ; V-H=0,
ot
dok valne jednadzbe poprimaju oblik
AE-p,é % =0,
¢ (8.5.15a,b)
FH
AH-p,¢——=0.
Ho® 52
Za sinusne valove frekvencije ® te jednadZbe u fazorskom obliku glase
AE+w?p ¢ E=0,
E+oT bk (8.5.16a,b)

AI_-I+(.32|.L0éH=0 .

Sve fazorske skalarne komponente vektora E i H mogu se tada izralunati iz skalarnih
fazorskih jednadZbi istoga oblika

ﬁﬁ+&)2p0é_lg=0 . (8.5.17)

Ako se ravni (jednodimenzionalni) sinusni val prostire duZ osi + z, kao direktni, tada
(8.5.17) prelazi u jednostavan oblik

FPw

oz2

+co2p,0é1g=0 . (8.5.18)

Uvedemo li valnu funkciju y(w) pomocu
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Y=ot =(a+jp), .0.19)
jednadzba (8.5.18) prelazi u oblik

Ez_ﬂ_ =v2w , (8.5.20)

oz?
a njezino rjeSenje samo za direktni val u fazorskom obliku

Ezwoe‘“=woe"“‘"m‘ . (8.5.21)
il u izravnom kompleksnom obliku

w=w, e 92 *fwt- pa) (8.5.22)

Trenutna vrijednost u realnom podru¢ju skalarnih komponenti polja vala ima oblik
We. = [W,| e “*cos(wt - Bz +3) , (8.5.23)
gdje je kompleksna konstanta dana opéenito s
Wy = |w0|ej6 ) (8.5.24)
Preostaje da pomocu (8.5.11) i (8.5.19) izratunamo valnu funkciju iz relacije

A P ’ '8”
Yi=-w?p g =-wlp (e’ -je )=w p e (J?—IJ.

Uvedemo li kompleksnu funkciju

Yz“’”“"s'\J('l”%)=lvlef¢=4v|cosw+f1v|sinw=a+fs, (8529)

dobivamo kao rjeSenje za valnu funkciju

!

® g’ g” 2 Y4 1 e (85263,b)
== —_— — 1 S—— ] = —
|y | o\ o +(S,J S 2,arctrM( J ,

gdje je ¢, = 1/(p,g,)"*. Kona&no se iz (8.5.25) i (8.5.26) mogu odrediti prigu$na funkcija
koja se Cesto naziva i apsorpcijski koeficijent o(®) i fazna funkcija B(w) dielektrika u
kojem se uzima u obzir pojava disperzije
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8’ g" 2 12 v
2 (©) = t— — I1+(?) i ,
V2¢ \ %o (8.5.27a,b)

(1] ! g’ 2 W2 *
€
womzefEl T
\/j ¢, \ o €
s tim da se za sludaj da je £” < 0 uzima negativan predznak od o. Obicno je u dielekitri-

¢kim materijalima, tj. u dobrim izolatorima sluaj da je |¢”| < |&’|, pa se znatajke o
i § mogu priblizno uzeti kao

® e’(s”)
0w=r— | —|—
1] ]
2(:0 By\L €

(8.5.28a,b)

Cinjenica je da smo analiti¢ki dokazali da se prema izrazima (8.5.22) i (8.5.27a,b) ili
(8.5.28a,b) sinusni val prostire u dielektriku u kojem postoji disperzija s priguSenjem
o) nepera po metru i s faznom brzinom

\/ico

3
V= — = )
rB y -1 12 (8.5.29a)
2T
£, e’
ili
C
Ve — ’
P Te (8.5.29b)
2

koja je ovisna o frekvenciji sinusnog vala. Posljedica svega toga jest da pojava disper-
zije u dielektriku izaziva distorziju i prigusenje signala sloZenog iz niza sinusnih valova.

Razmatranje disperzije dielektrika moZemo bitno pojednostavniti ako uzmemo u
obzir samo jednu rezonantnu frekvenciju, i to onu prvu, tj. najnizu ®,. Ako se ogranici-
mo na analizu plinova i para u kojima je gustoca polariziranih molekula vrlo mala, tada
je N vrlo mali broj, pa se £, vrlo malo razlikuje od jedan. Tako se indeks loma n moze
raGunati pomodéu (8.5.13a) i (8.5.29b) te pomocu binomnog razvoja u red, priblizno
pomocu prva dva ¢lana kao
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2 2 112
Co e 5 (wg-w?)
=—= | —=(l+a =1

2 ‘g
v €y (0g - ©2)?+ g2 2

a*(wg - @) (8.5.30)

2
(wg- w2+ w?g?

gdje smo s a* oznatili konstantu

2
, M Ng,
a = :

mco

S (nyN) oznatili smo broj elektrona u jedinici volumena. Ako je frekvencija primijenje-
nog polja dovoljno niska, tj. ® << @y, zadnja dva ¢lana u nazivniku u (8.5.30) mogu se
ispustiti, pa dobivamo

2
n=lsdl 3 (8.5.31)

2 2033

Prema tome indeks loma i fazna brzina vala nisu frekvencijski ovisni. Prigusenje je
takoder zanemarivo, o = 0. KaZemo da u dielektriku nema disperzije.

Ako je frekvencija o narinutog vala znatna u odnosu na rezonantnu frekvenciju ,
tvari, ali joj nije preblizu, tada prigusni ¢lan moZe biti zanemaren, tj. |®,> — ©*| >> wg,
pa je

(8.5.32)

Prigudni Clan je i dalje nula, oo= 0. Tvar je transparentna, tj. propusna za valove, ali
indeks loma i fazna brzina vala su funkcije frekvencije. Ako je ® < @, n ¢e biti veéi od
Jedan, a porast ® vodi k porastu n i smanjenju fazne brzine v, Ako je > ,, indeks
loma je manji od jedan, a porast ® vodi k smanjenju n i porastu fazne brzine v, Disper-
zija je u tom slucaju normalna. Kona¢no, ako je frekvencija o priblizno jednaka rezo-
nantnoj ®,, tada je indeks loma

2 2
2 W —
n=l1+3 (g~ &%) (8.5.33)

2 (@0 +w?g?

a prigus$nu konstantu, tj. indeks apsorpcije rafunamo pomoéu (8.5.28a) binomnim

razvojem u red, kao
2 2 |
g — 28 . (8.5.34)
2c, (wp - w2)? +w2g?
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Prigu$enje odnosno indeks apsorpcije pokazuje u ovom slucaju vrlo izrazit maksimum
u o, tako da je za to podru&je frekvencija tvar neprozirna (nepropusna) za sinusni val.
U uskom podrudju oko @, porast frekvencije ® vodi k padu indeksa loma n, tj. do
porasta fazne brzine v, Za tu vrstu disperzije kazemo da je anomalna. U stvarnosti
najvi$e materijala pokazuje anomalnu disperziju.

A

ocy/®
Slika 8.5.2. Frekvencijska ovisnost prigu$ne konstante ot (indek-
: (0/500 sa apsorpcije) i indeksa loma (fazne brzine) u neioniziranom
1 plinu u blizini rezonantne frekvencije
n-1

U sluéaju gudéih tvari, kao §to su tekudi i Cvrsti materijali, ove rezultate treba u
odredenom stupnju korigirati, jer pretpostavka o maloj gusto€i tvari viSe nije tocna. No
opéi oblik prikazanih krivulja ostaje valjan.

8.5.2. Disperzija u kovinama

Kovine kao izraziti predstavnici dobrih vodi¢a imaju velik broj slobodnih elektrona.
Ako pretpostavimo da je u izrazu za dielektri¢nost materijala (8.5.12) frakcija n, elek-
trona slobodna, na nacin da svi imaju @, = 0, tada dielektri¢nost €(®) ima singularitet u
tocki @ — 0. Zato je pogodno izraz (8.5.12) pretvoriti u oblik

qu n qu n
g(w)=|g,+ . E ! i 0 . (i#0) (8.5.35)
0 2 2 . J‘ ® + .(1)) ] .
o (ai-ahjeg, | | MO Go®

Oznac¢imo ¢lanove u pravokutnoj zagradi s

NgZ n
E°(w)=¢gy+ <L Z s : +  i#0. (8.5.36)
m T (0 -0?)+jog;

S druge strane, u drugoj glavnoj Maxwellovoj jednadzbi moZemo pisati da je

VxH=RE+&° % , (8.537)
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gdje smo po analogiji za stacionarni slucaj uveli provodnost (od slobodnih elektrona u
kovini) Rkao J = RE. Uz uvaZavanje da je i= p, za sve neferomagnetske kovine moze-
mo (8.5.37) izraziti za sinusna polja pomocu fazora kao

VXH=ﬁE+jmé°}_i'=jm(é° ~j£)£=jmé§, (8.5.38)
w

Usporedbom izraza (8.5.35) i (8.5.38) dobivamo za kompleksnu provodnost vodica, tj.
kovina izraz®

2
qo
n,. N—
" m (8.5.39)

8o tJj®
Taj izraz u biti je i rezultat dobiven u Drudeovu modelu za provodnost od elektrona u
kovinama, s tim da n,N predstavlja broj slobodnih elektrona u jedinici volumena.
Ako kao u prethodnoj tocki 8.5.1.1. analiziramo utjecaj kompleksne vodljivosti &

na prostiranje sinusnog vala u kovinama, moZemo prema (8.5.20) za skalarne kompo-
nente polja u fazorskom obliku pisati jednadZbu

R(w)=

@ =vyiw , (8.5.40)

az?
gdje je funkcija prostiranja y odredena s .

Y2 = -0t pgeg tjouek=(a +jB)’ . el
Iz tog izraza mogu se izraCunati prigusna o(w) i fazna B(®) funkcija za slucaj disperzije
u kovinama za sinusni val frekvencije . Za zna¢ajke kovina uvrstili smo vrijednosti €,
M, 1 R. Buduci je poznato da rezonantne frekvencije ®,; vezanih elektrona atoma kovina
leZe daleko u ljubi¢astom i ultraljubiastom podrudju frekvencijskog spektra, to prema
relacijama (8.5.11) i (8.5.12), za frekvencije narinutog vala ® sve do vidljivog crvenog
1 infracrvenog podruja, i svakako za sve radiofrekvencije, moZemo dielektri¢nost
kovina €(®) sigurno zamijeniti s pribliZnom vrijedno$¢u jednakom e, Prema tome,
dielektricnost kovina je sve do infracrvenog frekvencijskog podrucja neovisna o frekven-
ciji narinutog polja, tj. konstantna i pribliZno jednaka dielektricnosti vakuuma, tj.

E=e, . (8.5.42)

S druge strane, kod dovoljno niskih frekvencija ® narinutog polja, inercijska sila

* Pogledati J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941,
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m(d’r/dt*) u izrazu (8.5.39) za kompleksnu provodnost je zanemariva s obzirom na
viskoznu silu mg,(dr/dt). To ima za posljedicu da kompleksna provodnost R(®), dana
izrazom (8.5.39), moZe biti u prije reCenom frekvencijskom podru¢ju reducirana na
pribliznu konstantnu i realnu vrijednost

2
nyN o (8.5.43)
mgo )

koja je identi¢na sa statickom provodnoscéu x.” Medutim, toCno je da je za bolje razu-
mijevanje mehanizma elektri¢ne provodnosti kvantni pristup nuZdan, buduéi da Paulijev
princip igra vaznu ulogu. Ova razmatranja pokazuju takoder da se moZe opaziti da je
razlika izmedu dielektrika i vodica artificijelna, iako je korisna. Kod niZih frekvencija
tvar koja sadrzi znatan broj slobodnih elektrona moZemo smatrati vodi¢em. Ali kod
ultravisokih frekvencija, bilo da sadrZi ili ne slobodne elektrone, tvar se ponaSa kao
izolator.

K=

70

8.5.3. Disperzija u ioniziranim plinovima

Neionizirane plinove svrstavamo u izolatore, uzimajuci zbog jednostavnosti da je
K= 0. Disperziju u izolatorima obradili smo u ¢lanku 8.5.1, to¢nije u tocki 8.5.1.1.
Prigus$nu i faznu funkciju za prostiranje vala u neioniziranim plinovima moZemo odre-
diti iz izraza (8.5.27a,b), ili pak iz pribliznih izraza (8.5.28a,b) 1 (8.5.33). Fazna brzina
sinusnog vala u neioniziranim plinovima odreduje se iz izraza (8.5.29a,b) ili iz pribliz-
nih izraza (8.5.31), (8.5.32) i (8.5.33).

IstraZivanje prostiranja valova u ioniziranim plinovima, kao §to je na primjer prosti-
ranje kratkovalnih radio valova (HF podrucje od 3 do 30 MHz) kroz slojeve ionosfere
iznad Zemlje ukazalo je na zanimljivu pojavu. To je promjena u ionosferskom sloju,
koji od reflektora radiovalova postaje transparentan medij. Da bi razumjeli ovu pojavu,
analizirat ¢emo prostiranje valova u neutralnom ali djelomicno ioniziranom plinu. Valna
funkcija dana je izrazom (8.5.19) kao

2

yYi=-w’p,t, (8.5.44)

gdje je relativna kompleksna dielektri¢nost odredena izrazom (8.5.12). Za frekvencije ®
koje su mnogo viSe od najviSe rezonantne frekvencije ®,;, relacija (8.5.12) reducira se u
pribliZan izraz

™ U J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941, navodi se da su Hagen i
Rubens 1903. godine pokazali da vrijednosti provodnosti kovina mjerene pod statickim uvjetima mogu biti
upotrijebljene bez znacajnije pogreske za frekvencije polja do podru¢ja infracrvenog svjetla. Kod valnih
duljina kra¢ih od 25 pm provodnost pokazuje ovisnost o frekvenciji i disperzija se pomocu izraza (8.5.39)
mora uzeti u obzir.



8. Elektromagnetski valovi 489

NZgq

2
me,w

g (w)=1- ; za  @>> Max{ w,, }, (8.5.45)

gdje je NZ ukupan broj elektrona u jedinici volumena. Pogodno je uvesti kriticnu
frekvenciju za ionizirani plin prema izrazu

2 _
W= e (8.5.46)
me,
Tada se izraz (8.5.45) moZe jednostavnije pisati kao
.
é(m)zao(l ___;] , (8.5.47)
)

gdje je za ®> ®, dielektri¢nost &) realna funkcija frekvencije. Uvrstimo li izraz
(8.5.47) u (8.5.44) dobivamo za svaku frekvencijsku komponentu valnu funkciju

2

1/2
¥ :jm[l _fﬁ] .y (8.5.48)
C (,_)2

0

gdje je ¢, = (uye,)""%. Valnu impedanciju ¢emo odrediti ako relaciju (8.5.48) uvrstimo u
izraz (8.2.50e), pa dobijemo

coz S
zxzo[1 -—3] : (8.5.49)
W

gdje je Z, = (u/e,)"*. Opazamo da kod kriti¢ne frekvencije @ = ®,_ u ioniziranom plinu
nastaje zanimljivo stanje, jer radikandi u oba izraza (8.5.48) i (8.5.49) postaju jednaki
nula. Zato je pogodno promatrati §to se dogada jednom kada je ® > @, i drugi put kada
je ® < .. Analizom tih izraza dobivamo

. \I2
W,
azg—w ] : f_’,:o ; za W<,
2 c
CO W
w? e
w —
«=0 ; Pp=— Y L w e, (8.5.50 a-c)
Co w?
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w2 "
Z=12Z, 1-— ; za W > w,. (a5l

(02

Cesto se relacija (8.5.48) piSe i u obliku

m2=m§—cozyz=w§+c§k2 , (8.5.51)

i naziva se relacija disperzije. U dielektricima je ta relacija valjana za © >> Q.. Medu-
tim, postoje slu€ajevi kao u ioniziranoj ionosferi ili u razrijedenoj elektronickoj plazmi,
kada je priguSenje gibanja elektrona zbog kolizija vrlo malo, pa jednadZbe (8.5.47),
(8.5.48,49), (8.5.50a — d) i (8.5.51) vrijede za Siroki opseg frekvencija ukljucujuci 1 one
kada je ® < ®,. Za slu¢aj da je @ << ®,, dobivamo iz (8.5.50a,c) jo$ jednostavnije izraze

a:—c . Z;-;_j-gz{] F Za @ << wc Y (8.5-52)
w

c

Iz izraza (8.5.50a,c) proizlazi da ionizirani plin za frekvencije nize od kriti¢nih (0 < ®,)
djeluje na narinuti val kao priguSivac bez gubitaka (reaktivni atenuator), dok iz
(8.5.50b,d) proizlazi da za frekvencije vise od kriti¢nih (0> ®,) ionizirani plin djeluje
na val kao prijenosni sustav bez priguSenja. Fazna brzina vala u takvom sustavu dana je
kao

2 -12
_w ©e : (8.5.53a)
\a‘J,,——ﬁ'—‘C{| 1":0—2 , Za (u)>0)c,

dok je za sluCaj @ >> @,

2
c-l1 1——wc >>
V.= e : Za @ w
0 ? *
! 2 ? ¢

(8.5.53b)

Najznacajnije svojstvo ionizirane atmosfere za valove koji se prostiru u njoj jest nagla
promjena valne impedancije Z od (isto reaktivne u Cisto otpornu impedanciju kod
frekvencije @ = ®_. Sve to ima za posljedicu da su radiovalovi ispod kriti¢ne”' frekvenci-
je ionosfere idealno reflektirani, dok su iznad te frekvencije vise ili manje propusten.

7' M. Javid, P.M. Brown, Field Analysis and Electromagnetics, MecGraw-Hill, New York, 1963, izratunali
su iz relacije (8.5.46) krititnu frekvenciju ioniziranog plina kao f,. = 9(ZN)'?. Uz pretpostavku da ionosfera
ima gustotu 10" elektrona/m’ proizlazi da se signali ispod frekvencije 9 MHz totalno reflektiraju. Amplituda
reflektiranog vala kod 30 MHz je reda veli¢ine 3% upadnog vala. Ta frekvencija dijeli HF i VHF podrucja pa
moZe se ofekivati da svi signali u ili iznad VHF podruja prolaze kroz ionosferu bez refleksije.
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Koeficijent refleksije naglo opada kako frekvencija vala raste.”

Treba upozoriti da pri upadu vala u plazmu takoder dolazi do refleksije od njezine
povrsine. KritiCna frekvencija ®, u izrazu (8.5.46) naziva se tada frekvencija plazme. Pri
frekvenciji upadnog vala ® < ®,, polje unutar plazme opada eksponencijalno s udaljeno-
SCu od povriine plazme, a priguS$na konstanta odredena je s (8.5.50a) ili s (8.5.52).
Dubina prodiranja vala u plazmu jest

1 %o
dpl= sheee—tae. o T 9%6, (8.5.54a)
% (0 -0?)
ili pribliZno
Co
d,=~— : 7za << . (8.5.54b)
pl ®, 2 c

To izbacivanje elektromagnetskog polja iz unutra$njosti plazme &esto koristimo u ureda-
Jima za zatvaranje plazme u kontroliranim termonuklearnim procesima.

Na kraju ovog odjeljka treba reci da je bit ovih istraZivanja da se pokaZe da formu-
le disperzije odreduju ovisnost gradivnih makroskopskih znalajki materijala €, pi K o
frekvenciji narinutog elektromagnetskog vala. U rjeSavanju te zadaée susreéemo se sa
srazom makroskopske i mikroskopske teorije, pa je danas jedino ispravno primijeniti u
tom podrucju kvantnu elektrodinamicku teoriju. Mi smo u okviru moguénosti klasi¢ne
elektromagnetske teorije i mehanike prenijeli priblizan pristup proradunu pomoéu
prihvacenih klasi¢nih modela u literaturi koji daju za makroskopske svrhe dosta prihvat-
ljive rezultate. Cinjenica je da na temelju iznesenog i svih podataka u dostupnoj literatu-
ri, kod frekvencija niZih od oko 10* Hz, tj. od 100 MHz dielektri¢nost, permeabilnost i
provodnost (e, p, X) jednostavnih materijala su opéenito neovisni o frekvenciji elektro-
magnetskog polja i to su stvarni parametri. Kod visih frekvencija dielektricke konstante
materijala moraju biti zamijenjene dielektrickim funkcijama koje pokazuju znacajnu
frekvencijsku ovisnost. Isto je slucaj za provodnost kovina iznad frekvencije infracrvene
svjetlosti.

8.5.4. Grupna brzina signala
Pojam fazne brzine definirali smo u ¢lanku 8.2.3. pomocu izraza (8.2.40)

v,= (8.5.55)

e
5

" Stvarni prolaz elektromagnetskih valova kroz ionosferu dodatno je zamrSen postojanjem Zemljinog
magnetskog polja. Ta zadaca rjeSava se u knjizi J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New
York, 194].
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i on ima smisla samo za putujuce sinusne valove, tj. za sinusni valni niz beskonacnog
trajanja. Tada v, predstavlja brzinu kojom putuje ravnina konstantne faze u smjeru
gibanja ravnog vala, Cije skalarne komponente polja mogu biti prikazane jednadzbom

w(zg,8) = w, e’ P (8.5.56)

Valni niz konaéne duljine ili konatnog vremena trajanja ne moZze se jednostavno pred-
staviti formulom (8.5.56), i pojam fazne brzine gubi svoje znaCenje. S druge strane, za
nesinusni val ma i beskonacnog vremena trajanja nema smisla rabiti pojam fazne brzine,
buduéi da se ne moZe govoriti o frekvenciji ®. Zato se uvodi pojam grupne brzine koji
ima posebno znaCenje za nesinusne valove bilo kona¢nog, bilo beskonatnog vremena
trajanja.

Promatrajmo kao najjednostavniji sluaj val koji nastaje superpozicijom dvaju
sinusnih valova, &ije se frekvencije i fazne konstante razlikuju za vrlo male iznose.
Neka su ti valovi dani jednadZbama

w, (z,t) = Wycos (wt-Bz2) ,

W, (z,1) = Wycos[(w +d w)t - (B +3 B)z] .

dw op

— r_ —
o) 2
Polje tog vala titra s frekvencijom koja se neznatno razlikuje od ®, dok se njegova
amplituda

(8.5.57a,b)

Njihova suma iznosi

w=2W0003(M5%)008 (8.5.58)

.

A=2W,cos (?w_f;jéBJ , (8.5.59)

polako mijenja izmedu sume amplituda sinusnih komponenata i nule. Posljedica toga je
da se polje duZ osi z kao i duzZ vremenske osi ¢ pojavljuje kao niz periodickih ponavlja-
nja grupe valova, kako je to prikazano na slici 8.5.3. Ravnina u kojoj je amplituda
grupe A nastale sumom dva ravna vala konstantna, odredena je jednadZbom

d wt-0dpz=konst. ,

a otud slijedi da se grupa giba brzinom

_a (8.5.60)
8 6'3

Tu brzinu nazivamo grupnom brzinom vala koji je nastao zbrajanjem dva sinusna vala
bliske frekvencije. Ovdje je ® noseca frekvencija, a amplituda A je moduliraju¢i signal.
Ocito je frekvencija modulacije dw mnogo manja od noseée frekvencije . Ovdje je
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zanemareno prigusenje valova (o = 0).

T S

/] N\ [
/ }\ / H / [ \
/ ﬁ\ ; w\\ / { \
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A A
\ /N U“U -
Slika 8.5.3. Grupa valova nastala
\ ;N\ /’{ \\ / superpozicijom dva sinusna vala
\ \ y bliske frekvencije
\ ! / J / \
\“ |/ N N/ J/
N~ |

Iz slike 8.5.3. moZe se vidjeti da se grupna brzina moZe promatrati kao fazna brzina
modulacijske anvelope. Grupna brzina v, je za modulacijski signal ono 3to je fazna
brzina v, za nosecu frekvenciju. Pojam "grupna brzina" obuhvaéa ograni¢enje da je
Sirina pojasa signala dovoljno uska da se moZe pretpostaviti da se sve frekvencijske
komponente gibaju istom brzinom koja je jednaka grupnoj brzini. U nedisperzivnim
materijalima je B = w/v, tj. dB = dw/v, pa je v, = dw/dB = v, U disperzivnim materijali-
ma njihove vrijednosti su razliite.

SloZenija je situacija ako se samo jedan impuls ili jedna grupa valova kona&nog
trajanja i bilo kojeg oblika prostire nedisperzivnim materijalom. Za sintetiziranje takvog
impulsa pomo¢i ¢e nam Fourierov integral, tj. transformacija, tako da izaberemo ampli-
tude sinusnih komponenata u izrazu

w(z,t) = fA(m) eJ©@1-BD) gy 8.5.61)

Ako impuls u uskom frekvencijskom pojasu @, — do < ® < w, + do sadrZi sinusne kom-
ponente, tj. ako je izvan toga pojasa A(®) = 0, moZemo pisati

wy+dw

w(z,t) = f A(w)el©-89 goy (8.5.62)

Wy -dw

pri ¢emu pretpostavljamo da je B(w) realna i poznata funkcija. Tada u okoliu nosede
frekvencije @, moZemo funkciju B(®) razviti pomoéu Taylorova reda u

d
P(w)=P(wy +(w - %)(d_i) * e (8.5.63)

w=co0

Uvrstimo li (8.5.63) u izraz za valni paket (8.5.62) dobivamo
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Wy +dw Jwgt - By2) +j(w —mu){f—(%) z]
w(z,t) = f Alw)e “ldw ,
wy—dw

i uvedemo li srednju amplitudu w, paketa, koju definiramo kao

vy | agme’ el

wg-dw
konacno imamo
W=W0 e.f(‘-"ol"ﬂul) .
Srednja amplituda w, paketa valova, tj. impulsa, konstantna je u plohi odredenoj s

(4B
g (dm]w 5

0

= konst. ,

a otud deriviranjem dobivamo

v, = -‘E =(d_(o) ; (8.5.64)
& dt \dp el

Ocito da se jedan impuls ili valni paket giba grupnom brzinom v,. Ako je materijal

nedisperzivan, v, se podudara s faznom brzinom v, (za ), u suprotnom je funkcija

osnovne frekvencije ,. Treba naglasiti da je grupna brzina uskopojasni pojam i ne

moZe se primijeniti na Sirokopojasne signale (npr. takve kao §to je pravokutni impuls)

u disperzivnim materijalima.

8.6. PROSTIRANJE RAVNIH SINUSNIH VALOVA U
POLUOGRANICENIM PROSTORIMA

U prethodnim odjeljcima ovog poglavlja upoznali smo se s prostiranjem ravnih
valova u neograniCenim prostorima (bez izvora). Neograni¢eni prostori su, naravno,
apstrakcija. Najzanimljivije elektromagnetske pojave u stvarnosti su upravo one koje se
dogadaju pri nailasku vala na plohe diskontinuiteta, tj. naglih promjena fizikalnih
svojstava materijala. Tada govorimo o prostiranju valova u ogranicenim prostorima koji
ne sadrZe izvore. Zadace rjeSavanja polja u takvim prostorima, tj. na njihovim granica-
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ma, nazivamo zadaéama graniénih ili rubnih vrijednosti.” Zadaée graniénih vrijednosti
mogu se podijeliti u dvije vrste u skladu s geometrijom granica podrucja koje nas
zanima. Prva vrsta su zadae prostiranja valova u poluograni¢enim podrucjima, koje
vode k odbijanju i upijanju valova od granice. Druga vrsta zadaca su prostiranja valova
u prostorima koji su potpuno ograniceni, tj. zatvoreni, kao Sto je slucaj kod prijenosa
valova u valovodima, ili pri titranju valova u Supljim rezonatorima.

U ovom odjeljku analizirat ¢éemo polje i prostiranje ravnih sinusnih valova u ravnim
poluograni¢enim prostorima. To su takvi prostori koji su ograni¢eni, tj. razdvojeni jedan
od drugoga beskonacnom ravnom plohom. U tim analizama uzimat ¢emo u obzir
uzro¢no-posljedi¢ne relacije izmedu polja u jednom i drugom poluprostoru. Te relacije
su grani¢ni uvjeti™ koji moraju biti zadovoljeni na grani¢nim plohama. RjeSavat éemo,
dakle, klasi¢nu zadacu refleksije valova. Pretpostavit ¢emo da se ravni val iz udaljenog
neovisnog izvora prostire u jednom jednostavnom materijalu 1 da nailazi na ravninu
diskontinuiteta koja predstavlja granicu drugog jednostavnog materijala. U tom slucaju
nuZna pretpostavka jest da su linearne dimenzije grani¢ne plohe mnogo vece od valne
duljine, §to e biti osigurano uvijek ako je grani¢na ravnina beskonacna. Dio energije
upadnog vala odbija se ili reflektira od grani¢ne piohe, a ostatak prolazi, tj. prenosi se
u drugi materijal. Smjer prostiranja opcenito se mijenja, a to savijanje prolaznog vala
naziva se lom ili refrakcija. Zakoni koji odreduju odbijanje i lom elektromagnetskog
vala od ravne beskona¢ne graniéne plohe relativno su jednostavni i bit ¢e izvedeni u
Clanku koji slijedi.

Treba napomenuti da su u slucajevima kada je bilo koja, ili sve dimenzije grani¢ne
plohe, tj. plohe diskontinuiteta (koja u tom slucaju nije beskonacna) reda veliCine valne
duljine upadnog vala, poteSkoce matematickog modeliranja pojave naglo se povecavaju.
Poremecaj polja upadnog vala u tom slu€aju naziva se ogib ili difrakcija.

8.6.1. Odbijanje i lom na ravnoj granici

U ovom i sljedeé¢im ¢lancima u odjeljku razmatrat ¢emo elektromagnetski pristup
nizu zadaéa s kojima smo se susretali u ranijim kolegijima fizike” poznatim pod ime-
nom refleksija i refrakcija valova na granicama. NaSu analizu ograniCit ¢emo na ravne
granice i ravne valove u sinusnom stacionarnom stanju. Da bi pojednostavnili analizu,
najprije ¢emo promatrati op¢i slu¢aj nailaska homogenog ravnog TEM vala pod bilo
kojim upadnim kutom na ravnu granicu izmedu dva jednostavna materijala s gubicima.
Navest ¢emo rezultate koje ¢emo izvesti u ovom i ostalim ¢lancima, a to su:

1. Zakon odbijanja i Snellov zakon loma. Ti zakoni utvrduju da okomica na grani¢nu
plohu i jedini¢ni vektori u smjeru prostiranja upadnog, odbijenog i1 prolaznog vala

™ Engleski naziv je: Boundary-value problems. Pogledati Prilog A.
™ Pogledati ¢lanak 1.2.5. i grani€ne uvjete u tablicama 1.3.1, 1.5.1, 1.5.2.1 1.5.3.
5 Pogledati npr. udZbenik V. Hen¢-Bartoli¢, P. Kuli3ié, Valovi i optika, Skolska knjiga, Zagreb, 1991.
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leze u jednoj ravnini; da su upadni i kut odbijanja jednaki, i da su kutovi upada i
loma povezani faznim brzinama u oba materijala.

2. Fresnelove jednad?be. Te jednadZbe povezuju amplitude odbijenog i prolaznog vala
s amplitudom polja upadnog vala. Odnosi ovise o polarizaciji upadnog vala.

3. Pojava totalne refleksije od granice izmedu dva (idealna) dielektrika. To je pojava
potpunog odbijanja vala od granice, tj. pojava u kojoj se srednja snaga stacionarnog
vala, koji se prostire iz opti¢ki guiceg u opticki rjedi dielektrik, potpuno reflektira
od granice kada je upadni kut vala ve¢i od odredenog grani¢nog upadnog kuta.

4. Pojava totalne transmisije. Postoji upadni kut pri kojem stacionarna srednja snaga
upadnog vala na granicu izmedu dva dielektrika potpuno prolazi kroz granicu (nista
se ne odbija) u sluaju kada vektor elektri¢nog polja leZi u upadnoj ravnini.

5. Pojava zrcalne refleksije. Ta pojava nastaje kada se val koji nailazi iz dielektrika
odbija od povrsine idealnog vodica. Idealan vodi¢ je savr3eno zrcalo.

8.6.1.1. Zakoni odbijanja i loma

Analizirat éemo nailazak sinusnog homogenog ravnog TEM vala na granicu dva
jednostavna materijala sa znafajkama €,, p, K, i €, W, K, koji imaju za zajednicku
granicu neogranienu ravninu S, a u ostalim smjerovima su neograniceni i bez izvora.
Najprije éemo propisati geometriju i pretpostaviti valove i njihove smjerove u oba
materijala. Potom ¢emo oznaciti kutove upada, odbijanja i prolaza (loma). Definirat
¢emo upadnu ravninu kao ravninu u kojoj se nalaze vektor smjera prostiranja upadnog
vala i okomica na grani¢nu plohu S.

Bez gubitka opéenitosti moZemo koordinatni sustav postaviti tako da koordinatni
pocetak O leZi u grani¢noj ravnini S. Jediniéni vektor a, koji je usmjeren u materijal (2)
predstavlja okomicu na graniénu ravninu S, kao §to je prikazano na slici 8.6.1.

Slika 8.6.1. Nailazak ravnog vala na ravnu granicu S
izmedu materijala (1) 1 (2) s vektorima smjerova pro-
stiranja valova u upadnoj ravnini U i kutovima upa-

- da, odbijanja i prolaza
e
~ Y
\
Bududi je radijvektor iz ishodista 0 do bilo koje tocke na granici i u prostoru s obje
strane granice dan s r =xa, + ya, + za,, 1o je grani¢na ravnina S odredena jednadZbom
a;,r=01ili z=0.
Fizikalno je jasno da primarno elektromagnetsko polje upadnog vala izaziva titrajno
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gibanje slobodnih i vezanih naboja u blizini granice S. Inducirane struje primarnog polja
i naboji proizvode svoje vlastito sekundarno polje u oba materijala. Kao rezultat imamo
Cinjenicu da u materijalu (1) postoji rezultantno polje koje je zbir primarnog polja
upadnog vala i sekundarnog polja odbijenog vala, kojeg zrace inducirani naboji i struje
oko granice. ZraCenje sekundarnog induciranog polja ima za posljedicu da u materijalu
(2) postuliramo postojanje polja prolaznog vala, koje predstavlja prolazak (i lom)
primarnog vala u materijal (2). Kao §to je ve¢ receno, upadnu ravninu U definirali smo
vektorima a, i a,, koji leZe u njoj. Budui da je geometrija zadaCe simetriCna obzirom
na upadnu ravninu, ni jedna strana nije preferirana, pa nema razloga da bilo koji od
valova skrene na +y ili —y stranu. Zato moZemo pretpostaviti da ce vektori smjerova
prostiranja a,, a, i a, svih valova leZati u jednoj te istoj upadnoj ravnini U, kao na slici
8.6.1. i nece biti ovisni o koordinati y. Oznac¢imo li kutove upada, odbijanja i prolaza
(loma) s 8, 0, i 6, tada iz geometrijskih odnosa na slici 8.6.1. moZemo pisati izraze
za jedini¢ne vektore smjerova prostiranja upadnog, odbijenog i prolaznog vala kako
slijedi

a,=asinb, +accosb, ,

a,=asinb +a cosf, , (8.6.1a—c)

a,=a,;sinb +a.cos6 .

Pretpostavit éemo da su sva tri vala ravni homogeni’® TEM valovi, &ije kompleksne
jednadZbe’” za elektri¢no i magnetsko polje glase

jwt-y,a,r 1
1‘.E'u=1:7.'oe"mr T s H“=?(au><Eu) s
1

E—E oM | g - _Zl_ (@xE) (8.6.2a - )
1
fwt—y,a,r 1
B =Fe" 28 § HP=Z(anEP) ,

gdje su E,, E, i E, kompleksne amplitude upadnog, odbijenog 1 prolaznog vala. Ampli-
tude su po pretpostavci neovisne o koordinatama x, y, z. Valne konstante prostiranja
odredene su izrazima (8.2.29), (8.2.30) i (8.2.43a,b)

Yi=e,+jB, 5 yy,=a,+jB,, (8.6.3a,b)

a valne impedancije izrazom (8.2.50a)

" U nekim sludajevima ée rafun za prolazni val dati opéenitije rjeSenje nego li je (8.6.2e,f). Pogledati
¢lanak 8.6.3.
" Pogledati ¢lanke 8.2.2. i 8.2.3. i toku 8.2.5.1.
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Z = J_’_% s Zy= i : (8.6.4a,b)
Y1 Y2

Za dielektrike su znalajke y i Z odredene izrazima (8.3.6) i (8.3.7a,b), dok su za
materijale s gubicima dane u tablici 8.3.2.

Odnose na granici S pri kosom upadu vala rijesit ¢emo zadovoljenjem uvjeta za
tangencijalne komponente vektora elektri¢nog i magnetskog polja koje na granici trebaju
biti jednake.” Da bi tangencijalne komponente ukupnih polja s obje strane granice S
bile jednake, potrebno je da argumenti eksponencijalnih faktora u izrazima (8.6.2a — f)
budu jednaki na grani&noj plohi S. To vodi na uvjetne relacije

Y18, T 0=Y18,T,.0=Y,8,°7 -0 » (8.6.5a,b)
koje trebaju biti zadovoljene na grani¢noj ravnini z = 0. Te jednadZbe izraZavaju ustvari
jednakost faznih brzina sva tri vala na grani¢noj ravnini S. UvrStenjem relacija
(8.6.1a —¢) i uvjeta z=0 u jednadzbe (8.6.5a,b) izvodimo zakon refleksije (odbijanja),
koji glasi

0.=06,, (8.6.6)
i Snellov zakon refrakcije (loma), koji glasi

sinb, _ v (8.6.7)

sinf, vy,

Zakon refleksije (8.6.6) utvrduje da je kut odbijanja jednak upadnom kutu, dok Snellov
zakon refrakcije” (8.6.7) utvrduje da je omjer sinusa kutova loma (prolaza) i upada
jednak reciprotnom omjeru konstanti prostiranja materijala u odgovaraju¢im poluprosto-
rima. Navedeni izrazi upucuju na Cinjenicu da oba zakona ne ovise o polarizaciji upad-
nog vala.

8.6.1.2. Fresnelove jednadzbe i utjecaj polarizacije

Primijenit ¢emo uvjete o jednakosti tangencijalnih komponenti vektora ukupne
jakosti elektri¢nog i magnetskog polja s obje strane granice S da bismo odredili odnose
izmedu amplituda polja E,, E, i E,. Amplitude su opéenito kompleksne konstante,
buduéi da su upadni, reflektirani i prolazni TEM valovi po pretpostavci homogeni i
linearno polarizirani. Zato u svim to¢kama u ravnini S trebaju biti zadovoljene relacije

a,x(E,+E)=a xE, , (8.6.8a)

™ Pogledati ¢lanak 1.2.5.
™ Primjetimo da je Snellova jednadZba (8.6.7) za kompleksne konstante prostiranja opéenito rjeSiva jedino
ako za kut prolaza dozvolimo kompleksne vrijednosti.
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a,x(H,+H) =a,xH, . (8.6.8b)
Uz pomo¢ relacije za trostruki vektorski produkt

Ax(BxC)=(A-CB-(A-B)C ,

i vektorskim mnoZenjem jednadZbe (8.6.8a) s okomicom a, dobivamo
[a, (E,+E)]a,-(a,-a)(E,+E)=(a, E)a,-(a,a)E, . (8.6.9)

Pomocu relacije za trostruki vektorski produkt, te uvrStenjem izraza (8.6.2a—f) i
(8.6.5a,b) u (8.6.8b) dobivamo

1
?[(az ‘Eya,-(a,;a)E,+(a,E)a ~(a, a)E =
: (8.6.10)

1
—Z—z[(az-Ez)ap%az-aP)Ez] .

Smjer vektora E, je bilo koji. No mi uvijek moZemo vektor E, rastaviti u komponentu
koja je okomita na upadnu ravninu U i zato uvijek tangencijalnu na S i u komponentu

koja leZi u upadnoj ravnini U. Analiza ¢e se bitno pojednostavniti ako ova dva slucaja
promatramo odvojeno.

1. Vektor E, je okomit na upadnu ravninu U.

U tom slucaju se sva tri vektora elektri¢nog polja upadnog, odbijenog i prolaznog
vala, mogu pisati kao

EozayEﬂy I =ayEly ; B, =ayE2y . (8.6.11a—c¢)
Otud slijedi da je

az-E0=az-ayE0yEO ,

az-E1=az-ayEly=0 ; (8.6.12a—c¢)

a, -E2 =a, -ayEzy =0.

Uvrstimo li relacije (8.6.12a — ¢) u izraze za rubne uvjete (8.6.9) 1 (8.6.10), dobiva-
mo izraze za amplitude polja na granici §

E,+E =E, ,
Z, cosBuEO—chosE),El =ZlcosEIpE2 .

(8.6.13a,b)
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Smjerovi vektora elektricnog i magnetskog polja za sva tri linearno polarizirana
vala prikazani su na slici 8.6.2a).

Slika 8.6.2. Ravni val na granici dva materijala: a) polarizacija valova je okomita na upadnu ravninu,

b) polarizacija je paralelna upadnoj ravnini

Iz jednadZbi (8.6.13a,b) i uz pomoé¢ relacija (8.6.6) i (8.6.7) mogu se za zadane E,
i 0, izraCunati amplitude odbijenog i prolaznog vala E, i E, kao

Zz CoS Bu —Z1 cos Bp

" Z,c080,+Z cos0, ™’

(8.6.14a,b)
Z,cos0,+Z,cos 0,

247 Z,c086,+Z, cos 6, S

Te jednadZbe poznate su kao Fresnelove jednadZbe za slucaj da je ispunjen uvjet
a, E,=0, tj. da je elektricno polje upadnog vala okomito na upadnu ravninu. U
tom slucaju govorimo da je polarizacija upadnog vala okomita na upadnu ravninu.
JednadZbe nisu tako jednostavne kako to na prvi pogled izgleda. Prolazni kut 6, je
prema (8.6.7) kompleksan ako je bilo koji od dva materijala (1) ili (2) s gubicima,
tj. vodljiv. Kut 6, moZe biti kompleksan i u sluCaju da su Cak i oba materijala
dielektrici bez gubitaka.”’ Pomoéu zakona odbijanja (8.6.6) i loma (8.6.7) dobivaju
se odnosi

% Kompleksni prolazni kut znaci da poCetne pretpostavke nisu vide zadovoljene i prolazni val sigurno vise
nije ravni homogeni TEM val! U stvari, u tom slu€aju pojave u sredstvu (2) mogu biti jako zamrSene i jako
se razlikuju od slucaja do slucaja (pogledati ¢lanke 8.6.2. i 8.6.3.). Primjetimo da Fresnelove jednadZbe koje
sad vrijede samo formalno, ipak daju ispravne odnose medu amplitudama raznih valnih pojava.
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cosO,=cosO, ; COSBP=—L(y§*yfsinzﬁu)”2 ; (8.6.15a,b)
Y2

pa se kutovi odbijanja i prolaza mogu eliminirati iz Fresnelovih jednadZbi
(8.6.14a,b) i tada dobivamo alternativni oblik tih relacija

Zl 2 2 .2 172
chosﬁu—?(yz-ylsm 0,
El¢= 22 E(h ?
Z,cosB +—(y2 -y sin?0 )2
2Ty, R T (8.6.16a,b)
2Z,cosf
EZJ.= - . EGJ. '
Zy 2 2., 12
Z,cos8, +—(y;-y;sin"0 )
Y2

JednadZzbe (8.6.2a — ¢) i1 (8.6.11a — c) pokazuju nam da u slucaju kada su vektori E,
E, 1 E, okomiti na upadnu ravninu U postoje samo y komponente. Amplitude smo
im blljezﬂl s E,,, E,, E,. To su tangencijalne komponente na grani¢nu ravninu S.
Cesto je pogodno Fresnelove jednadzbe izraziti kao omjere amplituda tangenci-
Jalnih komponenti elektricnih polja odbijenog i prolaznog vala prema upadnom

valu®
Z, - Z,
. =@= cosE}p cosBu
1) EOy 22 . Zl
cos0 cosBa
¥ (8.6.17a,b)
2 4
. @ _ cosﬁp
B Qy ZZ Zl

+
cos Bp cos Bu

VeliCine p, i T, su koeficijenti refleksije i transmisije i Koriste se za proratun
veliCine amplituda tangencijalnih elektri¢nih polja odbijenog i prolaznog vala. Ti
koeficijenti opcenito su kompleksne veliCine, $to znaci da se odbijeni i prolazni val
razlikuju ne samo po veli¢ini nego i po fazi od upadnog vala.

*! Pogledati M. Javid, P.M. Brown, Field Analysis and Electromagnetics, McGraw-Hill, New York,
1963.



502 8.6. Prostiranje ravnih sinusnih valova u poluograni¢enim prostorima

2. Vektor E, je paralelan upadnoj ravnini U.

U prethodnom slu¢aju vektori elektri¢nog polja bili su tangencijalni na granicu S. U
ovom slucaju vektori magnetskog polja su okomiti na upadnu ravninu U i tangen-
cijalni na granicu S. Otuda slijedi

Iﬁlro=|ayiti'0JJ ;  H, =ayH1y 3 szaszy , (8.6.18a — ¢)
i

a,H,=a, '“yHoy =0,

“z'H1=“z"‘yH1y=0 , (8.6.19a - ¢)
a,H,=a a H, =0.

Iz (8.6.2a — f) i uz pomo¢ (6.2.5a,b) imamo

E,=-Z (a,xH) ,

E,=-Z (a,xH) , (8.6.20a - ¢)
E,= —Zz(aprz) ;

Sto uvriteno u grani¢ne uvjete (8.6.8a,b) i uz pomo¢ (8.6.2a — f) daje
H,+H,=H, ,

Z,cos® H,-Z cosO H =Z,cos6 H, ,

(8.6.21a,b)

gdje su vektori H,, H, i H, amplitude magnetskog polja upadnog, odbijenog i
prolaznog vala (H,, H, i H,). Smjerovi elektrinih i magnetskih vektora polja za sva
tri vala prikazani su na slici 8.6.2. b). RjeSenje sustava (8.6.21a,b) vodi

Z, cos BH —22 cos Bp

1L Z,cosf,+Z,cos0, 0L *

» za aH;=0. (8.6.22a,b)
H — Z cosO, +Z cosB,
2 Z cos0,+Z,cos0,

Pomocdu sustava (8.6.22a,b) moZemo za zadanu amplitudu vektora magnetskog polja
H, upadnog vala koji se prostire u materijalu (1) izracunati amplitude magnetskog
polja reflektiranog H, i prolaznog vala H,. Opcenito su one kompleksne veliine i
fazno pomaknute prema H,,. Izraze (8.6.14a,b) i (8.6.22a,b) u neSto manje opceni-
tom obliku izveo je Fresnel 1823. godine iz dinamickih svojstava hipotetiCkog etera.
Eliminiramo li pomocu (8.6.6) i (8.6.7) kutove 6, i 6, iz (8.6.22a,b) dobivamo
izraze
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Z, v
Zlcoseu-y—\/yz—ylsmzﬁu

2

HI_L = Z:2 HOJ. ?
Z cosB, + —\/yi ~yisin?6,
Y, (8.6.23a,b)
2Z, cos 9,
H2¢ = 7 HOJ. *
Z, cos0,+ i\/yﬁ -y]sin’0,

U prethodnom slucaju 1. ukupno elektri¢no polje imalo je samo y komponentu i
bilo je tangencijalno na grani¢nu ravninu S. Ako je kao u ovom slucaju 2. upadno
polje linearno polarizirano da E, bude u upadnoj ravnini, samo je dio od E, (E,,
komponenta) tangencijalan na granicu S. Stoga se val dijelom odbija 1 dijelom
prolazi bez promjene polarizacije. Prema tome, koeficijenti refleksije i transmisije,
koji stavljaju u odnos amplitude tangencijalnih komponenti odbijenog, prolaznog i
upadnog elektricnog polja, sada glase

Z Z,

cosf, cos BP

E,

X

= ?Ux = z Z
cos6, " cos Bp
(8.6.24a,b)
2 :
; =& _ cosBu
I E,. Z, Z,

+
cos, cos Bp

Fresnelove jednadZbe pokazuju da dio upadnog vala koji je odbijen i dio koji
prolazi (i po amplitudi i po fazi) ovisi ne samo o materijalima na granici i o kutu
upada nego i o polarizaciji upadnog vala.

3. Okomit upad vala na granicu S.

Ako je upadni val okomit na grani¢nu plohu S, tada je 6, =0. U tom slu¢aju nema
razlike izmedu slucaja 1. 1 slu€aja 2. Prema (8.6.6) i (8.6.7) kut odbijanja je 6, =0,
a kut prolaza je 6, = 0. Prema (8.6.14a,b) amplitude odbijenog i prolaznog jesu

Z2_Zl
El = Z Z EO *
24
! 98 6. SHE (8.6.25a,b)
2Z, g
2z
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Bududi da su i elektri¢no i magnetsko polje tangencijalni na granicu S, isti rezultat
bi se dobio i pomocu izraza (8.6.17a,b), kao i (8.6.24a,b). Koeficijenti refleksije
(odbijanja) i transmisije (prolaza) za okomit upad vala na grani¢nu plohu S glase

El Zz _Zl
p=— = ;
E Z+Z
0 =2 (8.6.26a,b)
_E_ 2Z;
E, Z,+Z

Prema tome, pri okomitom upadu polarizacija vala nema nikakvu ulogu. Refleksije
uopée nema (p =0) ako je Z,=Z,. Potpuna refleksija |p| =1 nastaje onda kada
je Z, jednako nula, ili je beskona¢no, ili je pak Cisto imaginarno.

8.6.2. Granica izmedu dva dielektrika

Analizirat ¢emo nailazak ravnog homogenog TEM vala na ravnu granicu S izmedu
dva dielektrika sa znalajkama €,, g, =y 1 €5, Hy = Ho- Dielektrici® su idealni materijali
bez gubitaka, pa su im provodnosti ¥, =k, =0. Iako je to idealizirani slucaj koji ne
postoji u stvarnosti, analiza je relativno jednostavna i rezultati su vrlo pregledni. Mogu
posluZiti kao aproksimacija za mnoge dobre izolatore u realnosti. Zakon odbijanja
(8.6.6) ostaje nepromijenjen

6,=6, , (8.6.27)

dok Snellov zakon loma (8.6.7) moZemo pisati pomocu (8.3.6) kao

P (8.6.28)

ane, Jm_ | ta (8.6.29)
sinf, v, By oy R

U izrazu (8.6.29) v, i v, su fazne brzine, n, i n, su indeksi loma dielektrika (1) 1 (2),
dok je n,, relativni indeks loma ta dva dielektrika.

Ako je odnos relativnih dielektri¢kih konstanti materijala €,, > €,,, tada je relativni
indeks loma n,, < 1, §to znaci da ée svakom kutu pada 6, odgovarati realni kut loma

82 Pogledati odjeljak 8.3.1.
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6,, budui da je (n;,sin6,) < 1. Ako je pak ¢, <¢,;, kao npr. u slu€aju kada val nailazi
iz tekuceg ili krutog dielektrika u zrak, tada je 6, realan samo za onu veliCinu kuta 6,
za koju je (n,,sin®,) < 1. U suprotnom, kada je (n,,sin8,) > 1, nastupa pojava totalne
refleksije,” tj. potpunog odbijanja upadnog vala. Tu pojavu neemo sada analizirati,
nego ¢emo na¥u pozornost usmjeriti na primjenu Fresnelovih jednadzbi za odredivanje
odnosa medu amplitudama upadnog, odbijenog i prolaznog vala na granici dva dielektri-
ka za sluCajeve realnih kutova prolaza, tj. 0 <6, <90°.

Ponajprije ¢emo dodatno uvesti veli¢ine koje se koriste u analizi prostiranja elek-
tromagnetskih valova povezanoj s grani¢nim zada¢ama. Sve to ¢e pojednostavniti nacin
pisanja i samu analizu. Tako moZemo jednadZbe elektri¢nog polja upadnog, odbijenog
i prolaznog vala pomocu (8.6.1a — ¢), (8.6.2a — c), (8.3.4) i (8.3.6) pisati u izmijenjenom
obliku

jot-j-2 (xsin@, +zcos8,) jm(l— x —i)
E,e

E =Ege n =E Vie Vi
u
i i@ (xsi . x .z
dutet int,won) et (8.6.30a - c)
E.=Ee n =E,e e Yz
>
Jjot-j- (xsin 8, +zcos0,) jm(r s oy i)
E=Ee 7 —Eye \ '~
P

gdje smo uveli fazne brzine u smjeru x-osi i z-osi kao

v v
_ . o (8.6.31a,b)
“““gme * % cosd’

prema slici 8.6.1. (8 je bilo koji kut od 6,, 6,, 6,). Brzine v, i v, mogu biti vece od v,
odnosno od odgovarajuce brzine svjetlosti ¢ u oba dielektrika (1) ili (2). Brzine v, 1 v,
su matemati¢ke veliine koje pokazuju kojom brzinom bi se morao gibati promatraC¢ po
osi x odnosno po osi z da bi uvijek mjerio konstantu faza odgovarajuceg vala. Ako bi
val upadao okomito na grani¢nu ravninu S, tj. gibao se u smjeru osi z, tada bi brzina v
bila beskonacna, jer sve toCke u ravnini z = konst. istovremeno poprime istu fazu. Lako
je sada pokazati da upravo zbog uvjeta da upadni, reflektirani i prolazni valovi po
grani¢noj ravnini S imaju istu faznu brzinu v, u smjeru osi x, §to piSemo kao

__n no__'n (8.6.32)

v = ¢ — p——
J&’ . . . ’
sinf, sinB, sin Gp

v

proizlaze zakoni odbijanja (8.6.27) i loma (8.6.28). U nastavku ¢emo pomocu (8.3.1b)
i (8.6.31a,b) uvesti fazne konstante u smjeru x-osi i z-osi, kao

8 Pogledati tocku 8.6.2.3.
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B= 2= Lsino=psin® ; vi=-,
fo vf BX
(8.6.33a—-d)
ﬁz=2=gcosﬂ=ﬁcosﬁ : Vﬁzg s
T b,

pa se iz jednadzbi (8.6.2a — f) pomocu (8.6.30a — ¢) i (8.6.33a — d) mogu vektori elektri-
¢nog i magnetskog polja upadnog, odbijenog i prolaznog vala pisati kao

E =E ef(mf_ﬁux_ﬁ}zz) H o § ef(w!-ﬁux—ﬁlzZ)
u 0 u 0 ?

3

_ Jwt-f x+p,.2) z = Jot-Byx+ Py 2) 8.6.34a —

E =E ¢ Purbid g g P Ped ( b
_ Jwt=PByx-PB,y2) . _ Jlwt =P, x- P, 2)

E,=E, ' P g =g D

gdje su odnosi izmedu amplituda elektriénog i magnetskog polja odredeni relacijama
(8.6.2d - f) kao

a, xE,
H,= Z ,
1
P (8.6.35a — c)
1 4 3
1
a xE
P 2
H,= 7

2

Uvest ¢emo takoder i pojam valne impedancije u smjeru zadane osi. U zadacama kosog
upada na granicu S pogodno je definirati valnu impedanciju kao omjer komponenata
elektri¢nog i magnetskog polja koje su paralelne, tj. tangencijalne na grani¢nu ravninu
S. Razlog za to jest jednakost tangencijalnih komponenti ukupnog elektri¢nog i magnet-
skog polja s obje strane granice S. Tako za upadni i odbijeni val, koji u dielektriku (1)
tvore kut ©, s normalom a, na granicu S (prema slici 8.6.1) i za prolazni val koji u
dielektrik (2) prolazi pod kutom 8,, mogu se definirati valne impedancije dielektrika (1)
i (2) koje se referiraju u z smjeru kao omjeri komponenti polja u ravninama poprecnim
na z smjer. Analizirat ¢emo tri karakteristi¢na slucaja.

1. Vektor E, okomit na upadnu ravninu U.

Pretpostavimo da je zadana amplituda elektricnog polja E,, upadnog vala koja je
okomita na upadnu ravninu U, tj. tangencijalna na grani¢nu ravninu S. Zadan je
takoder i upadni kut 8, pod kojim val nailazi na granicu S. Pomocu koeficijenata
odbijanja i loma (8.6.17a,b) moZemo odrediti amplitude odbijenog i prolaznog vala
E, i E,. Kutovi odbijanja i loma odredeni su relacijama (8.6.27) 1 (8.6.29). Valne
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impedancije dielektrika (1) i (2) realni su brojevi i odredujemo ih pomocu (8.3.7a,b)
kao

z, = ’l‘_ﬂ. , Z,= 'b. (8.6.36a,b)
A A
1 2

Amplitude magnetskih polja upadnog, odbijenog i prolaznog vala odredit ¢emo iz
jednadzbi (8.6.35a — ¢) pomocu relacija (8.6.1a—-c) i (8.6.11a — c), pa dobivamo

EOy cos 6, Eﬂy sinf),

H,=a H, +a H, =-a +a ,
0 x 0x 2770z x Zl z Zl

E, cos® E, sin®
H =aH +aH =-a, "Zl “ra, Uzl . . (8.6.37a-c)

Ezyoos Bp+a Ezysinap
oz L4,

H,=a.H, +a H, =-a

Definirat ¢emo sada valnu impedanciju za z-smjer pomocu komponenti amplituda
elektri¢nog i magnetskog polja koje se nalaze u ravnini transverzalnoj na z-os. Za
valove polarizirane s elektricnim poljem okomitim na upadnu ravninu u dielektriku

(1) to iznosi

E, E z
7z =9 _Zv_ 4 (8.6.38)

" H, H _cosﬂu’

1x

i u dielektriku (2)

z
. T (8.6.39)

2z H, cosBp’

uz uvjet da je a,E,= a,E, = a,E,=0. PoSto smo uveli i definirali usmjerene
fazne brzine v, i v, pomocu (8.6.31a,b), i usmjerene fazne konstante B, i ., pomo-
¢u (8.6.33a — d), te usmjerene valne impedancije Z,, i Z,, pomocu (8.6.38) i (8.6.39)
za slucaj da je vektor E,, okomit na upadnu ravninu U, moZemo uvesti izmijenjene
izraze za koeficijente refleksije 1 transmisije. Uvrstimo li izraze (8.6.38) i (8.6.39) u
(8.6.17a,b) dobivamo jednostavnije pisane koeficijente

o = E, 2,2,

© By Lt (8.6.40a,b)
E, 22,

“TE Tz +z
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Totalna polja u dielektricima (1) i (2) moZemo jednostavno odrediti. Totalna polja
u dielektriku (1) su zbir polja upadnog i reflektiranog vala, pa prema (8.6.34a - f),
(8.6.37a—c) i (8.6.40a,b) imamo

E,=E +E = ayEoyej(m_B“x)[e TPz pe 4Pz .

Eoy cos0

H,=H +H =-a, Z, e R PR (8.6.41a,b)
ra, EOth“Bu P ThE g T

Totalno polje u dielektriku (2) jest

EzT=Ep=ayE0y‘rej(m_Bz‘x'ﬁ2‘z) ;

B —H =|-a Eyveos,  Eytsind)) o pna (8.6.42a,b)

g * Z, ‘ Z,
Iz jednadZbi (8.6.41a,b) proizlazi da totalno elektromagnetsko polje u dielektriku (1)
ima svojstvo putujuéeg vala u smjeru x-osi i kombinacije putujuceg i stojnog vala u
smjeru z-osi, ali takve da minimum jakosti polja vala u smjeru z-osi opéenito ne
doseZe vrijednost nula.** Omjer maksimuma i minimuma elektri¢nog polja moZe biti
izraZen kao omjer stojnog vala S. Jednadzbe (8.6.42a,b) utvrduju da u dielektriku
(2) postoji elektromagnetsko polje prolaznog vala, koje ima svojstvo putujuceg vala
u smjeru x-osi i u smjeru z-osi.

2. Vektor E, paralelan upadnoj ravnini U.
Za takvu polarizaciju upadnog vala napisat ¢emo grani¢ne uvjete za jednakost
tangencijalnih komponenti ukupnih polja E i H; s obje strane granice S, ukljucu-
juéi i upadnu i odbijenu komponentu u dielektriku (1)

E, +E, =E,_ ,
Mot TR (8.6.43a,b)

H0y+H1y=H2y '

Ako ponovno definiramo valne impedancije u smjeru z-osi kao omjer amplituda
tangencijalnih komponenti elektri¢nog i magnetskog polja na granicu S, dobivamo

Z, ===k =Z, cos B (8.6.44a)

% Pogledati tocke 8.3.1.1.1 8.3.1.2.
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E
| M, (8.6.44b)
2y

uz uvjet da je a,H,=a,<H =a,/H,=0. Koeficijente refleksije i transmisije
dobivamo ako izraze (8.6.44a,b) uvrstimo u jednadzbe (8.6.24a,b), pa je

o _&_dezlz
W\ E_ z,+Z °
B RN (8.6.45a,b)
e
L E,, Z,+Z,

Ocito je da smo dobili formalno identi¢ne relacije onima u (8.6.40a,b). Razlika je
samo u razliCitim izrazima za usmjerene valne impedancije Z,, i Z,,. Totalna polja
u dielektricima (1) i (2) odredit ¢emo kao u prethodnom slucaju, s tim da pretposta-
vimo da su zadani amplituda magnetskog polja upadnog vala H,, i upadni kut 6,
pa imamo

E,=E, +E,=a,Z Hcosf, e Puife Pty po PPy,
+a,Z, Hoysmfélue}(wt-ﬂ“x}[—e ELEE pe +‘43"2] ,

H,=H, +H =a Hy e "pePeiope ey (8.6.46a - d)

J(wt-Py x- Ba2)

E,.=E o [“xzszoﬁ -a,Z, tan BPHOy Tle ;

VA .
i - Tz J(wt=B, x-P,y,2)
HzT—HP—ayzzzHoyre .

JednadZbe (8.6.46a — d) utvrduju da u dielektriku (1) kao i u prethodnom slucaju
postoji putujuéi val u smjeru x-osi i kombinacija putujuceg i stojnog vala u smjeru
z-osi. U dielektriku (2) postoji putujuéi val koji se prostire u smjerovima x-osi i
z-osi. Zanimljiva je analiza faze odbijenog i prolaznog vala u odnosu na fazu upad-
nog vala u oba prethodna slu¢aja. Budu¢i da su sve usmjerene valne impedancije u
relacijama (8.6.40a,b) i (8.6.45a,b) realne, oba su vala i reflektirani i prolazni ili u
fazi s upadnim valom ili u protufazi. OCito je dalje da je u oba slucaja prolazni val
u fazi s upadnim valom. Faza odbijenog vala ovisit ¢e o veli€ini usmjerenih impe-
dancija Z,, 1 Z,,. U oba slucaja, ako je Z,, > Z,, tada su elektri¢na polja odbijenog i
upadnog vala u fazi. To se dogada kada upadni val s elektri¢nim poljem okomitim
na upadnu ravninu nailazi iz rjedeg u guséi dielektrik, tj. kada je €, > ¢,. U protiv-
nom su valovi u protufazi. Kod valova koji su polarizirani paralelno upadnoj rav-
nini odnosi su zamrSeniji, pa svaki pojedinaéni slucaj treba zasebno analizirati.
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Energetske odnose pri nailasku vala na granicu izmedu dva dielektrika moZemo
analizirati pomoéu Poyntingova vektora definiranog relacijom (8.2.53). Srednji tijek
elektromagnetske energije odreden je realnim dijelom kompleksnog Poyntingova
vektora. U dielektricima srednji Poyntingov vektor je realna veli¢ina. Za upadni,
odbijeni i prolazni val Poyntingovi vektori prema relacijama (8.2.53) ili (8.3.18)

iznose
2
1 . Ey | g
N =—FE xH =a — |— ,
usr 9 u XAy, a, 2 Bo
1 El | ¢
Nr,sr=_ErxH:'=ar_l = . (8.6.47a —c)
2 2\ K
1 Ez
Np’sr=5E xH =a ? —

Ho

Iz tih relacija lako moZemo izrafunati ukupnu srednju snagu koja upadnim valom
nailazi na jedinicu povrSine grani¢ne ravnine S izmedu dva dielektrika, kao

N, I —cose (8.6.482)

dok se u dielektrik (1) reflektira snaga

2
e, E 8.6.48b
M ( )
0

a u dielektrik (2) prolazi snaga po jedinici povrSine

N ‘ _COSB (8648C)

U suglasju sa stavkom o ofuvanju energije moZemo pisati da je
az°Nw +a, -Nr =a, N (8.6.49)

psr ?

Sto daje relaciju

ﬁEozcosﬁu—Ja_lEfcosB“=/é;E§cosﬂp . (8.6.50)

Moze se dokazati da Fresnelove jednadZbe zadovoljavaju tu jednadZbu. Koeficijenti
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refleksije i transmisije mogu se definirati i pomocu energetskih odnosa.*® Za razliku
od prethodnih oznacit ¢emo ih s R i T. Tako koeficijent refleksije definiramo kao
omjer srednje reflektirane i upadne snage
2

N E
R= | N W (8.6.51a)

- ’

INesel  E2

a koeficijent transmisije kao omjer srednje prolazne i upadne snage

2
T Npesr| _ | 22 c086, Ey (8.6.51b)
lNuz,srl E.’1 COSBH E;

Iz tih relacija proizlazi da mora biti

R+T=1, (8.6.52)

Sto znacCi da energija upadnog vala ostaje saCuvana. Za slu¢aj da je vektor E, upad-
nog vala okomit na upadnu ravninu U mogu se izralunati koeficijenti

.2 _ in2 .
_Sin 6,-6,) LT = sin28, sin26, ’ (8.6.53a,b)
L sz(ep + Bu) 1 sil'lz (ep + euJ

a koeficijenti

2 . .
_ tan”(6,-6,) ; - sin20,sin26, , (8.6.54a5)
1 tan’(6,+6) sin? (6, +,) cos? (8, - 6,)

vrijede za slucaj da je vektor E, paralelan upadnoj ravnini U.

8.6.2.1. Okomit nailazak vala na granicu

Razmotrit ¢emo nekoliko posebnih slucajeva nailaska homogenog ravnog vala na
ravnu granicu izmedu dva dielektrika. Najjednostavniji je slu¢aj okomitog nailaska, a
njegovu analizu je najlakSe provesti. Dva dielektrika sa znaajkama €, p, =y, X, =0 i
€5 My =My, K, =0 razdvaja ravna granica S, prema slici 8.6.3. a). Pretpostavit éemo da
ravni homogeni TEM val, proizveden iz udaljenog neovisnog izvora, nailazi iz dielektri-
ka (1) okomito na granicu S. Prema toCki 8.6.1.2. polarizacija vala nema nikakvu ulogu,
pa pretpostavljamo da je amplituda elektri¢nog polja upadnog vala E,, zadana i da je u
smjeru y-osi. '

% Pogledati J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941.
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Slika 8.6.3. Okomit upad
vala na granicu dva dielek-
trika, a) jedini¢ni vektori
smjera upadnog, odbijenog i
prolaznog vala, b) i c¢) ras-
podjela amplituda polja u
dielektriku (1), koje se sa-
» stoji od putujuéeg i stojnog

vala.

b) c)

Upadni kut je 8, = 0, pa su prema (8.6.27) i (8.6.28) kutovi odbijenog i prolaznog vala
8,=6,=0. Pomocu (8.3.6) i (8.3.7a) moZe se utvrditi odnos valnih konstanti prosti-
ranja i impedancija dvaju dielektrika kao

(8.6.55a,b)

e, 1 [ &,
Oy €, 0Oy
\ &

Iz tih jednadZbi vidimo da nema refleksije ako su dielektri¢nosti jednake &, =€, tj. za
trivijalan sludaj istih dielektrika. Koeficijent refleksije je opéenito uvijek manji od jedan
i priblizava se jedinici kako omjer € /e, teZi nuli ili beskonatnom iznosu. Opcenito, kod
nekog kona¢nog omjera dielektricnosti €,/g,, u prostoru dielektrika (1) imamo rezul-
tantna polja Cije iznose utvrdujemo prema (8.6.41a,b)

E,; =“yE0y[ej(m_5'Z) tp fj(w”p'Z)]

(8.6.57a,b)
& E, [ JOBR) _ g ot Bidy

H.,.=-a
1T o

X
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Polje u dielektriku (2) jest polje prolaznog vala i odredujemo ga pomocu (8.6.42a,b)
kao

_ J(ot-PB,2)
E, = “yEoy Te€ .
z (8.6.58a,b)
= _2 Jwr-Py2)
H,,=-a, E, te .

0
Ho 7

JednadZbe (8.6.57a,b) za polje u dielektriku (1), u kojem postoje upadni val koji se giba
u +z smjeru i djelomi¢no odbijeni val koji se giba u —z smjeru, mogu se pisati i u
drugom obliku

_ _ J(wt-P,2) Jwt-py2) | jlwr+pz)
Elr—ayEOy(l p)e ! +ayEoyp[e e ™1,

’ o . (8.6.59a,b)
1 i(wt - ‘ 1 (wt - f(wt+f,2)
Hl]" — _ax FOEO),(I _ p)ef t-p,2) _ax ?Eoy p[ef( t-P,2) _eﬂ:m! ﬂlZ] )
0

Te jednadZbe utvrduju da se polje u dielektriku (1) sastoji od dva vala od kojih je jedan
(prvi €lan u jednadZbama) putujuci 1 prostire se u + z smjeru, a drugi je stojni val
(drugi ¢lan u jednadZbama).* Putujuci val u dielektriku (1) nosi energiju koja prelazi u
dielektrik (2) i prostire se dalje prolaznim valom (8.6.58a,b) u smjeru + z-osi. Na slika-
ma 8.6.3. b) i ¢) prikazano je polje u dielektriku (1). Pogodno je izraziti omjer izmjeni-
¢ne amplitude maksimalnog polja prema minimalnom kao omjer stojnog vala, pa
imamo

E +
§= Eirlas _ 1+ ]p] . (8.6.60)
|El';‘|min 1- |P]

Lako je pokazati da je

€
S=1— za e>e,,
\ &
(8.6.61a,b)
2
S=\;: za e,>e, .

Isto tako maksimum elektri€nog polja je na granici S ako je p >0, buduéi su upadni i
odbijeni valovi neparni. To je slu¢aj kada je €, > €,. Ako je €, > €, na grani¢noj rav-
nini, S je maksimum magnetskog polja.

% Ovaj slutaj opisan je u tocki 8.3.1.1. Posebno pogledati sliku 8.3.1.
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8.6.2.2. Potpuna polarizacija vala na granici

U slucaju kada je upadni val na granicu S polariziran tako da je elektri¢no polje
paralelno upadnoj ravnini U, postoji samo jedan uvjet pod kojim nema refleksije. Koefi-
cijent refleksije je prema (8.6.54a) jednak nuli R =0, uz uvjet da je 6, + 6, =m/2.
Zato je sin6, = sin(n/2 - 6,) = cos6,, pa iz relacije (8.6.29) dobivamo uvjet koji mora
biti ispunjen da bi R, bio jednak nula

€3 8.6.62
taneu=tan8up= a—l=n21 . ( )

Upadni kut koji zadovoljava uvjet (8.6.62) nazivamo Brewsterov kut. Kod toga upadnog
kuta nema odbijanja vala koji je polariziran paralelno upadnoj ravnini. Oba koeficijenta
refleksije p, 1 R; su prema (8.6.45a) i (8.6.54a) jednaki nula. U tom slucaju su
oba koeficijenta transmisije T, i 7| prema (8.6.45b) i (8.6.54b) jednaka jedinici,
Sto pokazuje da sva elektromagnetska energija upadnog vala prolazi iz dielektrika (1) u
dielektrik (2). To je slucaj potpunog prolaza vala kroz granicu bez ikakve refleksije.

S druge strane poznato je da se polje svakog ravnog TEM vala koji nailazi na ravnu
granicu S izmedu dva dielektrika mozZe rastaviti u dvije ortogonalne komponente, jednu
koja je polarizirana okomito i drugu koja je paralelna upadnoj ravnini. Koeficijenti
refleksije za te dvije komponente su razliiti, $to ima za posljedicu da polarizacija
odbijenog vala ovisi o upadnom kutu. Ako upadni kut zadovoljava uvjet (8.6.62), u
ovom posebnom sluCaju odbijeni val se polarizira potpuno u smjeru okomitom na
upadnu ravninu. Zato se Brewsterov kut naziva i kut potpune polarizacije. Tako npr. u
slu¢aju granice izmedu zrake i vode relativni indeks loma n,, moZe se mijenjati od 1.33
(kod frekvencije svjetlosti) do 9 (u podrucju radiofrekvencija) i kut potpune polarizacije
od 53° do 84.6°, §to je blizu nailasku upadnog vala paralelno s grani¢nom ravninom .
Nepravilnosti u radio prijenosu preko vodenih povrSina sigurno mogu biti pripisane tom
uzroku.”’

8.6.2.3. Totalna refleksija

Analizirat ¢emo slucaj kada se pod odredenim uvjetima ravni TEM val, koji koso
nailazi na granicu § izmedu dva (idealna) dielektrika, u cijelosti odbija i kada nikakva
srednja elektromagnetska snaga ne prelazi u drugi dielektrik. To je sluaj koji smo
iskljucili na pocetku analize u ¢lanku 8.6.2, a poznat je pod nazivom "totalna reflek-
sija". Da bismo odredili uvjete pod kojima dolazi do totalne refleksije, pretpostavit
¢emo da ravni homogeni val iz dielektrika (1) upada pod kutom 6, na ravnu granicu S
izmedu dielektrika (1) i (2), kako je prikazano na slici 8.6.4. Dielektrici su sa znaCajka-
ma €, 1y = Mo, K, =01 5, py =y, K;=0.

¥ Pogledati J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941.
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Ravnine konstantne
faze odbijenog vala

Ravnine konstantne
faze upadnog vala

N /
\ 4 //'J /
a, a rd
N N ¥ /s
euk Br >/ \\ /\
N 7 /7
~N (_.‘“\‘/ N N / . )
" | P d N\ % Vs Slika 8.6.4. Ravni-
= N N
(1) Ne o a=a, \// <, S xL ne kon.stzmtne faze
i ravnine konstan-
P I a [ = konst
@) 0 ———eeh tne amplitude u di-
P | . -
pr | \:\Ravninc konstantne elektriku  (2) pn
: | —amplitude prolaznog vala totalnoj refleksiji
4]
——— Y ——— -
Z
' N

Ravnine konst.
faze prolaznog vala

Pretpostavit ¢emo zatim da je odnos dielektriCnosti €, > €,, tj. da val nailazi iz opticki
guscéeg u opticki rjedi materijal, 1 da je upadni kut 0, takav da prema (8.6.29) bude
sinB, > 1. To znali da je prolazni kut 6, kompleksan. Taj najmanji upadni kut oznacit
¢emo s 0, 1 nazvati ga kriticni upadni kut. Ratunamo ga kao

) €
sinf,, = | — .
€

Uz uvjet da je

. € ..
sin6,> |— ii 6,>6,,
£
1

tj. ako je upadni kut veci od kriticnog upadnog kuta, i ako val nailazi iz opticki gusceg
u opticki rjedi materijal (e, > €,) nastaje pojava totalne refleksije upadnog vala. To je
pojava kod koje se ukupna srednja snaga upadnog vala u cijelosti odbija od granice S
u dielektrik (1), pa nema prolaza nikakve srednje snage u dielektrik (2). Faktori reflek-
sije i transmisije su i prema (8.6.53a,b) i prema (8.6.54a,b)

(8.6.63)

(8.6.64 a,b)

R=1 ; T=0, (8.6.65a,b)
Sto znacCi da to vrijedi bez obzira na smjer polarizacije upadnog vala.

Iz (8.6.64a,b) proizlazi da kako kut upada 8, raste i priblizava se kriticnom kutu
8,1 tako 1 prolazni kut 6, raste prema 1/2, a smjer prolaznog vala a, priblizava se k a,,
tj. prolazni val ¢e se prostirati paralelno grani¢noj ravnini S. Kod vrijednosti 6,>0,,
postaje 1znos |sin0P|>1 i 6, nije vise realan kut, tj. 6, je kompleksan kut. Kom-

pleksni kut loma svakako znaCi da u dielektriku (2) ne postoji homogeni TEM val.
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Vidjet éemo da u dielektriku (2) postoje valni fenomeni, ¢ak i strujanje energije, ali
nema strujanja iz sredstva (1). Jedna od posljedica kompleksnog kuta loma je da na
granici sredstava postoji fazni pomak i da se u dielektriku (2) pojavljuje prigusenje
proporcionalno udaljenosti od granice.

Prema tome, &injenica da se pri pojavi totalne refleksije tj. za 6, > 8,,, cjelokupna
stacionarna (srednja) snaga upadnog vala reflektira u dielektrik (1) i nikakva se srednja
snaga ne prenosi u dielektrik (2), ne znaci da u dielektriku (2) uopée nema elektromag-
netskog polja. Naprotiv, iskustvo pokazuje da u dielektriku (2) postoji elektromagnetsko
polje. Ta tvrdnja bit ¢e to¢na ako nema gibanja faze u smjeru z-osi, tj. ako je prema
(8.6.33b) B,,=0. Da bismo to dokazali, izracunajmo prethodno iz relacije (8.6.29)
veliCine

. € .
smepz 8—5111631 .
. (8.6.66a,b)
| 8.2
cos® =+j | —sin"0, -1
P 82

U izrazima (8.6.2¢) i (8.6.2f) za jakosti elektri¢nog i magnetskog polja prolaznog vala,
u ovom slucaju eksponencijalni Clan glasi

jmr—jc%(axsin 8p+azcosﬁp)-{axx+ayy+azz)
=g =

_ ejwz -jo/hge,lxsind), +zcosB)) _ (8.6.67)

, ™ € .2
Jjot-w /ug e, jx, [—sin, 3z, [ — sin 8,-1
= ) €

Zadnji ¢lan eksponenta u gornjem izrazu moZe biti pozitivan ili negativan. Negativan
predznak otpada, jer bi tada polje u dielektriku (2) raslo u smjeru + z osi §to je fizikal-
no nemoguée. Konano mozemo pisati da je jakost elektri¢nog polja prolaznog vala
odredena izrazom (8.6.2¢)

ef“’"'\’z“p"

-,/ 1y €, ;s'mﬂk—lz*rj{wi—w Mg €y sin B, x) (8668)
E,=E,e :

To moZemo pisati i u jednostavnom obliku

E,—Eje /0 (8.6.69)

L]

gdje su o, prigusna konstanta polja u smjeru z-osi, tj. u smjeru okomitom na grani¢nu
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ravninu S, a [3,, je fazna konstanta prolaznog vala u smjeru osi x, tj. u smjeru paralel-

nom s granicnom ravninom S. One iznose

112

£

_ __l_- .2 __(0_ 2 Caln2 1/2

0, = ”082(8 sin Bu—l] == (sm 0, -sin Buk) ;
2 1

B, = W, /|, €,8n0 = —qsinﬁa .

(8.6.70a,b)

Jakost magnetskog polja prolaznog vala odredena je izrazima (8.6.2f) i (8.6.69). Pa ako
je amplituda elektri¢nog polja E, = a E, , tada prolazno magnetsko polje iznosi

E. .
_ . T2y —ayz+j(wi- By x)
Hp—[axjazmzﬁh]mpoe ’

gdje je amplituda

¢ 2y -,z
sz[ax]cc2+az[32x]———-wp e ",
0

(8.6.71)

(8.6.72)

Sto vrijedi za slucaj da je elektricno polje upadnog vala okomito na upadnu ravninu.

Vidimo da se u slu¢aju totalne refleksije u dielektriku (2) pojavljuje elektromag-
netski val koji se prostire u smjeru paralelnom graniénoj ravnini S i koji nije transver-
zalan (nije TEM). Taj val ima transverzalno elektri¢no polje, a magnetsko polje vise
nije transverzalno, nego ima i uzduznu komponentu u smjeru prostiranja. To je trans-
verzalni elektricni, tj. TE val. Jasno je da moZe postojati i transverzalni magnetski, 1.
TM val. S druge strane val u dielektriku (2) zbog prigusnog ¢lana prakti¢ki postoji samo
uz grani¢nu povrSinu. Tumacenje izraza (8.6.68) odnosno (8.6.69) je sljedeée:

I. U dielektriku (2) pri totalnoj refleksiji postoji elektromagnetsko polje.

2. To polje ima valni karakter, pa ga nazivamo prolaznim TE ili TM valom.
3. Prolazni val prostire se samo u smjeru + x osi, tj. paralelno grani¢noj ravnini S.
Fazna konstanta prolaznog vala u smjeru osi x u dielektriku (2) dana je relacijom

(8.6.70b).

4. Buduci da je dielektrik (2) bez gubitaka, nema priguSenja prolaznog vala u smjeru

prostiranja, tj. u smjeru x-osi.

5. Elektromagnetsko polje u dielektriku (2) priguSuje se eksponencijalno u smjeru + z
osi, tj. u smjeru okomitom na grani¢nu ravninu S. Konstanta priguenja polja u z

smjeru je o, i dana je relacijom (8.6.70a).
6. Prema tome faktor prostiranja

Jot-yya,r __ -eyz+jlwt-p,,x)
e P =e 3

pokazuje da je prolazni val nehomogeni ravni TE ili TM val koji se prostire u

smjeru x-osi.
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10.

Ravnine konstantne faze su okomite na os x, a ravnine konstantne amplitude su
okomite na os z, kao §to je prikazano na slici 8.6.4.
Snaga (prolaznog) vala u dielektriku (2) nije uzeta iz udaljenog izvora u dielektriku
(1), nego mora imati svoj izvor u dielektriku (2) u x — — c=. Nema prolaza srednje
realne snage iz dielektrika (1) u dielektrik (2).
Pomodu (8.2.53) moZemo lako dokazati navedenu tvrdnju. Srednja kompleksna
snaga po jedinici povrSine u dielektriku (2) odredena je Poyntingovim vektorom u
koji éemo uvrstiti izraze (8.6.69) i (8.6.71) koji vrijede za slucaj kada je elektri¢no
polje okomito na upadnu ravninu U, pa dobivamo

2
i o oML (8.6.73)

N =
20p,

Pt E,xH,=(a P, +aja,)

B |

Gustocéa srednje realne (djelatne) snage koja se prenosi prolaznim valom u dielek-
triku (2) jest

2
BoEay 20 (8.6.74)

mjerena u vatima po &etvornom metru. O¢ito je iz (8.6.74) da se sva srednja realna
snaga giba u + x smjeru i da se na tom putu ne priguSuje, tj. nije funkcija koordi-
nate x. Kako se udaljujemo od grani¢ne povrSine S u smjeru z-osi gustoca te snage
opada s e™***. Ona opada tim brZe, §to su pri totalnoj refleksiji veci: ®, €,, &/,
10,

Zbog priguinog ¢lana e ~*? polje vala i snaga koju nosi u dielektriku (2) ogra-
ni¢eni su na dio prostora neposredno uz graniénu plohu S. Pri totalnoj refleksiji
imamo izraZzenu pojavu povrsinskog efekta u dielektriku (2).

Buduéi da amplitude elektri¢nog i magnetskog polja odbijenog i prolaznog vala uvijek
zadovoljavaju uvjete kontinuiteta polja na granici, odredit ¢emo ih iz Fresnelovih
jednadZbi. Ako je elektri¢no polje okomito na upadnu ravninu U, tj. uz pretpostavku da
je zadana amplituda upadnog vala E,=aE i upadni kut 6,, pomocu relacija za koe-
ficijente refleksije i transmisije (8.6.40a,b) uz uvrstenje (8.6.66b) dobivamo

Ely cos eu +j \/sinz Bu —-—Si112 Buk

pJ- = e— 3
Epy  cos g, +j \/sin2 6, -sin’6,, (8.6.75a,b)
E, 2cos 0,

LSF T

o cosB, -_;F\/sin2 6,-sin’6,,

Takoder, uz zadanu amplitudu magnetskog polja upadnog vala H, = a H,, (okomita na

upadnu ravninu U) i upadni kut 6

pomoéu relacija (8.6.45a,b) i (8.6.66b) dobivamo za

"

paralelno polarizirani upadni val
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€
gl . 2 =3
cosf, +j - \/sm 0, -sin“6,,
2

Elx

F’|| —_ox__ e, )
cosf, —je—\/sinzﬂu—sinzﬁuk
¢ (8.6.76a,b)
€
2— /sin@, -sin’6

E, J Ez\fsm , ~sin’0,,
TE T

0x

€
.1 ) e 3
cosf, b \/sm 0,-sin“0,,
2

Iz izraza (8.6.75a) za sluCaj okomite polarizacije upadnog vala, 1 iz izraza (8.6.76a) za
sluCaj paralelne polarizacije upadnog vala, proizlazi da su apsolutne vrijednosti koefici-
jenata refleksije u oba slutaja |p,[=1 i |p;|=1. Buduéi da su p, i p; kom-
pleksne veliCine, to ih moZemo pisati kao

b= 5 p =™, (8.6.77a,b)

pri ¢emu mora biti
|ej26_| 1 |ej26” =1 . (8.6.78a,b)

Lako je pokazati da je kut & odreden s

P ) P )
_\/sm BR sin Buk sl\/sm ﬁu sin Buk

tand = ;  tand = (8.6.79a,b)

coS Gu €,C08 Bu

Iz izraza (8.6.77a,b) i (8.6.78a,b) mozZemo zakljuciti da pri totalnoj refleksiji elektri¢no
polje odbijenih valova za oba sluCaja polarizacije ima po iznosu istu amplitudu kao 1
upadni val, ali su njihove faze pomaknute za kut 26,, odnosno 29,,.

Jednadzbe totalnog polja u dielektriku (2) dane su izrazima (8.6.69) i (8.6.71).
Odredit ¢emo sada jednadZbe totalnog polja u dielektriku (1). U€init ¢emo to za slucaj
okomite polarizacije vala, dok se za slucaj paralelne polarizacije to moZe uciniti na
slican nacin. Pretpostavit ¢emo da je zadano elektricno polje upadnog vala E,=a E, i
upadni kut 6, tako da prema (8.6.64b) bude 6, > 6,,. Ukupno elektromagnetsko polje
u dielektriku (1) odredit ¢emo pomocu (8.6.41a,b), (8.6.75a) i (8.6.77a). Elektri¢no polje
rezultantnog vala jest

(- - 28+
E1T=Eu+Er=ayE0yeJ{m ﬁux)[e Tty 1200 g JBRZ} 2

Epp=a E, e 10700 1 g 1P r 0] 01 Bucr 0) (8.6.80a)

k]

(1 - B x+8)
E;=a2E,cos(p,z+8 )’ %)
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Magnetsko polje rezultantnog vala jest

E cos® . . , )
Oy U jot-B 0 -jBz  j26, +iB,z
H1T=Hn+Hr=-axTe ; [e s A ]+
ta, Eoy;m e_u e’ BbrI)[e TPz, 20, +jﬂ"z] ;
1 (8.6.80b)
E. cos6

. 0 L
H ,=a_j2 y—zﬂsm([}lzz +0 e
1

Jwt-Bx+8) i

E, sin© .
0 - +8
+ azz yz u COS(BIZZ + 6L)eJ(W! Bl,‘-x J.) .
1

Na temelju izraza (8.6.80a,b) ukupno polje u dielektriku (1) pri totalnoj refleksiji mozZe-
mo objasniti na sljedeéi nacin:

1

2.
3.

h

U dielektriku (1) postoji sinusni putujuci elektromagnetski val kao rezultat zbrajanja
upadnog i reflektiranog vala.

Rezultantni val giba se u smjeru + x osi.

Za slucaj okomite polarizacije upadnog TEM vala rezultantni val je TE, a za slucaj
paralelne polarizacije TEM vala rezultantni val je TM.

Buduci da je dielektrik (1) bez gubitaka, nema priguSenja vala u smjeru gibanja.
Ukupno elektricno polje, tj. njegova y-komponenta i z-komponenta magnetskog
polja, mijenjaju se u dielektriku (1) duZ osi z po zakonu kosinusa, a x-komponenta
magnetskog polja mijenja se duz osi z po zakonu sinusa. (Os z je okomita na
granicu S i negativna je u dielektriku (1).)

Prema tome, u sluCaju okomite polarizacije u dielektriku (1) postoji pri totalnoj
refleksiji sinusni rezultantni TE putujuci val koji se giba duz osi x i koji je neho-
mogen.

Ravnine konstantne faze su okomite na os x, a ravnine konstantne amplitude su
okomite na os z kao Sto je pokazano na slici 8.6.5.

Gustoca srednje kompleksne elektromagnetske snage koju rezultantni val nosi sa
sobom u dielektriku (1) odredena je Poyntingovim vektorom (8.2.53) u koji ¢emo
uvrstiti izraze za polja (8.6.80a,b), pa dobivamo

1 ;
NIT,sr= D) E . xHg ,
: 2 (8.6.81)
E
Nyp,=a,— " sind,cos’(B,z+8,)~a,j— " cosf,sin2(B,z+3,) .

1 1

Gustoca srednje realne, tj. djelatne snage koja se prenosi rezultantnim TE valom u
dielektriku (1) jest
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2
Oy

(NIT)RMr =a, sinf, cos®(p (Z+0,)=

Z,

(8.6.82)
2

= axﬂsinﬁu[l +cos2(P,z+8))] .
1

To potvrduje da se djelatna snaga u dielektriku (1) giba samo u smjeru + x-o0si.
Nema gibanja nikakve srednje djelatne snage u smjeru z-osi. Rezultantni TE val je
nehomogen, pa gustoca snage ovisi o udaljenosti od granice S. Naime, postoji jedan
konstantni ¢lan srednje djelatne snage koja se giba u smjeru x-osi i koji ne ovisi o
koordinati z. Na njega se superponira jedan ¢lan koji o koordinati z ovisi po zakonu
cos2(B,,z + 8,). Inae u smjeru osi z nema nikakvog priguenja vala u dielektriku

(1).

Slika 8.6.5. a) Raspodjela amplituda polja u dielektriku (1). Prikaz stojnog vala u smjeru z-osi. U smjeru
x-osi nastaje putujuéi nehomogeni TE val. b) Prikaz totalnog polja vala u dielektriku (1) i dielektriku (2) u
trenutku r=01za 0, = m/3.



522 8.6. Prostiranje ravnih sinusnih valova u poluogranienim prostorima

10. Usporedimo li jednadZbe polja rezultantnog vala (8.6.80a,b) s onima u tocki 8.3.1.2
za stojni val (8.3.28a,b) vidimo da elektri¢no polje, tj. njegova y-komponenta i
x-komponenta magnetskog polja u dielektriku (1) cine stojni val u smjeru osi z.
Kona¢no, moZemo izvesti dva vrlo vazna zakljuCka iz izraza za totalno polje u
dielektriku (1) pri totalnoj refleksiji. Prvi je od prakti¢ne vaZnosti. Pod uvjetom
totalne refleksije granica izmedu dva dielektrika "vodi" val u smjeru koji je parale-
lan objema ravninama i granicnoj S i upadnoj U. To je osnova djelovanja dielekiri-
Ckog valovoda i svjetlovoda. Drugi, da je pod uvjetom totalne refleksije odbijeni val
prema izrazima (8.6.77a,b) fazno pomaknut u odnosu na upadni val u dielektriku
(1). Za dva tipa polarizacije fazni pomaci su razli¢iti. To znaci, ako je upadni val
linearno polariziran u smjeru koji nije ni okomit ni paralelan upadnoj ravnini, tada
¢e reflektirani val biti elipticki polariziran.*®

8.6.3. Prolaz vala u materijal s gubicima

Zakoni odbijanja i loma, kao i svi koeficijenti refleksije i transmisije, izvedeni u
¢lanku 8.6.1. opcenito su valjani u svim sluajevima, pa i u ovom kada homogeni ravni
TEM val nailazi iz idealnog dielektrika (1) sa znacajkama €, p, = ,, K, =0 1 prolazi u
jednostavni materijal (2) s gubicima i znacajkama ¢€,, p,, K, # 0. Do sada smo u ¢lanku
8.6.2. temeljito analizirali zadace odbijanja i loma valova na ravnoj granici izmedu dva
(idealna) dielektrika. Sada ¢emo naSu pozornost usmjeriti na materijale s gubicima.
Zbog jednostavnosti cemo materijal (1) uzeti da je bez gubitaka. NajéeS¢e e to biti
vakuum ili zrak. Pojave odbijanja i loma znacajno se modificiraju u slucaju materijala s
gubicima, tj. u slu¢aju vodljivih materijala na granici. Svi zakoni i koeficijenti izvedeni
u 8.6.1. vrijede Cisto formalno, ali kompleksne vrijednosti valnih konstanti prostiranja y
i valnih impedancija Z, vode kompleksnim vrijednostima prolaznog kuta 6, i koefi-
cijenata refleksije p i transmisije T. To vodi potpuno razli¢itim fizikalnim objasnje-
njima od onih kada su na granici bili dielektrici. Polje u dielektriku (1) uistinu ima isti
oblik kao u slucaju kada je materijal (2) bio bez gubitaka, tj. dielektrik. Utjecaj gubita-
ka u materijalu (2) unosi glavnu promjenu u polje prolaznog vala koji postaje nehomo-
geni ravni val. Sada ¢emo pristupiti izraCunavanju tog prolaznog polja 1 njegova vala.

Prema izrazima (8.3.1a,b) (8.3.2) i (8.3.6) za dielektrik slijede priguSna i fazna
konstanta i konstanta prostiranja u materijalu (1)

o, =0,
[A)

B'=c_=m THE (8.6.83a—¢c)
1

Y1 =jﬂ1 .

* Pogledati totku 8.2.5.3.
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Materijal (2) s gubicima ima konstantu prostiranja prema izrazu (8.3.40c), tj. (8.6.3b)
Yo =0y +j B, (8.6.84)

Neka homogeni ravni TEM val (E,, H,) frekvencije ® nailazi pod zadanim upadnim
kutom 6, na granicu S prema slici 8.6.6. Pretpostavit ¢emo da je 8, < 6,,. Iz jednakosti
faznih brzina na granici S, prema relaciji (8.6.5b) je

Y1 8,7 |, 0=Y28,T |, - (8.6.85)

Konstante prostiranja 7, i ¥, upadnog i prolaznog vala Cija polja su odredena izrazima
(8.6.2a,b) i (8.6.2¢,f), odredene su izrazima (8.6.83c) i (8.6.84). Jedini¢ni vektori smjera
upadnog i prolaznog vala a, i @, dani su izrazima (8.6.1a,c). Radijvektor je
r=ax+ay +agz, granina ravnina S je definirana sa z =0, dok je upadna ravnina U
odredena s y = 0. Nakon uvritenja iz kompleksne jednadzbe (8.6.85) dobivamo dvije
realne

o,sinf =0,
P (8.6.86a,b)
p,sin®, = P,sinb, .

Uvedemo li pomocu relacija (8.6.33a,c) fazne konstante B,,, B,, i B,, u smjeru x i z osi,
dobivamo

le = plsmeu t
B, = B,sin ap ; (8.6.87a —c)

B,, = B,cos Bp ;

Na sli¢an nacin uvest éemo i prigu$ne konstante u materijalu (2) o, i 0, duZ x 1 z 0si
kao

0, = azsmﬁp .

(8.6.88a —c)
&, =a,cosf, .
Tada relacije (8.6.86a,b) mozZemo pisati i u pogodnijem obliku
o, =0,
(8.6.89a,b)

® .
le = I:‘]2x= C_ smﬁu .
1
Prema tome, iz uvjeta kontinuiteta polja na granici S (z=0) odredili smo prigu$nu i
faznu konstantu prolaznog vala u smjeru x osi. Preostaje jo$ da odredimo te konstante u
smjeru z osi u materijalu (2). Prema (8.6.2¢) elektriCno polje prolaznog vala
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E,=E, gl VT (8.6.90)
ima eksponent koji pripada faktoru prostiranja u materijalu (2)

Y a,r=(a, +j|32)(axsinﬁp +a,cos6) (a x+ay+az) ,
§to nakon uredenja daje

Y @, r=0,sin6 x+a,cos0,z+j(B,sin6 x+p,cos6,z) .
Konac¢no, uvazavajuéi (8.6.87b,c), (8.6.88a,b) i (8.6.89a) dobivamo

Y28, T=0,2+j(Byx+B,2) . (8.6.91)
Uvedimo vektor prostiranja prolaznog vala, koji opCenito definiramo kao

Y, =, (e, By +a (o +iPy) +a (e, +iBs) | (8.6.92)
pa prema (8.6.91) u naSem slucaju imamo

Y,=1,8,=a,0, +j(a, By +a,B,,) . (8.6.93)

Elektri€no polje prolaznog vala u materijalu (2) s gubicima prema (8.6.90) i (8.6.93),
moZemo konacno pisati kao

Ep =Ezefm:-1p -rzEze =t 2 +j(0t = Poy X~ By, 2) . (8.6.94)

Magnetsko polje prolaznog vala odredeno je relacijom (8.6.2f). Na temelju jednadZbe

(8.6.94) mozemo zakljuciti:

1. Prolazni val priguSuje se u smjeru z-osi, tj. okomito na grani¢nu ravninu S. Ampli-
tuda vala ovisi samo o dubini na koju je pro$ao prolazni val.

2. Ravnina konstante amplitude u materijalu (2) s gubicima definirana je jednadZbom

z = konst. i okomita je na z os.

Faza prolaznog vala giba se u smjeru a,, tj. i u smjeru osi x i u smjeru osi z.

4. Ravnina konstantne faze odredena je jednadzbom

d

B,x+ B,z =konst. , (8.6.95)

1 okomita je na vektor a,. Kut y koji Cine vektor normale a, na grani¢nu ravninu §
1 jedini¢ni vektor @, smjera prolaznog vala u materijal (2) istinski je (realni) kut
loma i definiran je s

Ba

N

sin ¢ = (8.6.96)
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Odnos ravnina konstantne amplitude prema ravninama konstantne faze prolaznog
vala u materijalu (2) prikazan je na slici 8.6.6.

/ ' i
/ /
/ /
au 7 X g
/ / Lo
/ S
o~y
0 2 i gy
w| B / &
7/ / & E‘;-. /
(1) s / Q’-k /
— _ L - == aj - — o) Z - —
S e —f_/a7 e = Slika 8.6.6. Prolaz vala u materijal (2) s
= - = Ravnina konstantne ‘s
e - — _ haviama xonstanne gubicima
— 1“3\90“5139’ = W amplitude
RaVEE=T
“fazl Bza
B,
Zy

5. Prolazni val je ravni nehomogeni val.

Iz jednadZbe (8.2.30) i kvadriranjem izraza (8.6.93) dobivamo

2 . 2 . 2 2
T, 8 T O Ky = 0y 120, By~ Bo - Py
a otud dobivamo dvije realne jednadZbe
2
2 _a? 2 W
chz— B27_= ﬁlx__z ]
5

20, B, =0 p,K, .

Rjesavanjem tih jednadZbi izratunavamo nepoznate konstante u smjeru z-osi

12
12
2 2 o
wd{f 1 sin“6, K, ¢
2= 2|27 2 b W e 2 -hE s
SR | ¢ 2) (€ —¢cysin’ 0,
(8.6.97a,b)
112
. 2 2 \2 2”2
w {1 sin“0, X, ¢
Boe=—Z |l 272 & 2 2 +1
V2 |l ¢ c; 2) | ¢ —cysin” B,
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Faktor prostiranja prolaznog vala u izrazu (8.6.94) potpuno je odreden, jer je priguSna
konstanta 0., izratunata u (8.6.97a), a fazne konstante B,, i B,, izraCunate su u relacija-
ma (8.6.89b) i (8.6.97b). Za okomit nailazak upadnog vala 6,=0 na granicu S, jed-
nadZbe (8.6.97a,b) reduciraju se na izracunate u relacijama (8.3.40a,b). Preostaje jo3 da
se izraCuna amplituda E, prolaznog vala u (8.6.94) za dva slu¢aja razli¢ito polariziranih
valova.

1. Vektor E, okomit na upadnu ravninu U

Za zadani vektor elektriCnog polja upadnog vala E, = a E,, i upadni kut 8, tako da
bude 6,<8,, odredit ¢emo za danu frekvenciju ® amplitudu prolaznog vala u
materijal (2) prema (8.6.11c)

E,=aE, , (8.6.98)
gdje je prema (8.6.17b) koeficijent transmisije

E, 2Z,cos 8,

T == . (8.6.99)
E,, Z,cos0,6+Z cosb,
Kompleksni prolazni kut 6, odreden je prema (8.6.7) kao
Y
sinf, = — sin 0, ,
Y2
(8.6.100a,b)

le.g
cosO = |1-|—| sin“0_,
P y u
2

pa su za slu¢aj okomito polariziranog upadnog TEM vala polja prolaznog TE vala
odredena prema (8.6.94) i (8.6.35¢) kao

— by, 2+j(w - Py X - Py, 2)
]

2Z,cos0,
E =a Ea
L ¢ ”chosﬂu+ZlcosBp

(8.6.101a,b)

-, 2 4j(00 - By x - By, 2)
]

2cosf,

H =(-a_cosf +a sinb )E
p=(4, p* @510, oyzzcosﬁu+Zlcosﬂp

uz uvjet da je 8, <0, tj. sinB, < ( e,/ )"

2. Vektor E, paralelan upadnoj ravnini U

Pretpostavit ¢emo da je zadan vektor magnetskog polja upadnog TEM vala koji je
tangencijalan na grani¢nu ravninu S i okomit na upadnu ravninu U, tako da je
H,=aH,. Zadani su takoder upadni kut 6,, frekvencija ® i znaajke dielektrika (1)
i materijala (2) s gubicima. Amplituda prolaznog vala je prema (8.6.18c)
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H, = aszy " (8.6.102)
pa prema (8.6.23b) ona iznosi
2Z cosb,
2y Hoy - 8.6.103
Y, 2 (8.6.103)
Z cosB,+Z, |1 —{—] sinzﬁu
Y2

Vektor elektricnog polja prolaznog vala odredit ¢emo iz relacija (8.6.2f) pomocu
(8.6.103) kao

E,=-(a,xH)Z, .

UvrStavanjem vrijednosti za H, i a, dobivamo

. 2Z,Z,cos6,
E, = (a,cos0, -a,sinB) ——Hy, - (8.6.104)
Z,cosO, +22\J 1 —(%l] sin’6),
2

Konacno se prema (8.6.94) mogu pisati vektori elektricnog 1 magnetskog polja
prolaznog TM vala u materijal (2) s gubicima kao

2Z . Z,cosH -
. 1“2 u —0y, 2+ (0t =By, x -y 2)
Ep=(axcosﬁp—azsmﬂp)A— 0 e Aol
1
2Z. cosB :
=g 1 4 ~ty, 24wl =Py, x- Py 2)
HP ﬂy 1 H(]ye i

2

(8.6.105a — d)

u ?

Y 2
A, =Z,cosb, +Z, 1—(—1) sin?@
Y2

Y 2
A,=Z cosb +Z, 1+{—1] sin®@_,
Y2

uz uvjet 6, <6, Vrijednosti sin6, i cos6, odredene su izrazima (8.6.100a,b).

8.6.3.1. Lom vala u dobrom vodicu

Posebno vaZan slucaj prolaska vala u materijal s gubicima jest kada je materijal (2)
dobar vodi¢. Analizirat ¢emo slucaj kada iz zraka sa znafajkama e,=¢g, p, =, i
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K, = 0, ravni homogeni TEM val nailazi na ravnu povrSinu kovine i prodire u kovinu.
Uzet éemo da kovina ima znalajke €, =g, |, = Y, 1 K, #0. Kovina ima x,/we, >> 11
izrazito je dobar vodi&.* Prema izrazima (8.3.1a,b), (8.3.2), (8.3.6) i (8.3.7a) znadajke
zraka koji se nalazi u prostoru (1) jesu

W
=0 ﬂ1=c_=m\/p'080 »
1

Y, =.f[31 s (8.6.106a — d)
-
€

Iz tablice 8.3.2. slijede znacajke dobrih vodica, tj. kovina (Cu, Al itd.)

1
“2”[32”\' E(”F"o"z .

. T

J 8.6.107a —
v, = (L) By =[O Hore Eo107=0
® WHo Jg
Z,=(14) | 5t = |2t
25 K

Najprije éemo izralunati realni kut loma y u kovini pri nailasku upadnog vala pod
kutom 6, iz zraka na povrsinu kovine. Prema (8.6.89b) i (8.6.97a,b) uz x,/we, >> 1 jesu

cl
® K, WK,
By, = ~ =B, , (8.6.108a — )
% ﬁcz we, 2
I K | QR
%2, \ 9E, 2 2

Prigu$na i fazna konstanta u smjeru osi z, tj. okomito na grani¢nu ravninu S u kovini
(2) neovisne su o kutu upada vala. Realni kut loma dan relacijom (8.6.96) iznosi

¥ Omjer x, /e, >> 1 znaci da su provodne struje puno vece od struja pomaka, pa se ove posljednje mogu
zanemariti. Pogledati totku 8.3.3.2 i Clanak 8.3.4.
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B,, GIITIIE R

Sinll_[ — % — "
BB |2y, o a2 L
S SI0, A5 Blp ks (8.6.1092)
) 2we,
siny = sinf@,
L
Buduci da je we/x, << 1, vidimo da je u kovini realni kut loma priblizno
¥y =0, (8.6.109b)

bez obzira na veli¢inu upadnog kuta 6,. To je vrlo vaZno svojstvo loma vala u kovini.
Kako provodnost materijala raste, a frekvencija pada ravnine konstantne faze i ravnine
konstantne amplitude sve vie postaju podudarne. Prodiranje prolaznog vala u kovinu je
okomito na povrsinu S, neovisno o upadnom kutu vala na povrsinu kovine.

1. Vektor E, okomit na upadnu ravninu U

Zadani su elektri¢no polje upadnog vala u zraku E, = a,E, i upadni kut 8,. Elektri-
¢no 1 magnetsko polje prolaznog vala u kovini su prema relacijama (8.6.101a,b)

(‘080 —a2z+_;w: w—~sm8 Bzz+—)
,~a,2E, cos6, >

—u2z+} ot - w—smﬂ -Biz)
H ~-a 2E0ycosﬂ —e :
Ho

Ovdje su uzeti 8,=0 i x,/we,>> 1, §to dobro odgovara stvarnosti u kovinama,
kakve su npr. bakar i aluminij. Bududi da je we/x, << 1, prolazno elektri¢no polje
u kovini (8.6.110a) je vrlo malog iznosa u odnosu na polje u zraku. Magnetsko
polje zaostaje za elektri¢nim u kovini za W4. Oba polja se prigusuju s Jfaktorom
e™** kako polje napreduje u dubinu vodi¢a. Prakti¢no, polje prodire u kovinu do
dubine 3d,, gdje je d, dubina prodiranja uvedena prema relaciji (8.3.95) kao

Ao || 2 (8.6.111)
WRK, | WK,

U tablici 8.3.3. izratunate su dubine prodiranja za bakar i aluminij pri razli¢itim
frekvencijama polja. No dubina prodiranja polja nije velika ni u materijalima s
mnogo manjom provodno$¢u od one u kovinama. Npr. ako za morsku vodu uzme-
mo K,=5 S/m, e,=8le, i p,=p, dobivamo pri frekvenciji polja od 1 MHz

(8.6.110a,b)
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dubinu prodiranja 0,23 m. Polje frekvencije 1 MHz prodire u morsku vodu samo
do dubine od priblizno 0,68 m. Realni kut loma je y = 0.

Srednju kompleksnu snagu koja po jedinici graniéne povrSine S prolazi iz zraka
u kovinu odredit ¢emo prema (8.6.73) kao

Z .
EPxH;zaZZEgycoszﬂu 2| PR L (8.6.112)

N =
2
|1Z{ |

psr

8| =

pa kroz granicu S, tj. za z= 0 prolazi

|Z,|
(Np,sr)yo:azﬁ(h;)EgycosZeu ]zi| . (8.6.113)
1

To je gustoéa kompleksne snage mjerena u W/m? koja prolazi kroz grani¢nu povrsi-
nu S. Gustoéa srednje djelatne snage koja prolazi kroz grani¢nu plohu S u kovinu
jednaka je realnom dijelu u izrazu (8.6.113). Gubitke u jedinici volumena u kovini
(2) odredit éemo iz (8.6.112) pomocu (8.2.56) kao

oN
' X N =92 29 o 202t 8.6.114
B ™ Vel g = % "2“2(Np)ge,gr—2E0y‘*’%COS Be . ( )
Sva djelatna energija prolaznog vala, tj. realni dio energije koja prode kroz grani¢nu
plohu S pretvara se u kovini u gubitke izralunate prema relaciji (8.6.114). Prolaz
energije u kovinu je najveci ako je upadni kut 6, =0, tj. ako val iz zraka nailazi
okomito na povrsinu kovine.

Vektor E, paralelan upadnoj ravnini U

Zadani su magnetsko polje upadnog vala u zraku H,=a H,, i upadni kut 6,. Prema
relacijama (8.6.105a,b) odredit ¢emo polja prolaznog vala u kovini i buduci da je
K,/we,>> 1,10 je 6, = 01 Z,<<Z, pa imamo

WH ~0pZ +| mr—wisinﬁu- |321+1
E =a2H, |—e [ “),
P~ o0y
2 (8.6.115a,b)

—0,2 +j(w: = m;{ sinf, - [52:)

Hp =ay2H0ye ’ :

uz uvjet da je 0,<6,. To su pribliZzni izrazi za jakosti polja prolaznog vala.
Treba upozoriti da amplitude polja prolaznog vala u tim jednadZbama ne ovise 0
kutu upada 6,, tj. nailaska upadnog vala na povr§inu kovine, Sto dobro odgovara za
kutove 0, < /2. Sto je upadni kut manji, to je rafun to¢niji. U sluaju kada je
upadni kut 7/2, tj. kada imamo paralelni nailazak vala na granicu S, nastaje pose-
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ban slucaj koji ¢emo razmotriti u analizi povr§inskih valova.” Prolazni val u vodic¢
prema (8.6.109a,b) prakti¢no uvijek prolazi pod realnim prolaznim kutom y = 0, tj.
giba se u smjeru osi z. Gustoca srednje kompleksne snage koja ulazi u vodi¢ na
njegovoj povrsini S, tj. za z =0, iznosi prema (8.6.112)

Wy
N, )0 E xH =a 3/_(1+j)H0 i K: ) (8.6.116)

Gustoéa djelatne snage koja prolazi kroz granicu S jednaka je realnom dijelu izraza
(8.6.116). Gustoéa kompleksne snage koju nosi prolazni val je prema (8.6.112) i
(8.6.116)

N, ~ayZ(1+)H, I i P (86.117)
2

a gubici u jedinici volumena u vodi¢u prema (8.6.114) iznose

; _agil 20z 1 2 -2az
(Pg )Re’sr—-2H0y(opoe 2 —EszZXe £ (8.6.118)
Budu¢i da je x,/we,>> 1, te Z, << Z, u kovinama kao $to su npr. bakar i aluminij,
to je iz relacija (8.6.115a,b) vidljivo da je amplituda magnetskog polja prolaznog
vala H,, u kovini na grani¢noj plohi S, koja je tangencijalna na tu plohu, jednaka
dvostrukoj amplitudi magnetskog polja upadnog vala na povr$ini kovine, tj.

H), =2H, za 2z=0. (8.6.119)

Amplituda elektricnog polja prolaznog vala je pak vrlo mala u odnosu na amplitu-
du elektri¢nog polja upadnog vala, t;.

I WK, 8.6.120
E2x=2H0y _K_=H2y|zzl s ( )
2

buduéi da je |Z,| << |Z,|. Osim toga ona je uvijek tangencijalna na grani¢nu
plohu § (ima samo x-komponentu), neovisno o upadnom kutu 6, upadnog vala.
Polje prolaznog vala u kovini vrlo brzo se prigusi. Dubina prodiranja polja
(8.6.111) u kovinama je vrlo mala. Sva djelatna snaga koja ude kroz grani¢nu plohu
S u kovinu pretvara se u gubitke topline u materijalu. Elektromagnetska energija se,
dakle, pretvori u toplinu u tankom sloju uz povrsinu kovine. To je poznata pojava

% Pogledati tocku 8.6.4.1.
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povrsinskog udinka.”’ Energija se u tankom sloju vodi¢a prenosi difuzijom a ne vise
valom. Gusto¢a provodne struje J = KE, pojavi se u vodicu kao posljedica prolaz-
nog polja E,. Smjer provodne struje je u smjeru osi x, tj. u smjeru nailaska upad-
nog vala.

8.6.4. Odbijanje valova od vodljive povrSine

Razmatranja u ovom ¢lanku nastavak su razmatranja koja smo zapoceli u prethod-
nom Clanku 8.6.3. Zbog zamrSenosti analize pretpostavili smo da je materijal (1) idealni
dielektrik, tj. materijal bez gubitka. NajceSce ée to biti zrak ili vakuum. Za materijal (2)
smo pretpostavili da je materijal s gubicima, tj. da je vodljiv, a posebno smo u tocki
8.6.2.1. analizirali polje kada smo za materijal (2) pretpostavili da je dobar vodic, tj.
nemagnetska kovina. U prethodnom ¢lanku analizirali smo samo polje u materijalu (2),
tj. u vodicu. U ovom c¢lanku analizirat ¢emo polje samo u dielektriku (1), poSto smo
upoznali polje u vodi¢u. Pretpostavit ¢emo da su zadana polja upadnog vala E, i H, i
smjer prostiranja a,, tj. upadni kut 8, prema slici 8.6.6. Zadane su i znaCajke dielektrika
(1) &, =¢€q 1, =, 1 X, =0, kao i materijala (2) s gubicima za koji pretpostavljamo da je
kovina s e,=¢€, W, =, 1 K, #0. Frekvencija vala je takva da je K,/we,>>1, tj. da u
kovini moZemo zanemariti struje pomaka. Konstante prostiranja i impedancije oba mate-
rijala odredene su s (8.6.106a — d) i (8.6.107a — c) kao

0:1:0 > ﬁ1=0) Ho€g > Y1=.}.B1 )

[
z,=|—,
€o
s (8.6.121a - g)
3 Iz
=P, = 5 @Hoky Yo =(L+))By = Jwpk,e Y,
W WU, j=
Z,~(1 ".D\J 0 ”J _ﬂe A
2k, L5
Omjer impedancija tih dvaju materijala jest
Z, we, j i7 1+j (8.6.122a)

K¢
=

gdje smo s v

°! Pogledati &lanak 8.3.4.
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wEe
= | —2=v<<1, (8.6.122b)
K

oznacili omjer modula impedancija.

1. Vektor E, okomit na upadnu ravninu U

Zadani su E;=akE, i 6, (uz uvjet da je 6,<6,), pa je prema (8.6.14a) t.].
(8.6.17a) 1 (8.6.77a) koeficijent refleksije

5 & g By Z10088,-Z,c080, (8.6.123)
% & E,, Z,cos6,+Z,cos0, ’

gdje se r, moZe mijenjati u granicama — 1<r, <1. Budu¢i da je prema (8.6.7) i
(8.6.122b)
Smﬁp 1+7

=i

/3

<<1, (8.6.124)

sinB,

to zbog [sin,| =vsin®, << 1 moZemo uzeti cos8,~ 1. Uvrstimo li to u (8.6.123)
mozemo primijeniti razvoj u Mac Laurinov red, pa dobivamo

1+

I—“‘?_—“V COSBH
5 .
p, =~ o = - I—Zchosau}z-riem* ,
1+=2y cosB, V2
V2
i1 konacno

r.=1-y2vcosH, , (8.6.125a,b)
tan28 = -\/2vcosf, .

Amplituda polja reflektiranog vala od povrine kovine u dielektriku (1) je kompleksna
1 1znosi

E ~-a,E, (1 —\/fvcosﬁu)eﬁé* =~ -a E (1 ~a)e’ | (8.6.126)
gdje je

2we
0 st eu , (8.6.127)

a=y2vcosb =
Ky
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i vrlo je mala veli¢ina. Ako (8.6.80a) primijenimo u ovom slucaju, tada pomocu
(8.6.2a) za totalno elektri¢no polje u dielektriku (1) dobivamo

_ _ J(wt-B, x-B 2) _ Jlwt-Px+P,2+28)) 8.6.128a
E,=E,+E,=aFE,e a,E,(1-a)e" ' Pk .« )

To se moZe prikazati 1 kao

Jwt-Bx+8)) Hot-=Byx-B.2) (86128b)

E .= —a}j(l—a)Eoysin(BIzz+5¢)e ta aE e
Tako smo dobili da se totalno elektri¢no polje u (8.6.128b) u dielektriku (1) sastoji od
dva dijela. Prvi dio pripada nehomogenom ravnom valu koji se giba u smjeru + x-osi.
Drugi dio pripada homogenom ravnom valu koji se giba u smjeru @,. Buduci da je u
kovinama a << 1, to ovaj drugi dio moZemo u prvoj aproksimaciji zanemariti, pa imamo

Z+6 )ej(m:_ﬁ1;x+6_._) . (8.6129)

4

E = —ayj(l ~a)2£0ysin([31

Totalno magnetsko polje u dielektriku (1) odredit éemo pomoc¢u (8.6.1a,b), (8.6.2.b,d) i
(8.6.129) kao '

2F, ——
H,p=-a,(1-a)—" cos,cos (B2 +5 )¢ "
s |

(8.6.130)

2E . )
_azj(l—a)—z—oysinﬁa sin([}lzera*) e..'(wr Bx+8) ’

1

uz uvjet da je 6, <8, tj. sinB, < 1. U (8.6.130) zanemarili smo ¢lanove s vrlo malom
amplitudom kao i kod elektri¢nog polja. U realnom podrucju trenutne vrijednosti elek-
tri¢cnog i magnetskog polja dobivamo iz relacija (8.6.129) i (8.6.130) kao

E :ay(1~a)2E0ysin(|31zz+6L) sin(wt-f, x+d)) ,

1T,Re

2E
Hpp ~-a(l —a)—z—ozcoseu cos(P,z+0 )cos(wt-P, x+d )~
1

(8.6.131a,b)

2E,,
—a (1 —a)TSMBu sin(p,,z+6 )sin(wi-p, x+3)) .

1

Tijek srednje kompleksne snage po jedinici povrSine u elektromagnetskom polju u
dielektriku (1) odreden je kompleksnim Poyntingovim vektorom

2

1 * . EOy .

N, = EEerHl'r” -a j(1 —2a)7 cosB, sin2(B,z+0 ) -
: (8.6.132)
2

EOy A
-a (1 ~2a)75m8u[1 -cos2(f,z+6))] .
1
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Buduéi da smo zanemarili odredene dijelove polja u izrazima (8.6.129) i (8.6.130) koje
smo koristili u izrazu (8.6.132), to je i taj izraz za snagu u dielektriku (1) priblizan i
pokazuje da u dielektriku uz granicu s kovinom postoji gibanje srednje i djelatne i
jalove snage elektromagnetskog polja. Jalova srednja snaga giba se u smjeru osi z, dok
se djelatna snaga giba uz grani¢nu povrSinu S, tj. u smjeru osi x. Gustoce tijeka 1
djelatne i jalove snage u dielektriku (1) ovisne su o odrednici z, tj. o udaljenosti od
grani¢ne plohe S. U sluCaju da dielektrik (1) grani¢i s "idealnim vodifem" (K — oo,
a=0, 8, =0), jednadZbe (8.6.129), (8.6.130) i (8.6.132) postaju jednostavnije i potpuno
to¢ne. Kada upadni val nailazi na povrsinu idealnog vodica okomito, tj. da je 6, =0,
gornji izrazi poprimaju vrijednosti

. . Jjwt 2E0y jwt
E\;=-a,j2E,sin(p, e’ 5 Hy=-a,—=cos(p2)e’,
: (8.6.133a - c)
2
.Eo_v i
N_ = ~azj—z—sm(2[31z) ;

1
To je "Cisti" stojni val duZ osi z koji je prikazan na slici 8.6.7.

Slika 8.6.7. Raspodjela totalnog polja u dielektriku pri nailasku
TEM upadnog vala pod kutom ©,=0 na granicu dielek-
trik — vodi¢ (stojni val)

dielektrik (1)

idealni vodi& (2)

vz

2. Vektor E, paralelan s upadnom ravninom U

Zadani su H,=aH, i 6, a prema (8.6.24a) i (8.6.122a,b) moZe se odrediti koefi-
cijent refleksije
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__ _ (8.6.134)
Pi= E, Z,cosB, +Z,cos6,

gdje je cos6,=~1, a r|| se moZe mijenjati u granicama - 1 <r s+ 1. Urede-
njem (8.6.134) dobivamo

cosf, -a
% eosB +a °
cosf, +a

(8.6.135a,b)

1
tan2d,, = -2
I V2v cosf, ’

gdje je veli¢ina a dana izrazom (8.6.127). Za male kutove upada 6, moZe se pribli-
Zno raCunati (cosB,=1) s

a 2we,

=1-b ; b= ' (8.6.135¢,d)
cos Bu K,

By =

Totalno polje u dielektriku (1) odredujemo na slican nalin kao u prethodnom
slucaju, pa dobivamo

o s Jwt-px-p .2
HlT—H“+Hr—ayHoye Ny

(8.6.136a)
va Hy (1-b) @ PurPuze2®n)
§to nakon uredenja daje
H,;~a (1-b)2H cos(B,z+ 5||)€j(°”"ﬁb=x+"’fl) (8.6.136b)
Elektricno polje je tada
E,;~-a,j(1-b)2H,Z cost,sin(p,z + 5, )e’ " P00 —_—

"az(l ~b)2H0yleinBu COS(ﬂIzZ+6”)e,f(m—ﬁux+6”) :

uz uvjet da je 6, < 0,. Gustoca tijeka kompleksne snage elektromagnetskog polja
u dielektriku (1) jest

1 . . i
N, = EpxHir=-aj(l ~2b)Hy,Z, cosB,sin2 (B, 2 +8 ) + (8.6.138)

+a,(1-2b)Hy,Z,sin8,[1 +cos2(B, 2+ )] -
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Nakon analize provedene u ovom ¢lanku moZemo zakljuciti sljedece:

1. Kao i u slu¢aju totalne refleksije na granici dva dielektrika, tako i u ovom slucaju
refleksije od povrSine kovine, dvije razliCito polarizirane komponente vala reflekti-
raju se u skladu s razli¢itim zakonima. Posljedica toga jest da ¢e upadni val, Ciji
smjer polarizacije nije ni okomit ni paralelan s upadnom ravninom, biti reflektiran
elipticki polariziran.

2. Koeficijenti refleksije kovina i u slu€aju okomite i u slucaju paralelne polarizacije
razlikuju se malo od — 1, tj. p= — 1, Cak i kod najvisih radiofrekvencija. Prakticki
su neovisni 1 0 upadnom kutu 0,.

3. Kod magnetskih kovina, kao §to su Zeljezo ili Celik, provodnost Zeljeza je 1 do deset
puta manja od provodnosti bakra, ali je relativna permeabilnost i do tisuéu puta
veca. Usprkos tome koeficijent refleksije i1 dalje je vrlo blizu — 1.

4. Rezultati mjerenja Hagena i Rubensa® 1903. godine potvrdili su kod analiza reflek-
sije valova od povrSine kovina da je makroskopska elektromagnetska teorija valjana
za sve valne duljine veée od oko 10 pm ili za sve frekvencije manje od oko 10*
GHz.

5. Temeljne formule i pristup analizi prikazan u ovom ¢lanku za sluCaj refleksije radio
i mikrovalova od povrSine vodia, mogu se primijeniti 1 za analizu prostiranja
valova iznad morske povrSine i zemlje (x,/we<<1). No rezultati te analize bit e
potpuno drugog reda. Linearno polarizirani upadni val, bilo kojeg smjera polarizaci-
je, bit ¢e i u sluCaju refleksije od povrSine mora, jezera i zemlje eliptiCki polarizi-
ran.

6. Analiza prostiranja valova na granici dvaju materijala, od kojih su oba s gubicima,
dosta je zamr3ena i zamorna.”® Opéa slika nije tako pregledna, a to¢niji proraun
kvantitativnih odnosa zahtijeva primjenu racunala. U nastavku ¢emo primijeniti
rezultate ovih analiza za proucavanje povrsinskih valova.

8.6.4.1. Povrsinski valovi

Obradit éemo poseban slu¢aj nailaska ravnog TEM vala iz (idealnog) dielektrika (1)
na granicu S s materijalom (2) koji je izrazito dobar vodi¢ (kovina), uz uvjet da nema
refleksije vala od vodljive povrsine S. To je za tehnicke primjene vrlo zanimljiva za-
daca. Analizu ¢emo temeljiti na rezultatima dobivenim u ¢lancima 8.6.3. 1 8.6.4., te u
tocki 8.6.3.1. U njima smo do sada analizirali totalna polja i prostiranje vala samo u
jednom materijalu uz granicu dielektrik — vodi¢. Buduci da su odnosi uz takve granice
zamrSeni, uéinjena su bitna pribliZenja da bi se analiza pojednostavnila, pa su dobivene
aproksimativne relacije za odnose medu poljima.

U ovom posebnom slucaju, uz uvjet da nema refleksije upadnog vala u dielektriku

%2 Pogledati J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941.

% Podrobnija analiza i interpretacija rezultata za slucaj nailaska vala na granicu dva vodljiva materijala s
gubicima dana je npr. u R.B. Adler, L.J. Chu, R.M. Fano, Electromagnetic Energy Transmission and
Radiation, John Wiley, New York, 1960.
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(1) od vodljive grani¢ne povrSine S, analizirat éemo totalna polja u oba materijala.
Neka je zbog jednostavnosti dielektrik (1) zrak sa znaCajkama €, =¢,, p, =, 1 K, =0.
Materijal (2) je izrazito dobar vodic, tj. kovina u kojoj moZemo zanemariti struje poma-
ka u odnosu na provodne struje, tj. K,/®e,>> 1. ZnaCajkc materijala (2) su €, = g,
M, = H, 1 K, #0. Valne konstante i impedancije oba materijala odredene su izrazima
(8.6.121a — g). Omjer valnih impedancija tih dvaju materijala dan je u (8.6.122a) kao

e T L (8.6.139)
Z, 5 ’

a omjer valnih konstanti slijedi iz (8.6.121c,f)

Y1 ®E, ejn“ (86140)

Y2 K,

Vidimo da je Z,/Z, =v,/Y,<< 1. Pretpostavimo da je vektor E, paralelan upadnoj
ravnini U. Uz polarizaciju upadnog vala paralelnu upadnoj ravnini, zadan je vektor
magnetskog polja H, =aH,,, prema slici 8.6.6, i frekvencija polja . Nas zanima pod
kojim uvjetima, toCnije pod'kojim upadnim kutom 6, mora upadni val nai¢i na granicu
da ne bude refleksije vala od te granice. Drugim rijeCima, tada je koeficijent refleksije
prema relaciji (8.6.134) jednak nula, tj.

chosﬁp-zlcosﬂu

I Z,cos6,+Z, cosb,
To ¢e biti u slucaju da je brojnik u (8.6.141) jednak nula, tj.
Z,
cosﬂu=—cosep . (8.6.142)
Z,
Istovremeno prema Snellovu zakonu (8.6.7) vrijedi omjer
. Y1 .
sm8p=—sm6u . (8.6.143)

Y2

Te relacije vode nas opcenito prema kompleksnom upadnom kutu 8, $to je matematicki
moguce. U naSem slucaju kada je materijal (2) kovina, moguce je to znatno pojedno-
stavniti. Tako prema (8.6.109b) imamo Wy =0, pa pribliZno moZemo uzeti da je i
6, =0. Konacno iz (8.6.139) i (8.6.142) dobivamo da je cos8, << 1, tj. da je priblizno

0 ~ (8.6.144)

u

(Y
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To rjeSenje zadovoljava i relaciju (8.6.143). Dakle, uvjet da ne bude nikakve refleksije
upadnog vala od povrsine kovine (p| = 0) jest da upadni val nailazi u dielektriku (1)
priblizno paralelno s granicom S, tj. da je 6,=90°. Preostaje jo§ da odredimo iznose
totalnih polja u dielektriku (1) i u kovini (2). Najprije ¢emo odrediti totalno polje u
kovini. To je polje prolaznog vala u kovinu. No neéemo ga rafunati prema relacijama
(8.6.115a,b), gdje su uvedena prevelika zanemarenja. Zato ¢emo ga izratunati pomocéu
relacija (8.6.105a,b), uvrStavajuci 6,=01i 6, = /2

Zz
axZ2 z z

— 0z +j(wt-P,2)
2'1' = ?

Kona&no moZemo izraziti totalno polje kao prolazni val u kovini koji se giba u smjeru
+Z 0si

E _=la %efﬂ!“_aw__meju;zﬂ e-“-;z*j(m:-[izz}
TN e ‘ox % ’ (8.6.145a,b)

2

~ _ —ayztj(wi-B,2)
H2T~Hp—ayH0ye ;

Totalno polje u kovini prigu$uje se kako val prodire u dubinu kovine. To prigu$enje je
vrlo izraZeno, a dubina prodiranja je dana u relaciji (8.6.111). Valna duljina je vrlo mala
1 dana u (8.3.96). Polje u kovini je kvazistaticko i potisnuto uz samu povrsinu kovine S.
Elektri¢no polje ima i E,, komponentu, koja je medutim mnogo manja od E, kom-
ponente pa je moZzemo zanemariti. Uz to su i fazni pomaci tih dviju komponenata
elektricnog polja u kovini razliCiti. Posljedica E,, komponente elektricnog polja su
provodne struje u kovini, Cija je gustoca

J,=a x,E, =a (1 +,r),| S @k, Ho e =P )

Struja u kovini o€ito je usredotoena uz povr§inu kovine i teCe u smjeru + x osi, tj u
smjeru prostiranja upadnog vala u dielektriku. To je poznata pojava povrSinskog uinka
u kovini.**

Preostaje da odredimo totalno polje u dielektriku (1), tj. u zraku uz povrSinu kovine.
Polje u dielektriku (1) je polje upadnog vala, jer je prema (8.6.141) p;, =0, tj. nema
reflektiranog vala. Iz relacije (8.6.136a) slijedi magnetsko polje u dielektriku kao

(wt-f,x)
H=H,=a H, e " | (8.6.147a)

* Pogledati ¢lanak 8.3.4.
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Iz (8.6.1a) i (8.6.2b) moZe se pomocu (8.6.147a) izraCunati elektri¢no polje u dielektri-
ku (1) kao

l L P b (wt-Byx 6.14
E ;=|a, —2¢' ¢ -a, -2 Hoye’( =P (8.6.147b)
X £

2 0

Totalno polje u dielektriku je nepriguseni, tj. homogeni ravni TM val, koji se giba duZ
+ x osi, tj. paralelno provodnoj grani¢noj ravnini S. Taj val ima dvije komponente
elektri¢nog polja E|, i E,,. Komponenta E,, je longitudinalna komponenta polja i tangen-
cijalna na granicu S. Ona je po iznosu mnogo manja od E,, tj. |E, |<<|E,|. Na
grani¢noj povrsini S ona pridonosi tijeku kompleksne elektromagnetske snage u kovinu

1 * (1+)) l Wio 2 (8.6.148
le=EaxElx><ayH,y=az 5 *——2% Hoy ; )

Realni dio od (8.6.148) sluZi za pokrivanje Jouleovih gubitaka u kovini koji nastaju
zbog tijeka struje (8.6.146).

Komponenta E,, je mnogo veceg modula i sluZi za prijenos elektromagnetske snage
valom koji se giba uz povrsinu kovine. Gustoca tijeka elektromagnetske snage uz povr-
Sinu kovine u dielektriku jest

1 * Ho 2 (86149
N,=5Ca Bty =a, |Z2H . )

Ta snaga je u usporedbi s N,, puno veceg iznosa, realna je, i giba se u smjeru tijeka
struje u vodicu. Odnosi su prikazni na slici 8.6.8.

(1) dielektrik

v

(2) vodié

Slika 8.6.8. Prostiranje
povriinskog TM vala uz

povrsinu vodita
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Budu¢i da se val giba uz povrSinu vodi¢a (bez refleksije) i budu¢i da se energija prenosi
u dielektriku uz povrsinu vodica, takav val nazivamo povrsinski val. PovrSinski valovi
su posebno vaZni za prijenos elektromagnetske energije i signala vodi¢ima. Taj povrsin-
ski val je homogeni TM ravni val. Zadamo li upadni val tako da je E, polariziran
okomito na upadnu ravninu U, sli¢nom analizom dobit éemo TE povrSinski val.

8.6.5. Okomit nailazak vala na viSe dielektrickih slojeva

Razmotrit ¢emo slucaj nailaska vala na dvije usporedne granice izmedu tri (idealna)
dielektrika kao §to je prikazano na slici 8.6.9.

A
X
/_\—/\_/\/\_/
(1 (2) (3)
815 '-L] 82) uz 839 “’3
Nul NHZ Nu3
e
z=0 z=a
zZ
N, N, Slika 8.6.9. Odbijanje i
prolaz vala na granicama
izmedu tri dielektrika
Sl TR S TR NG S2

Pretpostavit éemo da se sinusni homogeni ravni TEM val N, prostire kroz dielektrik (1)
i da nailazi okomito (6, =0) na granicu §,. Zadaéu moZemo analizirati tako da proma-
tramo beskona¢ni niz uzastopnih refleksija od S, i S,. Tako se upadni val dijeli u odbi-
jeni dio i u dio koji prolazi kroz granicu S,. Dio koji prode u dielektrik (2) opet na
granici S, djelomi¢no prolazi u dielektrik (3), a djelomice se odbija nazad u dielektrik
(2) 1 putuje do granice S,. Tu na granici S, dijelom prolazi u dielektrik (1), a djelomice
se odbija nazad u dielektrik (2) i tako redom dalje do unedogled.

Ovaj se postupak moZe zaobiéi tako da se promatra kona¢no cjelovito stacionarno
stanje. Zato pretpostavimo da su poznate znacajke za sva tri dielektrika €, p,, €,, b, i
€3, M3. Dielektrici su bez gubitaka, tj. k, = K, = K, = 0. Impedancije i fazne konstante su
prema (8.6.106a — d) dane s

zZ="|2 . anmm © n=123. (8.6.150a,b)
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Zadacu ¢emo postaviti tako da za zadanu amplitudu E, upadnog vala, frekvenciju ® i
upadni kut 6, = 0 treba odrediti amplitude elektri¢nog polja prolaznog E, i reflektiranog
E, vala. NapiSimo jednadZbe direktnih i inverznih valova u sva tri dielektrika. Tako
imamo u dielektriku (1)

. E
Eu1=Eoej(m_ﬂlﬂ ,  H, ==7M ’
' (8.6.151a — d)
. E
E,=E“"P , g -1
1 1 1 zZ
u dielektriku (2)
; E
(wt - P,2) u2
B, =EMER H,= Z
2 (8.6.152a — d)
. E
- jlwt+p,z) . _ r2
Er2=E2e ? 3 Hr2__ Z 2
2
1 u dielektriku (3)
(Wt - Paz) Eu'.’n
E,=E, ¢ 3 - = (8.6.153a,b)

Potom ¢emo postaviti grani¢ne uvjete kontinuiteta tangencijalnih komponenti elektri¢nih
i magnetskih polja na granici S,(z = 0).

E ,+E,=E,+E, ; E+E =E,+E, ,

E-E E -E (8.6.154a — d)
H,+H,=H,+H, ; Z, - z, °
1 na granici S, (z =d)
E,+E,=E, ; Eje™iE e PFap
(8.6.155a - d)

E e /P _E ¢ E,e /P
Hu2 * Hr2 = HuS ’ 4 = z3

2

Uvedemo li prema (8.6.26a) koeficijente refleksije na granicama S, i S, imamo
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Zz “zl Zs _Zz
— ; p = .
Z,+Z, 2 Z,+Z,

P12 (8.6.156a,b)

Kona¢no su amplitude reflektiranog vala u dielektriku (1) i prolaznog vala u dielektriku
(3) odredene iz grani¢nih uvjeta (8.6.154b,d) i (8.6.155b,d) kao

2p,d
E = Pia ™ P23€ 2
Ty 2Bd 0
T P12P23€
s (8.6.157a,b)
B 1 4e £
-j2B 0
1+p,pyue” *

£ Z, Z,
l+—||1+—
ZZJ Z,

Proracun viSeslojnih refleksija je sloZen i zahtijeva upotrebu racunala. Zanimljiv je
slu¢aj kada uopée nema odbijenog vala u dielektriku (1), tj. kada je u jednadZbi
(8.6.157a) E, = 0. To se postiZe tako da debljina dielektricnog sloja (2) bude

27
d—ﬁ B ©,/KoE, B 21t (8.6.158)
4 4 4[32 ’

budu¢i da je u tom slucaju

=P d -
e Pl puin= 1 |

Osim toga treba biti p;, = p,3, Sto se postiZze ako je €, geometrijska sredina od €, i €.
Prema tome, u centimetarskom i milimetarskom podrucju valnih duljina (tj. za frekven-
cije od 3 do 300 GHz) moZe se umetanjem izmedu dva dielektrika (1) 1 (3) dielektri-
¢kog sloja (2), debljine A,/4 i dielektri¢nosti

e=/¢, e, ,

posti¢i da nema nikakve refleksije vala.

8.7. PROSTIRANJE VODENIH RAVNIH VALOVA

U prethodnim odjeljcima ovog poglavlja studirali smo prostiranje elektromagnetskih
ravnih valova u neograni¢enim ili u poluograni¢enim prostorima. U ovom odjeljku
analizirat ¢emo prostiranje elektromagnetskih valova u neposrednoj blizini vodljivih i
dielektrickih granica zamrSenog oblika, u slucaju kada oblik tih granica ima ucinak
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vodenja valova. Kod vodenja valova mi podrazumijevamo da smjer tijeka energije mora

primarno biti duZ sustava za vodenje. U svim takvim sustavima vodenje valova je

postignuto u izravnoj povezanosti izmedu polja valova, struja i naboja na vodljivim
granicama ili je pak povezano s posebnim uvjetima refleksije na dielektrickim granica-
ma.

Sustavi za vodenje elektromagnetskih valova sluZe za prijenos "elektricne" energije
i informacija. Najjednostavniji i najce8c¢i sustav za vodenje je "par Zica", tj. "dvozicni
vod" ili prijenosna linija. Sljedeéi sustav je "suosni kabel" u kojem je jedna Zica zami-
jenjena metalnim oklopom oko druge Zice. Na taj nafin polje se zatvara u odredeni pro-
stor, pa se gubici zrafenja znatno smanjuju u odnosu na otvoreni dvoZzi¢ni vod. Druga
moguénost jest da se tijek elektromagnetske energije upusti u Suplju metalnu cijev
nazvanu valovod. Razlog za to jest §to se u suvremenim mikrovalnim uredajima elektro-
magnetska energija proizvodi na frekvencijama od 3-10° Hz i viSe, $to predstavlja
valnu duljinu vodenih valova od 10 cm i manje. Kod tih frekvencija prijenos pomocu
Zica ukljudivao bi nedopustene gubitke zraCenja. Za milimetarske valove koriste se
dielektri¢ki valovodi. Svi ti sustavi mogu se svrstati pod pojam prijenosnih linija, dok
¢emo mi pod pojmom prijenosnih linija podrazumijevati samo one sustave koji imaju
dva 1li viSe vodica.

S druge strane, sustave za vodenje valova pogodno je razvrstati na temelju oblika
polja ili modova, koje mogu prenositi. Tako svi sustavi mogu biti podijeljeni u dvije
grupe:

1. Sustavi koji prenose TEM modove, a to su oni kod kojih su E i H vektori transver-
zalni, pa nemaju komponente polja u smjeru prostiranja. Tu pripadaju sve linije s
dva (i viSe) vodica, kao npr. dvozi¢na prijenosna linija i suosna linija.

2. Sustavi koji mogu prenositi samo modove viSeg reda, a to su oni koji uvijek imaju
najmanje jednu komponentu polja u smjeru prostiranja. Tu npr. pripadaju Suplji
metalni valovodi i dielektricki Stapovi.

Sve vrste sustava za vodenje moZemo analizirati s dvije toCke glediSta. Jedan put
kao zadace poopéene teorije krugova, ukljucujuéi struje u vodi¢ima zadanog oblika, a
drugi put kao zadale teorije elektromagnetskih valova vodenih vodi¢ima. U sluaju
niskih frekvencija i prijenosnih udaljenosti kod kojih se retardacija moZe zanemariti
pristup pomocu teorije krugova je jednostavniji. Pristup pomoéu teorije polja kod
valovoda pomaZe da bi se zorno sagledale fizikalne pojave.

Zaklju¢no moZemo re¢i da ¢emo u ovom poglavlju razviti opcu teoriju vodenih
valova. Elektromagnetsko polje kod otvorenog dvozi¢nog voda zauzima vanjski besko-
naéni prostor, a u drugim slu€ajevima polje je zatvoreno u prostor odredenog oblika.
MoZe se reéi da je kod dvoZi¢nog voda polje ograni¢eno vodi¢ima iznutra, a u ostalim
slu¢ajevima ogranieno je vodi¢ima izvana. U dielektrickom valovodu koji je poseban
slucaj otvorenog valovoda u obliku dielektrickog Stapa s TE i TM povrSinskim valo-
vima prostor od interesa formalno je "zatvoren" posebnim grani¢nim uvjetima koji vaze
za totalnu refleksiju.

U matematickoj analizi Zelimo naci takva rjeSenja valnih jednadzbi (za vektore
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polja, ili potencijale, ili superpotencijale™), koja ¢e zadovoljiti rubne i grani¢ne uvjete
postavljene na vodljivim i dielektriCkim granicama prijenosnih sustava za vodenje
valova, usredotoCujuéi se na ona rjeSenja koja predstavljaju prijenos energije uzduZ
prijenosnog sustava. Ta rjeSenja bit ¢e neposredno povezana sa sustavom preko struja
koje teku u njemu i preko induciranih naboja. Opisat ¢emo i analizirati i bitne karakte-
ristike polja u elektromagnetskim Supljim rezonatorima.

8.7.1. Prijenosne linije

Izvest éemo teoriju prijenosnih linija’ iz teorije elektromagnetskih polja, tj. pomocu
vodenih valova koji se gibaju u njima i povezati je s teorijom krugova.

Slika 8.7.1. Elektri¢no i magnetsko polje izmedu vodica dvoZicne prijenosne linije

Na slici 8.7.1. prikazana je otvorena dvoZicna ili Lecherova prijenosna linija koja se
sastoji od dva provodnika promjera d, razmaknuta na udaljenost D. Provodnici su
idealno vodljivi kK — o< i poloZeni su duZ osi z. Dielektrik u okolnom prostoru je takoder
bez gubitaka, sa znafajkama e, p i K =0. Prijenosna linija je idealna (bez gubitaka),
jednolika i neizmjerno duga. Elektromagnetsko polje uspostavljeno izmedu vodia mora
zadovoljiti grani¢ne uvjete na povrSini idealnih vodica. Na grani¢noj plohi izmedu
(idealnog) dielektrika i idealnog vodica u idealnoj prijenosnoj liniji mogu postojati samo
plo$ne struje i plosni naboji. Ti uvjeti priblizno vrijede i u stvarnim prijenosnim linija-
ma. Prema tome, u idealnoj prijenosnoj liniji ne postoje longitudinalne komponente
vektora polja E i H, tj. E,= H,=0. To su TEM polja direktnog vala, koji se po pretpo-

% Pogledati poglavlje 2, posebno &lanke 2.1.1. i 2.1.2, i odjeljak 2.3.
¥ U literaturi uobi&ajeni su za prijenosne linije i nazivi "prijenosni vodovi" ili jednostavno "vodovi".
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stavci giba po liniji u + z smjeru.

Odmah treba reci da to nije jedini val koji se moZe gibati po prijenosnoj liniji. Iz
Maxwellovih jednadZbi proizlazi da beskonacno mnogo vrsta valova moZe postojati na
prijenosnoj liniji. Svaki moguéi val naziva se mod, a TEM val naziva se mod prijenosne
linije. Svi drugi valovi, koji moraju imati E, ili H, ili obje longitudinalne komponente,
nazivaju se modovi viSeg reda. Modovi viSeg reda obi¢no su vazni samo u blizini
diskontinuiteta na liniji. Ovdje éemo se ograniCiti na analizu TEM modova.

Bududi da postoji potpuna sli¢nost izmedu sinusnih ravnih TEM valova u neograni-
¢enom prostoru i vodenih valova u idealnoj prijenosnoj liniji, pretpostavit ¢emo da se
prema izrazima (8.3.9¢c,d) uzduZ linije giba direktni putujuci ravni TEM val oblika

E =F. &%,
r 0 (8.7.1a,b)

H =H03_Yz >
T

gdje su E, i H, kompleksni vektori, a E i H, kompleksni fazori transverzalnih polja,
dok je v kompleksna konstanta prostiranja. Ta pretpostavka e biti valjana uz uvjet da
polja (8.7.1a,b) budu rjeSenja valnih jednadzbi (8.1.5a,b), koje smo izveli iz sustava
Maxwellovih jednadzbi (8.1.3a—d). Za sinusno promjenljiva polja u stacionarnom
stanju jednadZbe (8.1.5a,b) prelaze u Helmholtzove fazorske jednadZbe (8.3.9a,b)

AE =yE_,
T r (8.7.2a,b)
)
AI_IT_-Y ET ’
koje moraju biti zadovoljene uz pripadajuce grani¢ne uvjete da bi rjeSenja (8.7.1a,b) bila
valjana. Da bismo zadaéu pojednostavnili, definirat ¢emo transverzalni Laplaceov ope-
rator koji djeluje u x-y ravnini, kao

* &F &
A sk - + ) (8.7.3)
T azz A2 ayZ

Ako ga uvedemo u fazorske jednadzbe (8.7.2a,b) dobivamo

&
U |
ATET—(Y % ET N

(8.7.4a,b)

&
T g O L |
o (Y GzzJ_T,

koje moraju biti zadovoljene uz pripadajuce granicne, tj. rubne uvjete. Ako rjeSenja
(8.7.1a,b) uvrstimo u desnu stranu jednadZzbi (8.7.4a,b), proizlazi da su obje jednake
nula, tj. dobivamo jednadzbe
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ang :
P -YE =0,
(8.7.4¢,d)
azf_li ;
0z> T

a to su jednodimenzionalne Helmholtzove fazorske jednadZbe &ija su rjeSenja upravo
relacije (8.7.1a,b), pa je jedini uvjet koji moraju zadovoljiti transverzalna polja E i H ,
da bi postojao TEM ravni val na prijenosnoj liniji da budu i

A E =0,
=T (8.7.5a.b)
AH =0 .

==

Prema tome transverzalna elektromagnetska polja E , i H, na prijenosnoj liniji moraju

zadovoljavati "Cistu" staticku Laplaceovu jednadzbu i pripadajuée rubne uvjete. Rubni
uvjeti za tu zadacu jesu

(Ep,=0 (Hp),=0, (8.7.5¢,d)

na povrSini idealnih vodica. To je vrlo vazan zakljucak, koji moZemo poopéiti da glasi:
svakom dvodimenzionalnom elektrostatickom polju moZemo dodati faktor prostiranja
e’ =¥ | dobiti elektricno polje TEM ravnog vala. Isto vrijedi i za staticko magnetsko
polje. Oblik elektromagnetskog transverzalnog polja ovisi o obliku popre¢nog prereza
vodica koji pripadaju prijenosnoj liniji. To polje nije vise homogeno, pa TEM ravni val
nije homogen.

Treba upozoriti da ta rjeSenja daju to¢ne rezultate uz uvjet da je razmak izmedu
vodi¢a D prijenosne linije mnogo manji od duljine vala A koji se giba duZ linije, tj. uz
uvjet da je D << A. OCito je da u sludaju vrlo visokih frekvencija valna duljina postaje
dovoljno malena da moZe doci do snaZnog zrafenja elektromagnetske energije u popre-
¢nom smjeru na pravac voda $to ovdje nije uzeto u obzir. PredodZba o kvazistatickom
transverzalnom elektromagnetskom polju takoder viSe ne odgovara stvarnosti.

Odnose medu komponentama transverzalnog polja odredit ¢emo tako da rjeSenja
(8.7.1a,b) ponovno uvrstimo u glavne Maxwellove jednadZbe (8.1.3a,b)

VxE, =-jouH _,

(8.7.6a,b)
Vx}_IT =jweE r
Prije toga ¢emo transverzalna polja (8.7.1a,b) rastaviti u komponente
E =a E e V+a E_ e,
A i (8.7.7a,b)

= -yz =ofx
H =aH,e"+a H,e™",
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i uvrstiti u jednadzbe (8.7.6a,b), pa dobivamo
Vx(a,Eqe " +aE e )= -jop(a Hgye " ra He 8,
Vx(a Hge " +a Hjye™) =jwe(a Eg e " vaE e 1y

Rjesenja tih jednadZbi mogu se u skraenom obliku napisati kao

Eo _ EBo_jon_, (8.7.8)
HyO H Y

U jednostavnom dielektriku bez gubitaka je prema (8.3.6) valna konstanta prostiranja
odredena s

v=ib =joVis ®79)

pa je valna impedancija dielektrika

7 OB _ B _ (8.7.10)
Y € '

Gustoéa kompleksne elektromagnetske snage koja se prenosi duZ linije jednaka je
srednjem Poyntingovu vektoru prema (8.3.8)

]- * 1 - - + +
Nsr=EETXHTZE(“xExoe_Y”'“yEyoe *")x(axone “+a H,e "z) ,
(8.7.11)
Ey E,
+—--—-

zZ Z

sr

1 1
N,=5aEoH,-EgH)=>a,

Ako je modul linearno polariziranog vektora (8.7.1a) odreden prema (8.7.7a) kao
Ey=Eg+Eq, , (8.7.12)

to je konacno gustoca tijeka srednje snage duZ idealne prijenosne linije realna velicina
koja prema (8.7.11) iznosi

,_,,M (8.7.13)
e Y

Ukupnu snagu koja se prenosi linijom moZemo odrediti ako gustocu snage (8.7.13)
integriramo po povrsini neograni¢ene popreéne ravnine.

Buduéi da se transverzalno elektromagnetsko polje dobiva kao rjeSenje statickih
Laplaceovih jednadzbi (8.7.5a,b) i pripadajuéih rubnih uvjeta (8.7.5¢,d), zbog tog raz-
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loga mogu se "statiCki" kapaciteti i induktiviteti upotrijebiti za prijenosne linije, iako je
polje sinusno promjenjivo u vremenu. Zato ¢emo izravno povezati napon U i struju I u
prijenosnoj liniji s kvazistatickim poljima E, i H, pomocu integrala

Q=f§{a,

G (8.7.14a,b)
I= 35 H._dr,

G,

gdje su C, 1 C, prikazani na slici 8.7.1. Iz jednadZbi (8.7.7a,b) i (8.7.8) lako je pokazati
da za direktni val u prijenosnoj liniji vrijedi odnos

ET:Z’(HTX‘I:) : H (az T) (8.7.15a,b)

Pomocu (8.7.14b) i (8.7.15b) dobivamo

1 1
_— . —_— — Yz
I 7 Cf(aszQ dl Z’(jf(Eo)“e dl . (8.7.16)
2 2

Kapacitet je u statickim poljima definiran prema (4.4.4), pa kapacitet po jedinici duljine
prijenosne linije iznosi

=2 fE nds = —f(EOJH eVl (8.7.17)

mjeren u faradima po metru duzme linije.

Uvest ¢emo novi pojam nazvan karakteristicna impedancija prijenosne linije i
definirati ga kao omjer direktnog vala napona U i struje I na vodu. Pomoéu (8.7.16) i
(8.7.17) dobivamo za karakteristi¢nu impedanciju izraz

ol

= (8.7.18)

£
=Z'— .
Cl’

Sli¢no se pomo¢u relacija (8.7.14a) i (8.7.15a) mogu povezati karakteristiéna impedan-
cija linije i induktivitet linije po jedinici duljine
=7 f (H xa,)dl=Z f (Hy) e dl . (8.7.19)
c Lol

Induktivitet voda po jedinici duljine u magnetskim statickim poljima iznosi

Y _B nds = vz
Hery l!f_IT nds=- JCARRE R (8.7.20)

Lte
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pa se karakteristi¢na impedancija linije, iz (8.7.19) i (8.7.20) rafuna 1 kao

zozg=z*£ : (8.7.21)
T

[l

Iz (8.7.18) i (8.7.21) proizlazi da su znalajke idealne prijenosne linije L” i C" medusob-
no povezane relacijom

L'C' =pe= o : (8.7.22)
c2

Posto odredimo elektrostaticki kapacitet C”, ili stati¢ki magnetski induktivitet L, moZe-
mo iz (8.7.18) ili (8.7.21) odrediti karakteristi¢cnu impedanciju Z, idealne prijenosne
linije. Za neke uobi&ajene oblike prijenosnih linija vrijednosti Z, dane su u tablici 8.7.1.
na kraju ovog poglavlja. Vrijednosti parametara ovise o geometriji prijenosne linije I
odreduju se obavezno iz teorije polja. Ovdje stati¢ka elektricna i magnetska polja imaju
vektore E, i H; svugdje ortogonalne jedan na drugi, pa se nazivaju konjugirana polja.

Primijenit éemo sada teoriju krugova na dvoZi¢nu liniju prikazanu na slici 8.7.1. Da
bi izveli jednadZbe raspodjele napona i struje po liniji, promatrat ¢emo infinitezimalni
djeli¢ voda duljine dz prema slici 8.7.2.

L' R’ |
__%J'YVVL_'iL_ |
| C! |
| R G’ |
| -1 |
| |
| |
| d | Slika 8.7.2. Ekvivalentni krug djeli¢a prijenosne linije
i Z
I‘_ o . -r‘l

Ako sa Z,/ ozna&imo serijsku impedanciju linije po jedinici duljine, a s Y,/ paralelnu
admitanciju linije po jedinici duljine, iz teorije krugova slijedi

dUu=-1Z, dz ,
(8.7.23a,b)
dl=-UY,/dz .
Gornje relacije omogucavaju postavljanje jednadZbi prijenosne linije
= 17/
—=-1z,
6z (8.7.24a,b)
A Y,
daz Y

Te jednadZbe ukljucuju pretpostavke da nema meduinduktivne veze izmedu elemen-
tarnih dijelova linije i da paralelna struja d/ te¢e u ravninama transverzalnim na z-os. To



8. Elektromagnetski valovi 551

je u teoriji polja ekvivalentno pretpostavci da ne postoje E, i H, komponente polja.
Prijenosna linija je homogena, tj. jednolika ako su Z, i ¥,/ neovisni o koordinati z.
Nakon deriviranja i uredenja jednadzbi (8.7.24a,b) dobivamo

U Z,)Y,/U=0

de V=== 2

(8.7.25a,b)

k! Z,)Y,/ I[=0
> VYT
dvije jednodimenzionalne Helmholtzove jednadibe za fazore napona i struje na prijenos-
noj liniji. Te jednadZbe su istog oblika kao jednadzbe polja (8.7.4c,d). Opéa rjeSenja
JjednadZbi (8.7.25a,b) predstavljaju zbir direktnih i inverznih putujucih valova, pa uvede-
mo li konstantu prostiranja

y = m . (8.7.26)
mozemo ih pisati u fazorskom obliku

U=Ue"+U,e™"*,
(8.7.27a,b)

I=Le%+le ",

Odlucili smo se samo za direktni val koji se giba u + z smjeru, pa dobivamo rjeSenje

U'=Upe™,
(8.7.28a,b)

I'=le™,

gdje su U, i I, opcenito kompleksne veliine, a u idealnoj liniji su to realne veliCine.
Ako rjeSenja (8.7.28a,b) uvrstimo u (8.7.24a,b) dobivamo

QP=£= S &y (8.7.29)
I' ¥

Sada moZemo uvesti karakteristicnu impedanciju linije kao

u |z | (8.7.30)

Prema slici 8.7.2. prakti¢no je za ekvivalentni krug prijenosne linije pisati
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Z,/ =R +joL’ ,
Y, =G +joC' ,

(8.7.31a,b)

izraZeno u omima i simensima po metru duZine linije. O&ito je, nakon svega, da postoji
potpuna podudarnost i analogija izmedu linearno polariziranog TEM ravnog vala i

prijenosne linije. To smo prikazali u tablici 8.7.2.

Tablica 8.7.2. Usporedba izmedu TEM ravnog vala i napona i struje na idealnoj prijenosnoj liniji

TEM ravni val Napon i struja u liniji

y =joyue

Y= f VJ'YV! =J(-IJ Ir‘L.rCU

ik ¥z -yz
E =Ee"+Epe

— Yz -yz
U=Ue"+Uge

[=1eY+Le™"*

Analizirat ¢emo sada utjecaj gubitaka u realnoj prijenosnoj liniji na sustav jednadzbi u
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tablici 8.7.2. Ako umjesto dielektrika uvedemo u analizu izolator s gubicima,’” a pretpo-
stavimo da su vodici i dalje idealni, tj. bez gubitaka, sve naSe jednadZbe ostaju 1 dalje
valjane, a Z, i y postaju op¢i kompleksni brojevi. NajvaZniji u¢inak gubitaka u izolatoru
jest da je val priguSen u smjeru gibanja. Prema tablici 8.3.2. prigusna konstanta dobrog
izolatora nije velika i iznosi

x | (8.7.32)

a fazna konstanta ostaje i dalje ista, tj.

B=w/pe =% ; (8.7.33)

pa su

ymutjp : ZsZ =B (8.7.34a,b)
€

Ako su pak i vodiCi realni, polje nije vise tocno TEM i potpuno egzaktna rjeSenja nisu
vie prakti¢na. Elektromagnetski valovi ¢e biti karakterizirani i dalje konstantom prosti-
ranja Y=o + jB, s tim da e priguSenje o biti jae izraZeno. Napon i struju u liniji s
gubicima ¢emo prema (8.7.27a,b) pisati u kompleksnom podrucju kao

U= Uleaz-'-f(mhﬂz) il U2€ -az+j(ot - B2) ’
(8.7.35a,b)

U
[= —— gzi@t+pa) o % e "oz iwr-pa)
0 ZO

gdje su U,, U, 1 Z, kompleksne veli€ine. Tijek kompleksne srednje snage prema tablici
8.7.2. jest

1 [Ul|262

* U, ?
Py=UI"=3|~ —

*

ZO* Z 0

oz, ¢ 2 (8.7.36)

3

dok je tijek srednje djelatne snage duZ prijenosne linije
Pyr.=Re{P,} , (8.7.37)

pa ako na neizmjerno dugoj liniji postoji samo direktni val, tada je

*7 Pogledati tocku 8.3.3.1.
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2 2 2
P, . =Re lie-m =Re ﬂe‘z“w‘% _ 1%l _ (8.7.38)

e a7 2|7, 2|z,

Gubitke snage po jedinici duzine u liniji odredujemo prema (8.2.56) kao

Pg’ = —V-PN,Re =+20 PN,Re=20: Poe"z‘“cos 9 » (8.7.39)
gdje smo oznacili
P =_|UL[2 . e Z le“f‘l’a . (8.7.40a,b)
o 2z, 7Y

Iz izraza (8.7.39) moZe se izralunati prigu$na konstanta realne prijenosne linije kao
P,

2PN Re

(8.7.41)

=

To je potpuno tofan izraz za odredivanje prigu$ne konstante. Gubici i prenijeta djelatna
snaga mogu se odrediti mjerenjem na realnoj liniji. Ako to nije moguce, veli¢ine P, i
Py mogu se rafunati na razliCite viSe ili manje to¢ne nacine. Postoje razli¢ite mogu-
¢nosti aproksimacije tih veli¢ina.

Drugi nacin jest da valnu konstantu prostiranja i karakteristicnu impedanciju realne
linije ratunamo pomoc¢u nadomjesne sheme. Tako pomocu (8.7.2b) i (8.7.31a,b) dobi-
vamo

y=/® +joL)(G +joC") , (8.7.42)

a pomocu (8.7.30) i (8.7.31a,b)

7 = | R Hjol (8.7.43)
0 Gr +jmc.a %

Ovdje su R’ uzduzni otpor linije po jedinici duljine, a G” popre¢ni odvod po jedinici
duljine linije. UzduZni induktivitet po jedinici duljine linije je L, a C’ je poprecni
kapacitet po jedinici duljine prijenosne linije. Veli¢ine L’ i C’ ratunamo pomocu teorije
polja kako je to prikazano u poglavljima 4 i 5. Pokazali smo da ako R” i G’ mogu biti
zanemareni, da onda imamo idealnu liniju (bez gubitaka). Ako R’ i G’ nisu zanemarivi,
ali su mali, tada moZemo pribliZno pisati

L G’ R’
Zy=, | =|1+j| —-—=|| .
9 ¢’ [ J(ZmC' 2mL')

(8.7.44)
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Ako je zadovoljen Heavisideov uvjet, da je

G _R (8.7.45)
Cr Lr 2

tada je Z, realno, a takvu prijenosnu liniju nazivamo linija bez distorzije.

8.7.1.1. Opterecena prijenosna linija

Dosad smo analizirali struje na prijenosnim linijama koje su bile neizmjerno duge.
Sada ¢emo analizirati slu¢aj kada je linija karakteristi®ne impedancije Z, na kraju
opterecena teretom impedancije Z, kao na slici 8.7.3.

Rezultantni Upadni Reflektirani
val val val

L
|
|
'z, U U, g, iz
|
“—— - | > 4
|[4 ] / > Slika 8.7.3. Optereéena prijenosna linija
= -] z=0

Teret je u z=0, a pozitivna udaljenost mjeri se ulijevo od tereta na kraju. Ukupni
napon i struja su prema (8.7.35a,b) suma dva putujuéa vala koji se gibaju jedan supro-
tno drugom, kao na beskona¢no dugoj prijenosnoj liniji. Val koji se giba udesno uzima-
mo kao upadni (direktni) val, a val koji se giba ulijevo je reflektirani (inverzni) val.
Impedancija tereta odreduje odnos reflektiranog i upadnog vala na prijenosnoj liniji. Na
udaljenosti d od kraja voda, tj. tereta Z, ukupni napon i struja u liniji su U(-d) i
I(-d), a U, i I, sunapon i struja na istom mjestu uzrokovani upadnim putujuéim
valom, dok su.U, i I, napon i struja uzrokovani reflektiranim valom. Zbir od U, i U,
mora biti jednak naponu U, koji se pojavi na teretu Z, u z = 0, tj.
U 20 =l (8.7.46)

Sli¢no tome, zbir struja u direktnom i reflektiranom valu po liniji u tocki diskontinuiteta
mora biti jednak struji koja tee kroz teret Z, tj.

L+L=I . (8.7.47)

4

Prema (8.7.35b) moZemo (8.7.47) pisati kao

2 .t (8.7.48)
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Pomocu (8.7.46) i (8.7.48) moZemo uvesti koeficijent refleksije kao omjer napona u
reflektiranom valu i napona u upadnom valu

u z-z
i e L (8.7.49)
U 77,

i koeficijent transmisije kao omjer napona na teretu i napona u upadnom valu

\lc:

2Z,

Qz Z+Z

Najzanimljiviji je slucaj kada je Z, = Z,. Tada je p =0, §to znati da nema reflektiranog
vala. Sva energija upadnog vala je tada prenesena teretu. Koeficijent transmisije je
7= 1. Linija se ponasa kao da je beskona¢no duga.

Omjer izmedu ukupnog napona i struje U/l na udaljenosti d od kraja izrazen pomo-
¢u koeficijenta refleksije p=U,/U, u z=0, dobivamo ako (8.7.27a) podijelimo s
(8.7.27b). Taj omjer nazivamo impedancijom linije u bilo kojoj tocki d i on iznosi

(8.7.50)

T=

. U(-ad) _, l+p e 2vd Z,coshyd +Z sinhyd

_ , (8.7.51)
4 J(-d) "1-ped °Zycoshyd+Zsinhyd

Impedanciju na podetku voda izraunat éemo ako uvrstimo d = /. Nazivamo je ulazna
impedancija linije i ona iznosi

Z coshyl+Z,sinh
v .coshyl+Z;sinhyl (8.7.51)

=5 '
“ "0Z,coshyl+Zsinhyl

Za liniju u praznom hodu, tj. kada je Z, — o=, ulazna impedancija iznosi

Z, =Zycothyl , (8.7.52)
a za liniju u kratkom spoju, {j. kada je Z, = 0, ukupna impedancija jest

Z,, =Ztanhyl . (8.7.53)

Zanimljivo je zabiljeZiti da je produkt tih impedancija jednak kvadratu karakteristine
impedancije linije, tj.

(8.7.54)

2 =2, 4%,

Za liniju bez gubitaka te impedancije su Cisto imaginarne i iznose

Zu,ph = —jZocot Bl= -jzocot(Zﬂ%) , (8.7.55a)
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u

Z, s=JZytanpl= jzotan(znﬂ : (8.7.55b)

Pogodno je uvesti omjer napona stojnog vala na prijenosnoj liniji. On za liniju bez
gubitaka iznosi

Upss_ Us*Uy 1+ ]
Uyw U-U 1=)p|’

min

(8.7.56)

Treba napomenuti da impedancija tereta u izrazima za koeficijente (8.7.49) i (8.7.50)
moZe biti koncentrirana, kao Sto je predstavljeno na slici 8.7.3, ili moZe biti raspodije-
ljena, tj. predstavljena karakteristicnom impedancijom druge linije Z, kako je prikazano
na slici 8.7.4. U tom posljednjem slu¢aju (8.7.50) daje napon U, vala iza spojnog
mjesta.

2 L U!
— |
U, +z
Zo ‘ Z! —>
J Slika 8.7.4. Spoj linija s razli¢itim karakteristi¢nim impe-
# dancijama
z=0

Vrlo Cesto je pogodno na prijenosnoj liniji konaéne duljine, koja je prikazana na slici
8.7.5, izraziti napon i struju na ulazu U, i I, u ovisnosti o naponu i struji na izlazu U,
il

u
—

1
{—
=-]

Z

Slika 8.7.5. Opterecena prijenosna linija

konaéne duljine

>

= z=0

Potrebno je samo u izraze za valove napona i struje na vodu, prema tablici 8.7.2, za
izlaz iz voda uvrstiti z=0, a za ulaz u vod z= - [, te koristiti izraz za karakteristi¢nu
impedanciju takoder dan u tablici 8.7.2. Time dobivamo
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f__flzul+_2 8
u U
I:__ —

u
I =__le-vf+53+vf
“Z Z,

Nakon uredenja uz poznate i zadane U, i I, dobivamo relacije

u =Qicoshyl+zolisinh vl,
U (8.7.57a,b)
I =1 coshyl+—sinhyl ,
u i ZO
koje su vrlo pogodne za prakti¢ne potrebe. One vrijede potpuno opcCenito.

Stanje na prijenosnim linijama moZe se prikazivati i graficki. ProraCuni linija ¢esto
su olakSani upotrebom kruznih dijagrama. Pravokutni i mnogo viSe u upotrebi polarni
Smithov dijagram® izvanredno je koristan za izratunavanje ulaznih impedancija i prila-
godenja u svim vrstama prijenosnih linija. Ti dijagrami impedancija prijenosne linije
temelje se na jednadzbama prijenosnih linija u koje se uvodi koeficijent refleksije.

8.7.2. Valovodi

Sustavi koji vode elektromagnetske valove nazivaju se valovodi. Valovodi su Suplje
cijevi od visokovodljive kovine najceS¢e pravokutnog ili kruZznog poprecnog presjeka.
Uz dvozi¢nu prijenosnu liniju najCeS¢e upotrebljavamo pravokutni valovod koji smo
prikazali na slici 8.7.6. Prostiranje elektromagnetskih valova kroz cijevi detaljno je prvi
razmatrao Rayleigh 1897. godine, a prijenos duz dielektrickih Zica istraZili su Hondros
i Debye nesto kasnije, 1910. godine.” Eksperimentalnu potvrdu udinio je Schriever
1920. godine. Sve to tada nije imalo veceg prakti¢nog znacaja, jer su postojale potesko-
¢e u generiranju valova dovoljno visoke frekvencije. Napretkom u gradnji kratkovalnih
oscilatora otklonjene su sve zapreke i modalno vodenje valova ostvareno je u Bellovim

% Uveo ga je P.H. Smith u Electronics, 12, 29-31 (sije¢. 1939) pod naslovom “Transmision - Line
Calculator”. Pogledati npr., S. Ramo, J.R. Whinnery, T. von Duzer, Fields and Waves in Communication
Electronics, John Wiley, New York, 1965, U hrvatskoj literaturi su iscrpno obradeni u B. Stefanini, Prijenos
elektricne energije I, SveuciliSte u Zagrebu, Zagreb, 1963.: T. Bosanac, Teoretska elektrotehnika, 1 dio,
Tehnitka knjiga, Zagreb, 1973; Z. Smrkié, Mikrovalna elektronika, Skolska knjiga, Zagreb, 1986.

* Pogledati J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, New York, 1941.
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laboratorijima 1936. godine. Poslije su u¢injeni brojni doprinosi na ovom podrucju.

Slika 8.7.6. Pravokutni valovod s TEM
upadnim valom

Polje u valovodu i prijenos energije rjeSavaju se pomocu Maxwellovih jednadzbi ili
jednad?bi izvedenih iz njih. Za predstavljanje polja u valovodu mogu se upotrijebiti
vektori polja ili par potencijala, ili pak jedan od superpotencijala. Zbog zornosti, upotri-
jebit ¢emo rjeSenja valne jednadzbe izvedena u Clanku 8.6.4.

Analizirat éemo elektromagnetsko polje u pravokutnom beskonacno dugom ideal-
nom valovodu prema slici 8.7.6. Valovod je pravokutna cijev nacinjena od idealno vod-
ljive kovine (K, — ) i ispunjena (idealnim) dielektrikom sa znaCajkama €, p, K= 0.
Valne znalajke dielektrika su oe=0, B =o(ue)" y=jB, Z=jouy=owp=we)".
Redovito je dielektrik u valovodu zrak. Pretpostavit ¢emo da na x—z ravninu pod
kutom 6, prema okomici n=a, upada ravni val, &ija polja su zadana jednadZbama
(8.6.2a,b). Val ¢e se od idealno vodljive stijenke u x-z ravnini reflektirati pod istim
kutom prema normali, tj. 8, =0,. JednadZba elektricnog totalnog polja dana je relaci-
jom (8.6.129). Bududi da je K, — oo, to su za idealan vodi¢, prema (8.6.125b) i (8.6.127)
8, =01 a=0, pa za totalno elektri¢no polje nakon refleksije od zida valovoda u novom
koordinatnom sustavu dobivamo relaciju

E; = E, sin(Bycos8,)e /=" . (8.7.58)
U jednadzbu (8.6.129), tj. (8.7.58) uvodimo u novom koordinatnom sustavu oznake
E,=-J2E, , (8.7.59)

uz pretpostavku da je polje E,, okomito na upadnu ravninu U, zatim uvodimo
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B,=PcosB,=w/pecosd, =B, ,

(8.7.60a,b)
JjB,=jBsin6,=jw/pesing, =y, .
Nakon kvadriranja i oduzimanja tih dviju jedna‘dibi dobivamo
Yizﬁi_ﬁz , (8.7.61)
pa totalno elektri¢no polje (8.7.58) u valovodu moZemo pisati kao
& (8.7.62)

E,=E,sn(be”

Analizirajmo da 1i to polje uopée mozZe postojati u idealnom pravokutnom valovodu.
Prvo, na plohama x=0 i x = a, postoji samo x-komponenta E;, elektricnog polja, tj.
nema tangencijalne komponente polja. To je u skladu s grani¢nim uvjetima na povrSini
idealnog vodi¢a. Drugo, na plohama y = 0 i y = b tangencijalna komponenta elektricnog
polja mora biti jednaka nula. To zna¢i da mora biti jo§ zadovoljen uvjet

Bb=nt ; n=123,. (8.7.63)

Odavde mozemo odrediti

B =1 (8.7.64)

dozvoljene vrijednosti od B, da bi bili zadovoljeni grani¢ni uvjeti u valovodu. To su
vlastite vrijednosti ili svojstvene vrijednosti rubnog problema.'”

Ovdje se susreéemo s mogucim poljima u valovodu, jer svaki izbor u (8.7.64)
odreduje moguce polje ili mod. Modovi u valovodu obi¢no su razdijeljeni u skladu s
postojanjem uzduZne z-komponente polja. Tako se mod koji nema E, naziva TE mod, a
onaj koji nema H, naziva se TM mod. Svi modovi u pravokutnom valovodu pripadaju
jednoj od tih dviju vrsta. Svi modovi predstavljeni s (8.7.62) i (8.7.64) nemaju E, i to su
TE modovi. Za n = 1,2,3... dobivamo prema tome TE,,, modove. Indeks 0 oznacava da
nema ovisnosti o x, a indeks n oznacava izbor u (8.7.64). U sljedeéoj toCki 8.7.2.1.
razmotrit ¢emo cjelovito sustav modova u valovodu.

Ako je dielektrik bez gubitaka B = w/c je realno, a za valovod opéenito moZemo
uvesti konstantu prostiranja y, = o, + jB,, pa pomoéu (8.7.61) i (8.7.64) dobivamo

2
W Y S 3 w7650

1% Pogledati Prilog A.
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2
it =—‘ 2_(nm . nm (8.7.65b)
v,,JB,,JB(b] ,[3>b.

Ocito je da u sluCaju kada je B> B, tj. v, =jB, imamo prostiranje vala u z-smjeru duz
valovoda i taj mod se naziva prostiruc¢i mod. U slucaju kada je B < B,, tj. v, = o, polje
opada eksponencijalno duZ osi z i nema prostiranja vala u valovodu. U tom slu¢aju mod
se naziva neprostiru¢i mod. Prelazak od jednog naCina ponaSanja polja u valovodu na
drugi dogada se naglo za =, =nnb, tj. kada je o, =f,=0. Za taj slucaj, ako
uvrstimo da je B = w/c, dobivamo tzv. odreznu frekvenciju ili granicnu frekvenciju TE,,
moda kao

n

L= ; (8.7.66)
2b\/ue
dok je odgovarajuca granicna valna duljina TE,, moda
g s 2b (8.7.67)

n

Kada je frekvencija vala f>f, tj. A <A, mod se prostire, a u sluCaju kada je f<f, t.
A > A, mod se ne prostire duz valovoda. Poznavanje f, ili A, je ekvivalentno poznavanju
B. u valovodu, jer je prema (8.7.64), (8.7.66) i (8.7.67) ocito

B.="=2nf/pe . (8.7.68)

2n
lC
Velidine f, i A, su takoder odredene rubnim problemom. Konstanta prostiranja valovoda
(8.7.65a,b) moZe se sada pomocu (2.7.66) i (2.7.67) izraziti kao

2
'Yv:av:Bc 1_(%] ) f{fcs

(8.7.69a,b)

fcz
Y,=JB,=JB 1—(?] N &

Vidimo da je fazna konstanta P, prostiruéeg moda u valovodu uvijek manja od fazne
konstante B dielektrika. Konstanta 3, priblizava se B kako f— eo. Prigusna konstanta o,
neprostiruéeg moda uvijek je manja od B, Konstanta o, priblizava se B, kako f— 0.

Za mod polja koji se prostire u valovodu mogu se odrediti valna duljina A, i fazna
brzina v, uzduZ valovoda. Tako se valna duljina prostiranja odreduje kao duljina na
kojoj faza elektrinog polja poraste na 2m, tj. B A, =2m. Uvrstimo li B, iz (8.7.69b)
dobivamo
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]2 (8.7.70)

pokazujuci da je valna duljina prostiranja u valovodu uvijek veca od valne duljine
A =21/ u samom dielektriku. Faznu brzinu v, prostiranja duz valovoda odredujemo
prema

v =£ —_—— e
P B, (8.7.71)

gdje je v,= w/B fazna brzina moda u dielektriku. Fazna brzina vodenja duZz valovoda
veca je od fazne brzine u samom dielektriku. Posebno vazno svojstvo modova polja u
valovodu jest postojanje karakteristicne valne impedancije. Zato pomocu (8.6.130) i
(8.7.62) napiSimo sve komponente polja prostiru¢eg vala u valovodu. Prvo, jednadZba
(8.6.130) u novom koordinatnom sustavu glasi

E cosH,

i g~ —J'ﬁzsin9“+
J

H =a, cos(BycosB,)e
(8.7.72)

sin© _iBzsi
+a E —sin(Bycos6 e’ Pzsin®,

Konatno uvrStenjem potrebnih vrijednosti iz (8.7.62) i (8.7.72) dobivamo sve kompo-
nente polja

Yvi

E _=E sin(Bye ",

_ Yy . .
H, = mﬁmsm(ﬁcy)e » (8.7.73a —¢)

|3-:- -¥,2
grzzjmugmcos(ﬁcy)e ‘

Valna impedancija valovoda u smjeru z-osi jest

z - B _JOB_, (8.7.74)

i naziva se karakteristicna impedancija moda. Oznalava se sa Z,. Ako u (8.7.74) uvrsti-
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mo (8.7.69a,b) dobivamo karakteristicnu impedanciju za TE mod

Z
Z=—L— 5 r<f.,

o
Y
<~ s
N —
L]
I
ek

(8.7.75a,b)

Tako vidimo da je karakteristicna impedancija neprostiruéeg TE moda imaginarna i
pribliZava se nuli kako f— 0. Karakteristitna impedancija TE,, prostiru¢eg moda je
uvijek veca od valne impedancije dielektrika i pribliZava se vrijednosti od Z kako f— ee.

Treba napomenuti da su u nasoj analizi do sada koriSteni samo direktni valovi koji
su se gibali u smjeru + z osi. Isto tako mogudi su i valovi u — z smjeru koji se dobiju
ako se u (8.7.73a—c) umjesto + 7y stavi — Y. Istovremeno postojanje jednih i drugih
valova istog moda rezultira u stojnim valovima duZ valovoda. Mod s najniZom grani-
¢nom frekvencijom u valovodu naziva se dominantni mod. U valovodu u kojem je
b > a, dominantni mod je TE; mod. Grani¢na valna duljina TE,, moda iz (8.7.67) je
A, = 2b. Prema tome, prostiranje vala u pravokutnom valovodu moZe se dogoditi samo
ako je Sira strana valovoda ve¢a od A/2. Na slici 8.7.7. prikazana je slika elektromagnet-
skog polja u valovodu u jednom trenutku.

Slika 8.7.7. Slika polja TE,, moda u pravokutnom valovodu u vremenskoj domeni,

a) prikaz vektorima polja, b) prikaz silnicama
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Kako vrijeme tee tako i slika polja putuje u smjeru + z osi. Pravokutni valovod obi¢no
radi tako da se samo TE,, mod prostire. To je jedini val znaCajne amplitude duZ valovo-
da. Zbog njegove vaznosti razmotrimo ga detaljnije. Kompleksnu snagu koja se prenosi
valovodom dobit éemo integracijom longitudinalne komponente Poyntingova vektora po
popreénom presjeku valovoda

ab
_1 s Lip pab (8.7.76
Py= 2{£EnHTydxdy—4[EOx| = )

To je srednja kompleksna snaga koja se prenosi valovodom koja je realna iznad grani-
éne frekvencije. Ispod graniéne frekvencije je imaginarna Sto kazuje da se nikakva
djelatna srednja snaga ne prenosi valovodom.

Nasa analiza se dosad odnosila na idealan valovod bez gubitaka. Ako Zelimo uzeti
u obzir samo gubitke u izolatoru, sve relacije su i dalje valjane, ali je veina parametara
kompleksna. Ne postoji viSe realna grani¢na frekvencija, a v, nikad nije nula. Karakte-
risti¢na impedancija je kompleksna kod svih frekvencija. ovisnost Y, =0, + jB, u
slu¢aju manjih gubitaka dana je na slici 8.7.8.

|

Slika 8.7.8. Konstanta prostiranja za valovod s gubici-

Je J

NajvaZniji u¢inak gubitaka u izolatoru jest postojanje prigusne konstante kod svih frek-
vencija. U slu¢aju malih gubitaka jest

2
yv=av+j[3vzj|3 1_['5‘;_] , (8.7.77)

osiguravajuéi da f nije preblizu f.. Prema tablici 8.3.2. moZemo priguSnu konstantu valo-
voda zbog gubitaka u dobrom izolatoru raunati kao
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x|p 1_(ch2’ (8.7.78)

gdje je K provodnost izolatora. MoZe se zamijeniti s we”. Mnogo znacajnije prigusenje
vala u valovodu nastaje zbog konacne provodnosti stijenki valovoda. Prije dobivena
rjeSenja nisu viSe potpuno toc¢na, buduéi da se granini, tj. rubni uvjeti mijenjaju. Kod
dobrih vodica tangencijalna komponenta od E; nije viSe nula ali je vrlo mala, 1 polje se
malo promijeni u odnosu na rjeSenje bez gubitaka. RjeSenje bez gubitaka koristi se da
bi se aproksimirao H;, na vodi¢u. Tada se pomocu (8.3.111b) priblizno izracuna izgu-
bljena snaga u vodicu. Tako izgubljena snaga po jedinici duljine u stijenci y = 0 valovo-
da iznosi

a 2
1| ep 24, 1 | @l de (8.7.79)
(Pg,s,)yzo—zﬁ‘ - _{IHTZ|dx~2, 2 ol Z) @

Isti iznos snage se gubi i u stijenci y=b. Snaga koja se po jedinici duljine gubi u
stijenci x = 0 iznosi

b
_1|on 20 11 Py =
AR b { (18, [+ |5, [dy=

(8.7.80)

B |
o

[ 2
o p pl b LD
2 = Ox 223— Zf] 2|”?

a isti iznos se gubi i u stijenci x = a. Ukupna izgubljena snaga u stijenkama valovoda
jest zbir svih gubitaka

2
_1 }2& o b (L (8.7.81)
Pg,sr‘z 2k |Eq.| Zg +(Zf (2a+b)| .

Jednadzba (8.7.41) je valjana za svaki putujuéi val, pa pomocu (8.7.76) i (8.7.81)
dobivamo

< |w_u L[é

g 2 2 | Z

ab\ 2x Z f

prigu$nu konstantu uzrokovanu gubicima u stijenkama valovoda. U slucaju da su prisut-
ni i gubici u izolatoru i gubici u stijenkama valovoda, ukupna prigu$na konstanta u

2
(a+b) |, (8.7.82)
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valovodu iznosi
o,=0;+0 . (8.7.83)

Sli¢na analiza moZe se provesti i za TM modove. Tada polje u valovodu ima uzduZnu
E, komponentu, a postupak je prakticki isti. Za valovod kruZnog poprecnog presjeka
treba rijeSiti valnu odnosno Helmholtzovu diferencijalnu jednadzbu u kruznocilindri-
¢kom koordinatnom sustavu.

8.7.2.1. Modovi u pravokutnom valovodu

Zadaéu odredivanja modova u pravokutnom valovodu rijeSit ¢emo primjenom
vektorskih potencijala i antipotencijala. U prethodnom ¢lanku 8.7.2. analizirali smo
samo dominantni mod, dok ¢emo sada analizirati cijeli spektar modova. U pravokutnom
idealnom valovodu prikazanom na slici 8.7.6. mogu postojati TM modovi (H,=0) 1 TE
modovi (E, = 0). Analizirat ¢emo prvo valove s TM modovima u valovodu. Za predsta-
vljanje polja s TM modovima pogodno je uvesti vektorski magnetski potencijal A prema
tablici 2.1.1. Buduéi je magnetsko polje transverzalno i ima samo H, i H, komponentu,
to vektorski potencijal ima samo longitudinalnu komponentu A, = A. Vektorski magnet-
ski potencijal u dielektriku zadovoljava valnu jednadZbu

AA—pa@=O ; (8.7.84)
ot

koja separacijom varijabli prelazi u Helmholtzovu jednadZzbu (8.2.1), odnosno za
sinusna polja u skalarnu fazorsku Helmholtzovu jednadZbu

AA+k*A=0, (8.7.85)
gdje je prema (8.2.6a)
k2 =k.r2 +ky2 +kz2 ’ (8.7.86)

separacijska jednadzba u pravocrtnom koordinatnom sustavu. RjeSenja jednadZbe
(8.7.85) prema (8.2.3a — ¢) mogu se pisati u obliku

A=A sinkxsinkye ™ . (8.7.87)
Prema tablici 2.1.1. magnetsko polje u valovodu ratunamo iz
B=VxA , (8.7.88)
Sto daje
0A 0A
B=a — -8, = W H +aH +a H), (8:3.89)
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od kuda slijede komponente fazora magnetskog polja TM modova

A .
H = Toky sink,x cos k,ye ',
A, By (8.7.90a - ¢)
ﬂy= —-Ekx cosk x sink ye E N
H =0.
Z

Komponente elektri¢nog polja TM modova odredit ¢emo pomocu (8.7.90a — ¢) iz prve
glavne Maxwellove jednadzbe u dielektriku pisane u fazorskom obliku

VxH=jweE .

Tako dobivamo komponente

| OH
1 ™
Tx jwe 02
oH
E——L "= (8.7.91a-c)
=y jwe oz '
| [6H,  JH
Tz jwe| ox 9y |’

Nakon uvrStenja (8.7.90a — ¢) u (8.7.91a — ¢) i uvodec¢i oznaku

. 2

A
E =k +k})— (8.7.92)
0z * Y JOpe

dobivamo komponente elektri¢nog polja TM modova

k k r
E =+ 2" Zon; cos k,x sink ye s
k; +k,
; e (8.7.93a-c¢)
E=-j “E smkxcoskyejk‘z,
x kf+k;_ﬂz * y

_ . . —jk.z
Ez Eo: sin k x sin kyye ;

Iz grani¢nih uvjeta na idealno provodnim stijenkama valovoda, tj. zax=01x=a te za

y=0 1 y = b tangencijalne komponente elektricnog polja moraju biti jednake nula, tj.
E, =0, slijedi
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k=""" 5 m=123,.
@ (8.7.94a,b)
nm

ky=—b—' ’ n= 1,2,3,...

Objasnjenje svakog moda je sli¢no kao i za dominantni TE,; mod u prethodnom ¢lanku
8.7.2. Prije svega iz jednadZzbi (8.7.86) 1 (8.7.94a,b) dobivamo

(BET +(£T£]" NEINTS (8.7.95)
a b L
Po analogiji s (8.7.61) uvodimo konstantu prostiranja duz valovoda
(¥ = (K K2 798
dok je iz jednadZbi polja (8.7.90a —c) i (8.7.93a — ¢) oCito da ona iznosi
(8.7.97)

Yv =jkz af

Konstanta prostiranja 7y, postaje jednaka nula u slucaju da u jednadZzbi (8.7.95) k popri-
mi vrijednost

2 2
(kc)m=\“%] +(n?n) | (8.7.98)

Veli¢ina (k,),,, naziva se granic¢ni valni broj ili odrezni valni broj mn-moda. Tako za
sve vrijednosti k£ imamo

=ik = Z‘sz_kz > k k’
(Yv)mn J z (av)mu c‘)m-’l < ¢ (87993,b)

D =, =B = K- 5 K>k, .

Za k>k, mod se prostire, a za k< k. mod se ne prostire duZ valovoda. 1z (8.7.98)
slijede grani¢ne frekvencije mn-modova

") = ke 1 (E]ZJ,(E)Z, (8.7.100)
“m omfpe  2/pe V\@) (D

1 grani¢ne valne duljine

2% 2
A =7~ = ' (8.7.101)
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Pomocu grani¢ne frekvencije moZemo izraziti konstante prostiranja mn-modova kao

f 2
(Yv)mn ﬂ(av)mn= (kc)mn 1 _[?] ’ f<fc 2
5 (8.7.102a,b)

f 2
OV D) =J(B ) =i 1[?] b S

Prema jednadZbi (8.2.27) valni broj za dielektrik jest
(8.7.103)

k?=w?pe .

Kona&no moZemo fazorske komponente polja TM,,, modova pisati kao

k k
L et mnx . n‘-"Cy “Yy2
(E)pn= ;EOZ K2 cos— sin b € ,

k k .
(E),,,=-JE_—*sin DTS coa—d g W¥,
i 0z k?. a b

c

. mMmXx . NNy -y z
E) =E sin——-sin—=e ",
€I =Eo, a b (8.7.104a — f)

. . mmx  nmy -
(H),,=jweE e ORI PRR L PR
X Osz a b

C

mmx . HnTmy -
sm—ye Tv? i
a b

#H),,=joekE, k—‘; cos

c

(H ) =0 ,

za f> f.. Karakteristicna impedancija za TM modove jest

(8.7.105)

edje je Z= (We)"™.

Fizicke dimenzije valovoda u usporedbi s valnom duljinom odreduju koji ¢e se
modovi prostirati duZ valovoda. Valovodi su obino konstruirani tako da se prostire
samo jedan mod. Zbog toga je obi¢no b/a > 1. Najée$ce se koristi omjer bla =2, a veci
omjer za prijenos snage nije povoljan.
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Sli¢no se, uvodeéi vektorski elektri¢ni potencijal A*, mogu izralunati svi vi§i TE
modovi u valovodu. Na slici 8.7.9 prikazan je TM,; mod u pravokutnom valovodu.

H-linije

Slika 8.7.9. Elektri¢no i magnetsko polje TM,, moda u pravokutnom valovodu

8.7.3. Rezonatori

Razmotrit ¢emo elektromagnetske valove u dielektrickom prostoru potpuno zatvore-
nom vodi¢ima. U idealnim uvjetima, tj. u slucaju kada nema gubitaka, elektromagnetsko
polje moZe postojati unutar podru¢ja bez izvora zatvorenog idealnim vodi¢ima. Polje
moZe egzistirati samo kod odredenih frekvencija koje nazivamo rezonantne frekvencije.
To znaCi da trebaju biti zadovoljeni odredeni uvjeti. Najbitnije je da su dimenzije
Supljine u odnosu na valnu duljinu takve da se stojni val elektromagnetskog polja moze
uspostaviti unutar Supljine. Provest ¢emo matematicku analizu za jednostavni pravokutni
oblik Supljeg rezonatora pomoc¢u Maxwellovih jednadzbi, uz zahtjev da polja zadovo-
ljavaju odredene grani¢ne uvjete. Primijenit ¢emo dosad razvijena rjeSenja za refleksiju
valova. Promatrat ¢emo rezonantni stojni val elektromagnetskog polja u dielektri¢koj
Supljini kao interferenciju proizvedenu superpozicijom razliitih valova reflektiranih od
idealno vodljivih stijenki rezonatora.

Suplji rezonatori koriste se kod ekstremno visokih frekvencija, tj. u podruju mikro-
valova. Postoje rezonatori i za optiCke frekvencije, koji se od mikrovalnih razlikuju po
tome $to su im dimenzije mnogo vece od valne duljine upotrijebljene svjetlosti, ali ih
mi ovdje neemo analizirati. Pravokutni Suplji rezonator prikazan je na slici 8.7.10.
Pretpostavljamo da su i dielektrik i vodici idealni.
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Slika 8.7.10. Pravokutni Suplji rezona-
tor s TE,;, modom

Zelimo nadi rjeSenje za elektri¢no polje kojemu su tangencijalne komponente na povrsi-
nama svih Sest stijenki rezonatora jednake nula. U prethodnom ¢lanku 8.7.2. vidjeli smo
da TE;, mod zadovoljava ovaj uvjet na sve Cetiri bo¢ne stijenke valovoda. Zato ¢emo
pretpostaviti da je polje u rezonatoru duZ z-osi stojni val oblika

£x=Asin£bX(e —jﬂ‘;+e+jﬂ,‘z) , (8.7.106)

§to se moZe prikazati i kao
. Ty .
.l_‘?x=EDsm-£-’-—sm Pt (8.7.107)

Rubni uvjeti po z-osi jesu da je za z=01i z=c polje E, = 0, Sto rezultira da je B,c=m,
tj.

B,=—, (8.7.108)
c
pa elektri¢no polje TE,, moda u rezonatoru glasi

_E sin ™ sin ™2
E =Esin Sosin— . (8.7.109)
Konstanta prostiranja za idealan valovod je prema (8.7.96b), pa uvr§tenjem (8.7.108) i
B = w(ue)"”* dobivamo
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A 8.7.110
By=%=wm\]:~(?] i G

gdje je prema (8.7.66) grani¢na frekvencija za TE,, mod

1

= i (8.7.111)
2b e
Ako (8.7.110) rijeSimo za rezonantnu frekvenciju f = f, dobivamo
__1 | bec? (8.7.112)
" 2bc pe
ili izraZzeno pomoéu valne duljine rezonantnog stojnog vala
2
syl 2 (8.7.113)

C
fo (TR

Pod uvjetom da je a najmanja dimenzija Supljeg rezonatora onda su to rezonantna
frekvencija i valna duljina dominantnog moda, kojeg oznaavamo s TE,,. Dodani
indeks 1 oznatava da smo izabrali prvu nultocku od sin,z. ViSe nulto¢ke daju modove
viSeg reda, tj. modove s vi§im rezonantnim frekvencijama. Pomocu druge glavne
Maxwellove jednadZbe u fazorskom obliku

VxE=-jopH , (8.7.114)

pisane za dielektrik u koju uvrStavamo (8.7.109) dobivamo

H =0,

R

B=-on’ (8.7.115a — c)
1 OE

 jop dy

Nakon deriviranja (8.7.109) i uvritenja (8.7.112) dobivamo komponente polja stojnog
TE,,, vala u rezonatoru
E
L L . (8.7.116a)
b2+6‘2 zZ b c

ﬂy=;
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c go ny TZ
Y S g™y
b?+c (8.7.116b,c)
. My . TZ
E =E —Si—
o e b c

Treba upozoriti na Cinjenicu da su elektri¢no polje E, i komponente magnetskog polja
H, i H, pomaknute u fazi za + m/2, $to potvrduje da nema tijeka djelatne snage u ideal-
nom rezonatoru. Raspodjela trenutnih vrijednosti linija polja u momentu kada su i
elektri¢no i magnetsko polje razli¢iti od nule prikazana je na slici 8.7.11.

»

Slika 8.7.11. Elektri¢no i magnetsko polje TE,,, moda u pravokutnom $upljem rezonatoru

Ako nas zanima pohranjena elektromagnetska energija u Supljini rezonatora, iz
stavka o oCuvanju energije u sinusnim poljima (7.3.17) proizlazi da je W,, =W, .
Srednja elektricna odnosno magnetska pohranjena energija jesu

€ £
W, :Ww=5fr§]2dv=~ |E,[*abe . (8.7.117)
14

e,sr 8

Iz istog stavka je oCito da je ukupna energija u Supljem rezonatoru neovisna o vremenu,
tj. konstantna i da iznosi

W=W +W =

B2 8.7.118
et Wosr 4’@0| abc . (8.7.118)
Za rezonator s gubicima, kakav susreéemo u stvarnosti, uvodi se faktor dobrote rezona-
tora kao iznos kruZne frekvencije pomnoZene s pohranjenom energijom i podijeljene
sa srednjom izgubljenom snagom
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= 7.119
Q=5—" (8.7.119)

85T

Ako je izolacijski materijal s gubicima, tada moZemo raCunati faktor dobrote kao

cosf|£|2dV
__ we _ &

! Kflﬁ|2dV K £
v

Ova relacija je valjana za bilo koji mod u rezonatoru. Ako su i stijenke rezonatora

naginjene iz dobrog vodi¢a s gubicima, tada gubitke u stijenkama raunamo pomocu
(8.3.111b), pa dobivamo

= &,

—0

P =19 ¢ |Hpd I
2 ZKS 2Z%(b? +c?)

supljine

(8.7.120)

[be(b? +c?) +2a(b? +c?] ,

te kona¢no dobivamo faktor dobrote zbog gubitka u stijenkama rezonatora

nZ a(b?+cH?

) P__M be(b?+c?) +2ab? +c?) (8.7.121)
2K

Iz simetrije Qs u b i ¢ evidentno je da u slu¢aju kada je b = c nastupa maksimum od
Q,. Za Supljinu kvadrati¢ne osnove, tj. u slu¢aju kada je b=c dobivamo

QS=

4 . Q.= 1.11Z
b2 ou(,, b ' (8.7.122a,b)
N\ 2k 2a

Faktor dobrote raste s porastom a, ali ako je a>b mi ne¢emo viSe imati dominantni
mod u rezonatoru. Za prostornu kocku konstruiranu od bakra dobivamo

1.07-10°
Q="
S

§to kod mikrovalnih frekvencija iznosi nekoliko tisuca.
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8.8. ZRACENJE ELEKTROMAGNETSKIH VALOVA

U prethodnim odjeljcima analizirali smo prostiranje elektromagnetskih valova ne
zanimajuéi se za nacin kako su nastali. U ovom odjeljku studirat emo elementarne
izvore elektromagnetskih valova. Pokazat éemo da je izvor u neograniCenom prostoru
karakteriziran zradenjem elektromagnetske energije. Osnovna zadaca bit ¢e da odredimo
veliginu i raspodjelu polja elektromagnetskih valova proizvedenih pretpostavljenim
raspodjelama naboja i struja u izvorima u neograni¢enim prostorima. U tu svrhu upotri-
jebit éemo u poglavlju 2. izvedena retardirana integralna rjeSenja za Hertzove vektore i
za vektorske potencijale. Analizirat éemo zracenje dipola i ravnih tankoZi¢nih antena.

8.8.1. Zracenje elektri¢nog dipola

Uobiéajeno je polja oko tankih ravnih vodica protjecanih sinusnim strujama visokih
frekvencija, koji sluZe kao izvori elektromagnetskih valova pa ih nazivamo antenama,
raunati iz pretpostavljene raspodjele struje duz vodica. Najjednostavniji slucaj za
proralun izraene snage i raspodjele elektromagnetskog polja oko vodica jest linijski
element tako kratak da se raspodjela struje po cijeloj njegovoj duljini moZe smatrati
jednolikom. Takve elemente nazivamo elektricnim dipolima. Mnogo zamrSeniji oblici
antena mogu se promatrati kao da su izgradeni od veeg broja takvih malih elemenata.
Promatrat ¢emo samo slu¢ajeve kada su elementi smjeSteni u neograni¢enom prostoru i
kada su protjecani sinusnim strujama, koje se u kompleksnom podrugju mogu izraziti s

I=1ye" . (8.8.1)

Pretpostavit ¢emo, prema tome, da struja sinusno titra u ravnom djelicu Zice smjeSte-
nom u ishodidte koordinatnog sustava prema slici 8.8.1; prostor je neogranien i prazan
sa znaCajkama g, p,1 x=0.

A

Slika 8.8.1. Komponente polja oko elektri¢nog dipola
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Pretpostavljamo da je duljina elementa Zice protjecanog sinusnom strujom mnogo manja
od duljine vala, tj. h << A. Ovdje je h duljina elementa, a valna duljina jest

=0 __2m (8.8.2)
5 @/ KoE,

Pretpostavit ¢emo da struja I naglo zavrSava na krajevima Zice uzrokujuéi pohranjivanje
naboja u krajnjim to¢kama z’ = +h/2. Pohranjeni naboji u tim tofkama iznose

I Io :
- =t =42 ot (8.8.3)
q 1f1dt + jo + o oI

Vidimo da su naboji pridruZeni strujnom elementu (/h) udruZeni s titrajucéim elektriénim

dipolom. Zato strujni element nazivamo zraceéi elektriéni dipol, ili jednostavno Hertzov
dipol. 1znos elektri¢nog dipolnog momenta jest

pghesit I e (8.8.4)
Jw Jjw

Polje Hertzova dipola moZemo racunati na vie nacina. Jedan jest da iz nehomogene

valne jednadZbe (2.5.1c) izratunamo opéi integral Hertzova vektora Z u neogranienom

prostoru. Integral Hertzova vektora (2.5.4c) prilagodit éemo nafim uvjetima tako §to

¢emo dipolni moment pisati

p-—-az_iej“" : (8.8.5)
jw
a njegovu retardiranu vrijednost promatranu iz tocke N pisat ¢emo kao
2] =p(o,,_LJ , (8.8.6)
%o
Sto se u kompleksnom podrugju ra¢una'® kao
[pl=a @ej(mr~a)=a ﬁe;‘(w:—h} (8.8.7)
zj'm zj(-) ’

pa umjesto integracije iz (2.5.4c) dobivamo rjeSenje za Hertzov vektor elektri¢nog
titrajnog dipola u obliku

"% Pogledati ¢lanak 7.2.3. i rjedenje u fazorskoj domeni (7.2.25).
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D W Lo , (8.8.8)
“4meyr jo

gdje je k=w/c,. OCito da je Hertzov vektor kolinearan s elektricnim dipolom, tj. sa z-0s1.
Opada s 1/r i ima valni karakter. Prema (2.3.3a) vektorski magnetski potencijal elektri-
¢nog titrajuceg dipola moZe se racunati u sinusnom polju kao kompleksna veli€ina

A=jopeZ , (8.8.9)
§to daje
Ho it -kr) (8.8.10)
A= az4—1'0heJ 3 -0
nr

veli¢inu neovisnu o azimutalnom kutu ¢. To je sferni izlazeci val, buduci da su plohe
konstantne faze kugle. Elektromagnetsko polje oko strujno protjecanog kratkog ele-
menta, tj. oko titrajuceg elektricnog dipola, odredit cemo iz vektorskog potencijala
(8.8.10). Prethodno ¢emo izraz (8.8.10) pisati u sfernim koordinatama (r, 0, ¢) uvodeci
relaciju

a,=a,cos -asind . (8.8.11)
Tako, za vektorski magnetski potencijal u sfernim koordinatama dobivamo

Bo . .
A=(a,cos0 - aysin®) > Ihe/ ™10, (8.8.12)
n

Prema (2.1.2) dobivamo magnetsko polje dipola

Lh ;
H=iVxA=alp—0-ef(“’“"’)(£+i]sin8 . (8.8.13)
Ho 4t rop?

Elektri¢no polje titrajuceg elektricnog dipola moZemo odrediti iz kompleksnog oblika
prve Maxwellove jednadZzbe za polje u dielektriku

VxH=jwe,E , (8.8.14)

a otud dobivamo u sfernim koordinatama

E=

Lh .
jcolz‘, VxH::—nZOe»’(m*kr)[ar(iz+ '13]20059"'
0 re  jkr

+ae"—k+i+ L sin6
ror? jkr?

(8.8.15)
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Ovdje su uvedene valna impedancija slobodnog prostora Z, prema (8.2.50i) i realna
separacijska konstanta k prema (8.2.28b), pa imamo

m
Z,=|—=3766Q ; k=ow/pe. = % (8.8.16a,b)
0 %o
€ ¢
0 0

Opc¢a slika polja titrajuceg elektricnog dipola lako se moZe dobiti iz relacija (8.8.13) i
(8.8.15). Na prvom mjestu opazamo da vektor elektritnog polja leZi u meridijalnoj
ravnini koja je poloZena kroz os dipola, a vektor magnetskog polja je okomit na tu
ravninu, tj. ima samo azimutalnu komponentu. Magnetske silnice su suosne kruZnice
oko osi dipola. Podsjetimo se da je to najjednostavniji slu¢aj proratuna izracenog elek-
tromagnetskog polja iz vrlo kratkog ravnog elementa Zice protjecanog izmjeni¢nom stru-
Jom koja ne ovisi o odrednici z. Dobiveni rezultati su tim to¢niji §to je duljina elementa
h manja od valne duljine A. Uvedene pretpostavke postaju neodrZive, tj. rezultati nisu
valjani ako je A/A > 0.1.

1. Blizo indukcijsko polje

Elektri¢no i magnetsko polje u jednadzbama (8.8.13) i (8.8.15) sadrZe ¢lanove koji
pripadaju trima razli¢itim vrstama Ciji Clanovi opadaju s treCom, drugom i prvom
potencijom reciprone vrijednosti polumjera udaljenosti (1/7°, 1/ i 1/r). Za dio prostora
vrlo blizu strujnom elementu (r << A) najznacajniji ¢lanovi su oni s najvi§im potenci-
jama od r. Ako prema (8.8.5) piSemo iznos dipolnog momenta kao

p=% elot | (8.8.17)

buduci da je r<<A, dobivamo iz (8.8.13) i (8.9.15) pribliZne izraze za polja u blizoj zoni

E= P (a,2cosB +aysin0) ,
41:90r3
<< (8.8.18a,b)

Iﬂh ej“" sin®

® 4n 2

~

Usporedimo li reducirani izraz (8.8.18a) za elektri¢no polje u blizoj zoni dipola s
izrazom (4.7.21) za polje stati¢kog elektri¢nog dipola, uo&it éemo potpunu podudarnost.
Sli¢no ¢emo uo€iti potpunu podudarnost reduciranog izraza (8.8.18b) za magnetsko
polje titrajuceg dipola i izraza (6.8.7) za polje istosmjernog strujnog elementa ralunatog
po Biot-Savartovu zakonu. Polje u blizoj zoni je prema tome kvazistaticko, a nazivamo
ga indukcijsko polje ili blizo polje. Treba istai &injenicu da su elektri¢no i magnetsko
polje u tom podrucju pomaknuti u fazi za 90°, tako da ne postoji tijek srednje djelatne
elektromagnetske energije. Postoji samo tijek srednje reaktivne energije Cija je gustoca
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dana s Poyntingovim vektorom prema (8.2.53)

2
Af L) 1 , 2 8.8.19
N"”JE(E] maors[aesm%—arsm 0 . (8.8.19)

2. Daleko radijacijsko polje

Daleko od strujnog elementa, tj. zraceceg izvora (r >> A), jednadzbe polja (8.8.13)
1 (8.8.15) reduciraju se u priblizne izraze za komponente

Eq = 1) Z,e" " Msing
dnr ’
XL h Y r>>A (8.8.20a,b)
J ‘
H, ="/ sing
pri ¢emu je
E,
g ‘o (8.8.21)
®

To polje je sferni odlazeci val i nazivamo ga radijacijsko polje. Na velikim udaljenosti-
ma od izvora svaki dio plohe sfernog vala je ravni val, tako da moZemo ocekivati
tipican homogeni ravni val. Polja Eq i H,, su u fazi i povezana su sa Z,. Medusobno su
prostorno pod pravim kutom kao i u odnosu na smjer prostiranja. Poyntingov vektor je
tada u cijelosti radijalan. Zanimljiv je srednji tijek djelatne energije, a gustoa mu iznosi

N =l[ﬂ)2{£)zz ¢in?0 (8.8.22)

Ukupni tijek izracene djelatne energije iz izvora dobit ¢emo ako Poyntingov vektor
(8.8.22) integriramo po kugli polumjera r, za r >> A. Tako prema slici 8.8.1. dobivamo

T . : h 5
Pyy= jg N, ,dS = f N, 2nrsin®rd6 =407, (I) , (8.8.23)
s ]

gdje su A = 2m/k, i Z,= 1207. Izralena srednja djelatna snaga izvora neovisna je o po-
lumjeru kugle po kojoj je provedena integracija.

Pogodno je uvesti otpor zracenja izvora. Otpor zraCenja definira se kao djelatni
otpor u kojem se trosi isti iznos ukupne izraCene snage iz izvora kao kada bi kroz otpor
tekla ista struja, pa je prema tome ekvivalentni otpor zracenja Hertzova dipola
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I A

2

R=&’£=80n2[~}1J ; (8.8.24)
izraZen u omima. .

Iz (8.8.24) ocito je da je kratki linearni strujni element vrlo nedjelotvoran izvor
zraCenja elektromagnetskih valova, buduéi da je otpor zracenja proporcionalan kvadratu
omjera duljine elementa i valne duljine i buduéi da smo kratki element ograniCili s
h/h << 1. Tako, npr, tanka Zica duljine jedne stotinke valne duljine zraci 0.08 vata po
amperu na kvadrat. Pri frekvenciji od 100 kHz stotinka valne duljine iznosi 30 m.
Zanimljiva je jo§ slika polja strujnog elementa. Magnetsko polje predstavljeno je su-
osnim kruZnicama. Elektri¢no polje (8.8.15) je zamrSenije i prikazano je na slici 8.8.2.

Slika 8.8.2. Raspodjela
dalekog radijacijskog elektri-
¢nog polja E; u ravnini
¢ = konst. Hertzova dipola u
vremenskoj domeni za ¢t = 0

Svi izvori zraenja su viSe ili manje usmjereni. ZraCe vie snage u jednom smjeru
nego u drugom. To prikazujemo dijagramom zracenja izvora. Usmjerenost izvora, tj.
antene moZemo predstaviti na dva nacina: kao dijagram raspodjele polja ili kao dija-
gram raspodjele snage zralenja. Dijagram raspodjele polja prikazuje amplitudu dalekog
elektricnog ili dalekog magnetskog polja kao funkciju kutova 6 1 ¢ kod jednog stalnog
polumjera r. On je obi¢no normiran s obzirom na njegovu maksimalnu vrijednost. Tako
za elektri¢ni dipol moZemo pisati

khl ej(wt—kr)
Ey=ZH, = jZO—*-ZT——F(B,cp) : (8.8.25)

a otud je prostorni faktor ili faktor usmjerenosti izvora

Ey©,9) H,(0,9)
=ginB = = 8.8.26
F(0,9)=sin0 2 7 . ( )

0,m @,m
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Za dipolnu antenu F(6,) je neovisan o kutu ¢. Raspodjelu polja prikazat ¢emo u
polarnom dijagramu prema slici 8.8.3.a).

4 29
c_,\'“% o

A,

a) b)

Slika 8.8.3. a) Raspodjela radijacijskog polja i b) raspodjela izracene snage Hertzova dipola

Dijagram raspodjele izrafene snage je obi¢no normiran dijagram funkcije N, (8,¢) i
ima oblik kvadrirane raspodjele polja. Za elementarni dipol prikazan je na slici 8.8.3.b).

8.8.2. Radijacijsko polje ravnog vodica

Zadaca proraCuna elektromagnetskog polja usamljenog ravnog vodi¢a kona¢ne
duljine protjecanog strujom rjeSiva je samo u slucaju ako je raspodjela struje u vodiu
unaprijed propisana. Naj¢e§¢e se raspodjela struje u ravnom vodiu aproksimira sinu-
snom raspodjelom po duljini vodi€a. Ako pretpostavljena sinusna raspodjela struje ne
daje dovoljno to¢ne rezultate, tada raspodjelu moZemo aproksimirati Fourierovim redom
sinusnih ¢lanova. Te ¢lanove moZemo odrediti npr. analizom eksperimentalno izmjerene
raspodjele struje.

Strogo odredivanje raspodjele struje po vodi¢u zadaca je rubnih vrijednosti.
Abraham je 1898. godine, primjenjujuéi rjeSenja za vodljivi rotacijski elipsoid, potvrdio
da je raspodjela struje duZ jedne izolirane ravne vodljive Zice u biti sinusna i da je
odnos duljine Zice prema valnoj duljini polovica cijelog broja tako dugo dok su dimen-
zije popre¢nog presjeka vodi¢a male u odnosu na njegovu duljinu. Mnogo veéi uzrok
pogreSke od konaCnog promjera vodica jest priguSenje vala struje zbog zraCenja, kao i
gubitka energije koja se troSi na toplinu u vodi¢u. Na raspodjelu struje u vodi¢u utjece
takoder blizina povrSine zemlje i ostalih objekata.

U radiokomunikacijskoj tehnici uobicajeno je uredaje kojima je primarna svrha
zraCenje ili prijam elektromagnetske energije nazivati antenama. Upravo je tankoZi¢ni
ravni vodi€ protjecan strujom primjer linearne antene. Ako je napajan u srediStu, tada ga
nazivamo dipolna antena. Analiza i proracuni koje ¢emo ovdje provesti predstavljaju
osnovicu za odredivanje polja i dijagrama zraCenja antena.

U ovom €lanku promatrat ¢emo proces zralenja linearne antene potpuno izolirane u
slobodnom prostoru. Usvojit ¢emo pretpostavku sinusne raspodjele struje duZ tankoZi-
¢nog ravnog vodica i raCunat ¢emo radijacijsko elektromagnetsko polje uzrokovano tom
poznatom raspodjelom struje. Vodi¢ je duljine / i smjeSten je u ishodiSte koordinatnog
sustava prema slici 8.8.4. Struja u bilo kojoj tocki udaljenoj za z’ od sredista Zice je
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sinusna u vremenu i predstavljena je kompleksnom veli¢inom

I=I(Zf)ejmr . (8827)
U to¢ki udaljenoj za R retardirana vrijednost se oCituje kao

jo

oli- R 8.8.28
[I1=1z")e ( c")=1'(:*:')e””""‘m, ( ;

gdje je separacijska konstanta k = w/c,. Raspodjela struje duZ ravnog vodica je po pret-
postavci sinusna, pa pisemo

Iz')=1I,sink(h-|2'|) . (8.8.29)

Kontinuitet tijeka struje zahtijeva da u svakom trenutku struja koja napulta jednu
polovicu vodi¢a bude upravo struja koja ulazi u drugu polovicu vodica. Zato je u izrazu
(8.8.29) potrebno pisati |z’| umjesto 2.

Slika 8.8.4. Fazni pomak u radijacijskom polju ravnog

5 vodica

Najprije éemo odrediti vektorski potencijal ravnog vodica duljine /= 2h protjecanog
strujom 1(z) u tocki koja je daleko od vodi¢a r>>[. Primijenit emo op¢i integral
(2.5.4b) valne jednadzbe (2.5.1b), pa imamo

A=_LEIM. < (8.8.30)
4rn R

v
Za tankoZi¢ni vodic¢ vrlo to¢no moZemo uvesti zamjenu

J(r)dV =J(r')dS'dy =a 1) dz’ (8.8.31)

pa integral (8.8.30) pomocu (8.8.28) moZemo pisati kao



A-PDF Merger DEMO : Purchase from www.A-PDF.com to remove the watermark
8. Elektromagnetski valovi 583

+h "
_ELE ](Zf)ej(m—kﬂ)
4x o R

4

A(r)=a

To je izraz za proralun vektorskog potencijala u tocki udaljenoj za r od ishodiSta O u
kojem je smjeSten ravni tankoZi¢ni vodi¢ duljine /=2h usmjeren duZ osi z prema slici
8.8.4. Ovdje prema slici 8.8.4. uzimamo

r=az ; R=|r-r|. (8.8.32)
Preostaje da se provede integracija izraza
+h

AW = Folo f- sink(h - |z’ |)ej(m;—kR)dZ; , (8.8.33)

“4n ) R

koji éemo pojednostavniti uvodeci odredena priblizenja. Prvo ¢emo za daleko radijacij-
sko polje (r >> h) pisati omjer

r__ 1
R |r-r|

(8.8.34)

~ |

i izvuéi ga ispod integracije po prim koordinatama. Drugi faktor koji utjeCe na vektorski
potencijal jest razlika u fazi svakog doprinosa valu u r od elementarnih izvora u r/, §to
je izrazeno faktorom ¢*¢ =™, Ako prema slici 8.8.4. za r >> h pribliZno piSemo u ekspo-
nentu

R=|r-r'|=|r-az'|=r-z'cos@ , (8.8.35)

konaéno dobivamo integral vektorskog potencijala

K J(wt-kr) +h L

AN = az__olo £ fsink(h - |2 ) 5%z’ | (8.8.36)
4 P

Vektorski potencijal dalekog radijacijskog polja tankoZi¢nog ravnog vodica duljine

[ = 2h dobiva se integracijom

Kolo cos(khcos) - cos (kh) gl -) (8.8.37)

A —
M=a- sin6

Iz vektorskog potencijala pomocu (2.1.2) i prve glavne Maxwellove jednadZbe u kom-
pleksnom podrucju dobiju se vektori dalekog polja

B(r)=VxA(r) ,

(8.8.38a,b
L VxVxA(r) . )

E(r)=- VxB(r) =~

JOHEg JORoEg
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Ako u sfernom koordinatnom sustavu rije§imo gornje jednadZbe i zanemarimo sve
&lanove s 1/77 i 1/, tada za radijacijsko polje ravnog vodi¢a dobivamo

cos (khcos 9) -cos(kh) eJwt=kn) (8.8.39)
21:r sin 0 ’

E,=ZH, =7

Za visokofrekvencijske antene koriste se duljine vodita koji su viSekratnici polovice
valne duljine. Tako imamo

A ) mr
—; = — X — — A =, (8.8.403 — C)
I=2h=m 5 kh=m 5 k ]

Uvrstimo li izraz (8.8.40b) u (8.8.39) dobivamo polja sfernog radijacijskog vala

mmn mm
cos Tcosﬂ ~E08 =" (8.8.41)

wt - kr’
E,=ZH = Z——e-’(' 4 e

Izraz u zagradi je prostorni faktor F(0), pa jednadZbe polja moZemo pisati

7 .
By =2y, = 2y FORH, @342
gdje je
m 68 -cos T
. cos 2 cosB |-cos 2 (8.8.43)
©®)= sin® '

Iznos prostornog faktora je razli¢it za vodice &ija je duljina parni ili neparni viSekratnik
poluvalne ili valne duljine. Buduéi da je m = I/(AM/2), to éemo za prostorni faktor dobiti
sljedece izraze

oS (Mcos GJ

F(8) = s zam=Q2n-1),n=123..

sin®
2c08?| R -1 e} (8.8.44a — c)
F®) = — . zam=22n-1), n=123..
=2
i L T

sin®
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Iz dobivenih izraza za jakost polja (8.8.42) i za prostorni faktor (8.8.44a — c) vidljivo je
da jakost radijacijskog polja ne ovisi o duljini vodi¢a, nego samo o modu raspodjele
struje po vodi¢u. Na taj nacin smo polje vodica prikazali kao polje dipola smjeStenog u
srediSte koordinatnog sustava, s tim da amplitudu polja treba modificirati prostornim
faktorom F(0). U tablici 8.8.1. na kraju ovog poglavlja prikazani su dijagrami raspodje-
le polja ravnog vodica za razliCite uzbudne modove.

Intenzitet zraenja, tj. gustoca tijeka elektromagnetske snage u radijacijskom polju
ravnog vodia odredena je srednjom vrijedno$¢u djelatnog Poyntingova vektora koji
iznosi

7 2
ExH*=ar——°Io FX0) , (8.8.45)
8n2r?

1
N ==
sr 2

mjereno u vatima po Cetvornom metru. Ukupnu izracenu snagu iz ravnog vodica dobit
¢emo tako da izraz (8.8.45) integriramo po kugli polumjera r, pa dobivamo

Py, =$N, ndS=[N,2r’nsin0de ,
N 0

Sto daje

P

wer =301 [ F*(8)sin8d6 | (8.8.46)
0

gdje smo uvrstili Z;= 120w i kh = mn/2. Integracija izraza (8.8.46) uvodenjem odrede-
nih supstitucija i pretvorbi daje izraze

Py = 1513 Cin(2Zmm) ; za m neparno ,

(8.8.47a,b)
PN;r=I;[60Cin(m1r)—15 Cin(2mm)] ; za m parno ,
gdje su
Cinxzf l_cosxdx=C+lnx+f cosxdx ,
x x
Y g (8.8.48a,b)

. COSX
Cix= - f dx |
X
X
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kosinus integrali,'”” a C=0.577 je Eulerova konstanta. Otpor zraenja moZemo izradu-
nati iz (8.4.47a,b) i izraza

2P
Y (8.8.49)

2

I(}

R0=

pa za karakteristi¢ne slu¢ajeve poluvalne i punovalne dipolne antene dobivamo
R,=73Q ; m=1,
R,=199Q ; m=2.

(8.8.50a,b)

102 Pogledati E. Jahnke, F. Emde, Table of Functions with Formulae and Curves, Dover Publications, New
York, 1945., i u J.N. Bronstein, K.A. Semedjajev, Spravocnik po matematike, Gosudarstvenoje izdateljstvo,
Moskva, 1957.
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Tablica 8.3.2. Pregled osnovnih znacajki za prostiranje sinusnog vala u dobrim izolatorima

Materijal

i dobrim vodiéima

Dobar izolator

Dobar vodic

nuZdan uvjet

. 502
we

X >100

we

prigu$na
konstanta

B
£

(ST

fazna
konstanta

dubina - 1.2 e d-i*
prodiranja Ta x\p ¢ \ wpx
; Wi
Z (1)) ==
valna zZ=|z|=,| £ 2k
impedancija £ ey
tp*-U |Z|ﬁ, -—K'—,(pé45°
: ; 1 2w
fazna brzina Wk P Ve | =
Ve pK
2 §m EE_ . 2m
valna duljina sl g€ ) ~
B f ;
Poyntingov N la |H 2 e 2 m N =la IH e 201 +)) Wy
vektor sr zi™70 e sr= 9 %2l 2%
) P éE|E |28—2az=
specifiéni . K e 12 20z Bs 2
bici P, = |Eyl? e
gubici s 2 1
2
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Tablica 8.7.1. Karakteristi¢ne impedancije nekih oblika idealnih prijenosnih linija'®

Prijenosna linija Karakteristicna impedancija

DvoZiéna
(Lecherov vod)

JednoZi¢na iznad
zemlje

Oklopliena [ T Z' 2b D*-b?

; Zy=—In
dvoZi¢na " d p2+p?

Suosna

Paralelne trake

Kolinearne trake

' Podaci iz R.F. Harrington, Time-Harmonic Electromagnetic Fields, McGraw-Hill, New York, 1961.
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Tablica 8.8.1. Dijagrami raspodjele radijacijskog polja ravnog vodita

n=1 n=2

|

o
N
Il

£

m=1,1=A2
4 z

i
=
~
It
Il

B

m=4n
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9. METODA KONACNIH ELEMENATA

Metoda konagnih elemenata' (u daljnjem tekstu MKE) danas je Siroko rasprostra-
njeno sredstvo za rjeSavanje zadaca polja. Postoji velik broj programskih MKE sustava
opée namjene, kao i MKE sustava posebno prilagodenih rjeSavanju zadaca u elektro-
magnetizmu koje moZemo nabaviti na trZi$tu. Namjera nam je da u ovom odjeljku
upoznamo Citatelja s temeljima MKE i njezinom primjenom u elektromagnetizmu.

Poteskoée u opisivanju i svladavanju MKE izviru iz njezine interdisciplinarnosti.
Potrebno je poznavati fizikalne postavke zadace, teoriju pribliZzenja, matemati¢cko mode-
liranje varijacijskim formulacijama, matri¢nu algebru, numeri¢ke metode, programiranje
rafunala... Stoga smo se ovdje opredijelili za postupni pristup opisujuéi rjeSavanje
zadaca u elektromagnetizmu. PoCet ¢emo s jednostavnim, dvodimenzionalnim statickim
zadacima i tu ¢emo detaljno razraditi sve bitne korake rjeSenja. Zatim ¢emo prijeci na
nelinearne zadatke, a na kraju ¢emo opisati rjeSavanje dinamickih kvazistatickih polja.

Nadamo se da ée Citatelj nakon Citanja ovog dijela knjige moci razumjeti i koristiti
postoje¢e programske sustave, a algoritmi koje ¢emo izloZiti kroz jednostavno razum-
ljive logi¢ke konstrukcije proceduralnog programiranja omoguéit ¢e mu izradu vlastitih
programa.

9.1. DEFINICIJA MKE

U prethodnim poglavljima smo pokazali da zadade u elektromagnetizmu, kao i u
drugim podrué¢jima tehnike, matemati¢ki opisujemo parcijalnim diferencijalnim jed-
nadZzbama. Opcenito je potrebno odrediti nepoznatu funkciju u koja zadovoljava sustav
parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi

)

D(u) = Do) =0, 9.1.1)

u domeni £, uz zadane uvjete na rubu domene I'

' Engleski naziv jest Finite Element Method (FEM).
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RW]

R = RW _o (9.12)

interpolacijski
&vorovi

Slika 9.1.1. Domena zadaée Q i njezina granica I

MKE se temelji na dva osnovna koraka pri iznalaZenju pribliZnog rjeSenja zadace zada-
ne s (9.1.1,2):

1. Podjela domene Q na subdomene ° koje nazivamo elementi.

2. Priblizenje nepoznate funkcije u na svakom elementu u obliku

u=y Nu, . (9.1.3)
Ovdje su N, interpolacijske funkcije koje odabiremo, a u, vrijednosti funkcije u u izabra-
nim toCkama pojedinog elementa koje nazivamo interpolacijski ¢vorovi. Da bismo

omogucili pribliZenje element po element moramo naci integralni oblik koji je ekviva-
lentan sustavu parcijalnih diferencijalnih jednadZbi (9.1.1,2)

[owag + [Gudr=o . 9.1.4)
Q r
Naime, ukoliko su funkcije O i G integrabilne na Q i I, moZemo pisati

N N
Jowag + [6uwadr=Y { [owaa+[ G(u)dl"} =y we. 9.1.5)
Q r e=1 Q¢ r e=1

Ovdje je N ukupni broj elemenata, Q° je domena e-tog elementa, I je dio granice koji
pripada e-tom elementu, a W* je integralni doprinos e-tog elementa. IznalaZenje ekviva-
lentnog integralnog oblika najfe$ce provodimo primjenom energetskih funkcionala ili



9. Metoda konaénih elemenata 593

metodom teZinskih ostataka. Ako su parcijalne diferencijalne jednadzbe linearne, onda

sustav (9.1.1,2) moZemo napisati u obliku
D(u) =[D]u+d=0 ,
R(u)=[Rlu+r=0 .

Tada podjelom domene na elemente i uvr§tavanjem pribliZenja (9.1.3) u odgovarajuéi
integralni oblik dobivamo sustav linearnih algebarskih jednadZbi za nepoznate koefici-
jente u;

(9.1.6)

[Klu=F . 9.1.7)

Clanove matrice sustava K i vektora desne strane F radunamo pomocu

N N
KIJEZ;KI; ; F=) Ff. (9.1.8)

e=1

Odabranom geometrijom elementa i oblikom interpolacijskih funkcija nakon rjeSenja
sustava (9.1.7) definirali smo pribliZenje nepoznate funkcije u na cijeloj domeni Q.

9.1.1. IznalazZenje integralnog oblika i njegovo pribliZenje

9.1.1.1. Funkcional kao integralni oblik

U okviru ove tocke Zelimo Citatelja najprije upoznati s osnovama rauna varijacija
koje su potrebne za razumijevanje MKE bez ulaZenja u detaljnija matemati¢ka razmatra-
nja. Funkcional IT je skalarna funkcija skupa funkcija i njihovih derivacija

=it 2 5. 9.1.9)
ox
Prvu varijaciju I1 definiramo kao

ol

oIl a0 .
U ‘3( J* 9.1.10)

" du “ B(QEJ a
ox

Ovdje su &u i d(du/dx) proizvoljne varijacije funkcija u i du/dx. Osnovna svojstva
operatora varijacije jesu

Ju 0
5[5)— axﬁu g

6(fudV]=£6ua’V,

4

(9.1.11a,b)
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d(u+v)=20u+dv, (9.1.11c,d)

O(uv)=udv+vdu .

Za neke zadace oblika (9.1.1,2) moZemo iznaci energetski funkcional oblika
Ju ou
0= [F(u,~,.)dQ+ [ E(u,—,..)dl , 9.1.12)
ox ox
Q r
za koje je funkcija u koja zadovoljava uvjet stacionarnosti Il
3II=0, (9.1.13)

ujedno i rjeSenje sustava (9.1.1,2). Primijenimo li uvjet stacionarnosti (9.1.13) na
(9.1.12) nakon deriviranja dobivamo

511=fauA(u)dQ+fauB(u)dP=o. 9.1.14)
Q T

Buduéi da ova jednadZba mora vrijediti za bilo koju varijaciju Ou, slijedi

Am)=0 uQ,
B(u)=0 nal.

(9.1.15a,b)

Ako je ovaj sustav identian sustavu (9.1.1,2), onda je rjeSenje jednadZbe (9.1.13)
ujedno i rjeSenje pocetnog sustava. JednadZbe (9.1.15a,b) zovemo Eulerove diferencijal-
ne jednadibe. One odgovaraju uvjetu stacionarnosti funkcionala (9.1.12). Za svaki
funkcional moZemo pronaéi Eulerove diferencijalne jednadibe, ali samo neki sustavi
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi su Eulerove jednadZbe funkcionala. UvrStenjem u
uvjet stacionarnosti (9.1.13) pribliZzenja (9.1.3) dobivamo

o=y gy, —0 . 9.1.16)

i i

Buduéi da ova jednadZba mora biti zadovoljena za bilo koju varijaciju du,, slijedi da
nepoznati koeficijenti u, moraju zadovoljavati sustav jednadzbi

Sg 5 i=1.N. 9.1.17)

Primjenu ovog pristupa pokazat ¢emo u odjeljku o rjeSavanju dvodimenzionalnih stati-
¢kih polja.
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9.1.1.2. Metoda tezinskih ostataka

Sustav parcijalnih diferencijalnih jednadZbi (9.1.1) mora biti jednak nuli u svakoj
tocki domene Q pa mora vrijediti

[»TD(w)dQ = [ (v,D,@) +v,D,(w) +..)dQ =0 . (9.1.18)
Q Q

U ovoj jednadzbi je
v,

V2 (9:1.19)

skup po volji odabranih funkcija v, a broj tih funkcija jednak je broju jednadzbi, odno-
sno broju komponenata funkcije u u zadaci. MoZemo reéi i drugacije: ako je jednadZba
(9.1.18) zadovoljena za bilo koji skup funkcija v tada diferencijalne jednadzbe (9.1.1)
moraju vrijediti u svakoj tocki domene Q. Dokaz te tvrdnje je o&it ako pretpostavimo
mogucnost da vrijedi A(u) # 0 u bilo kojoj toki domene. Tada odmah moZemo iznaci
skup funkcija v za koji integral u (9.1.19) nije jednak nuli, pa smo time dokazali tvr-
dnju. Ako rubne uvjete (9.1.2) moramo zadovoljiti u svakoj tocki granice domene T,
analogno vrijedi

fvTR(u)dI‘zf(lel(u)+v2R2(u)+...)d1"=0 ; 9.1.20)
Q Q

za bilo koji skup funkcija v. Sukladno tome integralna formulacija

fvlTD(u)dQ+fv2TR(u)dF=0 ; 9.1.21)
Q i

koja je zadovoljena za bilo koji skup funkcija v, i v, ekvivalentna je diferencijalnoj
formulaciji (9.1.1,2). Ako nepoznatu funkciju pribliZimo oblikom (9.1.3), tj. ako pretpo-
stavimo

u zz Nu, , (9.1.22)

integralna formulacija (9.1.21) omogucava nam da umjesto bilo kojih skupova funkcija
v, 1 v, u nju uvrstimo unaprijed propisane tezinske funkcije

w= 9.1.23)

_ i=1,..n,
v, =W,
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gdje je n broj nepoznatih koeficijenata u, Integralna formulacija (9.1.21) tada poprima
oblik

fwfp(z N‘.u‘.)dﬂ +IGER(Z Nl.uf)dl‘=0 y felm. (9.1.24)
Q ! T !

Ako uoimo da D(XNu,) predstavlja ostatak ili gresku koju smo dobili uvrstenjem
priblizenja u diferencijalne jednadzbe, a R(XNu;) ostatak u rubnim uvjetima, onda je
jednadzba (9.1.24) teZinski integral takvih ostataka. Stoga takvo priblizenje nazivamo
metoda teZinskih ostataka. Najée$ée primjenjujemo Galerkinovu metodu u kojoj je
w.= N,

Primjer 9.1.1.1. Primjena metode teZinskih ostataka

Neka je zadana parcijalna diferencijalna jednadZba oblika
Ve(aVu(r))=q(r) : reQ , (9.1.25)

koju zadovoljava skalarna funkcija u, uz rubne uvjete Neumannova

o Aulr) -p@r)=0 : rEl; 5 (9.1.26)
on
i Dirichletova tipa
u(r)-u,=0 ; rel,. (9.1.27)

I, i T, &ine cijeli rub domene Q. TeZinski integral ostatka ove zadaCe prema jednadZbi
(9.1.24) jest

fwi[V-(aVu~q)]dQ +f§,.(a% —p]dl"+f${.(u—uo)dF=0 . (9.1.28)
o r, i L

Primjenom Greenova teorema’ na prvi integral u ovom izrazu dobivamo
—!;(wa)'(a Vi )dQ + f W, %dl"—fwiqdn : (9.1.29)

I,+T, Q

Time smo reducirali derivabilnost pribliZzenja na elementu i ono sada mora biti samo
jednom derivabilno. Ako odaberemo teZinske funkcije tako da vrijedi

(9.1.30)

W= =W, ,

? Pogledati Prilog C.
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onda uvrstenje (9.1.29) u (9.1.30) rezultira s

- [ (V) (@ Vu)dQ + [w,a -ggdr - [w,qdQ +

. f2 @ 9.1.31)
+fwl.pd[‘+f$‘.(u ~uy)dl'=0 .

ry Ty

Dirichletov rubni uvjet na rubu T', obi¢no zadajemo, pa iz te formulacije izbacujemo
ostatke na toj granici. U Galerkinovoj metodi teZinske funkcije w; jednake su interpola-
cijskim funkcijama N, Budu¢i da su interpolacijske funkcije definirane lokalno na
elementu koji sadrZi nepoznatu vrijednost funkcije u, u i-tom &évoru izraz (9.1.31) defini-
ra sustav algebarskih jednadZbi oblika

[AlU=C. (2.1.32)
Elemente matrice A raCunamo pomocu
AEJ_:f(VNE)-(aV}\(})dQ . (9.1.33)
n!
Vektor U sadrZi nepoznate vrijednosti funkcije u u interpolacijskim &vorovima, a po-
mocu
C,=[NgdQ, 9.1.34)
Q#

ra¢unamo elemente vektora C.

9.2. DVODIMENZIONALNA STATICKA POLJA

U ovom odjeljku ¢emo najprije detaljno pojasniti primjenu MKE pri rje$avanju
linearnih dvodimenzionalnih statickih elektri¢nih i magnetskih polja. Osnovni postupci
koje ¢emo opisati u ovom odjeljku jednaki su i pri primjeni MKE u sloZenijim trodi-
menzionalnim i dinamiCkim zadacama, a jednostavnost grafickih prikaza i izraza u
dvodimenzionalnim zada¢ama omogucava njihovo lak$e razumijevanje.

9.2.1 Integralni oblik ekvivalentan Poissonovoj jednadzbi

U poglavljima 4. i 6. pokazali smo da potencijali u dvodimenzionalnim stati¢kim
elektri¢nim i magnetskim nelinearnim poljima zadovoljavaju Poissonovu diferencijalnu
jednadZbu
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d au +i V@ f=0, (9.2.1)
x|’ oy\ oy) "
uz zadane rubne uvjete na granicama I" domene zadace
u-uy=0,
ou (9.2.2a,b)
—-q=0.
i
Ovdje su:
x,y — odrednice pravocrtnog koordinatnog sustava,
u - nepoznata funkcija potencijala ( @ ili A, ),
v - znaCajka materijala ( € ili 1/p ),

f, — zadani izvori polja (p ili J)).

Jednadzbom (9.2.2a) zadali smo Dirichletove rubne uvjete na dijelu granice Iy, a s
(9.2.2b) smo zadali Neumannove rubne uvjete na dijelu granice domene I",.> Funkcional
&iji uvjet stacionarnosti daje ujedno i rjeSenje Poissonove zadace jest*

viouy v(ou)
o= L I |t R o ) (9.2.3)
I !;[2(6.::) +2(6y) fuld I[qud[‘
Varijacija ovog funkcionala jest
ou ou . du
s = [|vZs +v—2=0| — |-f,0u|dQ - [ qdudl . (9.2.4)
I { (5)54(5) 5 J®

Primjenom svojstva (9.1.11a) i Greenova teorema’
d( ou) O ou
e el S dxdy =
(&) 55)ee

o (e e e e

uz propisivanje Y = du jednadzba (9.2.4) prelam u

d( Ju a du
811 = fﬁu[ {ax} ay(v5}+f}dxdy+fﬁu{v—a;—q]df‘=0, (9.2.6)

(9.2.5)

? Dirichletove i Neumannove rubne uvjete smo uveli u lanku 4.5.2.
* To je energija pohranjena u polju, pogledati odjeljke 4.3.1 6.4.
3 Pogledati Prilog C.
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ako je du=0 na dijelu granice T, JednadZzba (9.1.23) mora vrijediti za bilo koju
varijaciju du. Ako nepoznatu funkciju u zadamo tako da je u=u, i du=0 na dijelu
granice I', onda je (9.2.3) integralni oblik ¢iji je uvjet stacionarnosti ujedno i rjeSenje
Poissonove jednadZbe.

9.2.2. Primjena MKE na integralni oblik ekvivalentan
Poissonovoj jednadzbi

Primjenu provodimo u dva koraka:
1. Podjela domene €2 na elemente Q° tako da vrijedi

v(ou\ v(odu)
o= [5(&] 3(3] b four-
' (9.2.7)
N a - e a € 2
u L u _f€. e - e e
Ej; ( ]+2(6y] fiu de;qud[‘
2. PribliZenje nepoznate funkcije # na svakom elementu u obliku

u®=Y" Nfu=[N lu . (9.2.8)

Ovdje su N, interpolacijske funkcije e-tog elementa, a u; je vektor nepoznatih koefi-
cijenata interpolacije odnosno vrijednosti nepoznate funkcije u interpolacijskim ¢vorovi-
ma e-tog elementa. UvrStenjem pribliZzenja (9.2.8) u (9.2.7) dobivamo

2 2

N e 8Ne e aNe
A" ] e AY) 1
II= == == — —u’| -f¢ fuf11dQ -
A1 3 Dol Ry Do fv(z‘““r)
Q : (9.2.9)
‘Z qe(z Niule)d[‘
e I‘: i
Uvjet stacionarnosti I'T u ovom obliku prema jednadZbi (9.1.17) jest
ol
: =0, (9.2.10)
du;

1

i on rezultira u sustavu jednadZzbi za sve nepoznate koeficijente interpolacije ;. Deriva-
cija (9.2.9) po nepoznatom koeficijentu u; jest
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BN
= Z —u

aN,.‘ |V

dy

dxdy -

an
ou; _Ze: Qf. ’

(9.2.11)

-y ffN dxdy - fq'-'N dr Z we .

€ e I‘N

Sustav jednadZbi za nepoznate koeficijente u;° sukladno jednadZzbi (9.1.28) ima oblik
[Klu=F . (9.2.12)

Clanovi matrice sustava jesu

oN oN® ON/ oN/
1.y o (9.2.13)

a Clanovi vektora desne strane jesu

F=Y { f N fsdxdy + f Nj'q'dI‘} : (9.2.14)
e Q°

I,e

Sukladno tome za formiranje sustava (9.2.12) moramo najprije odabrati geometrijski
oblik elementa i interpolacijske funkcije, a zatim njima pribliZiti geometriju domene Q
i nepoznatu funkciju u.

9.2.3. PribliZenje geometrije domene zadace

PribliZenje geometrije domene €2 obavljamo podjelom na elemente Q°. Pravila koja
moramo poStivati pri podjeli slijede iz jednadzbe (9.2.7):
— dva razliCita elementa mogu imati zajednicke toCke samo na zajednitkoj granici.
Nije dozvoljeno preklapanje elemenata (slika 9.2.1a),

Slika 9.2.1. Nedozvoljene
podjele na elemente

praznina
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— spojeni elementi ne smiju ostavljati neprekrivena podrucja (rupe) unutar domene
(slika 9.2.1b),

— unutar jednog elementa znaCajke materijala v* i izvori f,° se ne mijenjaju.

Ova pravila moZemo zadovoljiti ako je geometrija elementa analiti¢ki definirana. Tocke
kojima definiramo geometriju elementa nazivamo geometrijskim &vorovima. Svaki
element mora biti jednoznaCno definiran s geometrijskim &vorovima koji pripadaju
elementu ili njegovoj granici. Oblike i geometrijske ¢vorove dvodimenzionalnih eleme-
nata u Sirokoj primjeni prikazali smo na slici 9.2.2.

trokutni elementi

——
linearni (3) kvadratiéni (6) kubni (9)
detverokutni elementi
_'_'_._'_'_'_'_'___'_,_ \

Slika 9.2.2. Klasiéni
oblici dvodimenzional-
nih konaénih elemenata

linearni (4) kvadratiéni (8) kubni (12)

Ovdje ¢emo, zbog jednostavnosti, razraditi primjenu linearnih trokutnih elemenata.
Jednak pristup primjenjujemo i pri koritenju elemenata sloZenijih geometrija.® Naj-
Jjednostavnije analitiCke izraze postiZemo uvodenjem referentnih elemenata. Njih defini-
ramo u bezdimenzionalnom koordinatnom sustavu s odrednicama (r,s) jednostavnim
oblikom, a njihovu geometriju preslikavamo u geometriju "stvarnih" elemenata u (x,y)
prostoru primjenom geometrijskih transformacija T*. Referentni i "stvarni" linearni
trokutni element prikazali smo slikom 9.2.3. Transformacijom T¢ definiramo koordinate
svake tocke elementa Q° u ovisnosti bezdimenzionalnih odrednica (r,s). Ona mora zado-
voljavati sljedeée uvjete:

— preslikavanje mora biti jedan — jedan preslikavanje, a to zna¢i da svakoj tocki €’

mora odgovarati jedna i samo jedna to¢ka Q°,
— geometrijski Cvorovi £ moraju se preslikati u geometrijske évorove Q°,

¢ Pogledati, na primjer, G. Dhatt, G. Touzot: The Finite Element Method Displayed, John Wiley & Sons,
New York 1985.



602 9.2. Dvodimenzionalna staticka polja

A w e ()
(0,0) = (x.y)
(1,0) —> (xj:yj) G
(0,1) —» (x,.30) v (x, ) Slika 9.2.3. Referentni i
» . > "stvarni" element
(0,0) (1,0) ¥ X
referentni element "stvarni" element

— dio Q" koji smo definirali geometrijskim ¢vorovima te granice mora se preslikati u
dio granice Q° koji smo definirali s odgovaraju¢im preslikanim ¢vorovima.

Jedan referentni element odredenog tipa preslikavamo u sve "stvarne" elemente istog

tipa upotrebom razli¢itih transformacija T' kao §to smo prikazali slikom 9.2.4.

A
y
(X5.5)
y
S
L
(x3.75)
94 Slika 9.2.4. Preslikavanje
» referentnog u "stvarne"
(0,0) (1,0) elemente
l (x1:) _
X
Vrijedi

Ql-T! : (r,s) _'(x:y)l = [x(r,s,xl,y[,xz,yz,xs,ys),y(r,s,x,,yl,xz,yz,x3,y3)]l )
Q2 ~T2: (1,8) ~ (6)* = [X(rS XYy sV kY ) s YIS KoYy Ka¥s k) P, 02:19)
Q3 -T2 (7,8) = (0:Y) = [X(rsS%35Y3% 45Y %55Y'5) s V(T3S X3 Y3X Y X5 V)T

Ako upotrijebimo jednake geometrijske transformacije za obje koordinate, moZemo
pisati
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x(rs) =[G(rs) Gy(rs) Gy(rs)l| % |,

(9.2.16)
Yi

Y(r$) =[G,(r,s) G,(r,s) G,(rs)]|Y;

243

Funkcije G; zovemo geometrijskim transformacijskim funkcijama i one su obi¢no poli-
nomi. Sve linearne trokutne elemente moZemo dobiti iz referentnog linearnog trokutnog
elementa linearnim transformacijama, pa su funkcije G, oblika

G(rs)=ay+a,r+a,s ,
Gy(rs)=a,+a,r+a,s , (9.2.17)
Gy(rs) =ayy+ayr+a,s .

Iz uvjeta

x(0,0)=x; ; x(1,0)=xj ;  x(0,1)=x,,

(9.2.18)
y0,0=y, ; y1,0=y, ; yOH=y,,
slijedi
G,0,00=1 ; Gy0,00=0 ; G,0,0=0,
G,(1,00=0 ; G,(1,00=1 ; G,(1,0=0, (9.2.19)
G@O1H=0 ; GO,)=0C ; G,O,1)=1,
pa su geometrijske transformacijske funkcije za linearne trokutne elemente
G =1-r-s,
G;=r., (9.2.20)

G,=s.
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Sada moramo provijeriti da li ta transformacija zadovoljava sve uvjete koje smo naveli.
Transformacija je jedan — jedan preslikavanje ako Jacobijeva matrica transformacije J
nije singularna. Za transformaciju koju smo uveli vrijedi

or or (xj "‘xi) ()’j‘)’,-)
[J1= = (9.2.21)
ox Oyl |[(kmx) 0y
| Os  Os
Determinanta Jacobijeve matrice te transformacije jest
det[J] = (x; - x) 0, ~¥) ~ (5 = x) ;- ¥) =25, (9.2.22)

i jednaka je dvostrukoj povrsini trokuta kojeg razapinju tocke (x,)), (xy), (Xpy,) Sy
Stoga transformacija koju smo zadali s (9.2.16,20) nije jedan — jedan preslikavanje samo
kad su te tri totke na istom pravcu. Granicu koja prolazi kroz geometrijske Cvorove
referentnog elementa Q" (1,0) i (0,1) zadajemo jednadZbom

1-r-s=0 ; Oxgrs<l. 9.2.23)
Nju preslikavamo u "stvarni" element pomocu
_xi_
x=[0 r 1-r]|%; =xj+(1"r)xk g
Xk
Lk (9.2.24)
Yi

y=[0 r 1-r}|Y;|=y;+(1-r)y; .

Ove jednadZbe su parametarske jednadZbe pravca izmedu tocaka (x;y;), (x,,y,). Jednako
mozemo dokazati da se i ostale granice referentnog elementa pravilno preslikavaju u
odgovarajuée granice "stvarnog" elementa. VaZzno je napomenuti da su povrSine svih
elemenata orijentirane, pa svi elementi moraju biti povezani s geometrijskim ¢vorovima
u istom smjeru obilaska, suprotno ili u smjeru gibanja kazaljke na satu.
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9.2.3.1. Organizacija podataka o podjeli na elemente

Ako sve geometrijske ¢vorove domene  numeriramo slijedno od 1 do n, a sve
njihove koordinate definiramo u zajednickom koordinatnom sustavu (x,y) podatke o
geometrijskim ¢vorovima moZemo grupirati u polje XYCVOR:

geometrijski ¢vorovi

polje XYCVOR

Ako sve elemente domene £ numeriramo slijedno od 1 do m i popiemo sve geometrij-
ske Cvorove (vrhove trokuta) koji pripadaju pojedinom elementu, podatke o vezi eleme-
nata i geometrijskih ¢vorova moZzemo grupirati u polje ELTPOV:

elementi

polje ELTPOV

Dva polja: XYCVOR i ELTPOV dovoljna su za potpunu definiciju transformacije T* za
svaki element. Koordinate u smjeru osi x preslikavamo pomoéu

xrs)=[1-r-s r s]{x°|, (9.2.25a)

a u smjeru osi y pomoéu



606 9.2. Dvodimenzionalna statitka polja

Yi

yrs)=[1-r-s r S]yje . (9.2.25b)

_yk

-

Primjer 9.2.3.1. Podjela pravokutne domene na Cetiri elementa

Pravokutnu domenu u (x,y) koordinatnom sustavu i njezinu podjelu na Cetiri ele-
menta prikazali smo na slici 9.2.5.

»4
@® @ 3
(0,1) (LD (2,1)
M 3)
(2 4) - Slika 9.2.5. Podjela pravokutne domene
0.0)+ (1,0) (2,0) |

@ ® ® x

Broj geometrijskih &vorova ove podjele je Sest, pa je polje XYCVOR:
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9.2.4. PribliZenje funkcije na elementu

Osnovna znatajka MKE je ovisnost pribliZenja funkcije na elementu samo o vrijed-
nostima funkcije u interpolacijskim cvorovima koji pripadaju tom elementu. Oblik
pribliZzenja jest

w@y) =Y N @xyu (x,y) . (9.2.26)

i
Ovdje su N, interpolacijske funkcije, u; nepoznati koeficijenti koji predstavljaju vrijed-
nosti funkcije u odabranim to¢kama elementa koje nazivamo interpolacijski ¢vorovi. U
jednadzbi (9.2.26) pribliZenje je definirano na "stvarnom"” elementu. Tada interpolacijske

funkcije ovise o geometriji "stvarnog" elementa, pa prelazimo pribliZenju na referent-
nom elementu

u(r,s) =Y N(r,)u(r,s) , (9.2.27)
i
uz transformaciju koordinata

Xi i
T:(r,s) = [x(r,s) y(r)]=[G,(rs) G,(r,s) Gy(rs)]|%; Y

Xk Yk

(9.2.28)

U ovom pribliZenju interpolacijske funkcije ne ovise o geometriji "stvarnog" elementa,
pa za sve elemente koji imaju jednak referentni element koristimo jedinstveni skup
interpolacijskih funkcija N,.

Kod linearnih trokutnih elemenata izabiremo interpolacijske Cvorove identiCne
geometrijskim ¢vorovima. Nepoznati koeficijenti u;, koje nazivamo i ¢vornim varijabla-
ma, su vrijednosti nepoznate funkcije u vrhovima trokuta. PribliZzenje tada ima oblik

U;

u(r,s) =[N,(r,s) Ny(r,s) Ny(rs)]| 4

L

(9.2.29)

Ako pretpostavimo linearnu raspodjelu nepoznate funkcije u po elementu interpolacijske
funkcije, N; imaju oblik

N\(rs)=by,+b,r+b;s ,
N,(r,s)=by,+b,r+b,s , (9.2.30)
N,(rs)=b,y+b,r+b,s .
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Iz uvjeta

u@0,0)=u; ; u(1,00=u; ; w0,1)=u,, (9.2.31)
slijedi

N, (0,00=1 ; N, 0,00=0 ; N,©0,0=0,

N(L,O)=0 ; N(L,0)=1 ; N,(1,00=0, (9.2.32)

N@O,D=0 ; N,(O,1)=0 ; N,0,1)=1,
pa su interpolacijske funkcije za linearne trokutne elemente
N=1-r-s=G,,
N2=rEGz ; (9.2.33)
N,=s=G,,

identi¢ne geometrijskim transformacijskim funkcijama. Takve elemente za koje vrijedi
N=G; nazivamo izoparametarskim elementima. Funkcije N,, N, i N, grafi¢ki su prika-
zane na slici 9.2.6.

Slika 9.2.6. Interpolacijske funkcije linearnih trokutnih elemenata

JednadZbe koje Zelimo rijeSiti zadali smo u "stvarnoj" domeni. One ukljuuju nepoznatu
funkeiju u, njezine derivacije i integrale. Buduéi da provodimo pribliZenje na referent-
nom elementu, trebamo i operatore derivacije i integrala transformirati u prostor refe-
rentnog elementa. Za prve derivacije vrijedi

o] [ex S
or or orl| ox (9.2.34)
0 dx dy

3
as| |as as oy

Il

ili pisano u skraéenom obliku
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[6,,1=W1[9,,1 , (9.2.35)
gdje je [J] Jacobijeva matrica geometrijske transformacije. Sliéno moZemo pisati i

[0,,1=U109,,] . (9.2.36)
Uvrstenjem (9.2.36) u (9.2.35) dokazujemo da vrijedi

U1=w1t. (9.237)

Kako smo pokazali da je uvjet valjanosti geometrijske transformacije det[J]# 0, [j]
uvijek postoji i odredujemo je iz [J]. U naSem slucaju je
Jin Ji

J21 JZZ

Jzz _le

_le J11

1
Jr11'122_']12"21

Clanove Jacobijeve matrice odredujemo izravno, derivacijom izraza za geometrijsku
transformaciju referentnog elementa

(9.2.38)

/1= BURIE

6, 6, G|
i s 1 Mg Yy x v, (9.2.39)
G, G, G,
e Yk
pa kona¢no dobivamo
(3G, 9, G|,
(] = or or or % = (xjhxi) (yj_yi) . (9.2.40)
oG, dG, 9G, G =x) O =)
| 0s Os Os | e Ve

Zamjenom varijabli koju smo definirali izrazom (9.2.16) jednostavnijom integracijom po
referentnom elementu

[Fxyydxdy = [ flx(r.5),y(rs)]detlJ 1drds (9241)
Q¢ Qr

zamjenjujemo integraciju po domeni "stvarnog" elementa.
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9.2.5. Integralni doprinosi linearnih trokutnih elemenata
pri rjesavanju Poissonove jednadZbe

Op¢i oblik integralnih doprinosa elemenata pri rjeSavanju Poissonove jednadZbe
odredili smo jednadZbama (9.2.13,14). Za linearni trokutni element vrijedi

[ufq
e e 9.2.42
u®=[NS Ny Nylluf|, ( )
€
Uy
pa je integralni doprinos e-tog elementa
kiy ki kps|lug | |f
e e e e e e e 9.2.43
We=[klu®+f=\ky kyp ky|w |*|fa]- ( )
_k;l ks k383__“::_ _f;_
Iz jednadzbe (9.2.13) slijedi da ¢lanove matrice [k‘] racunamo pomocu
oN’ oN ON; oN,
kf=fve ! J + J dxdy , (9244)
v s, ox ox dy Oy
pa stoga matricu [k] moZemo napisati u obliku
[k1= [ v [N, 1"INg]dxdy (9.2.45)
QE
gdje je [N,,] matrica
[oNf NS oN:|
(N¢]= ox ox @ ox (9.2.46)
77 | aNg oNS oNf
| &y o 9]

a [Nx}.”]T transponirana matrica [N,‘]. Pri prelasku na priblizenje na referentnom ele-
mentu dobivamo
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ar 3 oN, ON, ON,
ox ox|| or or or _LAlN (9.2.47)
Jdr Os|| 0N, ON, ON, ®

dy Oy | s Os Os |

[NS1=

pa je transponirana matrica [Nx}.‘"]T za pribliZzenje na referentnom elementu
N5 =[N JLT . :248)

KoriStenjem jednadZbe (9.2.41) prelazak na integraciju po referentnom elementu rezul-
tira s

(k1= [ ve[NI"IN;]dxdy=
o (9.2.49)

11-r

- f f VEIN 1T 17 € 1[N ] det[J ¢1drds .
00
ZnaCajka materijala V¢ je konstantna po elementu, matrice [N,] i [j°] su konstantne, a
det [J] = 2S,°, pa vrijedi

1.:1=r

[k 1=2vSSIN I VL NN, ) [ [ dsdr=
00

(9.2.50)
=VS, [N 11N, .
Uzimajuéi u obzir da je
e e e e
-110 _ p | Ge=3) =0 =)
[Nrs]z[ v G 1‘ : []e]=_e o | (9.2.51)
- 28, =(x —x;) (xj -X;)
dobivamo ¢lanove matrice [k°]
kiy kiy ki
ve e
[k°]1= : i ¢ 2 T tem e by Ky Kyl - (2-252)
2[(xj =X )0 ~yi) - (g - x )0 =yl ¥ U
.k31 ks, k33_

U ovoj jednadzbi ¢lanovi matrice k¢ jesu
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klel =% _)’je)z +(x —xje)z ,
kiz = kzel = ()’ke ‘)’;)()’ie _)’ke) * (xke _xje)(xfe —x;) ;

3=k = O’je -y )% 'J’je) ! (xje X0 i 2

(9.2.53)
ky, =y -y P -x)?
kze3 = k;z =0, _)’:)(}’je -y,-e) +(x _xke)(x; _x,‘e) >
k:;es = (Yje = fe)2 ¥ (xje - x,-e)z .
1z izraza (9.2.14) slijedi
N N{
fe= ff::' N; dxdy+fqe sz’ dar . (9254)
Q'E [ r‘ e
N3 N3

U rjeSavanju stati¢kih elektriénih i magnetskih polja najée$ée moZemo odrediti granice
za koje vrijedi
0A

@=0 M =2l (9.2.55)

on on
To su granice na koje ekvipotencijalne linije statickog elektriénog polja upadaju pod
pravim kutom, odnosno granice na koje silnice statickog magnetskog polja upadaju pod
pravim kutom. Stoga pri izraunavanju elemenata vektora f* uvodimo pretpostavku
g = 0. JednadZba (9.2.55) prelazi u

N - 1
11-r r=s feS;
f'=f f Ny |dxdy=f, f f r o |det[J¢)dsdr= "3 1/, (9.2.56)
Q¢ i 00 s 1
N3

buduci da je f, konstantno po elementu.

9.2.6. Formiranje sustava jednadzbi

U prethodnim smo ¢lancima opisali dva poCetna koraka u primjeni MKE: podjelu
domene na elemente i priblizenje nepoznate funkcije na elementu. Nakon provedbe ta
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dva koraka poznat nam je doprinos svakog elementa u obliku

we=[klu’+f° . (9.2.57)

Vektor u* sadrZi nepoznate koeficijente (Cvorne varijable) e-tog elementa i razliit je za
svaki element. Sljede¢i korak u primjeni MKE jest formiranje sustava jednad’bi za
nepoznate ¢vorne varijable cijele domene oblika

[K]U+F=0 . (9.2.58)

Vektor U sadrZi nepoznate &vorne varijable cijele domene i svi vektori u® sadrZani su u
njemu. Matricu [K] i vektor F dobivamo zbrajanjem doprinosa svih elemenata

K=K, ; F=)F.
€ [

Zbrajanje elementarnih doprinosa u obliku (9.2.57) nije moguée jer se vektori u‘ razli-
kuju za svaki element. Stoga ih moramo napisati u funkciji vektora svih évornih vari-
Jabli U. To postizemo proSirenjem [k] i f* u [K*] i F¢ koji su istih dimenzija kao [K] i
F. Svi Clanovi [K] i F, osim onih koje sadrZe [k‘] i [f*], su nule. Integralni doprinosi
linearnih trokutnih elemenata imaju oblik

klel klez kle3 [“'e fle
weé= k;l Es k2”3 uf +f2e (9.2.60)

LR kseaj_“kej 5 |

Ako domena Q sadrZi n ¢vorova numeriranih slijedno od 1 do n vektor &vornih varijabli
jest
(,f"":[u1 Uy oo Uy e Uy o Uy un} 3 (9.2.61)

ProSireni integralni doprinosi imaju oblik

0 o ki v kG o ko Ollu | |

- T TR PARP (9.2.62)

Il
o
K
et

0 o kyy o Kyg v kg3 o Of| % |fF




614 9.2. Dvodimenzionalna statiCka polja

Nakon progirenja integralnih doprinosa elemenata sustav jednadZbi za nepoznate ¢vorne
varijable dobivamo pomocu

W=y W-‘=={Z [K""]}U+{E F“’}z[K] U+F, (9:2.63)
e=1 e=1 e=1

gdje je m ukupni broj elemenata na koji smo podijelili domenu zadace.

Primjer 9.2.6.1. Formiranje sustava za domenu iz primjera 9.2.3.1.

Progireni integralni doprinos prvog elementa jest

]

O i
-2I

-Kllx Kllz 0 K114 0 -Fl
K, K, 0 K,, 0 0[|"2| |F,
W= 0 0 0 0 00| .| 0 . (9.2.64)
k. K, 0 k., 0 o||"4| |F,
0 00 0 00|%|]|o0
(0 0 0 0 0O0J%] |0

Analogno tome formiramo i proSirene integralne doprinose za ostale elemente. Konacni
oblik sustava jest

K, K, 0 K, 0 O [#] [Fi]
K, K,, K); Ky, K5 O |uy| |F,
K., K 0 K. K F
W=W1+W2+W3+W4= O 32 33 35 36 u3 i 3 (9265)
K, K, 0 K, Ki 0 |u]| |F,
0 K, Ki3 Kyy Ky Kgq| us| |Fs
0 0 Ky 0 Ky Kelug| |Fs

9.2.6.1. Algoritam za formiranje sustava

Za formiranje sustava (9.2.63) primjenjujemo algoritam FORSIS koji koristi podat-
ke iz polja ELTPOV, matrice [k] i vektora f*

PONOVIe=1,m
PONOVI u=1,3
i = ELTPOV(u,e)
PONOVIv=1,3
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j=ELTPOV(v,e)
K(iy) = K(iy) + k*(u,v)
KRAJ
F() = F@) + f(u)
KRA]J
KRAJ

U formirani sustav jednadzbi moramo ukljuciti i rubne uvjete Dirichletova tipa’ u = u,
na dijelu ruba I' =T . Nakon podjele na konatne elemente Dirichletovi rubni uvjeti
poprimaju oblik

w(xuy)=wqy 5 (@y)ET, . (9.2.66)

Najjednostavniji nacin njihova ukljucivanja u sustav jest koriStenje velikog broja na
dijagonalnom ¢&lanu.® Matricu [K] i vektor F formiramo bez obaziranja na Dirichletove
rubne uvjete. Nakon toga uvodimo uvjet u; = u,, tako da dijagonalni ¢lan K, zamijenimo
s K; + o gdje je o0 >> K;; uz uvjet da vrijedi K; + o0 = ,” a ¢lan F; zamijenimo sa Ou,.
Time smo sustav "prisilili" na rjeSenje u; = u;,, buduci da je doprinos ostalih elemenata
u i-tom retku zanemariv u odnosu na o. Ova metoda je jednostavna za programiranje i
ne naruSava simetriju matrice sustava.

9.2.7. les/‘[s'avanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi
u MKE

RjeSenje sustava
[K1U=F , (9.2.67)

je sljedeéi korak u primjeni MKE. To¢nost i opseg primjene metode su u biti ograni-
Ceni samo velicinom sustava koji racunalo kojim raspolazemo mozZe rijeSiti. Metode
rjeSavanja svrstavamo u dvije grupe: iterativne i direktne.'’ Siroko se primjenjuju jedne
i druge, a ovdje ¢emo opisati Gaussovu eliminaciju koja je temeljna direktna metoda za
rjeSavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi. Nju provodimo u dva osnovna
koraka: triangularizacija i povratna supstitucija.

" Neumannov rubni uvjet tipa du/on = 0 smo ukljucili u racun f*. Pogledati izraze (9.2.54 — 56).

¥ Postoji i niz drugih nacina ukljuivanja Dirichletovih rubnih uvjeta koji kompliciraju algoritme formira-
nja matrice sustava i smanjuju njezinu veli¢inu. Pogledati E.Hinton, J.Owen: Finite Element Programming,
Academic Press 1977.

’ Na primjer, za ratunalo koje ima toénost na Sest znamenaka je 1.23456 + 10" = 1.00000-10%.

" Literatura o metodama rjeSavanja sustava linearnih algebarskih jednadzbi vrlo je ospeZna. Za kratki
pregled metoda i dodamu literaturu pogledati G.Dhatt, G. Touzot: The Finite Element Method Displayed, John
Willey & Sons, New York 1985.
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9.2.7.1. Triangularizacija

Primjenom niza linearnih transformacija originalni sustav prevodimo u gornjotro-
kutni oblik

K, K, Ky .. K, K, w] [F']
0 K, K KiK' || % Fy’
0 0 Ky .. K,," K,/ |4 Fy
0 0 0 . K,/ K,/ |u| |F/| (9.2.68)

0 0 0 . K. ., K. u. [F.
0 0 0 . 0 K, |ul| |F/

Transformacije provodimo slijedno eliminacijom nepoznanica u,, redni broj kojih mije-
njamo kao s = 1,2,...n — 1 iz jednadZzbi redni broj s + 1,s + 2,...,n. Eliminaciju «, provodi-
mo u dva koraka:

1. MnoZenje jednadZbe broj s koeficijentom — K, /K.

2. Zbrajanje tako pomnoZene jednadZbe broj s s jednadZbom broj i.

Ova dva koraka provodimo za vrijednosti s =1,2,..n —=1i1i=s5+ 1,5 + 2,...,n. U koraku
broj s eliminiramo nepoznanicu u, iz jednadzbi s + 1,5 + 2,...n 1 time mijenjamo Clanove

(s
K §=12;..0~1 , (9.2.69)
f{s—l) ( fJ'=S+1,S+2,---n .

U posljednjem koraku eliminiramo nepoznanicu u,_, iz jednadZbe broj n i sustav prelazi
u gornjotrokutni oblik. Pomocu algoritma:

PONOVIs=1,n-1
PONOVIi=s+ 1,n
a = K(i,5)/K(s,s)
F(i) = F(i) — a*F(s)
PONOVIj=s+ 1,n
K(iy) = K(iy) — a*K(sy)
KRAJ



9. Metoda kona¢nih elemenata 617

KRAJ
KRAJ

primjenjujemo postupak triangularizacije na racunalu u prostoru koji zauzima poletna
matrica.

9.2.7.2. Povratna supstitucija

Sustav u gornjotrokutnom obliku rjeSavamo pocevsi od zadnje jednadZbe koja ima
samo jednu nepoznanicu do prve

1 D _ N~ gD .
= K(s-l) (Fk = '§:| ki uj ;  k=nn-1,..1. (9.2.70)
Kk ik

Ako smo triangulariziranu matricu pohranili u prostoru poCetne matrice sustava, za
povratnu supstituciju Koristimo algoritam:

u(n) = F(n)/K(n,n)
PONOVI k=n-1,1,-1
a=0
PONOVIj=k+ 1,n
a=a+ K(kj)*u(j)
KRAJ
u(k) = (F(k) — a)/K(k,k)
KRAJ

Osnovne znacajke matrice sustava koji nastaje primjenom MKE jesu

— vrlo velike dimenzije,

— matrica sustava u MKE nastaje zbrajanjem rijetko popunjenih matrica'' pa je velik
broj njezinih ¢lanova jednak nuli,

— najcesce su simetri¢ne.

Zbog tih znaCajki pohrana cijele matrice u memoriju racunala i direktna primjena

Gaussove eliminacije prakticki je neprimjenjiva u MKE. Stoga primjenjujemo rastav

matrice [K] u gornjotrokutnu matricu [G] i donjotrokutnu matricu [D] tako da vrijedi

[K]1=[D][G], (9.2.71)

gdje su matrice [D] i [G] oblika

! Pogledati ¢lanak 9.2.6.
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10 (G, G, Gy .. Gy,
D2l 0 Gzz G23 ! G:’.n
D31 D32 1 0 0 0 G n C
(D] = [G] = 33 3 (9.2.72)
| Dnl DnQ DnS w1 ] 0 0 0 28 Grm

Algoritam za rastav najlakSe izvodimo usporedbom ¢lanova produkta [D][G] s ¢lano-
vima matrice [K]. Tu usporedbu provodimo po podrucjima P(p) koje definiramo indek-
som p

p=1 | p=2 | p=s
K]I KIZ } Kls ! Kln
K,, K, ‘ K, o B
(9.2.73)
Ksi Ks2 Kss sn
L Knl KnZ o Kns v KrmJ
Za podrucje p = 1 vrijedi
1G,, =K, G,=K,, ., (9.2.74)
a za podrucje p =2 je
D. =K D, = &
0O =K = A= g
" (9.2.75)
16, =K, G,=K, ,

D, G, +1G,,=K,, = G,=K,-D,G,,

a u podrucju p = s ¢lanove matrica [D] 1 [G] raCunamo pomocu
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¢ i=12,.85-1,

(9.2.76)

m=1

Iz te jednadZbe vidimo da u raCunu elemenata matrica [D] i [G] za podrudje p=s
sudjeluju Clanovi matrice [K] iz tog podrucja, te prethodno izralunati ¢lanovi matrica
[D] i [G] iz podrucja p = 1,2,...s — 1. Stoga rastav matrice moZemo organizirati u podru-
¢ju u kojem je pohranjena matrica [K] pomocu algoritma DGRAS:

PONOVI s=2,n
PONOVIi=1s-1
PONOVIm=1,i-1
K(s,i) = K(s,i) — K(s,m)*K(m,i)
K(i,s) = K(i,s) — K(i,m)*K(m,s)
KRAJ
K(s,1) = K(s,0)/K(i,i)
KRAJ
PONOVIm=1,s~-1
K(s,s) = K(s,s) — K(s,m)*K(m,s)
KRAJ
KRAJ

Nakon provedbe ovog algoritma ¢lanovi pocetne matrice [K] su uniSteni, a na njezinom
mjestu su pohranjeni ¢lanovi matrica [D] i [G]. Ako je matrica [K] simetrina, vrijedi
K; = K; pa iz jednadzbi (9.2.76) slijedi

G,=D,G, . (9.2.77)

Tada nije potrebno raCunati i pohranjivati matricu [D]. Za provedbu rastava trebamo
samo gornji trokut matrice [K] i u njemu prora¢unavamo i pohranjujemo samo ¢lanove
matrice [G]. Uvrstavanjem (9.2.77) u (9.2.76) dobivamo izraze za prorafun &lanova
matrice [G] za simetri¢nu matricu [K] u podrudju p=s

i-1

G.=K, - GG, i i=12,.58-1, (9.2.78a)
m=1
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o 9.2.78b
G =K = . (9.2.78b)
S5 85 G
1

m=

mm

Algoritam SDGRAS za proraun ¢lanova gornjotrokutne matrice [G] rastava [D][G]
simetri¢ne matrice [K] jest:

PONOVI s =2,n
PONOVIi=1,s-1
PONOVIm=1,i-1
K(i,s) = K(i,s) — K(m,i)*K(m,s)/K(m,n)
KRAJ
KRAJ
PONOVIm=1,s5-1
K(s,s) = K(s,5) — K(m,s)*/K(m,m)
KRAJ
KRAJ

Matrica [K] ima velik broj ¢lanova jednakih nuli. Razlikujemo dva podrucja:

— podrugje nula u kojem su svi ¢lanovi stupca ili retka jednaki nuli pocevsi od prvog
Clana,

— ostatak koji se sastoji od ¢lanova koji nisu jednaki nuli.

Ova dva podrudja razdvaja granica nula. To je linija iznad Koje u gornjem trokutu

matrice [K] nema ¢lanova razli¢itih od nule, odnosno linija ispod koje u donjem trokutu

[K] nema ¢lanova razlic¢itih od nule. U izrazu

kK, K, | o 0 0 0
KZI KZZ KZB K24 0 0
0 | K, Ky 0 g | &
| . (9.2.79)
0 | K, 0 K, K 0
‘ |
0 0 0 | K, Ks Ky
: I
|
0 0 ‘ Ky 0 K, Kﬁﬁ_

smo prikazali granicu nula za jednu matricu. Matrice koje nastaju primjenom pravila za
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formiranje sustava'? imaju simetri¢ne granice nula gornjotrokutnog i donjotrokutnog
dijela [K]. Bitna znacajka matrica [D] i [G] u tom slu¢aju jest da imaju jednake granice
nula kao i matrica [K]. To slijedi iz jednadZbi (9.2.76). Ako za podru&je p = s vrijedi

K_=0
" u=12,.1 ; l<s-1, (9.2.80)
K, =0
onda je
B K, =0 (K., =0)
sl Gll 51
1
DSZ:F(Ksz_Ds1G11)=0 Ky=0, D, =0)
22
1 I-1
DSI=E” K- Ds,st,:]=0 (K;=0,D,=0 ; k=1,..) (9.2.81)
i=1
G, =K,;=0 (K,,=0)
Gy =Ky~ D\,Gy, (Ky=0, G;=0)

G,=K,-Y DG, =0 (K,=0,G, =0 ; u=l,.I-1).

i=1

To svojstvo omogucava bitne uStede memorije raunala, buduéi da je za [D][G] rastav
matrice [K] potrebno poznavati samo ¢lanove matrice [K] unutar granica nula. Ako je
matrica [K] simetri¢na, onda trebamo pohraniti samo &lanove gornjeg trokuta ispod
granice nula. Nakon provedbe [D][G] rastava matrice [K] sustav poprima oblik

[D][G]U=F , (9.2.82)

koji rjeSavamo u dva koraka:
1. Eliminacija

[D]F' =F . (9.2.83)

2 Pogledati ¢lanak 9.2.6.
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Ovo je donjotrokutni sustav i rjeSavamo ga pomocu

F,!=F, ,
i-1 (9.2.84)
K =F{.—2 DF' 5 i=23,.n.
A
2. Povratna supstitucija
[G1U' =F' . (9.2.85)
Ovo je gornjotrokutni sustav i rje§avamo ga od posljednje jednadZbe
iy
u,= G
" (9.2.86)
! 1 [ - ! . J—
U, =E“[Ff _1;4; Gg“;) i i=n-1,n-2,.1.

Ako pohranimo [D] i [G] matrice u prostoru matrice [K] algoritam za rjeSavanje sustava
(9.2.82) jest

PONOVI i =2,n
a=0
PONOVIj=1,i-1
a=a+ K(ij)*F(j)
KRAJ
F()=F(@i)—a
KRAJ
F(n) = F(n)/K(n,n)
PONOVI i=n-1,1,-1
a=0
PONOVIj=i+ 1,n
a=a+ K(ij)*F(j)
KRAJ
F(i) = (F(i) — a)/K(i,i)
KRAIJ

Nakon provedbe ovog algoritma vektor F sadrZi rjeSenje U. Ako je [K] simetri¢na
matrica, korak eliminacije moZemo provesti pomocu elemenata matrice [G] koriStenjem
izraza (9.2.77)
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Fl’ =F1 :
-1 G. (9.2.87)
F/=F-Y,—FF, ; i=23,.n
i1 G
Algoritmom
PONOVIi=2n
a=0

PONOVIj=1,i-1
a=a+ K@G,0)*FG)K(y)
KRAJ
Fi)=F@)-a
KRAJ
F(n) = F(n)/K(n,n)
PONOVIi=n-1,1,-1
a=0
PONOVlj=i+ l,n
a=a+ K(ij)*F()
KRAJ
F(i) = (F(i) — a)/K(i,i)
KRAJ

rjeSavamo simetri¢ni sustav nakon provedbe [D][G] rastava algoritmom SIMRIE.

9.2.8. Organizacija podataka o sustavu jednadzbi

Organizaciju podataka o sustavu jednadzbi prilagodavamo prednostima [D][G]
rastava. Trebamo pohraniti samo ¢lanove [K] ispod linije nula, a zbog simetri¢nosti
matrice [K] ra¢unamo i pohranjujemo samo gornjotrokutnu matricu [G] na prostoru u
koji smo pohranili gornji trokut matrice [K]. Organizaciju temeljimo na poznavanju
linije nula matrice [K]. Nju odredujemo pomocu podataka iz polja ELTPOV u kojem

smo pohranili podatke o vezi elemenata i ¢vornih varijabli.

Matricu sustava [K] dobivamo zbrajanjem pro$irenih matrica integralnih doprinosa

elemenata [K¢]."* Clanovi matrice [K*] koji su razli¢iti od nule jesu

i

1 Pogledati ¢lanak 9.2.6.

, i=ELTPOV(u,e) ; u=123
* |j=ELTPOV(v,e) ; v=123

(9.2.88)
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Zbog simetri¢nosti matrice [K*] trebamo analizirati samo njezin dio iznad dijagonale. Za
njega vrijedi j > i, a za svaki ¢lan [K] koji nije jednak nuli visina iznad dijagonale je
h;;=j —i. Sukladno tome visina stupca j iznad dijagonale do linije nula za e-ti &lan jest

hj"=maks{hg} , (9.2.89)
a visina stupca j iznad dijagonale do linije nula za matricu sustava [K] jest
hj=maks{hj“} ; (9.2.90)

KoriStenjem tih izraza visine stupaca matrice [K] iznad dijagonale do linije nula odre-
dujemo algoritmom VISSTUP:

PONOVI ¢ = 1,m
PONOVI u=1,3
i = ELTPOV(u,e)
PONOVIv=1,3
Jj=ELTPOV(v,e)
AKO j>i
ONDA
hh=j—i
AKO hh > h(j)
ONDA
h(j) = hh
KRAJA
KRAJA
KRAJ
KRAJ
KRAJ

U visinu stupca nije ukljucen dijagonalni ¢lan. Nakon odredivanja visine svih stupaca
¢lanove matrice [K] pohranjujemo u jednodimenzionalno polje PROFIL po stupcima.
Pri tome koristimo kazalo za dijagonalni ¢lan svakog stupca KAZDIA koje definiramo
kao

KAZDIA(1) = 1,
KAZDIA(i) = KAZDIAG — 1) + h(i) + 1 ; i=12,..n.

Sukladno tome dimenzija polja PROFIL koja je potrebna da u njega pohranimo sve
elemente gornjeg trokuta [K] jest KAZDIA(n). Clan K,; se nalazi u polju PROFIL na
mjestu KAZDIA()) - j + i. Kazalo KAZDIA formiramo algoritmom KAZALO

KAZDIA(]) = 1
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PONOVI j = 2,n
KAZDIA()) = KAZDIA( - 1) + h(j) + 1
KRAJ

Formiranje matrice sustava u polju PROFIL i vektora F provodimo primjenom algorit-
ma FORMPR: "

PONOVI e = I,m
PONOVI u=1,3
i = ELTPOV(u,e)
PONOVIv=1,3
j=ELTPOV(v,e)
AKOj=2i
ONDA
| =KAZDIA(G)-j+i
PROFIL(l) = PROFIL(/) + k“(u,v)
KRAJ
F(i) = F(i) + f“(v)
KRAJ
KRAJ
KRAJ

Primjer 9.2.8.1. Pohrana sustava iz primjera 9.2.6.1.

Matrica sustava jest

K, K, 0 K, 0 0]
Ky Ky Ky Ky Ky O
[K]— 0 K32 K33 0 K35 K3ﬁ (9.2.91)
Ky K, 0 Ky K5 O
0 K, K3 K5y Ks5 K
0 0 K, 0 K, K
Vektor visina stupaca jest
T_ 9.2.92
h/=[0 1133 3], ( )

pa je kazalo

' Pri tome koristimo informacije iz polja ELTPOV (Pogledati tocku 9.2.3.1.), matrice [k“] i vektora f*
(pogledati ¢lanak 9.2.5.).
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KAZDIAT=[1 3 5 9 13 17]. ©.2.93)
To znaci da polje PROFIL mora imati 17 lanova:

[ Kll Kl2 K22 K‘ZB K33 K14 K24 O K44 KZS K35

K45 KSS K36 0 Kjﬁ Kﬁﬁ ]

(9.2.94)

Broj ¢lanova matrice [K] razli¢itih od nule neovisan je o nafinu numeracije vorova, no
poloZaj linije nula ovisi o numeraciji ¢vorova. Korisno pravilo za smanjenje broja
¢lanova jednakih nuli ispod linije nula jest da se pri numeraciji nastoji smanjiti najveca
razlika izmedu rednih brojeva &vorova koji pripadaju istom elementu.'® Razmotrimo
prenumerirane ¢vorove iz primjera 9.2.6.1. prema slici 9.2.7.

A
y
O, © 6
©.1) i @.1)
(1) 3)
(2) @) Slika 9.2.7. Prenumerirani ¢vorovi primjera 9.2.6.1.
(0,0) (1,0) (2,0)=

@ @ © =

Matrica povezanosti elementa i ¢vorova je sada

1234
ELTPOV=|2 4 4 6|, (9.2.95)
2353
a matrica sustava poprima oblik
K, K, K; 0 0 0]
Ky Ky Ky Ky 00
(K] = Ky Ky Ky Ky K5 0 (9.2.96)
0 K, Ky Ky Kis Ky
0 0 Ky K Ky Ky
‘0 0 0 K, K K |

' Razradeni su razni algoritmi prenumeracije &vorova kako bi se postigao 3to manji broj ¢lanova polja
PROFIL. Pogledati na primjer H.R. Schwarz: Finite Element Methods, Academic Press, London 1988.
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Vektor visina stupaca za ovu numeraciju jest

hi=[0 12222, (9.2.97)
pa je kazalo

KAZDIAT=[1 3 6 9 12 15] . (9.2.98)
To znati da polje PROFIL sada mora imati 15 ¢lanova

[ Kll KI2 K22 Kl3 K23 K33 K24 K34 K44 KSS K45

K55 K46 KSG Kﬁé ]

(9.2.99)

Takvom numeracijom ¢vorova postigli smo optimalno rjeSenje, buduci da ni jedan clan
u polju PROFIL nije jednak nuli.

Pohranjivanjem matrice u polje PROFIL bitno smo smanjili potrebnu memoriju
raCunala. Za koriStenje tog nacina pohrane moramo prilagoditi algoritme za [D][G]
rastav i rjeSenje sustava, imajuci u vidu izbjegavanje operacija s nula ¢lanovima iznad
linije nula i simetriju matrice [K]. Algoritam SDGRAS'® modificiramo u algoritam za
raun gornjotrokutne matrice [G] simetri¢ne matrice [K] pohranjene u polju PROFIL:

PONOVI s =2,n
is =5 — (KAZDIA(s) - KAZDIA(s - 1) = 1)
PONOVIi=iss—1
ii =i - (KAZDIA(i) - KAZDIA(i-1)-1)
mp = is
AKO ii > is
ONDA
mp =i
KRAJA
kis = KAZDIA(s) = s + i
PONOVI m =mp,i - 1
kmi = KAZDIA(i) — i + m
kms = KAZDIA(s) — s + m
kmm = KAZDIA(m)
PROFIL(kis) = PROFIL(kis) — PROFIL(kmi)*PROFIL(kms)/PROFIL(kmm)
KRAJ
KRAJ
PONOVI m =is,s - 1
kss = KAZDIA(s)

'* Pogledati ¢lanak 9.2.7.



628 9.2. Dvodimenzionalna stati¢ka polja

kms = KAZDIA(s) — s + m
kmm = KAZDIA(m)
PROFIL(kss) = PROFIL(kss) — PROFIL(kms)*/PROFIL(kmm)
KRAJ
KRAJ

Algoritam SIMRJE" modificiramo u algoritam NPSIRJ za rjeSavanje simetri¢nog susta-
va nakon odredivanja gornjotrokutne matrice [G] algoritmom NPFSDG:

PONOVI i =2,n
is = i — (KAZDIA(i) - KAZDIA(i - 1) - 1)
PONOVI j = is,i — 1

kji = KAZDIA() — i +

kjj = KAZDIA(j))

F(i) = F(i) — PROFIL(kji)*F(j)/PROFIL(kj))
KRAJ

KRAJ

knn = KAZDIA(n)

F(n) = F(n)/PROFIL(knn)

PONOVIi=n-1,1,-1
kii = KAZDIA(i)
a=0
PONOVI j=i+ 1,n

hj = KAZDIA(j) - KAZDIA( - 1) - 1
AKO hj 2j—i
ONDA
kij = KAZDIA() - j + i
a = a + PROFIL(kij)*F(j)
KRAJA
KRAJ
F(i) = (F(i) — a)/PROFIL(kii)
KRAJ

9.2.9. Pri).rai':un vektora jakosti elektricnog i magnetskog
polja

Nakon rjeSenja sustava (9.2.58) poznamo pribliZenje potencijala @ ili A, u cijeloj
domeni €. Pri analizi elektromagnetskih naprava i sustava ¢esto nas zanimaju lokalna
naprezanja i kriti¢ne vrijednosti vektora polja. Stoga u prakti¢noj primjeni MKE mora-

'" Pogledati ¢lanak 9.2.7.
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mo izraCunati i vektore polja Ei D ili B i H.

9.2.9.1. Proracun vektora elektri¢nog polja E i D

Veza vektora statickog elektri¢nog polja i skalarnog elektrinog potencijala jest'®

Bessr=tia (9.2.100)
D=¢E ,
pa u dvodimenzionalnim zadacama vrijedi
__9% do _ 101
E——Ex—ax——é;ay—ExaﬁEyay ; (9.2.101)

KoriStenjem izraza za deriviranje pribliZenja na referentnom elementu (9.2.36) dobiva-
mo

B [6G, oG, oG, | e:
x or or or
=[] ¢ |=
D) 3G, oG, dG,
| oy ] [ 3 s s ]gp
®;
0% =¥ _0’;_3’:) -1 1 0
_ 1 el _ (9.2.102)
 28f "=
Al elefox) @f-xH L1 0 -
| i)
®;
1 (J’_fe -¥6) 0% =¥ ()'se'}’je)
= (pl? M
e J
2S A (xk __xje) (xie _xke) (xje _xie)
9%
pa pomocu izraza
1 e e e e e
E:= = E[O’j “Yi) 9 O -y )‘P;*(J’se_yje) ‘Pz] > (9.2.103a)
A

' Pogledati odjeljak 4.1.
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e 1 e e
E, =-—1Ix _xje)‘Pf + x:'e'xke)‘p; +(xfe—xfe)(pz] ’
AN
(9.2.103b — d)
Dxe: BeExe ]
Dy =£eEy 2

raCunamo vektore stati¢kog elektricnog polja na za e-tom elementu.

9.2.9.2. Proracun vektora magnetskog polja B i H

Veza vektora statickog magnetskog polja i vektorskog magnetskog potencijala jest'"

B= VxALz ;
(9.2.104)
a®
")
pa u dvodimenzionalnim zadadama vrijedi
0A 0A
B=—a~jax—~(—afay=Bxax+Byay . (9.2.105)

KoriStenjem izraza za deriviranje pribliZzenja na referentnom elementu (9.2.36) dobiva-
mo konacni izraz za gustoéu magnetskog tijeka na e-tom elementu

1 e e [ € €
Bxe=—e[(xk X )Afe"'(x;‘ —X)A; +(xje _x‘_f)A;’] ?
A

1 e e e e € e e e
Bj:E[(}’je“)’k YA + O ~y)A; + (i =Y ) Ai]

A
(9.2.106)
Hf B
X ue 3
Be
€ ¥y
Hy =—.
T

Izrazi (9.2.106) i1 (9.2.103) pokazuju da su veliCine polja konstantne na pojedinom
elementu. To slijedi iz linearnog pribliZenja potencijala na elementu.”

¥ Pogledati odjeljak 6.1.
% Za elemente viSega reda (kvadrati¢ne, kubne ...) vektore polja pribliZujemo funkcijama koje su za jedan
red niZe od pribliZzenja potencijala.
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9.2.10. Prikaz rezultata proracuna linijjama konstantnog
potencijala

Rezultate prora¢una u numeri¢kom obliku vrlo je te$ko analizirati i primijeniti.
Trebamo pregledati niz vrlo sli¢nih brojeva, a to je vrlo zamorno i odbija korisnike, pa
je nuZno grafi¢ki prikazati rezultate. Naj¢e3ée polje u dvije dimenzije prikazujemo
linijama konstantnog potencijala i silnicama.’' JednadZba silnica u dvodimenzionalnim
magnetskim poljima jest

B

Y_Zy - Bdy-Bdx=0. (9.2.107)
dx B, Y

Uvrstenjem izraza za x i y komponente vektora B u ovu jednadZbu dobivamo

0A 0A
—dx+—dy=dA,=0 = A=konst. (9.2.108)
ox dy %

Slijedi da su u dvodimenzionalnim magnetskim poljima linije konstantnog vektorskog
magnetskog potencijala A, silnice.

9.2.10.1. Proracun ekvipotencijalnih linija

PribliZenje potencijalne funkcije u na referentnom elementu jest”

u'(rs)=[1-r-s r sllu’|. (9.2.109)

Ekvipotencijalnu liniju potencijala u, zadajemo s u = u,, pa je na referentnom elementu
ona pravac

!‘(Hje‘uie) +S(uke_uie)+uf£_u0=0 . (92'110)
Referentni element definiramo s
ya0 3 =0 5 YT=r-5z0, (9.2.111)

a njegove su granice

2! Pogledati odjeljke 4.2 i 6.3.
2 Pogledati ¢lanak 9.2.4.



632 9.2. Dvodimenzionalna stati¢ka polja

i-)) - s=0; 0<r<l,
G-k) - s=1-r ; O<srsl,
(k=iy - r=0 ; Oss<l.

(9.2.112)

Iz definicije referentnog elementa (9.2.111,112) i jednadZbe ekvilinije na e-tom ele-
mentu (9.2.110) proizlaze uvjeti za proracun ekvilinija:
1. Ekvilinija potencijala u, prolazi kroz e-ti element ako vrijedi

min{uf,u;,u;}suosmaks{uf,u;,u;} ; (9.2.113)
2. Ekvilinija potencijala u, sijee granicu (i —j) u tocki
Xi yie
Uo=u;  uy-uf (9.2.114)
[ e ] e € viea
[X’lf y*'f]= e e e e ¢ o e
Xk Yk
ako vrijedi
(' >uf 1 w<ugsuf) il (uf<u’ i ow2ugzuf) . (9.2.115)
3. Granica (i —j) je ekvilinija potencijala u, ako je u = u = u,,.
4. Ekvilinija potencijala u, sijeCe granicu (j — k) u to&ki
" X yie
. Uy ~t Wl ‘ 9.2.116
[xz yiel=|0 — ;e e x5yl ( )
uj "uk uj —‘uk . .
Xk Vi
ako vrijedi
(wi>w 1w <ugs<uf) il (uf<wg i ug 2ug2u’) . (9.2.117)
5. Granica (j - k) je ekvilinija potencijala u, ako je u/ = u’ = u,.
6. Ekvilinija potencijala u, sijeCe granicu (k — i) u tocki
5
Xi i
o -u - uy-uf 9.2.118
[ yi1=|1-—2— 0 =2 lae ye], G211
¢ é e e J J
uk _ui uk _ul' 3 i
Xe Yk
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ako vrijedi

(we>u i owSsug<ug) i (uf<u 1 ouf2uy2u) . 0.2.119)
7. Granica (i —j) je ekvilinija potencijala u, ako je u,* = u = u,.
Algoritam za proracunavanje koordinata toaka ekvilinije potencijala u, jest:

il=0
PONOVI e = 1,m
PONOVIi=1,3
kz = ELTPOV(i,e)
u(i) = F(kz)
x(i) = XYCVOR(1,kz)
y(i) = XYCVOR(2,kz)
KRAJ
umin = min(u(1),u(2),u(3))
umax = max(u(1),u(2),u(3))
AKO umin £ u, < umax
ONDA
AKO (((u(1)>u(2)) i (u(1)2u2u(2))) ili (((u(1)<u(2)) i (u(1)Su<u(2)))
ONDA
il=il+1
G = (u(2) — up)/(u(2) — u(1))
G2 = (uy — u(1))/(u(2) — u(1))
x(il) = GI*x(1) + G2*x(2)
Yil) = GI*y(1) + G2*y(2)
KRAJA
AKO u(l) = u(2) = u,
ONDA
il=il+1
x(il) = x(1)
y@l) = y(1)
il=il+1
x(i) = x(2)
y(il) = y(2)
KRAJA
AKO (((u(2)>u(3)) i (u(2)2u2u(3))) ili (w(2)<u(3)) i W(2)Su,<u(3)))
ONDA
il=il+1
G2 = (uy — u(3))/(u(2) — u(3))
G3 = (u(2) — up)/(u(2) — u(3))
x(il) = G2*x(2) + G3*x(3)
Wil) = G2*y(2) + G3*y(3)
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KRAJA
AKO u(2) =u(3) =u,
ONDA
il=il+1
x(il) = x(2)
yil) = y(2)
il=il+1
x(il) = x(3)
y(il) = y(3)
KRAJA
AKO (((u@3)>u(1) i (u(3)2u,2u(1))) ili (u(3)<u(1)) i (3)Suu(1)
ONDA
il=il+1
GI = (u(3) - u)(u(3) - u(1))
G3 = (uy — u(1))/(u(3) — u(1))
x(il) = GI*x(1) + G3*x(3)
y(il) = GI*y(1) + G3*y(3)
KRAJA
AKO u(l) =u(3) = u,
ONDA
il=il+1
x(il) = x(3)
y(@) =y(3)
il=il+1
x(il) = x(1)
y(il) = y(1)
KRAJA
KRAJ
KRAJ

9.2.11. Primjer proracuna

Pripremu zadace polja za rjeSenje pomocu MKE provodimo u sljede¢im koracima:
— analiza geometrije zadace i formiranje modela koji je zadovoljavajuce pribliZzenje
stvarne zadace,
— generiranje mreZe konacnih elemenata,
— identifikacija materijala i njihovih znacajki te njihovo pridruZivanje mreZi,
— definicija rubnih uvjeta i njihovo unoSenje u sustav jednadzbi MKE.
Cijeli ovaj postupak uobiajeno nazivamo preprocesiranje, a dio MKE programskih
sustava koji ga podrZavaju nazivamo preprocesor.
Nakon pripreme slijedi faza rjeSavanja sustava jednadzbi MKE. To je sredidnji
zadatak u rjeSavanju zadace, a dio MKE programskih sustava koji ga obavlja nazivamo
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Jezgra. Rezultat te faze je niz vrijednosti nepoznate funkcije u ¢vorovima koje definiraju
njezino matematicko pribliZenje.

Sljedeci korak je proracun inZenjerski prihvatljivih podataka iz matemati¢kog pribli-
Zenja. On najCe§ce obuhvaca graficki prikaz rezultata, proraun najvecih lokalnih napre-
zanja i odredivanje integralnih znacajki zadace. Ovaj korak nazivamo postprocesiranje,
a dio MKE programskih sustava koji ga obavljaju nazivamo postprocesor.

Za primjer® proratuna dvodimenzionalnog statickog elektri¢nog i magnetskog polja
odabrali smo oklopljene trofazne sabirnice. To je trodimenzionalna zadaca, no omjer
duZine 1 poprecnog presjeka takvih sabirnica opravdava dvodimenzionalno modeliranje.
Poprecni presjek sabirnica prikazali smo na slici 9.2.8.

vodiéi

| Slika 9.2.8. Popre¢ni presjek oklopljenih sabirnica

oklop

Primjer 9.2.11.1. Staticko elektricno polje

Matemati¢ki model sabirnica i mreza konacnih elemenata za proracun statickog
elektri¢nog polja prikazali smo na slici 9.2.9.

VAVAVAVAVAVANLS,
ARSI

AN
N

/ P \
oplon=0 ¢=100% Jde/on=0 ©=-50% Jo/on=0 @¢=-50% Jdp/on=0

Slika 9.2.9. MreZa konacnih elemenata za proracun statickog elektricnog polja sabirnica

3 SloZenije primjere proratuna linearnih polja pogledati npr. u Z. Haznadar, J. Matjan, Proracun polja u
visokonaponskim oklopljenim postrojenjima i prijenosnim sustavima, Elektrotehnika 5 — 6, Zagreb, 1972; Z.
Haznadar, S. Sadovi¢, Macro Elements in the Finite Element Method — Application to the High-Voltage
Insulating Sydtem Design, IEEE Transactions on Magnetics, Vol. Mag 18, No. 2. March 1982.
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Rubni uvjeti koje smo ovdje primijenili su Dirichletova tipa, $to zna¢i da su nam
poznati potencijali metalnih dijelova zadade i Neumannova tipa na simetrali zadace. U
tipi¢nom trenutku pogonskog stanja potencijal oklopa je jednak nuli, potencijal lijevog
vodi¢a je 100% faznog pogonskog napona, a potencijali srednjeg i desnog vodiCa su
— 50% faznog pogonskog napona, dok na simetrali vrijedi d@/dn = 0. Ekvipotencijalne
linije za tako odabrane rubne uvjete prikazali smo na slici 9.2.10.

Slika 9.2.10. Ekvipotencijalne linije MKE rjeSenja statikog elektri¢nog polja sabirnica,
razlika potencijala izmedu ekvilinija je 10% pogonskog faznog napona

Drugadijim izborom rubnih uvjeta moZemo simulirati razliCite trenutke u pogonskom
stanju i pri kvarovima.

Primjer 9.2.11.2. Staticko magnetsko polje sabirnica

Formiranje modela za rjeSenje ove zadace je bitno sloZenije, buduci da se magnet-
sko polje rasprostire u cijelom prostoru. Za modeliranje takvih zada¢a u MKE najce3ce
uvodimo "umjetne" granice koje su dovoljno udaljene da ne utjeCu bitno na tolnost
rjeSenja u dijelu prostora koji nas zanima. Prakti¢no pitanje koje se odmah postavlja
jest: koliko daleko moramo udaljiti "umjetne" granice? U trodimenzionalnim zada¢ama
zadanih raspodjela struja razvojem potencijala u multipole** utvrdili smo da ih, ako se
dovoljno udaljimo od raspodjele struje, moZemo pribliZiti magnetskim dipolom. Analog-
nim postupkom moZemo pokazati da zadane dvodimenzionalne raspodjele struje moZe-
mo pribliZiti linijskim magnetskim dipolom.

A £
y
m, r
n
la, -la,
® >
% Slika 9.2.11. Linijski magnetski dipol
2b

¥ Pogledati ¢lanak 6.8.3.
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On se sastoji od dvije linijske strujnice kroz koje protjee jednaka struja / u suprotnim
smjerovima prema slici 9.2.11. Udaljenost promatranja je mnogo veéa od razmaka
izmedu linijskih strujnica. Vektorski magnetski potencijal linijskog magnetskog dipola
opada recipro¢no s udaljeno$céu

. (9.2.120)

Ovdje je m, magnetski dipolni moment po jedinici duZine linijskog magnetskog dipola
koji definiramo umnoS$kom povrSine jediniéne duZine petlje i struje koja tee kroz
strujnice

m,=2bIn . (9.2.121)

Ako je udaljenost tocke promatranja Cetiri do Sest puta veéa od dimenzija raspodjele
struja, moZemo je pribliZiti linijskim magnetskim dipolom buduéi da tada doprinos
ostalih ¢lanova multipolnog razvoja koji opadaju s r~% r~ moZemo zanemariti u
odnosu na prvi &lan koji opada s r~'. Stoga moZemo umjetne granice postaviti na
udaljenosti Cetiri do Sest puta vecoj od dimenzija raspodjele struja. Matematic¢ki model
za proraCun statiCkog magnetskog polja i mreZu kona¢nih elemenata prikazali smo na

slici 9.2.12.
A=0

A 0A/on =0

detalj mreZe u okolini desnog
vodica

et D o e

===
Ll T ],

Slika 9.2.12. Granice i mreZa konaCnih elemenata za proradun stati¢kog magnetskog polja sabirnica
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Ovdje® smo primijenili rubne uvjete Dirichletova tipa A, = 0 na udaljenim "umjetnim”
granicama zadaée i Neumannova tipa dA /on = 0 na simetrali zadace. U lijevom vodicu
teSe 100% pogonske linijske struje, a u srednjem i desnom —50% pogonske linijske
struje. Na slici 9.2.13. prikazali smo silnice statickog magnetskog polja u sabirnicama 1
njihovoj bliskoj okolini.

I=100%

Slika 9.2.13. Silnice statitkog magnetskog polja sabirnica odredene MKE

9.3. NELINEARNE ZADACE

Nelinearne zadace obi¢no susreéemo pri rjeSavanju zadaca magnetskih polja s fero-
magnetskim materijalima zbog njihovih izrazito nelinearnih znacajki. Globalni sustav u
takvim zada¢ama ima oblik

[K(U)]JU=F . (9.3.1)

To je nelinearni sustav koji ne moZemo rijesiti direktnim postupcima. Primjenjujemo
iterativne postupke, a najrasirenija je Newton-Raphsonova metoda zbog brze konvergen-
cije. Da bismo pokazali primjenu te metode uvodimo vektor funkcija ostataka O(U)

o)=[K(W]U-F, 9.3.2)

koji je nelinearna funkcija vektora svih nepoznanica. Oznacimo rjeSenje u i-tom koraku
postupka s U i pretpostavimo da nas ne zadovoljava njegova to¢nost. Tada je

OU)=[K(U)U-F#0 . 9.3.3)

U koraku i + 1 moZemo vektorsku funkciju O(U' * ') razviti u Taylorov red. Uzmemo li
u obzir samo derivacije prvog reda dobivamo

 Mreza za proratun statickog magnetskog polja oklopljenih sabirnica moZe biti jednostavnija buduci da
je materijal oklopa nemagnetski (u, = 1) pa ga nije potrebno posebno dijeliti na elemente. Ovdje ¢emo u
odjeljku 9.4. s istom mreZom kona&nih elemenata rjeSavati i kvazistatitko elektromagnetsko polje pa smo
stoga proveli i detaljnu podjelu oklopa na elemente buduéi da je materijal oklopa vodljiv (x # 0).
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a0, | a0,| a0, |’
ol (a0 leu| au, AU i ]
0;1 01: 1 5 n Ull_Ult
: | |80, d80,| 20, |'l| . .
+1 i 2 2 2 i+l i
o\ 1% \g| ag| | Y

i _ 9% 2 n (9.3.4)

_O:;Jrl_ Or: ao i aO i aO i _U:;”_Ur:_

n n n

aul‘ aUZ’ o aU,,‘_

Cilj nam je posti¢i da U'* ' konvergira toénom rjeSenju. Tada je ostatak O(U'*")=0,
pa iz prethodne jednadZbe slijedi

ao,|" a0, a0, |'
[ il ou 6_1}— W fi g1l T ,‘-‘
0, o= "o |
| | a0,|" a0,| a0, '] .. .
% 5w am| ||| |

N e 2 nl | b (9.3.5)

i i+l i
O] |0 s0f  o0,[|UYUn ] [Un]

ou,| au,|  au,

Matrica koeficijenata u sustavu jednadzbi (9.3.5) jest Jacobijeva matrica [J] vektorske
funkcije O(U) koju smo izrafunali u i-tom koraku. Ako uvedemo vektor popravka
AU'=U'*" - U’ koristeéi jednadzbe (9.3.3 i 5) moZemo pisati

Lrnl=Ui+AUI'=Ul’_[J]-l{[Ki]Ui__F} . (936)
Tim izrazom definiramo iterativni postupak rjeSavanja nelinearnog sustava jednadzbi. U
i-tom koraku vektor popravka odredujemo iz linearnog sustava

Zatim odredujemo rjeSenje za i + 1 korak kao U'*'=U'+ AU'. Takav postupak pona-
vljamo sve dok vektor popravka AU’ ne postane nul vektor, ili dok postane zanemariv
u odnosu na vektor U'.

Bit primjene tog postupka jest u odredivanju doprinosa pojedinog elementa u itera-
tivnom postupku, a ukupni sustav jednadzbi (9.3.7) formiramo i rjeSavamo jednako kao
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i u linearnim zada¢ama.’® Ovdje smo se ogranilili na primjenu linearnih trokutnih
elemenata,” pa je doprinos pojedinog elementa O(U*)* vektoru O(U)* u rjeSavanju
nelinearnih stati¢kih magnetskih polja®®

[ e‘k [, e e el e-k [ pe]
Ol . kll kl2 kl3 Al fl
€
0 A =|0f| =1—|k, ks, kS |\As| -5 |=ve 1G4 -f | (9.3.8)
48,
05| ks ks k;;__A;J £ |

U nastavku ¢emo izostaviti oznaku iteracije, buduéi da se svi izrazi odnose na veliine
u istoj iteraciji. Clanovi g; matrice [G] i f; vektora f u jednadZbi (9.3.8) ovise samo o
geometriji elementa,” pa su &lanovi Jacobijeve matrice vektorske funkcije 0‘(A°) oblika

3
(g g, Ak] , (9.3.9)

dve
e
aAf

e_ o e
Jt’j_\,gaj+

Stoga pri proralunu doprinosa svakog elementa Jacobijevoj matrici moramo poznavati
derivacije dv/dA;. Za feromagnetske materijale poznajemo ovisnost reluktancije v o
apsolutnoj vrijednosti gusto¢e magnetskog tijeka B, pa te derivacije odredujemo pomocu

Ov _ov (9.3.10)

Koristeci izraze (9.2.103,106)* lako pokazujemo da je konatni oblik doprinosa pojedi-
nog elementa u iterativnom rjeSavanju zadace nelinearnog magnetskog polja
ove 1
dB* 5:B*

ve[g°]+ [g°1A°A° [g ]| AAS = ~ve[g JAC +f° . (9.3.11)

U iterativnom postupku i-ti korak obuhvada:

— odredivanje V¢ i dv*/dB‘ iz ovisnosti V(B). U prvom koraku uzimamo V¢ iz linear-
nog dijela zavisnosti v(B),*'

— proraCun vektora popravka AA iz sustava linearnih algebarskih jednadZbi koje
formiramo iz elementarnih doprinosa oblika (9.3.11),

— ispitivanje kriterija zavrSetka postupka, a to je najéesée da je euklidska norma vek-
tora popravka O'0 manja od neke unaprijed zadane vrijednosti €.

* Pogledati Elanke 9.2.6. i 7.

" Pogledati &lanke 9.2.4 — 10.

* Pogledati &lanak 9.2.5.

* Pogledati jednadzbe (9.2.53) i (9.2.56).
* Pogledati totku 9.2.9.2.

¥ Tada je dv*/0B° jednako nuli.
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Clan Bav‘/dB¢ jako ovisi o nadinu pribliZenja* ovisnosti v(B) i to bitno utjee na kon-

vergenciju postupka. Najcesce koristimo pribliZenje u dva podrucja:

— nezasiceno linearno podrucje u kojem je B — H ovisnost linearna, pa je 1 pribliZava-
mo pravcem,

— koljeno i zasieni dio B — H zavisnosti koji priblizavamo razli¢itim polinomima,
najéedce splineovima.”

Primjer 9.3.1. Staticko magnetsko polje elektromagneta

Nelinearni proracun statickog magnetskog polja prikazat ¢emo na proratunu mag-
netskog polja elektromagneta® kojeg smo prikazali na slici 9.3.1.

feromagnetski

namot

Slika 9.3.1. Elektromagnet

Dvodimenzionalni model elektromagneta na slici 9.3.1. i mreZu konaCnih elemenata
prikazali smo na slikama 9.3.2. 1 9.3.3.

Slika 9.3.2. Detalj mreZe u okolini
elektromagneta

2 Detaljnije o natinima priblizenja B — H ovisnosti pogledati u P. Silvester, Computer — Aided Design in
Magnetics, Springer Verlag, New York 1986.

% Detaljnije o glatkoj aproksimaciji krivulja splineovima pogledati u P.M. Prenter, Splines and
Variational Methods, Wiley Interscience, New York, 1975.

34 SloZenije primjene pogledati npr. u Z. Haznadar, R. Joki¢, Proracun polja sinkronih generatora meto-
dom konaénih elemenata, Elektrotehnika br. 1, Zagreb, 1976; Z. Haznadar, F. PuZar, Primjena metode konad-
nih dijelova za proracun reaktancija sinkronih strojeva, Elektrotehnika br. 4, Zagreb, 1981.
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R
I
o

\
dA/on=0

Slika 9.3.3. Granice i mreZa konaénih elemenata za dvodimenzionalni proracun magnetskog polja
elektromagneta

Na simetrali smo postavili Neumannove rubne uvjete dA /dn = 0, a na umjetnim granica-
ma Dirichletove rubne uvjete A, =0. Rezultate proraCuna za nezasieno stanje jezgre
prikazali smo na slici 9.3.3.a) a za zasiceno stanje dijela jezgre na slici 9.3.3.b).

5‘“1"\\

11| N

Slika 9.3.4. Rezultati MKE proracuna elektromagneta; a) nezasi¢eno stanje, b) zasi¢eno stanje

9.4. KVAZISTATICKO POLJE
9.4.1. Sinusno promjenjiva polja

Sinusno promjenjiva kvazistaticka polja rjeSavamo u fazorskoj domeni. Vektorski
magnetski potencijal u zadacama s linearnim materijalima zadovoljava vektorsku jed-
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nad?bu difuzije u fazorskoj domeni*
AA-jopkA=-pd . (9.4.1)

Ovdje ¢emo se zbog jednostavnosti ograniciti na razmatranje dvodimenzionalnih zadaca.
U njima vektorski magnetski potencijal i gustoca struje izvora imaju samo komponentu
u smjeru odrednice z, pa jednadZba (9.4.1) poprima oblik

A A
— *—, Jopxd+pJ =0 . (9.4.2)
ox“ Ody ’
PronalaZenje integralnog oblika ekvivalentnog ovoj jednadzbi prvi je korak u primjeni
MKE. Metodom teZinskih ostataka dobivamo izraz

FA A
fW,(g_Z + gj -jopKA + u,ls]dS =0, (9.4.3)
S

a primjenom Greenova teorema moZemo tu jednadZbu svesti na

J

(awt. A W,
5

0A
cA oW;cd dw 2 AdS = - : _ (9.4.4)
EE ay)ds Wi o[ Widds =i [ Wid 48

Ukljuc¢ivanjem Dirichletovih i Neumannovih rubnih uvjeta u taj izraz, te primjenom
Galerkinove metode, dobivamo

N, N, NN, & ot s
JEAJ[ x ax oy dy *ijZ_H —;{f -

(9.4.5)

oA
s —
- JZ”%{NFFS*JZ = l[NJdI‘.

I ovdje ¢emo primijeniti linearne trokutne elemente koje smo uveli u ¢lanku 9.2.3.
Integralni doprinos pojedinog elementa je kompleksan i odredujemo ga postupkom vrlo
sli¢nim onome kojega smo primijenili u ¢lanku 9.2.5. Konacni oblik doprinosa jest

f

kiy kiy ks go 71 1 Af g 1
Bl D2
We =1 5 ky ky Ky +jcop,"ice-£— 1 2 1|(|A¢|+ 1 (9:4.6)
4S‘: 12 112 J : 1
ks kg k5, J|4¢]

5 Pogledati ¢lanak 7.2.3, jednadZbu (7.2.35).
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Realni ¢lanovi matrice doprinosa elementa jednaki su kao i za stati¢ka polja® i iznose
klel = ()’ke ‘)’;)2 ¥ (xke _xje)z s
klez = k‘zel = (yke _yje)(yie _)’ke) + (xke _xje)(xie 'x,:) )
kles = kael = ()’je 'J’ie)()’ke ')’je) * (xje 'x;'e)(x;: “xje) )
k=g -3+ - %)%,
kg =ksy =0 =¥)0; -3 + 06 -x )0 -x)

ksea £ (J'f _}’,‘e)z * (x; _xie)z "

(9.4.7)

Ako su Neumannovi rubni uvjeti u zadaci razliciti od nule, moramo ih ukljuciti u prora-
¢un vektora f*. Ostali koraci u primjeni MKE jednaki su onima u odjeljku 9.2, samo
moramo voditi racuna da su elementarni doprinosi kompleksne velifine.

Primjer 9.4.1.1. Sinusno promjenjivo kvazistaticko polje sabirnica

Geometriju sabirnica definirali smo u ¢lanku 9.2.11. a mreZza kona¢nih elemenata
jednaka je onoj iz primjera 9.2.11.2. Za proracun sinusno promjenjivog kvazistati¢kog
polja u sabirnicama odabrali smo slucaj kad sabirnice vode trofazni simetri¢ni sustav
struja. U lijevom vodicu tece struja Icos(wf), u srednjem tece struja Icos(w? — 2m/3) a u
desnom Jcos(wt — 41/3) na frekvenciji 50 Hz. Za odabranu geometriju sabirnica izraZen
Jje povrSinski uCinak ve¢ pri frekvenciji 50 Hz. To smo prikazali slikom raspodjele
apsolutne vrijednosti fazora gustoce struje po simetrali sabirnica u srednjem vodicu.

714,

2_

Slika 9.4.1. Raspodjela normalizirane apso-
lutne vrijednosti fazora gustoe struje J.

Ovdje je J, = I/, a S je povriina vodica.

'¢——  srednji vodié 2

% Pogledati &lanak 9.2.5, izraz (9.2.53).
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Na slici 9.4.2. prikazali smo magnetsko polje silnicama u razli¢itim vremenskim trenu-
cima.

AN /

,E R—— \}

(AN

t=0

@@ e

t=2.5ms

(o (T

t=5ms

)

¥

Slika 9.4.2. Silnice vektora jakosti magnetskog polja sinusno promjenjivog kvazistatitkog polja
u sabirnicama u razli¢itim vremenskim trenucima

9.4.2. Nesinusna polja

Vektorski magnetski potencijal u linearnim dvodimenzionalnim zadaéama vremen-
ski nesinusno promjenjivih polja zadovoljava jednadZbu

T e =, (9.4.8)

ax?  dy? ot

Nakon primjene Galerkinove metode u prostornoj domeni (x,y), analogno prethodnom
Clanku, dobivamo integralni doprinos pojedinog elementa
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kiy ki ki) Af " 211 Af Lerese
e _ 1 e e e e e e A E el s“A (9.4.9)
e +““1212;5:Af 3 i '
e e 11 e
_k;l ksy ks | Ay | Ax

Nakon formiranja sustav jednadZbi za nepoznate koeficijente poprima oblik
[KJA+[S]%+F=0 . (9.4.10)

Tu jednadZbu rjeSavamo primjenom metode teZinskih ostataka u vremenskoj domeni T

fw;‘"{[K]A+[S]%+F}d:=0. (9.4.11)

T

Ovdje su w, teZinske funkcije u vremenskoj domeni. Nadalje primjenjujemo uobicajeni
postupak pribliZenja u vremenskoj domeni

A=Y N(A,. (9.4.12)

A, je vektor ¢vornih varijabli u i-tom trenutku. Interpolacijsku funkciju N(7) uzimamo
jednaku za svaku komponentu vektora A; pa je ona skalar. NajniZi stupanj polinoma
koji moZemo koristiti za N, su polinomi prvog reda budu¢i da u jednadZbu (9.4.11)
ulaze samo prve derivacije po vremenu. Pogledajmo sada tipi¢ni vremenski element
duZine At koji povezuje trenutke i + 1 i ¢ koji smo prikazali na slici 9.4.3.

N‘ ‘N:'+I

]

|
|
1|
|
|

» ¢ Slika 9.4.3. Linearne interpolacijske funkcije na vremenskom

) i+1
At > elementu

> r={/At

Linearne interpolacijske funkcije zadajemo kao

oN; 1
N=l-r ; -—/—=-—

Y 9.4.13)
7 oaN.,, 1 7 At
=T Ty T A
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i one zadovoljavaju sve uvjete koje smo u ¢lanku 9.2.3. propisali. Ako pretpostavimo da
je vremenska domena jednaka jednom elementu, jednadZba (9.4.11) postaje

1

" oN, oN,.,,
fw, [KI(NA; +N,A; ) +[S] _aTAf+ at A, |+F(dr=0 .
0

(9.4.14)

Tim izrazom opisali smo zadacu pocetnih vrijednosti, budu¢i da pretpostavljamo da
poznajemo vektor Evornih varijabli u i-tom trenutku A, a Zelimo odrediti vektor &vornih
varijabli A; , | u trenutku i + 1. Uvr§tavanjem interpolacijskih funkcija (9.4.13) u izraz
(9.4.14) dobivamo vezu izmedu A; i A4, , ,

1 1

dr
[K]fW:rd”[S]fW:E At
9 Q (9.4.15)

1 1 1
+ [K]fWI(l—r)dh[S]fWr% A+ [WFdr=0 .
0 0 0

U ovaj izraz moZemo uvrstiti razliCite teZinske funkcije W,. Opéenito moZemo pisati
(Ait[S]+8[K])Ai+l+(—Air[.5']+(l~8)[K]JAI.+BFM+(I -9)F,=0 . (94.16)

Ovdje je

1
f w, rdr
0

= (9.4.17)

1
fwrdr
0

Ako 1 u vremenskoj domeni Zelimo primijeniti Galerkinovu metodu, onda za teZinsku
funkciju odabiremo® w, = r. Tada je 6 = 2/3.

ProraCun vremenske ovisnosti vektorskog magnetskog potencijala provodimo itera-
tivnim postupkom. Iz poznate vrijednosti A; u i-tom vremenskom trenutku pomocu
(9.5.16) odredujemo A, , | koji je ujedno poCetna vrijednost za sljedeéi korak.

¥ Drugim izborom teZinskih funkcija mozemo dobiti dobro poznate formule koje uobicajeno izvodimo iz
pribliZenja konacnim diferencijama. Eulerovu metodu dobivamo za w, = 8(i), a Crank-Nicholsonovu metodu
dobivamo za w, = 8(i + 0.5). U ovoj knjizi smo odabrali Galerkinovu metodu koja predstavlja prirodan izbor
buduci da smo isti pristup koristili i u prostornoj domeni.
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Primjer 9.4.2.1. Ukapcanje suosnog kabela

Suosni kabel i mrezu kona¢nih elemenata prikazali smo na slici 9.4.4. U trenutku
t =0 na vodi¢ kabela prikljuéujemo struju i(t) = Isin(w?).

Slika 9.4.4. MreZa kona¢nih elemenata i geo-
metrija suosnog kabela

R A _
- R, J 0A/dn=10
"R,

L

Raspodjelu gustoce struja po vodicu i plastu kabela tijekom ukapcanja prikazali smo na
slici 9.4.5.

J 4 1= IO’J-S J + = lOO}J.S

2

\"_‘—:-——
=

I
B R, /
» R,
A JA
J | t=1ms / t=2ms
| |
| |
0 | VA 0 | l//I

Slika 9.4.5. Raspodjela gustoce struje po vodicu i plastu suosnog kabela tijekom ukapCanja struje
i(t) = Isin(wr) za frekvenciju f = 50 Hz.
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10. METODA MOMENATA

U prethodnom poglavlju smo opisali svodenje parcijalnih diferencijalnih jednadZbi
na sustav algebarskih jednadzbi primjenom metode konaénih elemenata. U ovom po-
glavlju obradit ¢emo metode svodenja linearnih integralnih jednadZbi na sustav linearnih
algebarskih jednadZbi koje moZemo nazvati zajednic¢kim imenom metoda momenata (u
daljnjem tekstu MOM). Ovdje ¢emo se ograni€iti samo na zadace s jednostavnim
materijalima, buduci da je u njima primjena MOM najucinkovitija i svodi se na odredi-
vanje nepoznatih izvora polja na granicama materijala. Stoga se primjena MOM u
takvim zadacama Cesto naziva metoda rubnih elemenata.’

Na pocetku ¢emo definirati MOM i uvesti najéesée koriStene postupke svodenja
integralnih jednadzbi na sustav algebarskih jednadZbi. Primjenu MOM najprije ¢emo
pokazati na rjeSavanju trodimenzionalnih statickih elektri¢nih polja. Zatim ¢emo obra-
diti zadace iz podrucja rasprSenja elektromagnetskih valova te zrafenja i rasprienja na
tankoZiCanim strukturama.

10.1. DEFINICIJA MOM

Integralnu jednadZbu moZemo simbolicki napisati kao

L(f)=g, (10.1.1)

gdje je L linearni integralni operator, g zadana funkcija, a f nepoznata funkcija koju
Zelimo odrediti.” Prvi korak u svodenju izraza (10.1.1) na sustav algebarskih jednadzbi
jest razvoj f u red unaprijed odabranih funkcija f, i = 1,...N u domeni funkcije f

N
=Y a.f, (10.1.2)
i1

gdje su o; nepoznati koeficijenti razvoja. Funkcije f; zovemo temeljne funkcije. Za to&no
rjeSenje naj¢esce u (10.1.2) moramo provesti zbrajanje beskonaénog reda. U pribliznom
rjeSavanju koje ovdje obradujemo zbrajamo kona&ni broj lanova u (10.1.2). Uvritenjem
JednadZzbe (10.1.2) u (10.1.1) i koristenjem linearnosti operatora L dobivamo

! Engleski naziv je Boundary Element Method (BEM).
* Pogledati Prilog A.
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N

Y «L(f)=¢g . (10.1.3)

i=1

Sustav linearnih algebarskih jednadzbi za nepoznate koeficijente o; dobivamo primje-
nom metode teZinskih ostataka. JednadZba (10.1.3) vrijedi u svakoj tocki domene €2
funkcije f;. Stoga za bilo koji skup funkcija v;, i = 1,...N, vrijedi

N
fvj{z a,L(f) —g}dﬂi=0 i ealoN . (10.1.4)

Q i=1

Pri traZenju pribliznog rje$enja primjenom MOM najprije odabiremo temeljne funkcije
f,i N, a zatim skup teZinskih funkcija v;, i =1,...N u domeni temeljnih funkcija Q. Tada
je izraz (10.1.4) teZinski integral ostatka zbog uvrStenja pribliZenja 1 predstavlja sustav
linearnih algebarskih jednadZbi za nepoznate koeficijente 0. Matri¢ni oblik tog sustava’
jest

| £vlL61)dQ £vlL(f2)dQ L £ wigpde| | ivlgdd
&y
£ v,L(f,)dQ £ v,L(f)dQ. . . . £ vL(f)dQ || o, £ v,8dQ

(10.1.5)

[rLf)dQ vl . . . [vL#pdQ | [vygdQ
[ Q Q ] Q

Ako matrica sustava nije singularna, rjeSenje odnosno vrijednosti koeficijenata pribliZe-
nja o; nalazimo metodama za rjeSavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi koje
smo opisali u ¢lanku 9.2.7.

Iz izraza (10.1.5) vidimo da je matrica sustava pri MOM potpuno popunjena za
razliku od rijetko popunjene matrice sustava pri MKE. No dimenzije matrice sustava za
rjefavanje istog zadatka primjenom MOM bitno su manje od dimenzija sustava pri pri-
mjeni MKE, buduéi da integralni operatori u elektromagnetskim zadacama s jednostav-
nim materijalima povezuju izvore polja koji se nalaze samo na granicama razliitih
materijala. Nasuprot tome diferencijalni operatori povezuju cijeli prostor koji polje obu-

3 Integral [x"f(x)dx nazivamo n-ti moment funkcije f. Clanove matrice sustava rafunamo integralima
oblika fw,L(f,)dx. Taj integral zovemo momentom od L(f,) budu¢i da je u njemu x" zamijenjeno s w,. Otud
slijedi i naziv metoda momenata.
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hvaéa.® Od niza moguénosti za izbor teZinskih funkcija najéed¢e primjenjujeno dvije:

1. Galerkinovu metodu u kojoj je v;=f,. Osnovna poteskoca u primjeni te metode je
sloZzeno i Cesto dugotrajno izraCunavanje elemenata matrice sustava viSestrukim
numerickim integracijama.

2. Uskladivanje u totkama.’ U toj metodi koristimo Diracove delta funkcije kao teZin-
ske funkcije,’ pa zbog svojstva Diracove delta funkcije

fﬁ(r—ro)f(r)dﬁ =Ar,) , (10.1.6)
Q

izbjegavamo jednu numeriCku integraciju. Time postiZemo to&no rjeenje u unapri-
jed odabranim toCkama domene Q pa iz toga slijedi i naziv metode. To&nost rjese-
nja ovisi o broju i poloZaju tih toaka. Ako odaberemo dovoljno velik broj totaka,
pribliZno rjeSenje postaje zadovoljavajuce to¢no.

10.2. TRODIMENZIONALNA STATICKA
ELEKTRICNA POLJA

10.2.1. Integralna formulacija zadace
Ovdje ¢emo zbog jednostavnosti najprije izvesti integralne jednadZbe koje opisuju

zadaCu koja se sastoji od regije vodljivog materijala na poznatom potencijalu i dviju
dielektrickih regija s raznim dielektri¢nostima kao na slici 10.2.1.

. . 2 - dielektrik
i dielpletcik Slika 10.2.1. Zadaca statickog elektrinog polja

€,

* Ta se prednost gubi kod nelinearnih materijala, pa je primjena MOM u zada¢ama s takvim materijalima
rijetka. Cesto se u tim zada¢ama povezuju primjena MKE za nelinearni i primjena MOM za linearni dio
zadae. Pogledati na primjer Z. Haznadar, S. Milojkovié, I. Kamenica, Numerical Field Calculation of
Insulator Chains for High Voltage Transmission Lines, Third International Symposium on High Voltage
Engineering, Milan, 1979.

3 Engleski naziv je Point Matching.

¢ Pogledati Prilog B.
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Ovdje n; su jedini¢ni vektori okomiti na grani¢nu povrSinu S; volumena V; usmjereni u
i-tu regiju. Potencijal @, u i-toj regiji zadovoljava Laplaceovu jednadZbu

Ag,=0, (10.2.1)

a na granicama mora zadovoljavati rubne uvjete

o (r)=@r)=9, ; Tres,

P,(r)=¢,(r) ; Tres,,

= TN . SRR (10.2.2a - d)
2 On, Son, 27

0

ﬂ= ; TES, .

on,

Za rjeenje Laplaceove jednadZbe u drugom poglavlju uveli smo Greenovu funkciju’

1 1
' = (10.2.3
G(r,r') p )

koja zadovoljava uvjet
-AG(ry')=06(r-r). (10.2.4)

Ovdje je & Diracova delta funkcija. S #’ oznatavamo toCke u kojima se nalaze izvori
polja. Ako jednadzbu (10.2.1) pomnoZimo s G i jednadzbu (10.2.4) s @, i zatim ih
zbrojimo dobivamo

G(rr') Ao (r) - 9,AG(rr' ) = 9 (r)8(r-1") . (10.2.5)

Integriranjem te jednadZbe po volumenu i-te regije V; i primjenom Greenova teorema
slijedi

!

L, 90 86| . _ |94 3 TV (10.2.6)
!{ Grr')—,— *or) B, }d&-“{ 0 ; rev,.

Ako ovaj izraz primijenimo na sve regije u zadadi i zbrojimo, a zatim u taj izraz uvrsti-
mo rubne uvjete, dobivamo

" Pogledati odjeljak 2.4.
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@,(r); reV,,

9p,(r') € 3g,(r')
f’G(r,r’) 63n1 dSl —{1 -é]j‘G(r}r’) 813 dSz= (pg(r) . TE V2 , (1027)

ot @(r) s reV; .

Clan £,(9¢,)/(dn,) je ukupni plo$ni naboj G, na granici vodi¢ — dielektrik, a Clan

g,(1 — £4/€,)(39,)/(0n;) je polarizacijski plo§ni naboj o, na granici dva dielektrika.
Drugu integralnu jednadZbu koju zadovoljavaju veli¢ine iz (10.2.7) dobivamo pri-

mjenom rubnog uvjeta (10.2.2¢) i ona glasi

_fames 00y f, O f‘f"@(r’)ac(’P”r)ds ;
€,

2e, On, 4 om, on, 2
2 (10.2.8)
0@,(r') oG(r,,r')
+f 3 P ds, =
2 on, on,
Ovdje je
r,€S, ,
OG(rpr") , (10.2.9)
a_n3 =VG(!‘P,!‘ )'HS .

Ako jednad?bu (10.2.7) primijenimo na plohu S, s poznatim potencijalom, a jednadzbu
(10.2.8) na plohu S, dobivamo integralne jednadzbe"

@ (1) - Efo(r)G(rr)dS =0 ; res,,
i=1 S

(10.2.10a,b)
f aG(rr )

T I4S, =0 ;  res,.

S

Izraze (10.2.10) moZemo primijeniti i na zadace s viSe vodljivih i dielektrickih regija.
Tada je S, unija svih granica vodi& — dielektrik, S, unija svih granica dielektrik — dielek-
trik, a pri primjeni (10.2.10b) moramo upotrijebiti odgovarajuci par dielektricnosti za
svaku granicu.’

* Takvi oblici jednadZbi su poznati kao 1. i 2. Fredholmova integralna jednadZzba. Pogledati Prilog A.
¥ Pogledati npr. u O.V. Tozoni, 1.D. Majergojz, Rascet trehmjernih elektromagnitnih poljej, Tehnika,
Kijev, 1974.



656 10.2. Trodimenzionalna stati¢ka elektri¢na polja

10.2.2. Primjena MOM

Prvi korak u primjeni MOM jest izbor temeljnih funkcija. Najcesce dijelimo do-
menu nepoznate funkcije izvora polja na subdomene i pribliZzenje temeljnim funkcijama
definiramo po subdomenama, no moZemo definirati i temeljne funkcije na cijeloj dome-
ni. Ovdje ¢emo opisati najjednostavniji postupak pribliZzenja po subdomenama. Domena
nepoznatih ploS$nih naboja su grani¢ne povrSine S, i §,. Njih dijelimo na subdomene

AS, ; i=12 ; j=1..N;, (10.2.11)

ij

a za temeljne funkcije odabiremo konstante na subdomeni

1 =z rEASg

() = =12 ; j=1,..N,.
f;"() 0 ; r&fASg 4 !

(10.2.12)

Sada nepoznate funkcije plo$nih naboja moZemo pribliZiti konstantama po subdomena-
ma

o= o,f; ; i=12 ; j=L.N,. (10.2.13)
Nepoznate koeficijente 6;; odredujemo uskladivanjem u totkama. TeZinske funkcije su
tada Diracove delta funkcije

vir)=o6(re,) ; i=12 ; j=1.N,;. (10.2.14)

Ovdje je r¢,; vektor poloZaja srediSta j-te subdomene i-te povrSine. UvrStenjem izraza
(10.2.13,14) u jednadzbe (10.2.10) dobivamo

2 N
Zl Oi f Glre,or)dS =g (re ) 5 k=1,.N,,
i= =1 oy
- (10.2.15a,b)
N, .
€378, 2 . aG(rczpr)
-2 . | —==——dS=0 ; I=1,.N

oaTea) €3%8,50 ;=El thai.. on, ® ’ TR

Ul

a to je sustav linearnih algebarskih jednadzbi za nepoznate koeficijente o;;.

Primjer 10.2.1. Plocasti kondenzator

Geometriju zadace smo prikazali na slici 10.2.2. Potrebno je odrediti pribliZenje
nepoznate raspodjele ploSne gustoe naboja po ploama kondenzatora ako zadana
razlika potencijala izmedu plo€a iznosi @,.
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Slika 10.2.2. Ploasti kondenzator

Graniéne plohe u ovoj zadaéi" jesu

S, 1(xy,0 ; —asx<a , -asy<a,
1 - x,0) y (10.2.16)

S, i(xy2a) ; -asx<a ; -as<y<a,
pa za primjenu postupka MOM koji smo opisali u prethodnom &lanku uvodimo
§,=8,*S,, - (10.2.17)

Grani¢ne plohe dijelimo na pravokutnike na kojima pretpostavljamo jednoliku raspodje-
lu plo¥nog naboja. Tada izraz (10.2.15a) moZemo napisati u matri¢nom obliku

[Pllo]=1[e, (10.2.18)

Ovdje su elementi P,; matrice [P] doprinosi potencijalu u tocki r¢, od pravokutnika
AS,;. Elementi vektora [0,] su nepoznati koeficijenti pribliZzenja raspodjele ploSne
gustoée naboja u tockama r,,, a elementi vektora [@,] su zadani potencijali u istim
tockama. Izraz za potencijal jednoliko nabijene pravokutne ploce izveli smo u Clanku
4.7.3," pa éemo ga ovdje primijeniti za proradun elemenata [P]. Ako obje ploce dije-
limo na jednak broj dijelova 2N u x i y smjeru onda matrica sustava ima (4N)* eleme-
nata, a vektori [0,] i [@,] imaju 4N_elemenata. Nepoznati vektor [0;] odredujemo
rjeSenjem sustava linearnih algebarskih jednadzbi (2.10.18). Bitan utjecaj na tocnost
raduna ima izbor poloZaja toaka r.,, odnosno na¢ina podjela plo¢a na pravokutnike.
Jednostavno pravilo jest da podjela mora biti gus¢a u podrucjima gdje ofekujemo da se
raspodjela gustoée naboja brze mijenja. Buduéi da je plo$na gustoca naboja singularna

10 7a sloZenije proratune pogledati npr. Z. Stih, High Voltage Insulating System Design by Application of
Electrode and Insulator Contour Optimization, IEEE Trans. on Electrical Insulation, Vol. EI-21, No. 4, 1986.;
7. Haznadar, S. Berberovié, Electric and Magnetic Field Calculations of Vacuum Circuit Breaker, IEEE
Trans. on Magnetics, No.6., 1985.

' pogledati primjer 4.7.3.1. Polje pravokutne plote, izraze (4.7.56 — 60).
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na bridovima ploca, propisali smo slijedeéi algoritam za izbor odrednica grani¢nih
toaka pravokutnika AS,,, : (x,y.2) ; xd,<x<xg, ; yd, <y <yg, ; m=1,.2N ;
n=1,.2N

i\P
a—1+(ﬁ s i=1L,..N ; m=i,
xgm=J
!p
a1+(1—EJ y i=LLN ; m=N+i,
(10.2.19)
i\P
a—1+(EJ ; 1=0,.N ; n=i+l,
yd, =
i\P
a1+(1-ﬁ] sy i=L..N-1 ; n=N+i+l1,
i\P
a—l+(—h—r y =L.N ; n=i,
Y8, =
i\P
al+(1-~A—{J] ; i=1,,.N ; n=N+i.

Parametrom p mijenjamo veli€inu podjela, za p=1 svi pravokutnici su Jjednaki, a
rastom p smanjuju se pravokutnici uz bridove ploa, a povecavaju se pravokutnici u
unutraSnjosti plo¢a. Utjecaj parametra p na to&nost rauna prikazali smo slikom 10.2.3.

Prad Py
1.02
1.00 F
0.98 -
0.96 f

0.94 - ; b .
|I Slika 10.2.3. Omjer izralunatog ¢, i zadanog

potencijala @, na plo¢i u ravnini z = 0 duZ osi x

-a X a
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Na toj slici vidimo da dobrom podjelom moZemo bitno povecati tonost proratuna ne
poveéavajuéi dimenzije sustava i duZinu prorafuna. Na slici 10.2.4. prikazali smo
normalizirana pribliZenja plo§ne gustoée naboja na plo¢i u ravnini z=0zap=1ip=3.

olo,

0.4

a
a)N=4,p=1 b)N=4,p=3
Slika 10.2.4. PribliZenje raspodjele normalizirane plo¥ne gustoée naboja plocastog kondenzatora
za N = 4, 6, = £,9,/(2a); a) jednolika podjela (p = 1), b) nejednolika podjela (p = 3)

10.3. RASPRSENJE ELEKTROMAGNETSKIH
VALOVA

U ovom i sljedeéem odjeljku razradit ¢emo primjenu MOM u rjeSavanju zadaca iz
podruja elektromagnetskih valova u fazorskoj domeni. Neka su E i H vektori elektro-
magnetskog polja koje uzrokuje sinusna elektri¢na struja gustoce J u jednostavnom
materijalu znalajki (u,e). Oni zadovoljavaju Maxwellove jednadZbe u fazorskoj domeni

VxE=-jouH
VxH=joeE+J .

Ista struja u jednostavnom materijalu drugih znaCajki, na primjer vakuumu, uzrokuje
drugacije polje E,, H, koje takoder zadovoljava Maxwellove jednadZbe

(10.3.1a,b)

VX.E(): "jmuoﬂo s

(10.3.2a,b)
Vxﬂo =jm80£0+1 .
Razliku izmedu ta dva polja nazivamo "raspreno polje" E°, H*
ES = _E _Eﬁ 3
(10.3.3a,b)

H'=H-H .
0
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Oduzimanjem jednadzbi (10.3.1,2) dobivamo jednadZbe koje mora zadovoljavati raspr-
Seno polje '

VxE*= ‘J"‘ﬂ(u = l-"o)ﬂ -jw UOHS s

(10.3.4a,b)
VxH*=jw(e -¢y))E+jwe,E* .
Ako uvedemo ekvivalentne struje'?
Km =fw(|-1 - po)ﬂ ’
(10.3.5a,b)

J =jo(e-e)E,

iz jednadZbi (10.3.4a,b) vidimo da se elektromagnetsko polje rasprieno na materijalu
znalajki koje su razliite od p, i €, moZe odrediti pomocu ekvivalentnih struja koje teku
u prostoru. Te struje teku samo u dijelu prostora u kojem su znacajke razlicite od p, i
g,, buduci da su mnozitelji (u—,) i (¢ — &,) samo tamo razliCiti od nule. Odredivanje
polja zadanih struja je jednostavno, no odredivanje ekvivalentnih struja u (10.3.5) sloZen
je postupak jer su E i H nepoznati. No takav pristup nam omogucava izvodenje inte-
gralnih formulacija za E i H koje éemo rjeSavati primjenom MOM. Kompleksnu dielek-
tri¢nost u (10.3.5) moZemo pisati kao"

e=g'—j— , (10.3.6)
w

pa jednadzba (10.3.5b) postaje
J =[x+jo(e’-¢y)]E . (10.3.7)

Prvi ¢lan desne strane ove jednadZbe jest gustoca provodnih struja. U dobrim vodiima
taj je ¢lan mnogo veci od ostalih, pa izraz za J, moZemo svesti na

J =xE . (10.3.8)

Osim toga, u vecini dobrih vodica vrijedi p=p, pa K, nestaje. Stoga je za tijela od
dobrih vodica ekvivalentna struja jednaka provodnoj struji. Ona je opcenito rasporedena
u volumenu tijela. U ovom odjeljku éemo razmatrati samo idealne vodic¢e beskonalne
vodljivosti. Oni su u najveéem broju slucajeva dovoljno dobro pribliZenje realnih
vodi¢a. Tada se ekvivalentna volumna struja svodi na plo§nu struju.

Da bismo izbjegli u pofetku nepotrebno zamrSivanje postupaka ograniCit emo se
na dvodimenzionalne probleme. U njima pretpostavlijamo da su sve veli¢ine polja
neovisne o odrednici z pravocrtnog koordinatnog sustava, odnosno da za vektore polja

12 Pogledati tocku 8.3.2.2.
13 Pogledati to¢ku 8.3.2.1. Ovdje smo upotrijebili za e” = K/®.
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vijedi  E =E,(xy)a, +E (xy)a, +E(xy)a, H=Hxya +H/xya,+Hxya, i
J=J (xya, +J (xya,+J (xya,. JednadZbe (10.3.1a,b) tada poprimaju oblik

aﬁz GEZ aﬁy aEx ‘

ay ax_ ox ay+ ox B 3}' }az=_1mu(ﬂxa1+ﬂyay+ﬂzaz) 2
oH, OH, OH OH ' | (10.3.9a,b)
o "”( x oy ]"f("“gﬂx)“x*("“%*‘—"y)"y*

+(Jw 3£z ﬂ*,l;!)aZ ;

Iz tih jednadZbi vidimo da su medusobno povezane veli¢ine J,, E, H, i H, koje Cine
transverzalni magnetski dio u odnosu na os z (u daljnjem tekstu TM) elektromagnetskog
polja, te H,, J,, J,, E,, E, koji &ine transverzalni elektri¢ni (u daljnjem tekstu TE) dio
elektromagnetskog polja. Svako dvodimenzionalno elektromagnetsko polje moZemo
prikazati kao zbroj TM i TE dijela. Buduéi da TM i TE dio nisu medusobno ovisni,
moZemo svakoga razmatrati zasebno i time vektorsku zadacu reducirati na skalarnu.

10.3.1. Integralni oblik jednadzbi

U zadaée rasprienja svrstavamo one u kojima se tijelo nalazi u poznatom vanjskom
elektromagnetskom polju. Izvori tog polja su udaljeni i nisu dio zadace rasprSenja.

10.3.1.1. TM polje

Za dvodimenzionalno TM polje vrijedi E = E (x,y)a,, H=H (xy)a, + H (x.y)a, i
J =J,(x,y)a, pa sustav (10.3.9a,b) svodimo na

E_ OE,
‘a -—a =-jop(Ha +Ha),
X Yy x X 4 g
T o ’ (10.3.10a,b)
OH, oH
x dy a.=(ok +l)a, .

Iz ovih jednadzbi slijedi skalarna jednadZzba za E,
AE +k’E =jopd_, (10.3.11)

gdje je k*=w’ep=2n/A valni broj. Ova jednadZba ima oblik dvodimenzionalne
Helmholtzove jednadzbe. U Elanku 2.4.2. pokazali smo da za njezino integralno rjese-
nje moramo najprije odrediti Greenovu funkciju koja ovdje predstavlja polje jediniCne
linijske strujnice. Zbog osne simetrije tu zada¢u rjeSavamo u cilindri¢nom koordinatnom
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sustavu. Nakon separacije varijabli'* jednadzba (10.3.2) u prostoru oko strujnice prelazi
u Besselovu diferencijalnu jednadZbu nultoga reda

dE
1d 2 (10.3.12)
e i, — E
Z r{r )+k =0 .

Rjesenja te jednadzbe su Besselove funkcije prve i druge vrste, nultog reda te Hankelo-
ve funkcije prve i druge vrste nultog reda."” RjeSenje koje zadovoljava uvjet da raspr-
Seno polje nestaje za velike udaljenosti od izvora jesu Hankelove funkcije nultog reda
druge vrste

Hy?(kr) =J(kr) - jN(kr) (10.3.13)
koje predstavljaju izlazni val. Pretpostavljamo rjesenje oblika
E = -jIopCHy (kr) . (10.3.14)

Konstantu C odredujemo iz uvjeta
lim§Hrda =1, (10.3.15)

buduci da kroz strujnicu protjece struja I, a H je zbog osne simetrije zadace neovisan o
obilaznom kutu o.. Fazor jakosti magnetskog polja H odredujemo iz jednadzbe (10.3.1a)
u cilindri¢nom koordinatnom sustavu

oE lopC
) (O M M Lo ik BT (10.3.16)
—jou or jou or

Za male argumente Hankelovu funkciju nultog reda druge vrste priblizavamo s

HO(er) =1 - z(mﬁ H,) (10.3.17)

gdje je Y= 0.5772... Eulerova konstanta. Stoga vrijedi

2IC

g (10.3.18)
nr

lim| - IC— ¢ HP (kr)
r-0 or

pa iz (10.3.15) dobivamo C = 1/4j. Ako se izvor polja nalazi u tocki ’, onda moramo
izvrsiti translaciju koordinatnog sustava za taj vektor, pa je Greenova funkcija za zadace

" Pogledati Prilog A.
'S Pogledati Prilog E.
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koje zadovoljavaju dvodimenzionalnu Helmholtzovu jednadzbu
G(ry')= -&lfHéz)(k lr=r']). (10.3.19)
]

Konacni izraz za jakost elektri¢nog polja u to¢ki r jedini¢ne linijske strujnice koja se
nalazi u tocki »” jest

E,(r)= _.’%ng’(k lr=r' ) (10.3.20)
gdje je Z’ = (w/e)"™. Opée rjeSenje za zadanu raspodjelu struja jest

E (r)= —k—fiflz(r')ﬂéz’(k |r-r'|)ds . (10.3.21)
M

Razmotrimo sada idealno vodljivo tijelo u narinutom vanjskom TM polju u odnosu
na os z kao §to smo prikazali na slici 10.3.1.

Slika 10.3.1. Idealno vodljivo tijelo u vanjskom
TM polju

Narinuto polje inducira plosne struje J, na povrSini vodljivog tijela, a one uzrokuju
rasprieno polje E_*. To polje odredujemo pomocu jednadzbe (10.3.21) koju primijenju-
jemo samo na povrsinu tijela. Na idealnom vodi¢u je tangencijalna komponenta jakosti
elektri¢nog polja jednaka nuli, pa na krivulji C vrijedi
E =E'+E5=0 . (10.3.22)
z Z Z

Iz izraza (10.3.21 i 22) slijedi integralna jednadZzba
1., _KZ' N 7@ , o
Ez(r)—~Tf.lz(r)H0 &|r-rDdl ; rec, (10.3.23)
C

u kojoj je narinuto polje E’ poznato, a gusto¢a plo$nih struja J, je nepoznata i moramo
je odrediti.
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10.3.1.2. TE polje

U zadacima s dielektricima i idealnim vodi¢ima (K — o) struje mogu te€i samo po
povrsinama idealnih vodica S, pa integralno rjeSenje za vektorski magnetski potencijal
4 16
jest

AW =k [I)G(r,r)dS" (10.3.24)
h
gdje je G Greenova funkcija zadace. Jakost magnetskog polja ratunamo pomoéu
H= &VXA =Vx f J(r)G(r,r)ds’ . (10.3.25)
S

Kori3tenjem identiteta” V x (JG) = VG x J + G(V x J) = — J x VG dobivamo

H@r)=- f J(r')xVG(r,r)ds’ . (10.3.26)
S

Ovdje obradujemo zadade raspr§enja u kojima ukupno magnetsko polje radunamo
pomocu

ﬂ=£1+ﬁs ; (10327)

H' je zadano narinuto magnetsko polje, a H’ je rasprSeno polje uzrokovano strujama
koje teku po vodifima. Stoga ga ratunamo pomocu izraza (10.3.26). Na granici vo-
di¢ — dielektrik vrijedi uvjet za tangencijalnu komponentu jakosti magnetskog polja'®

Jr)=nxH=nxH'r)+nxHJ,) ; reS. (10.3.28)

Na grani¢noj plohi § se jakost magnetskog polja H skokovito mijenja. Ispred nje je H
konacan, unutar nje je jednak nula, a na granici C je jednak plosnoj gustoéi struje.
Stoga moramo H* izrafunati kao grani¢nu vrijednost kad se plohi S pribliZavamo izvana

J(r) +lim

r-5

nx f Jr')xVG(r,r)dS' |=nxH(r) ; res. (10.3.29)
M

U dvodimenzionalnom sinusno promjenjivom TE polju prikazanom na slici 10.3.2. je
H=[H /(xy) + H (xy)la, E=E (xya, +E(xya, i J=Jxya+J] (xya, =Ja,.

' Pogledati &lanke 2.4.5. i 2.5.1.
"7 Pogledati Prilog C. Clan G(V x J) jednak je nuli buduéi da je J funkcija samo od 7.
" Pogledati tablicu 1.5.1.
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Slika 10.3.2. Idealno vodljivo tijelo u vanjskom
TE polju

Ako te veli¢ine uvrstimo u jednadzbu (10.3.29) i zatim taj izraz skalarno pomnoZimo s
jedini¢nim vektorom @, dobivamo skalarnu integralnu jednadZzbu

1(r)+lim[af-nx [I0)a) xVG@,rdr|=-H!) 5 reC, (103.30)
r-C C
budu¢i da je a;n xa,H'=a(-a)H'= - H,/. Dvodimenzionalnu Greenovu funkciju

izveli smo u prethodnoj to¢ki," pa koriStenjem izraza

@

aiy () HO) (10.3.31a)

dx b
i identiteta
, r-r . r-r'
a, nxla, xm =a,'nx|(a,xn")x ] = 103316)
' r_r' ’
=n'- =cosa' ,
g

jednadZba (10.3.30) prelazi u

J(r) -lim % f J(r')cos o’ H(k|r-r'ydl'=-H!(r) ; reC. (10.3.32)

r-C Jc

Grani¢nu vrijednost kada r — C odredujemo tako da iz krivulje C izdvajamo mali dio u
okolini to¢ke P(r) ograniCen totkama M i N prema slici 10.3.3.

¥ Pogledati izvod izraza (10.3.19) u to&ki 10.3.2.1.
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el
|r- r'| =R

0]
Slika 10.3.3. Uz izvod integralne jednadZbe rasprse-
nja u TE polju

C
JednadZba (10.3.32) tada poprima oblik
i) == f J(r'ycos ' HP(k|r-r' )l -
Y (10.3.33)
- lim — f J(r'ycosa HP(k|r-r'ydl'=-H'() ; reC.

r-MN Yy

Na malom luku krivulje izmedu toaka M i N moZemo gustocu struje J(r') smatrati
konstantnom, a za proraun grani¢ne vrijednosti integrala po tom luku umjesto funkcije
H,® uvrStavamo njezino pribliZenje za male argumente

klr-r'| . 2 .2
HO®k|r-r'|) = = _ (10.3.34)
v (klr=r'}) 2 +]k1t|r—r’[ jkn|r—r'|

Grani¢na vrijednost integrala po luku izmedu to¢aka M i N time prelazi u
J) " cosa’ Jn "
dl' === [do' = J@)— (10.3.35)
Erl e

Kako se P priblizava luku 0 se priblizava m. Ako pustimo da duZina MN teZi k nuli
jednadzba (10.3.32) prelazi u

10

—i_f,[(r')cosm’Hl(z)(Mr—r’|)dl'=—ﬂ"(r) ; recC, (10.3.36)
2 4_;C z

a to jest integralna jednadZba zadace rasprSenja u TE polju.
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10.3.2. Rjesenje zadace rasprsenja primjenom MOM
I ovdje ¢emo koristiti pribliZenje nepoznate funkcije raspodjele struje po subdome-

nama. Bududi da razmatramo dvodimenzionalne zadaée, domena nepoznate funkcije je
grani¢na kontura C. Nju dijelimo na N odsjecaka AC,, i = 1,..N prema slici 10.3.4.

Slika 10.3.4. Podjela konture C na odsjetke

C

Za temeljne funkcije odabiremo konstante po odsjetku

1 ; reAg,
(r)= : i=1,..N, (10.3.37)
W 0 ; reAC
pa nepoznatu struju pribliZavamo konstantama po dijelovima
; 8
._I(r)=_zlj Lfi 5 i=L.N. (10.3.38)
j=

Ovdje su J; nepoznati kompleksni koeficijenti i odredujemo ih postupkom uskladivanja
u tockama. TeZinske funkcije jesu Diracove delta funkcije

v=8(ry) ; i=1.N, (10.3.39)

a r¢; je vektor poloZaja sredista i-tog odsjeka. Primjenom metode teZinskih ostataka
dobivamo iz integralnih jednadZbi sustav linearnih algebarskih jednadZbi za nepoznate
koeficijente J,.
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10.3.2.1. RasprSenje u TM polju

Postupak koji smo prethodno opisali primjenjujemo na jednadZbu (10.3.23). Pribli-
zenje (10.3.39) uvrStavamo u (10.3.23) i postavljamo uvjet da tako dobivena jednadZba
vrijedi u N toCaka koje se nalaze u sreditu odsjeCaka

N ,
E:(fc,m)=2-_fz,.£f— f HP®|r, -r/Ddl ; m=1,.N. (10.3.40)
=1 77 Ag,

Time smo dobili sustav od N linearnih algebarskih jednadZzbi s N nepoznanica Kkoji
piSemo u matri¢nom obliku

[Z]J=E' (10.3.41)

Ovdje je J vektor nepoznatih koeficijenata struje, E' je vektor &iji su kompleksni ele-
menti vrijednosti narinutog polja u srediStima odsjeCaka

E/=E!(xy) ; i=L.N, (10.3.42)

a [Z] je matrica ¢iji su kompleksni elementi

zf% [ B[+ -y Pl (10.3.43)
AC;

Njih ne moZemo izratunati jednostavnim analitickim izrazima, ve¢ moramo koristiti
numeri¢ku integraciju. Obi¢no je N dovoljno velik da odsjecke AC moZemo smatrati
pravcima, pa koristimo parametrizaciju po odsjeCku oblika

OB ey, (10.3.44)
Y, O=y,* (Y ~¥;,)t

Ovdje je (x;, y;,) potetna a (x;, y;) krajnja to¢ka j-tog odsjetka. UvrStenjem paramet-
rizacije (10.3.44) u (10.3.43) rafun Z; prelazi u

1
z,= %— Al { Bk, - OF + 0, -y, OF 1dr’ (10.3.45)

gdje je Al; duZina j-tog odsjecka. Za proracun tih integrala koristimo jednodimenzio-
nalnu numeri¢ku integraciju.”’ Posebnu paZnju moramo usmjeriti ra¢unu dijagonalnih

% Detaljnije o numerickoj integraciji pogledati u P.J. Davis, P. Rabinowitz, Methods of Numerical
Integration, Academic Press Inc, Orlando 1984. Ovdje smo koristili Gaussovu integraciju.
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elemenata Z;. Tada je tocka (x; y;) na odsjeku /; pa u njoj Hankelova funkcija H,®

postaje singularna, a integral postaje nepravi. Todku (x;, ¥;) zadajemo parametrom f,
x(t,) =X+ (x; —xip)r0 . (103.46)
y,’(to) =y§p + (y,'k _y;p)to .

Okolis te tofke unutar kojeg vrijedi pribliZenje (10.3.17) Hankelove funkcije H,? malih

argumenata izdvajamo, pa dijagonalni element Z, radunamo kao

l fo-¢ 1
Z;= %AZ; f Héz)[k(fo ~t)Al]dt+S,+ f Héz)[k(r ~t)ALldt} . (10.3.47)
0 o+t

Integrali u tom izrazu nisu nepravi pa ih moZemo izralunati numericki, a izdvojeni dio
S, jest

e k(t,-t) Al
S, = lim f(l—jz(ln-o———ﬂ’]]dﬁ
-0 T

é 2
o-¢ (10.3.48)
h+¢
2. k(-z)AlL
+ f[l‘.l;(lﬂ_—z—“f dt| ,
!o+€

1 moZemo ga izraCunati analiticki. Konani izraz za proradun dijagonalnih elemenata Z;
jest

A U 1
zﬁm%% [ B Uk(ty-1) AL e+ [ HePthie - 1AL de +
° Lk (10.3.49)

2. kAL
1‘-_}';[111 2 +1+"(}J} 8

Koeficijente struje dobivamo rjesenjem sustava linearnih algebarskih Jjednadzbi (10.3.41)

+2¢

J=[Z]'E=[Y]E . (10.3.50)

Buduci da su jedinice za J A/m, a za E V/m slijedi da je Q jedinica &lanova matrice [Z].
Stoga je Cesto zovemo poopéena matrica impedancija, a [¥] zovemo poopéena matrica
admitancija. Ako zamislimo da svaki odsje¢ak AC, predstavlja i-ta vrata multipola na
koja prikljutujemo napon E’(x, y,), onda jednad?bu (10.3.50) moZemo tumagiti kao
prikaz poopéenom matricom admitancije multipola s N vrata, a (10.3.41) kao prikaz
poop¢enom matricom admitancija istog multipola u teoriji elektri¢nih mreza. Stoga vod-
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ljivo tijelo u narinutom polju moZemo prikazati multipolom prema slici 10.3.5.
i 4 S

+[
EJ/( f\;? [Z] ili [Y]
. JN

+ Slika 10.3.5. Prikaz vodljivog tijela u narinutom polju multipolom s

E\j(~ Il N vrata

S—

Jakost elektri¢nog polja u prostoru oko vodljivog tijela nakon odredivanja koeficijenata
struja raCunamo pomocu

|

2
E (x,) =£LTE ijA ijHéz)[k\f(x —xj’(r))2 +(y-yj’(t))2 ldt’ . (10.3.51)
J=1 0

Za proracun dalekog polja u izraz (10.3.51) uvrStavamo pribliZenje H,? za velike argu-
mente

2j ke (10.3.52)
H(z) klr-r = Jjk|r-r'| ,
0 ( ’r 4 ])r>>r' ﬂklr—rrle
i koristimo izraze®'
1 1 . s A7) (10.3.53)
|r—r'| r>>r' T ’ r>>r' ’

pa time izbjegavamo numeriCku integraciju.

Primjer 10.3.2.1. Rasprsenje ravnog TM vala na vodicu kvadratnog
presjeka

Vodi¢ kvadratnog presjeka nalazi se u polju ravnog TM vala u odnosu na os z koji
nailazi pod kutem ©’

! Pogledati ¢lanak 8.8.2.
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EIZE{;’ejk(xcosuhysine’) (10.3.54)
_.z 3
prema slici 10.3.6.
A
¥
A
a
Y
a
Slika 10.3.6. Vodi¢ kvadratnog presjeka u vanjskom TM polju

Buduéi da u vrhovima kvadrata struja ima singularitete, ovdje smo takoder primijenili
nejednoliku podjelu na odsjecke algoritmom koji smo opisali izrazima (10.2.19). Pri-
bliZenje struje po plastu vodiéa u zraku za N =40 odsjecaka uz p=2, /=01 ka =2
prikazali smo slikom 10.3.7.

Slika 10.3.7. Normalizirana apsolutna vrijed-
nost fazora koeficijenata struje po pladtu
vodita, |H'| = |E|/1Z

0.5

1

Jakost elektri¢nog polja u blizini vodi¢a izraunali smo primjenom izraza (10.3.51) 1
prikazali slikom 10.3.8.
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Slika 10.3.8. Raspodjela ja-
kosti elektricnog polja u oko-
lici vodi¢a (blizo polje), pri-
kaz u vremenskoj domeni za
trenutak t = 0

Jakost elektri¢nog polja na velikim udaljenostima od vodi¢a izraGunali smo primjenom
izraza (10.3.51) i pribliZzenja (10.3.52,53) i prikazali slikom 10.3.9.

Slika 10.3.9. Raspodjela ap-
solutne vrijednosti fazora ja-
kosti elektri¢nog polja na ve-
likim udaljenostima od vodi-

¢a (daleko polje)

10.3.2.2. Rasprsenje u TE polju

Integralnu jednadZzbu (10.3.36) prevodimo u sustav linearnih algebarskih jednadZbi
postupkom uskladivanja u to¢kama. Sustav jednadZbi jest

N
—"El by fcosoc H (K|, v |)dl'= -HX(rg,) ; m=1,.N (10355

Ovdje su r¢,, m=1,..N vektori poloZaja srediita m-tog odsjecka, a J, kompleksni
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koeficijenti pribliZenja nepoznate funkcije struje. Matri¢ni oblik sustava jest
[T']lJ=H . (10.3.56)

Elemente kompleksne matrice [I'] raunamo pomocu

5, g
r.:_v_-’i,fﬂﬁ’(kp—r* 'L ar (10.3.57)
o2 4 acy |r—r |
gdje je 8; Kroneckerova delta
N d PR (10.3.58)
Voloy iwj.

Ako su odsjeCci AC; duzine, onda krivuljni integral (10.3.57) ra¢unamo uvodenjem
parametrizacije (10.3.44). Jedini¢ni okomiti vektor n jednak je vektorskom produktu
jedini¢nog vektora tangente na AC i jedini¢nog vektora u smjeru odrednice z. Na duZini
je on konstantan i iznosi

_ (y,'k —yip)ax B (xik uxip)ay

| (10.3.59)
VO =%, + =y,
pa izraz (10.3.57) prelazi u
k1
o B B (2) — 2 i 2
=3 Y [HP k[, =x 07+ 0~y @ P Ayt
g (10.3.60)

(yjk _yjp)[-xc,; _x'(t)] - (xjk "xjp)b’c,f _y'(t)]
VG =X O+ 0~y 0))°

fi) =

Integral u tom izrazu raCunamo numericki, jednodimenzionalnom integracijom. Inte-
gralni doprinosi dijagonalnim elementima matrice [I'] za podjelu krivulje C na duZine
jednaki su nuli, bududi da je tada coso = 0. Elemente vektora desne strane raGunamo iz
poznatog narinutog polja
R

_f_ ﬂz(rc‘i) . (10361)
Vektor nepoznatih kompleksnih koeficijenata J dobivamo rjeSavanjem sustava linearnih
algebarskih jednadzbi (10.3.56).

Jakost magnetskog polja u prostoru oko vodljivog tijela nakon odredivanja nepo-
znatih koeficijenata J; ratunamo pomocu izraza (10.3.26)
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k& r-r 2
Hxy)=H'-—%Y" 1, (n’ -—ﬁv]H‘ k|r-r dl' . (10.3.62)
B 4}2 ,Aj; |r~r I 1 | I)

i=1

Pri prorafunu dalekog polja izbjegavamo numeri¢ku integraciju tako da u izraz
(10.3.62) uvrstimo pribliZenje H,"”’ za velike argumente

%o (10.3.63)
H(z) klr-r' ) Jk|r-r'|
CErerh s Awet

i pribliZzenja®

- ’ s

f r ., 5
S ST o A = (10.3.64)
Jrhr’ I > T r>>r [r-r'| r

Primjer 10.3.2.1. Rasprsenje ravnog TE vala na vodicu kvadratnog
presjeka
Vodi¢ kvadratnog presjeka nalazi se u polju ravnog TE vala u odnosu na os z koji
nailazi pod kutem 6’

H! =Hofejk(xoosﬂ"+ysinB’) , (10.3.65)
z

prema slici 10.3.10.
A

y

Slika 10.3.10. Vodi¢ kvadratnog presjeka u vanjskom TE polju

a a

]
-

Ovdje smo brid vodita podijelili na jednake segmente buduéi da struja nema singulari-
tete u vrhovima kvadrata. PribliZenje struje po plastu vodifa za N = 40 odsjecaka uz
p=1,0"=01i ka =2 prikazali smo slikom 10.3.11.

2 Pogledati &lanak 8.8.2.
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yla 05

||/ H'|

Slika 10.3.11. Normalizirana apsolut-
na vrijednost fazora koeficijenata

struje po pladtu vodita

xla 0.5

Jakost magnetskog polja u blizini vodifa izracunali smo pomodcu izraza (10.3.62) i
prikazali slikom 10.3.12.

Slika 10.3.12. Jakost magnet-
skog polja u blizini vodica
(blizo polje), prikaz u vremen-
skoj domeni za trenutak r = 0

Jakost magnetskog polja na velikim udaljenostima od vodi¢a izratunali smo pomoéu
izraza (10.3.62) i koriStenjem pribliZenja (10.3.63,64) i prikazali slikom 10.3.13.
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Slika 10.3.13. Apsolutna vri-
jednost fazora jakosti mag-
netskog polja na velikim uda-

ljenostima od vodica

10.4. TANKOZICANE STRUKTURE

U ovom odjeljku obradit ¢emo zadae zraCenja i rasprSenja sa strukturama od
idealnih cilindri¢nih vodi¢a u otvorenom homogenom prostoru. Pretpostavljamo da
kroz vodiCe teCe struja samo u uzduZnom smjeru i da je neovisna o obilaznom kutu.
To na prvi pogled strogo ogranienje ima veliku prakti¢nu vaZnost, buduci da navedene
pretpostavke dovoljno to¢no zadovoljavaju Siroko rasprostranjene tankoZiCane antene.

10.4.1. Nadomjesni izvori

Pri rjeSavanju zadaca zraCenja Cesto nas zanima samo ograniceni dio prostora. Tada
mozZemo djelovanje podru¢ja koja nas ne zanimaju zamijeniti ekvivalentnim izvorima
koje smjeStamo u ta podru&ja ili na njihovu granicu s dijelom prostora koji nas zanima.
Izbor nadomjesnih izvora nije jedinstven, ve¢ postoji niz razli¢itih nacina kojima ih
tvorimo. Pritom moramo ispuniti uvjet da se polje i izvori u podrucju koje nas zanima
ne mijenjaju uvodenjem nadomjesnih izvora, i zahtjev da su ispunjeni svi uvjeti na
granici tog podru¢ja. Kad dva razli¢ita izbora nadomjesnih izvora daju isto rjeSenje u
podru&ju,” onda takve dvije zadace nazivamo ekvivalentnim zadaéama.

U prvom poglavlju* pokazali smo da moZemo uvesti magnetske naboje kao izvore
polja, iako oni u stvarnosti moZda i ne postoje. Za tvorbu nadomjesnih izvora dodajemo
u Faradayev zakon magnetske struje J,, koje Cine magnetski naboji. Tada dvije glavne

¥ Treba uotiti da ¢e takva dva razlitita izbora zasigurno dati razlitita rjeSenja u podrucjima koja nas ne
zanimaju.
 Pogledati ¢lanak 1.4.8.
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Maxwellove jednadZbe u fazorskoj domeni postaju®

Vx£=_jmﬁ_‘l 3
m (10.4.1a,b)

VxH=jwoD+J .

Iz tih jednadZbi izvodimo uvjete na granici dvaju materijala za tangencijalne kompo-

nente E i H. Postupkom koji je jednak onome u tocki 1.5.1.2. moZemo pokazati da su

sada uvjeti na granici
nx(H,-H)=K,

(10.4.2a,b)
nx(E -E)=K .
. m

Ovdje je K, fazor strujnog obloga magnetske struje i njime smo omogucili skok u
tangencijalnoj komponenti jakosti elektricnog polja. Slijedi da dio prostora za kojeg
poznajemo vrijednost n X E na granici s prostorom koji nas zanima moZemo nadomje-
stiti strujnim oblogom magnetske struje koji tece po grani¢noj povrsini, a dio za kojeg
poznajemo n x H moZemo nadomjestiti strujnim oblogom elektri¢ne struje na granici.

10.4.2. Integralna formulacija zadace rasprSenja na
tankoj Zici

Razmotrimo u pocetku jednu idealno vodljivu cilindri¢nu cijev konacne duZine koja
se nalazi u vanjskom polju prema slici 10.4.1.

ELH

Slika 10.4.1. Idealno vodljiva cilindri¢na cijev u vanjskom polju

Buduc¢i da je cijev idealno vodljiva struje teku samo po povrsini vodi¢a. Sljedece pojed-
nostavnjenje jest da je jakost narinutog elektri¢nog polja oblika

5 Pogledati tocku 8.3.2.2, jednadZbe (8.3.68a,b).
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E'=E!(r2)a,+E(r2)a, , (10.4.3)

odnosno da je neovisna o obilaznom kutu i da nema komponentu u smjeru obilaznog
kuta u cilindri¢nom koordinatnom sustavu. Buduéi da je geometrija zadace neovisna o
obilaznom kutu, slijedi da su sve veli¢ine u zada¢i neovisne o toj odrednici. PloSna
struja na vodi¢u moZe uz ove pretpostavke imati samo z komponentu, buduci da bi
komponenta u smjeru obilaznog kuta uzrokovala tu komponentu u raspr§enom elektri-
¢nom polju i narusila neovisnost svih veli¢ina polja o obilaznom kutu. Na povrSini
idealnog vodica tangencijalna komponenta jakosti elektricnog polja jednaka je nula, pa
na povrsini Zice vrijedi

E@ +E;(z)=0 . (10.4.4)

Vektorski magnetski potencijal u zada¢i ima samo z komponentu, buduci da samo tu
komponentu imaju struje koje teku u zadaéi po povrsini vodi¢a, pa vrijedi

de
. Wi 10.4.5
E’=-jod, : ( )

Lorentzovo baZdarenje u fazorskoj domeni ima oblik®

dA

Tz 2
—— =-JWUEQP .
dz JOUED

Deriviranjem te jednadZbe te uvrStenjem u izraz (10.4.5), a zatim u (10.4.4) dobivamo

(10.4.6)

d’A

L (10.4.7)
K2\ dz?

k%A |=E'.
Z

4

U odjeljku 8.8. izveli smo Greenovu funkciju slobodnog prostora®” pa je opce rjeSenje
za vektorski magnetski i skalarni elektri¢ni potencijal u naSoj zadacdi

h 2 .
e JkR

_ B ) ’ —_
z—4n£lz(z)£ = Toda'dz’

(10.4.8a,b)

: h n ;
1 ! e-JkR d ' '
m—m:l;g(z )£Tr° a'dz .

% Pogledati tocku 2.1.1.3.
7 Nju otitavamo iz izraza (8.8.10) za vektorski magnetski potencijal elektri¢nog dipola kao vektorski
magnetski potencijal jedini¢nog dipola u fazorskoj domeni.
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Ovdje je R udaljenost izmedu tocke u kojoj je izvor (r,,o,z") i toéke u kojoj raéunamo
polje (r,0.,z). Buduéi da je J, neovisan o obilaznom kutu o, moZemo uvesti ukupnu
uzduZnu struju / kao

1(z) =2r,mJ(2) . (10.4.9)

Iz jednadZbe kontinuiteta® moZemo odrediti vezu ploSne gustode naboja o i ukupne
struje

@ =-2r,nwo() . (10.4.10)

dz
Uvrstavanjem jednadzbi (10.4.9,10) u (10.4.8a,b) dobivamo

h
4@=7 f I&)F@-2)dz

(10.4.11a,b)
0@ =j7— f — 1@ -2)dz' .
U ovim izrazima je
F =— il ld ' (10.4.12)
(Z Z) Ir r |

Integro-diferencijalnu jednadZzbu za nepoznatu struju /(z") dobivamo uvr§tavanjem
(10.4.11a,b) u (10.4.5)

h
,ZJ 2 ' ' |\l 10.4.13
L g [ =E ( )
_,.m{k f;, I()Fz-2)dz’ f I)Fz-2)d  =E@) ,
ili uvrStavanjem (10.4.11a) u (10.4.7)

Z' d 2 ' ' I

g Flz-2dz' = E'(2) | (10.4.14)
= k(dz2+k ]_fhz(z) (e-2)dz' =E!(@)

JednadZbe (10.4.13,14) su alternativni oblici i &esto ih zovemo Pocklingtonova® jed-

 Pogledati odjeljak 7.2.
# Objavio ju je H.C. Pocklington u radu Electrical oscillations in wires, Cambridge Phil. Soc. Proc, vol.
9, Cambridge, 1897.
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nadzba. RjeSavamo ih uz grani¢ni uvjet da je ukupna struja na krajevima Zice® jednaka
nuli

I(+h)=0 . (10.4.15)

Primjenom Pocklingtonove jednadzbe omoguc¢avamo jednaku formulaciju zadaca raspr-
Senja i zralenja tankoZicanih struktura. U zadacama zraenja vanjsko polje E/ jest polje
izvora napajanja, a u zada¢ama rasprienja polje E jest polje udaljenih izvora koji nisu
dio zadace.

10.4.3. Modeli napajanja izvora zracenja

Pocklingtonovu jednadZbu koju smo izveli u prethodnom ¢lanku moZemo izravno
primijeniti u zada¢ama rasprSenja. Ako Zi¢anu strukturu Zelimo analizirati kao izvor
zraCenja, moramo izvesti jednadZbe za struju koju u njoj inducira napajanje. Izvore
¢emo modelirati tako da u Pocklingtonovu jednadZbu uvrstimo odgovarajuée narinuto
elektri¢no polje E.. To éemo pokazati na primjeru napajanja suosnim kabelom kroz
uzemljenu ravninu koje smo pojednostavnjeno prikazali na slici 10.4.2.

Slika 10.4.2. Napajanje ci-
lindri€nog izvora zraCenja su-
osnim kabelom kroz uzemlje-
nu ravninu

)
5
i
s
i

U takvom nacinu napajanja cilindri¢nu cijev pobudujemo elektromagnetskim poljem
koje prolazi kroz otvor na ravnini u obliku kruZnog vijenca. To znaci da napajanje
cilindri¢ne cijevi mozemo predstaviti poljem koje nastaje radijacijom iz tog otvora.
Buduéi da nas zanima samo poluprostor iznad uzemljene ravnine, djelovanje donjeg

* Ovaj grani¢ni uvjet je tocan za beskonacno tanke cijevi, no ako Zica ima metalom ispunjeni zavrietak
u z = xh po tom zavrSetku teku struje. Naravno one takoder doprinose rasprSenom polju E*, ali za tanke Zice
je povriina zavrSetka mali dio ukupne povrsine pa se njihov doprinos moZe zanemariti.
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poluprostora nadomjestit ¢emo nadomjesnim izvorima u otvoru. Na toj granici tangenci-
jalna komponenta jakosti elektriénog polja ima skok, pa éemo za nadomjesni izvor
odabrati strujni oblog magnetskih struja K,, koje teku po idealnom vodi¢u u prostoru
otvora. Zbog simetrije geometrije tangencijalna komponenta jakosti elektricnog polja na
uzemljenoj ravnini ima samo radijalnu komponentu, pa iz (9.4.2b) slijedi da magnetske
struje imaju samo komponentu u smjeru obilaznog kuta, jer vrijedi K ,a,= — E 'a, x a,.
Takvim uvodenjem nadomjesnih izvora uzemljena ravnina postaje potpuno ispunjena, pa
mozemo cilindri¢nu cijev i plo§ne magnetske struje K,, odslikati*' i formirati ekviva-
lentni model s 2K, i dvostrukom duZinom cijevi s pomocu kojeg odredujemo polje u
prostoru iznad uzemljene ravine. Kona¢ni nadomjesni model se sastoji od metalne cijevi
pobudene poljem koje zra¢i nadomjesna magnetska struja prema slici 10.4.3.

Slika 10.4.3. Nadomjesni model cijevi napajane suosnim kabelom

E/ je opCenito nepoznat, ali ako je (b - a) << A vrijedi kvazistaticko pribliZenje, pa iz
poznatog napona U izmedu cilindra i vanjskog vodica suosnog kabela mozemo odrediti

u
E = 5 (10.4.16)
r'In—
a

Koristenjem (10.4.2b) dobivamo strujni oblog magnetskih struja K,

U

I_{m=— ba“ ; (10.4.17)
r'In—
a

Iz jednadzbi (10.4.1a,b) slijedi

—VxVxE+k2§=jmp.i~Vx._Im . (10.4.18)

*! Odslikavanje kao metodu uveli smo i detaljno opisali u odjeljku 4.8.
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pa buduéi da je ovdje J =0 jakost elektricnog polja koje uzrokuju magnetske struje
ratunamo pomoéu*

~Jklr-r'|

E(r)= é [VxK () 5—dS =
oA

=4

i b2=n —jkD
=- ffoa'JE eD da'dr' | (10.4.19)

D=y/z2+r%+r'*-2rr' cos o’ .

Jakost elektricnog polja u odabranoj to¢ki primjenom tog izraza moZemo izralunati
samo numeri¢kom integracijom.” Za toCke na osi z udaljenost D ne ovisi o obilaznom
kutu, pa integral u (10.4.19) moZemo izracunati analiti¢ki. Jakost elektri¢nog polja tada
ima samo z komponentu koja iznosi

U (e 22+a? e ~jky/z2+b2
" ol FE R (10.4.20)
a

I za druge nadine napajanja moZemo sli¢no odrediti nadomjesne izvore i formirati
model koji rjeSavamo primjenom Pocklingtonove jednadZbe.

10.4.4. RjeSenje Pocklingtonove jednadZzbe primjenom
MOM

Pri rjeSavanju ove zadace pokazat ¢emo primjenu Galerkinove metode. To znaci da
demo odabrati jednake temeljne i teZinske funkcije. Ovdje ¢emo opisati primjenu po
dijelovima trokutnih funkcija

lz=zl
wal=d @ eriiSe (10.4.21)
m

0 ; z<gz,,iliz>z,,, .

Ovdje je d=2,— 2, - | = Zm+ 1 — Zn L€ smo funkcije graficki prikazali slikom 10.4.4.

3 Pogledati odjeljak 2.5.2.

% Detaljan izvod rjeSenja zadae polja strujnog obloga magnetskih struja na kruZnom vijencu i niz
korisnih pribliZenja pogledati u R. Mittra, Computer Techniques for Electromagntics, Pergamon Press, Oxford,
1973.
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1-(z,-2z)/d

z_ Slika 10.4.4. Po dijelovima trokutne teZinske funkcije

Ll

zm_i d zm d zm+l

Takvim izborom temeljnih funkcija unaprijed smo osigurali zadovoljenje uvjeta
(10.4.15). U drugom koraku cilindar dijelimo na odsjeCke prema slici 10.4.5.

pribliZenje

Slika 10.4.5. Temeljne i teZinske trokutne funkcije za 10 podjela cilindra

KoriStenjem Galerkinove metode Pocklingtonova jednadZba (10.4.14) prelazi u

el h
. 4 d2 2 ! s ! .
s [Ez_; +k ]:C;(z )K(z-2")dz' |w,(2)dz=
fet (4.10.22)
Zm+1
= [ El@w,@dz ; m=1.N-1,
Zm-1

buduci da je teZinska funkcija w,(z) jednaka nula izvan intervala (z,,_,.z,,.,)- Dvostru-
kom primjenom parcijalne integracije uz koristenje w,(z,,,,) =0 moZemo pokazati da
vrijedi

2

sl 2
[ [ 28\, (=2 [Ae,.) -24(,) Az, )] (A0423)

Zm-1

pa koriStenjem tog identiteta izraz (10.4.22) prelazi u oblik
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;—Z— —f!(z Nz, ,,~2") -2F(z, ~z') *Fz,_)ldz' +

dnk d
(10.4.24)
iz Zmet[ h Zm+1
o f f 1)@ -2z | W, () dz= f El@w,@dz ; m=1,.N-1.

Nepoznatu funkciju struje priblizavamo takoder po dijelovima trokutnim funkcijama
N-1

I)=) Iw() . (10.4.25)
i=1

Uvr$tenjem tog pribliZenja u (10.4.24) dobivamo sustav linearnih algebarskih jednadZzbi
za nepoznate koeficijente /;

[Z1I=Y . (10.4.26)

Elementi matrice [Z] jesu

4,
Zy=j Tank d I(2)[F(z;,, -2") -2F(z;-2") + F(z;_; ~2)1dz" +
Ea (10.4.27)
.kz’ o Zj” ! ! !
= zf [ 1)F@-2)de’ |w,@dz ,

I

a vektora desne strane

241

Y= [ El@w,@dz . (10.4.28)

Zi

Pri racunu elemenata matrice [Z] i vektora V koristimo numericku integraciju. Posebnu
paznju i ovdje moramo posvetiti slu¢aju kad je z — z” = 0 buduci da tada integral postaje
nepravi zbog singulariteta Greenove funkcije. Geometrijske odnose pri proracunu jezgre
F(z — Z/) prikazali smo slikom 10.4.6. Iz te slike vidimo da vrijedi

D=~z +2ry ~2rgcos(a - a') , (10.4.29)

pa jezgru F(z — ') raunamo pomoéu

2n ~jk\/{z—z')2 +2rg —2r§cos(u -a')
0 \/(Z -z')? +2r02 -2r§cos(a -a')
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¥4y 0lZ)

Slika 10.4.6. Geometrijski odnosi pri proraunu jezgre za
Pocklingtonovu jednadZbu

Da bismo razmotrili singularno pona$anje jezgre F(z — z’) napisat ¢emo je u obliku

2n i
F-2)=o= [ ) .

5% J(z—z’)2+2r§~2r§cos(a =&")

(10.4.31)

1 2 . —jk,/(zq')’ +2ry ~2rg cos(a - ') '
+§_ dle-a’) .
T \/(z -z’)2+2r§~2r§cos(a -a')

Podintegralna funkcija drugog integrala u tom izrazu je ogranicena i kontinuirana ¢ak i
u tocki (z — z') = 0 bududi da vrijedi

e ~Jky/ 2rg -2rgcosa 1 . Jky/ 2r§ —21!‘03 cose 1

lim =lim =
u T a2 ,

@0 \J2ry-2rqcose  *"™ \[2ry -2rgcos

Sk . (10.4.32)

Stoga taj integral moZemo lako numericki izraCunati. Prvi integral u izrazu (10.4.31)
supstitucijom® o — o = 7t + 2 svodimo na elipticki integral prve vrste®

1 d(a-a’) kKR %o

2n { \/(z -7')? +2r§ —2r§cos(cc -¢’) ™o V z-z') +4r02

Taj dio jezgre je singularan za k=1 pa ¢emo ga proSiriti dodavanjem i oduzimanjem

(10.4.33)

3 Ovu supstituciju smo detaljno opisali u primjeru 6.8.1.1.
% Pogledati Prilog G.
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priblizenja K(k) za male argumente®

—l—{kK(k)Hn lzs_rz’l}" LT .l (10.4.34)

nr, o nr, 81?'0

Izraz u viti¢astim zagradama moZemo integrirati numericki buduci da kada k — 1 on teZi
k nuli. Logaritamski singularitet koji je preostao moZemo integrirati analitiCki koriSte-
njem izraza

limxlnx=0 , (10.4.35)
x-0
pa oblik
2 jk/e-2)? +2ry -2r5cos(a -a)
e -1 ,

F(z—z’)=5;f —— d(o - ')+

0 &/(Z -2')?+2ry -2rycos (o - ') (10.4.36)

L kK () +In ez L lz-2'| ’
nr, 87, nr, 8ry

koristimo za raCun integrala koji sadrZe singularitet jezgre F.

10.4.4.1. Daleko radijacijsko polje

Nakon rje$enja sustava jednadZbi (10.4.26) moZemo odrediti vektorski magnetski
potencijal u prostoru oko antene pomocu

A=y [JS—ds . (10.4.37)

Koristenjem izraza (10.4.9), (10.4.25) te uobicajenih priblizenja za daleke to¢ke danih
izrazima (10.3.64) vektorski magnetski potencijal u podru¢ju udaljenom od antene
odredujemo pomodu

" N-1 TG _j;_.rf.f
I I o ' roa,t 10.4.38
A=a, Jtre*’ ?:_l:,[ifw(z)e - ( )

Zj-1

Jakost elektri¢nog polja raunamo iz elektromagnetskih potencijala koriStenjem izraza

3 Qvdje smo iskoristili pribliZzenje eliptickog integrala prve vrste kada k — 1 s prvim ¢lanom reda za
komplementarni modul K(k) = — In(k'/4).
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E=-joA-Vg . (10.4.39)

Iz te jednadZbe koriStenjem Lorentzova uvjeta dobivamo
E=- j% [k?A +V(V-4)] . (10.4.40)

Ako u taj izraz uvrstimo jednadzbu (10.4.38) i uzmemo u obzir samo Clanove koji
doprinose dalekom radijacijskom polju, tj. ¢lanove koji opadaju s 1/r, dobivamo

E= —jm[4—5[5 -A)I - jmfx(f XA) , (10.4.41)
rwr r r

pa taj izraz koristimo za proracun jakosti elektricnog polja u udaljenoj, radijacijskoj
Zoni.

Primjer 10.4.4.1. Zracenje tankoZicane antene pobudene suosnim
kabelom

Za primjer proracuna smo odabrali proracun radijacijskog polja tankoZi€ane antene
pobudene suosnim kabelom prema slici 10.4.2. Matematicki model te zadace prikazali
smo slikom 10.4.3. Raspodjelu struje po modelu antene za visine 2h =N2 i 2h = 3A/2,
uz U=1V, r,=0.01\, a=r,i b= 2r, prikazali smo na slici 10.4.7.

A I(mA) A I(mA)
Re(2) Re(J)
50 20
0 z
0 : ho
) n -20
=5 Q)
Im(J) .
a) b)

Slika 10.4.7. Raspodjela struje po modelu tankoZi¢ane antene pobudene suosnim kabelom
a) 2h = M2, b) 2h =302

Udaljeno radijacijsko polje smo izraCunali primjenom izraza (10.4.41). Raspodjelu
apsolutne vrijednosti fazora vektora jakosti elektri¢nog polja u radijacijskoj zoni prika-
zali smo na slici 10.4.8.
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a) b)

Slika 10.4.8. Raspodjela apsolutne vrijednosti fazora vektora jakosti elektriCnog polja u radijacijskoj zoni
tankoZiCane antene pobudene suosnim kabelom a) 2k = A/2, b) 2h = 3A/2
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PRILOG A

MATEMATICKI MODELI U
ELEKTROMAGNETIZMU

A.1. Temeljni pojmovi

Skup je svaka cjelina sastavljena od osnovnih dijelova ili elemenata. U matematici
se promatraju skupovi kojima su elementi realni ili kompleksni brojevi, funkcije, vek-
tori, matrice itd.

Metrika na skupu € je nenegativna realna funkcija d para elemenata fi g iz Q za
koju vrijedi

df.e>0 ; f*g,

dfe=0 ; f=g, A1)

d(f,g) =dg.f) ,

d(f,h) < d(fg) +dg.h)

Skup s metrikom definiranom na njemu nazivamo metricki prostor. Pod pojmom "pro-
stor" razumijevamo skup s nekom strukturom.

Skup € nazivamo linearni prostor ako je za svaka dva elementa fi g iz Q definiran

zbroj, tj. element A iz Q kojeg oznaCavamo s f+ g, a za svaki element fiz € i skalar o
definiran produkt of , tako da vrijedi

f+g=g+f,
frg+h)=(f+g)+h ,
a(f+g)=oaf+ag ,

(e + B)f=af + Bf , (.2}
a(Bf)=(aB) ,

=,

0f=0.

Linearni prostor se Cesto naziva vektorski prostor. Linearni prostor je realan, odnosno
kompleksan, ako je skup skalara pomocu kojih je definiran skup realnih, odnosno
kompleksnih brojeva. NajvaZnije klase funkcija i vektora su linearni prostori. Linearni
prostor £ nazivamo normirani prostor ako je svakom elementu f u Q pridruZen realan
broj oznalen s Il f I, norma od f, tako da je
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f1>0 5 f+0,

Ifl=0 ; f=0, (A.3a—-d)
lofll=alfl ,
If+gl<IF1+1gll .

Norma odgovara pojmu duljine vektora. Normirani prostor je ujedno i metricki ako je
metrika d(f,g), koja odgovara pojmu udaljenosti medu elementima f i g, definirana
relacijom

dif,g)=Ir-gl . (A4)

Skup H nazivamo Hilbertovim prostorom ako zadovoljava sljedeée uvjete:

1. H je linearan prostor,

2. svakom paru elemenata f, g iz H moZemo pridruZiti kompleksni broj <f,g> koji
zovemo skalarni produkt elemenata f i g tako da vrijedi

<f,g>=<g,f", (A.S5)
gdje je <g,f>* konjugirano kompleksni broj od <f,g>, te
<(f1 +f2),g> =<f1=g" +<f2,g> ,
<afig>=asfig>
(A.6)

<fiag>=a’<fg>,
<fj>>0 g f;eO 3
<fif>=0 ; f=0,

3. norma elementa f je definirana izrazom

fl=v<fif> AT

4. H je potpun prostor u metrici

df.g)=If-gl , (A.8)

Sto zna&i da za svaki niz f, elemenata iz H, za koji Ilf,—f, | (m > n) teZi prema
nula kad n neogranieno raste, postoji element f iz H takav da i lIf,—fI tezi
prema nula.

5. H je separabilan skup. To znaci da u H postoji prebrojiv podskup {f,} elemenata iz
H takvih da je svakom elementu f iz H po volji blizu neki element iz {f,}. Ovo
svojstvo se najcesce ne trazi kao nuzZno u definiciji Hilbertova prostora, ali ga imaju
svi najvazniji Hilbertovi prostori u primjenama.

Hilbertov prostor koji je realan kao linearni prostor i za kojeg je skalarni produkt realan
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broj nazivamo realni Hilbertov prostor.
Preslikavanje M jest operacija kojom svakom elementu a iz skupa 4 pridruZujemo
jedan element b iz skupa B, §to zapisujemo kao

M(a)=b . (A.9)

Domena od M je skup na kojem je preslikavanje M definirano.

Funkcija je sinonim za preslikavanje. PobliZe se imenuje prema dolaznom prostoru.
Skalarna funkcija znaci funkciju s vrijednostima u prostoru skalara, kompleksna funkci-
ja funkciju s vrijednostima u kompleksnom prostoru C itd. Tako npr. skalarna funkcija
skalarne varijable koju zapisujemo s y = f(x), jest preslikavanje iz skalarnog prostora X
s elementima x u skalarni prostor 9's elementima y.

Operatore u metriCkim prostorima definiramo kao preslikavanje medu prostorima:
ako su F1i G dva metricka prostora, svakom elementu f iz ¥ pridruZen je jedinstveno
odreden element g iz G. Tome odgovara zapis

g=L{ , (A.10a)

u kojem je L operator (ili preslikavanje) definiran na prostoru % koji preslikava Fu G.
Funkcional je operator s vrijednostima u prostoru skalara (dakle u prostoru R ili C).
Tako, ako je G realni prostor R ili kompleksni prostor C, tj. ako je g realan ili kom-
pleksan broj, operator se naziva funkcional.
Linearni operator je preslikavanje medu linearnim prostorima koje Cuva linearne
operacije: ako su ¥i G linearni prostori, fi g elementi iz % a o i B skalari, operator L
iz F u G je linearan ako vrijedi

L(af+Bg) =aL(f) + BL() . (A.10b)

Linearni funkcional jest linearni operator s vrijednostima u prostoru R ili C.

A.2. Operatorske jednadzbe

Analizirajmo nehomogenu operatorsku jednadZbu oblika
Lih=g , (A1)

gdje je L operator, g je izvor ili pobuda, a f je polje ili odziv. Ako neki od navedenih
elemenata nije poznat jednadZzbom (A.11) zadan je odredeni zadatak (ili zadaca).
Zadatak je korektan ako postoji jedinstveno tjeSenje te operatorske jednadzbe, tj. ako je
samo jedan f pridruZen danom g. Zadatak analize ukljuCuje odredivanje polja f kada su
operator L 1 izvor g zadani. Zadatak sinteze ukljuCuje pak odredivanje operatora L kada
su polje f 1 izvor g zadani. Ako postoji rjeSenje jednadZbe

L) =s . (a12)
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i jedinstveno je za sve g, tada postoji i inverzni operator L™ takav da je

f=L—l(g) , (A13)
rjeSenje originalne zadade ako je zadano g. L i L™ predstavljaju par operatora od kojih
Jje svaki inverzija drugog (npr. operatori diferenciranja i integriranja).

A.3. Zadaci s rubnim vrijednostima

Opcenito, da bi izgradili matematicki model nekog realnog fizikalnog problema
moramo uz zadane izvore g poznavati i odgovarajuce fizikalne zakone (obi¢no izraZene
operatorskim jednadZbama) koji upravljaju tom pojavom u naravi. Operatori L su
najCesce diferencijalni, integralni ili mijeSani. VeliCine koje predstavljaju fizikalne
pojave, tj. polja f mogu biti skalarne i vektorske. Prostori u kojima ih prikazujemo
mogu biti jedno, dvo, tro ili viSedimenzionalni. Da bi zadaca bila korektna rjeSenja
operatorskih jednadzbi uz egzistenciju moraju biti jedinstvena. Cesto se u definiciji
korektnosti traZi i stabilnost, tj. zahtjev da male promjene pocetnih uvjeta imaju za
posljedicu male promjene rjeSenja. Da bi rjeSenje operatorske jednadZbe bilo jedinstve-
no moraju biti zadani i odgovarajuci rubni uvjeti. Drugim rijeCima, da bi operator bio
do kraja definiran potrebno je da bude oznacena operacija (diferenciranje, integriranje,
i sl.) i domena operatora, tj. skup funkcija na koje se operacija moZe primijeniti, a koje
zadovoljavaju odredene uvjete na granici podrucja.

Ako je ispravno postavljen, matematicki model svake realne fizikalne zadace
zadovoljava sve te kriterije. Matematicki model fizikalne zadade u pravilu sadrZi ope-
ratorske i/ili algebarske jednadZbe i rubne uvjete u obliku dodatnih operatorskih i/ili
algebarskih relacija, te propisane funkcije izvora.

Standardni oblici nekih diferencijalnih jednadZbi drugog reda koje koristimo u
teoriji elektromagnetizma jesu
1. Laplaceova jednadZba

A =0, (A.14)
2. Poissonova jednadZba

Ap=-£ (A.15)

E

3. Helmholtzova jednadzba
A +k*9 =0, (A.16)

4. Valna jednadzba
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rgp-L22_g A17)

v? ot? ’

5. JednadZba difuzije

1 Jd¢
A B s LD A.18
&Lp 2 3t 0. ( )

-----

jesu
1. Fredholmova jednadZba prve vrste

b
0@ = [K@2 W@’ (A.19)

2. Fredholmova jednadzba druge vrste

b
Y(z)= lfK(z,z’)tu(z’)dz* +@(2) , (A.20)

gdje su @ i K poznate funkcije, a  je nepoznata funkcija koju odredujemo. Veli¢inu
K(z,7’) nazivamo jezgra' integralne jednadZbe.

A.4. Diferencijalne jednadzbe

Op¢i oblik nehomogene diferencijalne jednadzbe prema (A.11) jest
Ly=F, (A.21)

gdje v moZe biti skalarno ili vektorsko polje, a funkcija je koordinata prostora i vreme-
na Y = Y(u,,u,ust). Operator L mjeSavina je funkcija koordinata prostora i vremena,
parcijalnih derivacija po prostornim koordinatama i vremenu, 1 katkad vektorskih opera-
torskih funkcija u vektorskom prostoru. Velicina F je izvor, 1 skalarna je ili vektorska
funkcija prostora i vremena. U zada¢ama analize veli¢ine L i F su poznate, a polje ¥ je
nepoznato i treba ga odrediti. Jednadzba (A.21) je linearna po nepoznanici Y ako je
operator L linearan, a to je sluaj ako npr. nema &lana koji sadrZi W7, ili produkt dviju
komponenata od W, ili viSe potencije odnosno nelinearne funkcije od .

Ako je F=0, jednadzba je homogena. Ako je (W, V,,...) skup rjeSenja homogene

! Engleski kernel, njemacki Kern.
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linearne jednadZbe

Ly=0, (A.22)
tada je linearna kombinacija rjesenja
= E a v, (A.23)

takoder rjeSenje jednadZbe (A.22). RjeSenja y; su partikularna, a ¥ je opée rjeSenje te
JednadZbe ako se izborom konstanti a; moZe dobiti bilo koje rjeSenje od (A.22).

Ako je F#0, jednadZba je nehomogena. Ako je y, rjeSenje nehomogene linearne
jednadZbe

Ly,=F, (A.24)
a ako je y, bilo koje rjeSenje odgovarajuce homogene jednadZbe

Ly,=0, (A.25)

tada je zbroj rjeSenja ¥ =y, + Y, rjeSenje nehomogene jednadZbe. Takoder, ako je W,
rjeSenje nehomogene linearne jednadzbe

Ly, =F,, (A.26)
a \, rjeSenje nehomogene linearne jednadZbe

Ly,=F (A27)

2.
1 tako redom dalje, tada je zbroj
Y=Y ay,, (A.28)
rjeSenje nehomogene linearne jednadZbe oblika

L=y 4F,. (A.29)

A.5. RjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Parcijalne diferencijalne jednadZbe oblika (A.21) sadrZze viSe od jedne neovisne
varijable, tj. polje je funkcija W = y(u,,u,,...). Te jednadZbe je mnogo teZe rijesiti nego
obi¢ne diferencijalne jednadZbe koje sadrZe samo jednu neovisnu varijablu. Posebnu
vaZznost imaju dvije metode rjeSavanja parcijalnih diferencijanih jednadZbi (A.21)

Ly=g, (A.30)
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poznate kao metoda Greenove funkcije i metoda separacije varijabli. Greenovom meto-
dom rje3enja se traZe u obliku integrala s jezgrom. Takva rjeSenja imaju prednost da su
opCenita. Integral je invarijantan na transformacije koordinata ako ih provodimo posti-
vajuci pravila koja osiguravaju tu invarijantnost. Kad se jednom odredi Greenova
funkcija rubnog problema, u nacelu mozemo odrediti rjeSenje homogene ili nehomogene
jednadzbe. Tako npr. Poissonova diferencijalna jednadzba (A.15) oblika

Ay =-g(x,y2) , (A31)
ima integralno rjeSenje
Yy,2) = f 8« ’y BEY'Z) gy (A.32)

Veli¢inu 1/(4nR) nazivamo Greenova funkcija i ista je za bilo koju funkciju izvora g. R
jest udaljenost izmedu tocke (x,y,z) i totke (x’,y",2"). Nehomogeni dio jednadZbe, t.
funkcija g, jest konagna integrabilna funkcija od x, y, z, koja pada prema nula u besko-
nacnosti brzinom koja osigurava egzistenciju integrala (A.32). RjeSenje sli¢nog oblika
mozemo dobiti i za homogene jednadZbe. Tada je funkcija g odredena rubnim uvjetom,
a Greenova je funkcija dana vrstom jednadZbe koju treba rijesiti.

Druga metoda rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednadZbi jest postupak fakto-
rizacije ili separacije varijabli. Potetnu jednadzbu od nekoliko neovisnih varijabli
dijelimo, tj. separiramo u skup obi&nih diferencijalnih jednadZbi od kojih svaka sadrZi
samo jednu neovisnu varijablu. Ovaj postupak nije opéenit. Separaciju biramo svaki put
ponovno prema koordinatnom sustavu, i moZemo je provesti samo u posebnim slucaje-
vima.? Dobivena rjeSenja separiranih obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi oznalit cemo s
U,(u,), Uy(u,), ... Plohe W(u,,u,,...) = 0 nazivaju se nodalne plohe od y. U ograni¢enom
skupu koordinatnih sustava moZemo naéi skup y;-ova s nodalnim plohama y = 0, koje
se podudaraju s tri familije koordinatnih ploha (u; = konst.), i gdje se svi y-ovi mogu
izraziti kao produkt faktora

Y, = U, ) Uy(y)... (A.33)

Takva rjeSenja jednadZbe (A.30) separirana su u faktore koji svaki ovisi o jednoj koor-
dinati. Naravno, familija separiranih rjeSenja (A.33) Cini mali podskup skupa svih
rjeSenja jednadZbe (A.30). Kljuéno svojstvo koje taj podskup mora zadovoljavati jest da
sva rjeSenja parcijalne diferencijalne jednadZbe moZemo izgraditi od linearnih kombina-
cija ¢lanova familije separiranih rjeSenja. Potpuno rjeSenje jednadZbe (A.30) u oplem
obliku moze glasiti

? Separabilni koordinatni sustavi u tri dimenzije za Helmholtzovu jednadZbu za 11 sluajeva prikazani su
u P.M. Morse, H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics, Part I, McGraw-Hill, New York, 1953. OpSirniji
prikaz pogledati u P. Moon, D.E. Spencer, Field Theory Handbook, Springer-Verlag, Berlin 1961.
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=Y ay, . (A34)

Jednom kada odredimo separirana rjeSenja y; lako odredujemo i sva ostala.

Koordinatni sustavi koji daju familije separiranih rjeSenja za odredenu parcijalnu
diferencijalnu jednadZbu nazivaju se separabilni koordinatni sustavi. Za takve sustave
moguce je dobiti rjeSenja u jednostavnijem obliku nego li su to rjeSenja u obliku redova
ili integrala funkcija od viSe varijabli.

A.6. Rubni uvjeti

Zadaci s rubnim vrijednostima moraju uz diferencijalnu jednadZbu sadrzavati i
zadane rubne uvjete. Diferencijalne jednadZbe (A.14 —18) imaju beskonalan broj
razliCitih rjeSenja. Jedinstvenost rjesenja, $to je zahtjev iz primjena i nuZan u fizikalnim
interpretacijama, slijedi jedino uz dodatne uvjete, najéeice uvjete koje rjeSenje mora
zadovoljavati na granici podrudja. Opcenito nije teSko naci opée rjeSenje jednadZbe
(A.30), nego je glavni problem utvrditi partikularno rjeSenje koje odgovara zadanoj
rubnoj zadaci. Zadaci s rubnim vrijednostima medusobno se razlikuju po prirodi primi-
Jenjenih rubnih uvjeta. 1 oblik (geometrija) rubova i propisano ponasanje polja Wy mogu
biti razli¢iti. Treba napomenuti da ovdje i poletne uvjete uzimamo kao rubne uvjete za
plohu 7= 0. Posljedica toga jest da rjeSenja parcijalnih diferencijalnih jednadZbi razvrs-
tavamo u skladu s oblicima rubnih ploha koji "generiraju" rjeSenja, i takoder u skladu s
prirodom rubnih uvjeta na rubnim plohama.

Razlikujemo dvije vrste rubnih ploha: zatvorene i otvorene plohe. Zatvorena rubna
ploha je ona koja obuhvaca polje sa svih strana i zatvara ga u kona¢ni dio prostora.
Otvorena ploha jest ona koja potpuno ne zatvara polje i dopu$ta mu da se prostire u
beskonaCnost u najmanje jednom smjeru tako da se polje prostire u beskona&nom
volumenu. Obi¢no su postavljeni rubni uvjeti za polje zadane vrijednosti polja u svakoj
tocki na rubnoj plohi, ili je zadana komponenta gradijenta okomita na plohu na samoj
rubnoj plohi, ili obadvoje. Postoji nekoliko vrsta rubnih uvjeta:*

1. Dirichletovi rubni uvjeti zadaju vrijednost od Wy na rubnoj plohi.

2. Neumannovi rubni uvjeti zadaju vrijednost okomite komponente gradijenta dy/on na
rubnoj plohi.

3. MjeSoviti rubni uvjeti zadaju vrijednost od y na jednom dijelu rubne plohe, a
vrijednost okomite komponente gradijenta dy/dn po drugom (preostalom) dijelu
rubne plohe.

4. Cauchyjevi rubni uvjeti zadaju obadvoje, i vrijednost polja W i vrijednost okomite
komponente gradijenta dy/dn na istoj rubnoj plohi.

? Pogledati npr. Z. Haznadar, M. Lovenjak, Rjesavanje polja metodom konacnih diferencija, Elektroteh-
nika 5/71, Zagreb, 1971.
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RazliCite vrste rubnih uvjeta odgovaraju za razliite vrste parcijalnih diferencijalnih
jednadZzbi i za razliCite rubne plohe. Tako elipticke diferencijalne jednadZbe
(Helmholtzova, Poissonova i Laplaceova) i zatvorene rubne plohe uz Dirichletove ili
Neumannove uvjete daju jedinstveno rjeSenje rubne zadace. Parabolicke diferencijalne
jednadzbe (jednadZbe difuzije) i otvorene rubne plohe (uz Dirichletove ili Neumannove
uvjete) imaju jedinstveno rjeSenje zadace. Konacno, hiperbolicke diferencijalne jed-
nadZzbe (valna jednadzba u dvije dimenzije) i otvorene rubne plohe uz Cauchyjeve
uvjete imaju jedinstveno i stabilno rjeSenje.

U odnosu na oblik rubova moZze se reci da je najbolje, ako je moguce, "izgraditi" na
rubovima koordinatni sustav odgovarajuci rubovima i to tako da koordinatne plohe
sustava budu podudarne s rubnim plohama u zadaci.

A.7. Svojstvene vrijednosti i funkcije

Sredi¥nji problem teorije polja jest prilagodenje rjesenja dane parcijalne diferenci-
jalne jednadZbe primjerenim rubnim uvjetima. Svaka fizikalna zadaca sadrZi diferenci-
jalnu jednadZbu i rubne uvjete koje rjesenje te jednadZbe mora zadovoljiti. U odjeljku
A.6. smo pokazali da za pojedinu vrstu diferencijalnih jednadZbi postoji odreden skup
rubnih uvjeta koji daju jedinstveno rjeSenje. Pomocu svojstvenih funkcija moZemo dobiti
rjeSenja diferencijalne jednadZbe koja ¢e zadovoljiti rubne uvjete na rubnim plohama
posebno jednostavnog oblika. Analizirat ¢emo homogenu jednadZbu (A.22)

Ly=0, (A.35)

gdje smo s L oznadili linearne operatore koji mogu biti n X n matrice na n-dimenzional-
nom realnom ili kompleksnom prostoru, operatori diferenciranja na prostorima diferen-
cijalnih funkcija, integralni operatori, itd. Polje y je skalarno ili vektorsko, te moZze biti
realna ili kompleksna funkcija koordinata prostora i vremena.

Svojstvene vrijednosti linearnog operatora L u jednadzbi (A.35) su skalari A, realni
ili kompleksni, takvi da vrijedi

Ly=Ay (A36)

barem za jedan element Y # 0 iz prostora u kojem operator djeluje. Element  je svoj-
stveni element. Ako operator djeluje na prostoru funkcija y je svojstvena funkcija.
Relacija (A.36) jest kanonski oblik jednadZbe svojstvenih vrijednosti.*

Za diferencijalne operatore L prostori svih diferencijabilnih funkcija su u odrede-
nom smislu "preveliki" buduéi da Cesto svojstvena vrijednost moze biti svaki komplek-

4 Uz izraz svojstvene vrijednosti esto se koristi izraz karakteristicne vrijednosti. Njemacki izraz
"eigenwerte" se toliko proSirio da se na engleskom govornom podruéju uobifajio njemacko-engleski hibrid
"eigenvalue”.
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sni broj. Zato djelovanje tih operatora (npr. A ili d*/dx*) promatramo na klasama funkci-
ja koje zadovoljavaju odredene uvjete na krajevima podru&ja. Tako dolazimo do svoj-
stvenih vrijednosti i svojstvenih funkcija zadataka s rubnim vrijednostima. Treba paziti
da se kao definicijska jednadZba Cesto svojstvena vrijednost uzima definirana s

Ews=dw (A.37)

Sto daje razliku u predznaku s obzirom na uobiajenu definiciju svojstvene vrijednosti
operatora.

Metoda redova kojom se rjeSavaju zadaci sa zadanim uvjetima na granici podrucja
na kojem vrijedi diferencijalna jednadZba (A.30) osniva se na nizovima svojstvenih
funkcija. Postupak ukljuuje separaciju parcijalne diferencijalne jednadZbe u nekoliko
obi¢nih diferencijalnih jednadZbi. RjeSenja tih jednadZbi sadrZe separacijske konstante.
Ako ta rjeSenja izaberemo tako da svako zadovoljava zadane jednostavne rubne uvjete
na krajevima podrucja odgovarajuce neovisne varijable dobivamo svojstvene funkcije.
Svojstvene vrijednosti zadace su one vrijednosti separacijske konstante za koje odgova-
rajue svojstvene funkcije zadovoljavaju zadane rubne uvjete. Redovi svojstvenih
funkcija za sve (dozvoljene) svojstvene vrijednosti separacijskih konstanti zadovoljavaju
po volji izabrani niz rubnih vrijednosti. Svojstvene vrijednosti funkcije zadaée s rubnim
vrijednostima odnose se dakle na diferencijalnu (ili integralnu) jednadZbu (A.35) i
zadane rubne uvjete (prema odjeljku A.6). Parcijalne diferencijalne jednadZbe u tri ili
vide varijabli imaju svojstvene funkcije od vise od jedne varijable.

A.8. Helmholtzova jednadzba i elementarne valne funkcije

Analizirat ¢emo rjeSenja linearne nehomogene diferencijalne jednadzbe (A.30)

Ly=g, (A.38)
s karakteristi¢nim oblikom diferencijalnog operatora

L=A+k?, (A.39)

gdje je s k* oznaena konstanta koja moZe biti bilo koji kompleksni broj i gdje simbol
A oznaCava Laplaceov operator u jednom od ortogonalnih koordinatnih sustava u kojem
je moguce provesti separaciju varijabli.’ Za slu¢aj da je pobuda g =0 dobivamo jed-
nadzbu oblika

AlII +k21|1 =0 , (A4D)

koju nazivamo homogena Helmholtzova jednadzba. Uobi¢ajeno je nazivati jednadZbu

5 Pogledati npr. P. Moon, D.E. Spencer, Field Theory Handbook, Springer-Verlag, Berlin 1961.
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kompleksnom kad se traZe rjeSenja polja W u kompleksnom podrucju, bez obzira da li je
K realno ili kompleksno.® JednadZba je skalarna ili vektorska prema tome da li je y
skalarno ili vektorsko polje.

Ako je konstanta k = 0 jednadZba (A.40) prelazi u Laplaceovu jednadZbu, aza k=0
u (A.38) i g#0 dobivamo Poissonovu jednadzbu. Obje te jednadZzbe predstavljaju
statitka polja. Ako je pak k*#0 dobivamo jednadZbu koja slijedi iz valne jednadZbe
separacijom varijabli.

Analizirajmo poseban slucaj kada skalarna Helmholtzova jednadZzba (A.40) u
pravocrtnom koordinatnom sustavu glasi

Py Py Py k=0, (A41)
ax? dy? o872
gdje uzimamo da je W skalarna kompleksna funkcija, a k* realna pozitivna konstanta

(k* > 0). Opéa rjesenja Helmholtzove jednadZbe (A.41) dobit éemo postupkom separa-
cije varijabli u pravocrtnom koordinatnom sustavu tako da nademo rjelenje

¥ =X()Y(y)Z(@) , (A.42)

tj. u obliku umnoska separiranih rjeSenja tri skalarne kompleksne funkcije od po samo
jedne prostorne koordinate. Nakon uvrstenja rjeSenja (A.42) u jednadZbu (A.41) i
dijeljenja s y dobivamo

2 2 2
1d’X 14°% 1d°Z ., . (A.43)
Xa? Yay? Zdg?

Buduéi da je svaka varijabla neovisna, jednadZba (A.43) mozZe biti nula za sve vrijedno-
sti varijabli samo ako je svaki ¢lan jednadZbe neovisan o varijablama x, y i z. To znaci
da mora biti

.}.f{g_ k>
Xd2 *°
2
ld¥. . 9. (A44)
Ydyz ¥
}_i‘ﬁg= k2
Z dz? ¢

gdje su k2, kf i k? konstante. Izbor predznaka minus pred kvadratom konstanti uzeli

® To&nije bi bilo svrstati jednad?be na realne i kompleksne prema konstanti &% i onda za realno K
govoriti o realnim ili kompleksnim rjeSenjima realne Helmholtzove jednadZbe.
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smo zbog kasnijih pogodnosti, sli¢no kao u jednadZbi (A.37). Kona&no moZemo trodi-
menzionalnu Helmholtzovu jednadZbu (A.41) separirati u tri obi¢ne (jednodimenzional-
ne) kompleksne jednadZbe

2
jx—}f+ij=o :
2
j 12'+ r=0, (A.45)
y
2
‘fzf+ka=o :

Iz (A.43) proizlazi da separacijske konstante moraju zadovoljavati jednadZzbu
Kk vkl =k, (A.46)

koju nazivamo separacijska jednadzZba.

Sve jednadZbe u (A.45) su istoga oblika. Ako je konstanta separacije pozitivna,
JednadZbu takvog oblika u matematici i fizici zovemo jednadzba harmonickog titranja.
Svako rjeSenje te jednadZbe nazvat ¢emo harmonickom funkcijom. Fundamentalni sustav
rjeSenja, tj. harmoniCke funkcije ¢ijom linearnom kombinacijom dobivamo svaku har-
monicku funkciju, jest par

sin(ku), cos(ku) ili e (A47)

pa ¢emo svaku takvu funkciju za i = x,y,z oznacavati s h(k; u;).” Bilo koje dvije od tih su
linearno neovisne. MnoZene s konstantom opet daju harmonicku funkciju. Suma harmo-
ni¢kih funkcija opet je harmonicka funkcija. Prema (A.42) i (A.45) slijedi da su

Wi, =k DR ) hk 2) (A.48)

elementarna rjeSenja skalarne kompleksne Helmholtzove jednadZbe (A.41) uz uvjet da
separacijske konstante zadovoljavaju jednadZbu (A.46). Ova rjeSenja nazivamo jo§ i
elementarne valne funkcije ili elementarni zonski harmonici.

Prema (A.34) linearne kombinacije elementarnih valnih funkcija (A.48) moraju
takoder biti rjeSenja Helmholtzove jednadzbe (A.41). Iz relacije (A.46) proizlazi da za

7 Harmonicke funkcije u matematici su dvaput neprekidna derivabilna rjeSenja Laplaceove jednadZbe.
Tocnije, to su rjeSenja koja su neprekidna zajedno sa svojim prvim i drugim derivacijama. U jednoj dimenziji
Laplaceova jednadzba se svodi na d’X/dx* =0, pa bi harmonicke funkcije bile sve linearne kombinacije
funkcija 1 i x. U primijenama je uobiajen naziv "harmonitke funkcije" u sludaju jedne neovisne varijable
proSiriti na svako rjesenje opcenitije jednadZbe (A.45).
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zadani k samo dvije od tri separacijske konstante k,, k, 1 k, moZemo izabrati neovisno,
tako da moZemo dobiti opce valne funkcije zbrajanjem preko moguéih izbora za jednu
ili dvije separacijske konstante. Na primjer

=33 By Wi => D By bk x)h(ky)hk;2) , (A.49)
k. k k k ’

X ¥ x il

Je rjeSenje Helmholtzove jednadzbe. Koeficijenti B, su opCenito kompleksne kon-
stante. Vrijednosti realnih pozitivnih konstanti k.’ k:‘z i k7 dovoljnih za svaku pose-
bnu zadadu odreduju se pomoéu postavljenih rubnih uvjeta. Nazivamo ih jo§ i valni
brojevi, a predstavljaju svojstvene vrijednosti rubne zadace. Elementarne valne funkcije
koje odgovaraju svojstvenim vrijednostima su svojstvene funkcije rubne zadace. lzraz
(A.49) mozemo prepoznati kao dvostruki Fourierov red po varijablama x 1 y za neku
fiksnu vrijednost varijable z = z,.

Opce valne funkcije moZemo dobiti i integracijom preko jedne ili dviju konstanti &;,
(i = x,y,2). Tada je rjeSenje Helmholtzove jednadZbe npr.

=] [bleok) vy, o dkdk,= [ [ bk k) h(kx)hk,y) bk, 2) dk,dk, (A.50)
k k k, k

gdje je b(k,k,) analiticka funkcija, a integraciju provodimo po bilo kojem putu u kom-
pleksnoj (kx,kv) domeni. JednadZzba (A.50) ima kontinuiranu promjenu separacijskih
konstanti, pa kazemo da postoji neprekinuti spektar svojstvenih vrijednosti. Opce valne
funkcije oblika (A.50) najCeSce se koriste za tvorbu Fourierovih integrala.

Analizirajmo fizikalno znacenje dobivenih rjeSenja Helmholtzove jednadZbe (A.41).
Pretpostavimo da polje y mozZe biti skalarna ili vektorska, realna ili kompleksna funk-
cija koordinata prostora i vremena, ili fazor, i da k* moZe biti bilo koji kompleksan ili
realan broj. Iako je iz matematickih razloga pogodno upotrijebiti kompleksne veliine i
racun, treba imati na umu da se fizikalna bit polja mora predstaviti realnim funkcijama.
Tako se za kompleksno polje y u jednadzbi (A.41) trenutno realno rjeSenje dobije kao
realni dio kompleksnog rjeSenja

Vg, =Relyl, (A.51)

koje je, kao i imaginarni dio, takoder rjeSenje jednadZzbe (A.41). Ako je polje ¥ u
fazorskom prikazu amplituda vremenski sinusnih titraja ovisna o prostornim koordina-
tama, te ako prostornu razdiobu odreduje jednadZzba (A.41), tada se realna vrijednost
polja odreduje kao

Y =Relwe/} . (A.52)

RjeSenja jednadZbe (A.41), tj. elementarne valne funkcije u obliku A(kx) = e, gdje je
k pozitivno i realno, predstavljaju sinusne valove koji nepriguseni putuju u + x smjeru.
Ako je k kompleksno i Re{k} > 0 imamo sinusne u + x smjeru putujuée valove koji su
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ili priguseni ili pojaCani, ve¢ prema tome da li je Im{k} negativno ili pozitivno. Sli¢no
rjeSenje u obliku A(kx) = e”*, uz Re{k} > 0, predstavljaju u — x smjeru putujue sinus-
ne valove, priguSene ili pojaCane ako je k kompleksan broj. U slucaju da je k Cisto
imaginaran broj tada dvije valne funkcije ¢ i 7 predstavljaju polja koja i§Eezavaju
kada x teZi u +eo —eco. RjeSenja oblika h(kx) = sin(kx) i h(kx) = cos(kx) s realnim k
predstavljaju Ciste stojne valove. Ako je k kompleksno te funkcije predstavljaju lokalne
stojne valove, a ako je k Cisto imaginarno imamo dva polja koja i§¢ezavaju. Za degene-
rirani slu¢aj k = 0 imamo harmonicke funkcije 2(0,x) = 1,x. Izbor odgovaraju¢e harmoni-
Cke funkcije (A.47) tj. elementarne valne funkcije kao rjeSenja Helmholtzove jednadZbe
(A.41) je u svakom posebnom slucaju zadatka s rubnim vrijednostima stvar iskustva i

domisljatosti.



PRILOG B
DIRACOVA § FUNKCIJA

U makroskopskom pristupu izvore polja opisujemo kontinuiranim raspodjelama u
prostoru. Ponekad je korisno idealizirati raspodjelu izvora pretpostavkom da je izvor
konaCne veli¢ine zbijen u totku. To rezultira beskonaénom (ili singularnom) gustoéom
izvora. Za opisivanje takvih velitina Dirac® je uveo & funkciju koju u jednoj dimenziji
definiramo kao

d(x-x')=0 ; x=x', B.1)
uz uvjet da vrijedi

fﬁ(x—x']dx=1 , (B.2)
)

ako je x" u domeni integracije . To zna&i da u to¢ki x” ta funkcija postaje neizmjerna, a
u svim ostalim jednaka je nuli a integral u relaciji (B.2) je odredeno proirenje integra-
cije na takve singularitete. MoZemo zamisliti da nastaje iz pravokutnog impulsa ako
Sirina tog impulsa teZi k nuli, a visina teZi u beskonacnost tako da mu povrsina ostaje
konstantna. Diracova & nije funkcija u uobiajenom smislu te rije¢i, pa za imenovanje
ovakvih singularnih veli¢ina Cesto koristimo izraze "poopéena funkcija" ili "simbolitka
funkcija". VaZna svojstva & funkcije jesu

v(x') ; x'el, ‘ (B.3)

8(x-x")dl=
[w(x) (xx)dt{ 5 ¢ s

S(x-x')=8(x"-x) . (B.4)

Trodimenzionalnu & funkciju definiramo relacijama

d(r-r')=0 ; r=r, (B.5)

¥ Pogledati u P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford University Press, Fair Lawn,
1935.
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fa(r-r')dx=1 . rev. (B.6)
V

Odgovarajuée izrazima (B.3) i (B.4) i za trodimenzionalnu 6 funkciju vrijedi

y(r') 5 rev,

r)o(r-r')dV= (B.7)
{tu()( ) { o rev
1

d(r-r)=08(r'-r) . (B.8)
VaZan identitet koji koristimo jest

-A =4nd(r-r) . (B.9)

=

U pravocrtnom koordinatnom sustavu vrijedi

B(r-r)=8(x-x)8(y-y)8@-2) , (19
a za cilindri¢ni koordinatni sustav jest

6(?__",):5(!‘-!')5(0(—& )6(2"2) . (BII)

r

U sfernom koordinatnom sustavu je

6(r_r,)=6.(r~r)6(fx—a )& (0 -0") . (B.12)

r2sin®

Diracovu & funkciju mjerimo u jedinicama recipro¢nog volumena bez obzira na to
koliko prostor ima dimenzija.



PRILOG C
VEKTORSKA ANALIZA

U ovom prilogu dajemo kratak pregled rezultata vektorske algebre 1 analize koje
najce$ce koristimo u teoriji elektromagnetizma. Apsolutna vrijednost A vektora A, koju
oznaCavamo i s |A| ima sljedeéa svojstva

420,
A|=0 ~ A=0,
AA[=A[IA],
[A+B|<|A|+|B| .

(C.1)

Ovdje je A skalar. Vektor
B

_ A (C.2)
Y= "4

jest jedini¢ni vektor u smjeru vektora A.

C.1. Relacije mnozenja

Skalarni ili in-produkt dva vektora A i B definiramo kao

A-B=|A||B|cosu , (C.3)
gdje je d kut izmedu vektora A i B. Svojstva skalarnog produkta jesu

A-B=B-A ,

A (B+C)=A‘B+A-C,

(AA)'B=A-(AB)=A(A"B) ,

|A|=A=/AA .

Vektorski ili eks-produkt dva vektora A i B definiramo kao

(C.4)

AxB=n|A||B|sina , (C.5)

gdje je o kut izmedu vektora A i B, a n jedini¢ni vektor u smjeru okomitom i na A i na
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B tako da A, B i n tvore desno orijentirani sustav. Svojstva vektorskog produkta jesu

AxB=-BxA ,
Ax(B+C)=AxB+AxC ,
(AA)xB=Ax(AB)=A(AxB) ,
AxA=0.

(C.6)

Vektorske relacije viSestrukih produkata jesu

A« (BxC)=C-(AxB)=B-(CxA) ,

Ax(BxC)=B(A-C)-C(A'B) ,

Ax(BxC)-Cx(BxA)=Bx(AxC) ,
Ax[Bx(CxD)]=(B-D)(AxC)-(B-C)(AxD) , (C.7)
(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)-(A-D)(B-C) ,
(AxB)x(CxD)=[(AxB)-D]C-[(AxB)-C]D ,

(AxB) [(BxC)x(CxA)]=[A(BxC)J* .

C.2. Diferencijalne relacije

Derivacijom skalarnog polja ¢ = @(r) u zadanoj tocki vektora poloZaja r po vektoru
¢ zovemo grani¢nu vrijednost kvocijenta

de =1im‘P("+€0)‘tP(!‘) . (C.8)
oc e €

Derivacija d¢/dc, pokazuje brzinu prirasta funkcije @ u smjeru jedini¢nog vektora ¢, u
svakoj toCki. Od svih derivacija u zadanoj tocki po razli¢itim jedini¢nim vektorima
najveca je derivacija d@/on u smjeru jedini¢nog vektora n okomice na ekvipotencijalnu
plohu u toj tocki.

Gradijentom skalarnog polja @ zovemo vektor koji ima smjer okomice na ekvi-
potencijalnu plohu i duljinu koja je jednaka d@/dn. Taj vektor oznafavamo s Ve ili s
grad ¢ i definiramo ga kao

fmpdS

. (C.9)
r)= 11im
W= e AV

Ako je A skalarna konstanta, a u i v su skalarna polja osnovna svojstva gradijenta jesu
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VA=0,
V(u+v)=Vu+Vv ,
Viu=AVu , (C.10)

V(uv) =vVu +uVv ,

Vu(v)=u'(v)Vv .

Divergenciju vektorskog polja F(r) u toCki r oznacavamo s V-F(r) ili divF(r) i

definiramo kao skalar koji je grani¢na vrijednost kvocijenta
ng-ndS

V-F(r) = lim =
AV-0 ﬂ V

(C.11)

Ovdje je AV volumen koji sadrzi tocku r a okruZuje ga zatvorena povrsina S, dok je n
jedini¢ni vektor okomice na povrSinu dS. Divergencija predstavlja tijek vektora F iz
volumena AV po jedinici tog volumena, i ako je na nekom mjestu razli¢ita od nule tada
F na tom mjestu ima svoj izvor ili ponor. Osnovna svojstva divergencije jesu

vV-C=0,
V- (A+B)=V-A+V'B ,
V-AA=AV-A , (C.12)

V:(uA)=uV-A+(Vu)-A,

V:(AxB)=B-(VxA)-A(VxB) .
Ovdje su A i B vektorska polja, u je skalarno polje, C je konstantan vektor, a A skalar-
na konstanta.

Rotacija ili rotor vektorskog polja F(r) koju oznacavamo s VxF(r) ili rotF(r) jest
vektor Koji je grani¢na vrijednost kvocijenta

jﬁn xFdS

p Ry
VxF(r)= lim>~——
AV-0 AV

(C.13)

I ovdje je AV volumen koji sadrZi tocku r a okruZuje ga zatvorena povrSina S, dok je n
jedini¢ni vektor okomice na povrSinu dS. Osnovna svojstva rotora jesu
Vx(A+B)=VxA+VxB ,
VxAA=AVxA ,
Vx(uA)=(Vu)xA+u(VxA) ,
Vx(AxB)=A(V:B)-B(V-A)+(B-V)A-(A-V)B .

(C.14)
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Ovdje su A i B vektorska polja, u je skalarno polje, a A skalarna konstanta. Sve smo
izraze pisali koriStenjem Hamiltonova operatora V (nabla). To je vektorski diferenci-
jalni operator i pri njegovoj primjeni moramo poStovati zakone vektorske algebre i
pravila parcijalnog deriviranja.

Korisni identiteti koji ukljucuju gradijent, divergenciju i rotor jesu

V(A‘B)=Ax(VxB)+Bx(VxA)+(B'V)A+(A-V)B ,

Vx(Vu)=0,

V:(VxA)=0,

Vx(VxA)=V(V-A)-AA , (C.15)

V«(Vu)=Au ,

A(uv)=ulAv+(Vu)(Vv)+vAu ,

A(uA)=ulMA+AAu+2[(Vu)-V]A .

Ovdje su A i B vektorska polja, u i v su skalarna polja, a A=V-V=V? je Laplaceov
operator.

C.3. Integralne relacije

U izrazima koji slijede V je volumen ogranifen regularnom plohom S. Jedini¢ni
vektor n je okomit na dS, a pozitivnog je predznaka kada je usmjeren prema van iz
zatvorene plohe. Temeljni izraz za razliCite integralne relacije jest

& wv-§rn-
V audV—fﬁn a,)ds (C.16)

Ovdje je a, jedinicni vektor u smjeru proizvoljne odrednice u a f skalarno polje. Primje-
nom tog izraza u trodimenzionalnim ortogonalnim koordinatnim sustavima dobivamo
sljede¢e Gaussove teoreme

fV-AdV=j€(A-n)dS ,

v S

foAdV=j§(nxA)dS , (C.17)
V S

fVudV=5£uuds ;
4 b

Ovdje je A vektorsko a u skalarno polje. Odabirom posebnih vektora, kao na primjer
u(Vv), gdje su u i v skalarna polja, i njihovim uvodenjem u izraze (C.17) moZemo
dobiti niz Greenovih teorema od kojih najée§ée koristimo dva
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f(uav—mu)dhf(u@ -vQ‘i]dS ,
by g on oOn

f[uav+(Vu)-(Vv)]dV=jGu%ds .
|4 S

(C.18)

Ako je S regularna dvostrana ploha koju obrubljuje zatvorena krivulja [ vrijede
Stokesovi teoremi

f[n-(V><A)]dS=j§A dl |
s {

f[nx(Vu)]ds=3§udt ,

g ’ (C.19)
f(nxV)xAdS=§dzxA .

A ]

JU(Vu) < (W) -ndS = fu(V) -dl = - §¥(Vu)-dl .
) ! l



PRILOG D
KOORDINATNI SUSTAVI

D.1. Pravocrtni koordinatni sustav

Pravocrtni ili Kartezijev koordinatni sustav ine jedini¢ni vektori a,, a, i @, prema

slici D.1.1.
A

Z

P(x,y,z)

Y Slika D.1.1. Pravocrtni koordinatni sustav, poloZaj tocke i

7\{ jediniéni vektori

Vektor poloZaja tocke P s odrednicama (x,y,z) jest

r=xa,+ya +za, , (D.1)

a za jedini¢ne vektore a,, a, i a, vrijedi

ax-ay=ay-az=az°ax=0 ;

(D.2)
axa,=a, ; axa=a_ ; axa=a,
Nabla i Laplaceov operator u pravocrtnom koordinatnom sustavu imaju oblik
o 0
V=—a +—a_ +—a
ax * ¥y g’
i (D3)
& & &
A i
ax? dy? oz’

Za skalarno polje u(x,y,z) i vektorsko polje F(x,y.2)=F(x,y.2)a+F (x.y.2)a+F (x,y.2)a,
vrijedi
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Vu=%a +%a +@a
ox * 9y Y oz *’
oF odF,6 OoF
VF=—3+—2:+ %
ox oJdy 0z
- oF, OF, oF, OF, oF, OF, (D.4)
Sl Y e (g (g
Pu Fu Fu
Au=—+—+— |,
ax2 ay2 azz

AF=Aanx+AFyay+Aanz :

Diferencijalni elementi duljine u smjeru odrednica jesu dx, dy i dz, a element volumena
Jjest dV = dxdydz.

D.2. Cilindri¢ni koordinatni sustayv

Jedini¢ne vektore a,, a, i a, koji Cine cilindri¢ni koordinatni sustav prikazali smo
na slici D.2.1.

Slika D.2.1. Cilindri¢ni koordinatni sustav, polozaj

toCke i jedini¢ni vektori
X
Vrijedi
a,=cosua, +sinaa ,
a, = -sinca_+cosaa
o X y? (DS)
a,=cosaa, -sinea, ,

ay=smocar+cosocaa .
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Jedini¢ni vektori a,, a,, i a, zadovoljavaju sljedece relacije

aca,=a, -az=az-ar=0 ,

a xa,=a, ; a,xa,=a, ; a,xa.=4a,, (D.6)
aar_ _ da, e
do © 7 Ja re

Nabla u cilindri¢nom koordinatnom sustavu ima oblik

I LS. (D.7)

+——a_ +—a, .
or "™ roda * 0z *

Vektorsko polje F(r,0.2) = F,(r,0,2)a,+F (r,0.z)a+F(r,o,z)a, i skalarno polje u(r,0.z)
zadovoljavaju sljedece relacije

Vu=é +lﬂa +a—2a ’

10(rF) 10F, OF,
—_ — — +
r ar row & °®
1 O0F, OF oF, OF, 1 O(rF,) 1 0F,
|2z _ " ¢a r__z 2 e D.8
o [raa 0z a dz Or «” r or r oo e O
10( ouy 1 u Fu
A =] = |p— g
ror\ or) r?0a? 09z°
AF=|AF F, 2%, AF Fo 29, AF
= - - - + .
r r2 r2 aa a!'+ o r2 * r2 a aﬂ zaz

Diferencijalni elementi duljine u smjeru odrednica cilindri¢nog koordinatnog sustava su
dr, rdo. i dz, a element volumena jest dV = rdrdodz.

D.3. Sferni koordinatni sustav

Sferni koordinatni sustav &ine jedini¢ni vektori a,, @, i @, u smjeru odrednica r, ¥
i . PoloZaj totke P(r,9,0) i jediniéne vektore prikazali smo na slici D.3.1.
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Slika D.3.1. Sferni koordinatni sustav, poloZaj
tocke i jedini¢ni vektori

Odnosi izmedu jedini¢nih vektora pravocrtnog i sfernog koordinatnog sustava jesu
a,=sind cosoa, +sindsinaa +cosda,,

a,=cosf cosaa, +cosOsinea -sinda,,

= —gj +
a, sinca, +cosea, , D)
a, =sin® cosaa, +cos? cosaa,-sinca, ,
ay=sintr sinaa, +cos® sinaa, +tcosaa, ,
az=cosﬁar—smﬁa° .
Vrijedi
a,ca,=a,a =a,a =0,
arxan=aa 3 anxau=ar 3 aaxaran s (DIO)
aar aar 2 aaﬁ aaﬁ
=aq ; ——=sinoa ; —=-@ | ——=cCosta..
oo L = ¥ ab e A da @
Hamiltonov operator u sfernom koordinatnom sustavu ima oblik
d 10 1 o
V=g +——a,¥————4g, . (D.11)
or r oo rsin® dua

Za vektorsko polje F(r,0,0) = F(r,9,00a, + Fy(r,8,00)a, + F (r,9,0)a, i skalarno polje
u(r,9,00) u sfernom koordinatnom sustavu vrijede relacije
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Prilog D: Koordinatni sustavi

Vu—@a 1 au 1 %a
or'T rop %" rsin® da
v la(rzF) 1 O(sin®F,) 1 OF,
= — +
r2  or T rsind o0 rsin® da
a(smﬁF) _ oF, 1 OF, 10(rF)
a + i a, +
rsmﬁ do " | rsin® da r Or L
[1 O(rF,) 16F]
r r ob (D.12)
pu=lOfpdw), 1 9( ,0u) 1 Ju
r2or ar r2sin® aﬁ[ ob r2sin?® do? ’
2F, 2cotd F, 2 oF, 2 OF,
AF=|AF - -

a
R r? 7200  r2sind Ox | '

oF, F ) oF,
| ar,+ 2 o cos¥ ]a"

F200 2  rlsin?d O«

+
risin® 0a  r2sin?®  r2sin’® O«

b e 2 OF, E, 2cos ¥ aFa)

Diferencijalni elementi duljine u smjeru odrednica jesu dr, rd¥ i rsinda, a element
volumena jest dV = r*sin 9drdddo.



PRILOG E
BESSELOVA DIFERENCIJALNA JEDNADZBA

Pri rjeSavanju problema u cilindriénom koordinatnom sustavu Laplaceovu jednadZbu
separacijom varijabli ¢esto mozemo svesti na diferencijalnu jednadZbu oblika

df 1df (2 p?|,_ (E.1)
dr2+rdr+(k 3 =0

Zamjenom x = kr tu jednadZbu svodimo na standardni oblik Besselove diferencijalne
JednadZbe p-tog reda

& g () P, A _ E2

Rje3enja te jednadZbe jesu Besselove funkcije J,,(x) koje ratunamo pomocu

_(EPy GO (x> Y
Jp(x)—(z] ) m[l"(m+p+1)(2] -

m=0

Ako p nije cijeli broj funkcije J, i J_, su dva neovisna rjeenja jednadzbe (E.2). Kad je
p cijeli broj gama funkcija T'(m + p + 1) se svodi na (m + p)! pa vrijedi J_, = (- 1)"J, 1
ta dva rjeSenja viSe nisu neovisna. Tada za drugo neovisno rjeSenje umjesto J_, uvodimo

Neumannove funkcije’

J, (x)cosnm -J_ (x)
N (x) =lim : o (E.4)
P = sinnm
Kada je p pozitivan cijeli broj vrijedi
00 (_l)m(x]zm (E Sa)
J@=Y —={2|", -
0= 2 a2

¥ Cesto se Neumannove funkcije nazivaju Besselove funkcije druge vrste, a J, Besselove funkcije prve
vrste.



716 Prilog E: Besselova diferencijalna jednadba

2 2 (1 X
R ) (_(,;,)T)?(%] o(m) | (E.5b)

za funkcije nultog reda i
7 (x) B ZW: (_l)m f 2m+n
" = m! (m+n)!| 2 ’

n-1 —m =111 n-2m
N () =Jn(x)%m-‘12’-‘ = —12 ("—$|1~?~E) - (E.6)
m=0 *

_1ym 2m+n
=3 ﬁ(ﬂ [B(m) +o(m-+n)]

T m!(m+n)!

m=0

za cjelobrojni pozitivni n. U izrazima (E.5,6) je Iny=0.577216... Eulerova konstanta, a
funkcija ¢(m) jest

¢(m)=1+%+%+...+i. (E.7)

Na slikama E.1 i E.2 prikazali smo tok Besselovih i Neumannovih funkcija.

1.0
08 \.J,

061 J,
0.4 |

0.2 ¢

_02 L

-0.4f

Slika E.1. Besselove funkcije



Prilozi 717

0.50
0.25}
§ 2

-0.25}

-0.50¢

-0.75¢

-1.00;

Slika E.2. Neumannove funkcije
Cesto koristimo pribliZenja za male argumente
Jo¥) = 1,
x-0
1 (x\" (E.8)
J, ) z 5(5] ;
n-1)! (2"
M - ()

i pribliZzenja za velike argumente

J x) = %cos(x—gﬂ%t) .
" \J b1’
e (E.9)
2 T N7
N = |—sinjx-—-—1.
() bl { nxsm(x 1 2 ]

Za opisivanje valnih pojava pogodno je definirati linearne kombinacije

M i
H, (x)=J,(x) +JN,(x) , (E.10)

H(x)=J,() ~jN,®) ,



718 Prilog E: Besselova diferencijalna jednadzba

koje se nazivaju Hankelove funkcije prve i druge vrste i takoder su rjeSenja Besselove
diferencijalne jednadZbe. PribliZzenja Hankelovih funkcija za male argumente izvodimo
iz izraza (E.8), a pribliZenja za velike argumente iz (E.9)

HP@ = | =j™"e",
e\ Jrx (E.11)
H(?-) x = jngix
» ) kA e

Iz priblizenja (E.9) ocit je valni karakter Hankelovih funkcija. Ako s F (x) ozna¢imo
bilo koje rjeSenje Besselove diferencijalne jednadZbe njihove derivacije odredujemo
pomocu

F,/(x)=F, l(x)-—F(x),

(E.12)
i n
F'x)=-F, & RO
Sto za posebni slucaj n =0 daje
Fy'(0)=-F,(x) . (E.13)

RjeSavanje Helmholtzove jednadZbe u sfernom koordinatnom sustavu separacijom
varijabli ¢esto moZemo svesti na diferencijalnu jednadZbu oblika

&7 1dr
dr? rdr

]f 0. (E.14)

Zamjenom x = kr tu jednadZbu svodimo na standardni oblik modificirane Besselove dife-
rencijalne jednadibe p-tog reda

2 d
g ig[ Jf_ d(dg_(xhpz)f:()_ (E.15)

RjeSenja te jednadZbe jesu modificirane Besselove funkcije p-tog reda prve vrste
I,(x) =j7J,Gx) i I_(x) =j"J_(jx) kada p nije cijeli broj, te [,(x) 1 modificirana Besse-
lova funkcija p-tog reda druge vrste

K,(x)= ;P”H(l)(}x) (E.16)

kada je p cijeli broj. Na slici E.3 prikazali smo modificirane Besselove funkcije.
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14 ¢

12

10 |

1 2 3

Slika E.3. Modificirane Besselove funkcije /, i K,



PRILOG F
RAZVOJ FUNKCIJA U REDOVE POTENCIJA

Funkciju f{x) koja je neprekinuta i ima sve derivacije za x = a moZemo izraziti u
obliku zbroja reda potencija

= 2 _mn
o =fa) + e @+ @ E L gy (E.1)

Taj red nazivamo Taylorov red za funkcije jedne varijable. MoZemo ga napisati u
obliku

ﬂx) _ﬂa) E (x a)l f}( )+Rn . (F2)

Ovdje je R, ostatak

_ yntl
n=%ﬂ’“”(ﬁ) ; a<E<x, (F.3)

i Taylorov red konvergira k vrijednosti funkcije na lijevoj strani izraza (F.1) ako za
n— e R, — 0. Za funkciju s m varijabli Taylorov red piSemo u simboli¢kom obliku

i
= 8
Loy +85cnX, + @) =f(%yy0 X )+Z {): = ai]ﬂxl,...,xm) X (F.4)
Jj=1 i
Ako odaberemo f{x) = (1 £ x)" i m > 0 iz izraza (E.1) slijedi binomni red
(12" =14mx+ '"(';'”xzi ”‘(’"‘;),(m“")f (F.5)

Kad je m cijeli broj taj red je konacan i sadrzi m + 1 ¢lanova. Binomni red (E.5) kon-
vergira ako vrijedi | x | < 1. Neki od binomnih redova s pozitivnim eksponentom koje
Cesto koristimo jesu
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1
= 1 1 3 15

lex)?=le—x-—x2+—x3-——x*+- ..

(1+x) :I:2JC 8x i48x 384x + ;

1

3 1 2 10 80

1 3=1 g e e S R 4
(e =legx-10%"+162% "Toaa™ *

(F.6)
3
3 3
¢! ix)z=11§x+%x214—1x3+3—;x4+—... 5
5
5 5 15 15 15
TS e Lok By S g o) s
(1+x) 1:I:2JC+8.I :48x +384x
Za negativne eksponente dobivamo binomni red
(1 ix)""=14=mx+m(m_l)x2¢ m(m—l)(m—Z)x3+" (E.7)

2! 3! o

koji konvergira ako vrijedi | x | <1. Cesto koridteni binomni redovi s negativnim
eksponentom jesu

Azx)'=1sx+x2zx3+x%z... ,

5 1 1 1
(1£x) 2=1¢5x+%x2:4—;x3+-3—g-i—x4x... ,

1
3_,.1 4 , 28 , 280 ,
(Lex) =13 ox+ X ¥ 162 * "Toaa™ " (F.8)

E
> 1
(1zx) 2=1¢%x+?5x2¢2—085x3+%x4+~... :

2 315 4
(1:x) *=1 ;%x*»-?—’és*xzxﬁxhz—;-s—xﬂ—_.



PRILOG G
ELIPTICKI INTEGRALI

Ako simbolom R ozna¢imo racionalnu funkciju onda integrale oblika

fR(x,\/ax3 +bx?+cx+d)dx ,
(G.1)

fR(x,\/ax4+bx3 +ex?+dx+e)dx ,

nazivamo eliptickim integralima i u pravilu ih ne moZemo izraziti pomoc¢u elementarnih
funkcija. Raznim pretvorbama te integrale svodimo na elementarne funkcije i tri vrste
integrala

f dt

VA =11 -k%?) ’

t2dt
(G.2)

; 0<k<1
f VA -5 -k e

f dt

(1 +h)?/(1 -t))(1 -k%3) |

Supstitucijom ¢ = sin @ te integrale svodimo na kanonski ili Legendrov oblik za elipticki
integral prve vrste

de ’ (G.3)
1 -k%sin*¢

elipti¢ki integral druge vrste
f\!l -k*sin*@dg , (G.4)
i eliptiCki integral trece vrste

de

f(l +hsin?@)y/1 - k’sin®@ ‘

Pripadne odredene integrale s donjom granicom nula ozna¢avamo simbolima

(G.5)
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Ay T

o V1 -k%sin’@
I

E((p,k)=f\/1 -k%*in*q@de , r 0<k<1 (G.6)
0

(¢, h,K) = }
0

(1 + hsin? tp)\/l - k’sin’g

i nazivamo ih nepotpunim elipti¢kim integralima prvog, drugog i treeg reda. Parametar
¢ nazivamo amplituda, kK modul a n karakteristika eliptiCkog integrala.Integral F(n/2,k)
nazivamo potpuni elipticki integral prve vrste i oznaavamo ga s K(k), a integral
E(m/2,k) nazivamo potpuni elipticki integral druge vrste i oznatavamo ga s E(k). Potpu-
ne elipti¢ke integrale prve i druge vrste racunamo pomocu redova modula k

ol (Ve (3 e (15 e
K(k)_z_l (2)k (8]k (48)k ] (G.7)

ol (1P (37K (157K
Ety = 2_1_(2]" *(8) 3 (43) 5 }

ili komplementarnog modula k"= (1 — k*)"?

4 (1 4 3 4 2
s {4l ) it -3

(G.8)
E(k)=1+l i 1)k 3 gt g2 Y,
2\ K k' 12
Derivacije potpunih eliptickih integrala po modulu jesu
dK(k) _ E(k) K(k)
2 4
dk kk k (G.9)

dE(k)  E(k)-K(k)
dk k '
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KAZALO

Admitancija, 669
admitivnost, 445-447, 449, 450
Ampéereov kruZni zakon, 21-22
- poopéeni, 23
amplituda vala, 420, 524
analiticke funkcije, 269-271
analogije polja, 278, 284
anomalna disperzija, 481, 482
antena, 399, 431, 575, 581
antipotencijali, 81, 84, 85, 88
avanzirani potencijali, 103, 108, 110

BaZdarenje, 92-96
baZdarske transformacije, 91-94
Besselova diferencijalna jednad?ba, 715
Besselove funkcije, 715, 716, 718
— modificirane, 718, 719
binomni razvoj, 455, 720
Biot-Savartov zakon, 318
Brewsterov kut, 514
brzina prostiranja energije, 433

Cauchyjevi rubni uvjeti, 696
Cauchy-Riemannovi uvjeti, 272

cilindri¢ni koordinatni sustav, 220, 326, 704, 711
cilindriCni vodi¢ u vanjskom polju, 221-224
Coulombov zakon, 3, 19, 23, 112, 167

Cvorne varijable, 607

Delta funkcija, 14, 343, 654, 703
dielektri¢nost, 19

vakuuma, 19, 112

— izmjeni¢na, 446, 448
dielektrik, 34, 36
dielektri¢ni cilindar u homogenom polju, 273
difrakcija, 495
difuzijska jednad?ba, 338, 693
difuzijska vremenska konstanta, 356
dijamagnetizam, 40

dipol,

elektri¢ni, 39, 46, 232, 576, 580

Hertzov, 576

magnetski, 322, 323, 636
dipolni moment, 34-36, 40, 42, 43
Dirichletovi rubni uvjeti, 214, 598, 615, 642
diskontinuiteti u polju, 15
disperzija, 477, 478, 481, 482, 484-486, 488

— normalna i anomalna, 481

u ioniziranim plinovima, 488

u kovinama, 486

u dielektricima, 478
divergencija, 707
djelatna snaga, 461
djelovanje na daljinu, 1, 139, 167
dobri,

izolatori, 428, 452, 454

vodici, 452, 457, 459, 461, 477
domena, 691
dominantni mod, 563, 566, 572, 574
dubina prodiranja, 353, 442, 468
dvoZiéni prijenosni vod, 147, 148

Ekvipotencijalna ploha, 195-197
elektri¢na,

energija, 152,156,438, 447

provodnost, 9, 41

susceptibilnost, 48, 59
elektriéni,

dipol, 39, 46, 232, 576, 580

krugovi, 389

otpor, 30, 160

tenzor, 169
elektricno polje, 1, 191
elektroda, 203, 279-281
elektromagnetska,

indukcija, 382

energija, 138

koli¢ina gibanja, 161, 167
elektromagnetski val, 397
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elektromagnetsko polje, 1
elektromehanicka pretvorba energije, 385
elektromagnet, 306
elektronska polarizacija, 35
elementarne silocijevi, 304, 305
elementarne valne funkcije, 405, 698, 700-702
eliminacija, 621
elipti¢ki integrali, 320, 327, 675, 722, 723
energija, 134
magnetiziranja, 157
polarizacije, 152, 154
pohranjena u elektricnom polju, 350
pohranjena u magnetskom polju, 293, 350
u kvazistatickim poljima, 348
u sinusno promjenjivim poljima, 349
Eulerova konstanta, 586, 662, 716

Faktor,
dobrote rezonatora, 573
magnetskih gubitaka, 449
dielektrickih gubitaka, 446, 448
Faradayev zakon, 20, 23, 384, 676
fazna,
konstanta, 419, 456, 485, 517, 522
brzina, 417, 428, 460, 561, 562
fazni pomak, 359, 361, 417, 428, 460, 516, 582
fazor, 341
fazorska notacija, 341, 342
ferimagnetizam, 40
feriti, 41, 449
feromagnetizam, 40, 62
feromagnetska kugla u vanjskom polju, 309
feromagnetski materijali, 61, 305, 449
Fourierov integral, 472, 493
Fourierov red, 219, 355, 701
Fourierova transformacija, 342, 344
Fresnelove jednadZbe, 496, 498, 500
Fredholmove integralne jednadZbe, 693
funkcional, 593, 594, 598, 691

Galerkinova metoda, 643, 645, 596, 647, 682
Gaussov zakon, 23, 45, 192, 199
Gaussovi teoremi, 708
geometrijske transformacijske funkcije, 603
geometrijski ¢vorovi, 601, 605
gradijent, 706
graniCna,
frekvencija TE,, moda, 561
valna duljina TE;, moda, 561
grani¢ni valni broj, 568
Greenovi teoremi, 114, 596, 598, 643, 654

Greenove funkcije, 107, 695
neograni¢enog prostora, 103, 107
ravnih metalnih granica, 248
vodljive kuglaste granice, 266

grupa valova, 492, 493

grupna brzina, 491, 493, 494
signala, 491

gustoéa,
elektri¢ne energije, 155
elektrinog tijeka, 284
energije polarizacije, 153
energije magnetiziranja, 157
linijskog naboja, 14
magnetiziranja, 41, 42, 157
magnetskog tijeka, 5, 20,
naboja, 7, 9
polarizacije, 35, 36
polarizirane struje, 37
struje, 8

Hamiltonov operator, 708
Hankelove funkcije, 662, 669, 718
Helmholtzova jednadzba, 692, 698
Hertzov,

vektor, 98, 99, 576, 577

dipol, 398, 576
Hertzovi potencijali, 97
Hilbertov prostor, 690, 691
histereza, 41, 54, 57, 59, 61
homogeno polje, 228, 265, 312

Idealni vodi¢, 32
impedancija, 421
impeditivnost, 445, 447, 449, 450
inducirani plosni naboj, 33
inducirano elektri¢no polje, 337, 378, 382
indukcija, 3, 59, 81, 158, 296, 307, 308, 312, 382
induktivitet, 348
suosnog kabela, 297
induktiviteti sustava strujnih petlji, 303
integrali,
potencijala, 121
polja, 124
interpolacijske funkcije, 592, 600, 607, 608, 646
inverzni val, 417, 418, 422, 429
ionska polarizacija, 35
izmjeniCna,
dielektri¢nost, 446, 448
permeabilnost, 449
izolatori, 28, 57
izoparametarski elementi, 608
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Jacobijeva matrica transformacije, 604 kut,
jakost, dielektri¢kih gubitaka, 446
struje, 3, 7, 218, 345, 390, 461 magnetskih gubitaka, 449
elektri¢nog polja, 3, 4 kutna brzina, 40
magnetskog polja, 52 kvazistati¢ko elektromagnetsko polje, 348
jalova snaga, 461
jednadZba kontinuiteta, 9, 10 Laplaceova jednadZba, 692
jednadzbe ravnog vala, 406, 436 — jedinstvenost rjeSenja, 212
jednadZbe prijenosne linije, 550 — separacija varijabli, 216
Laplaceov operator, 710
Kapacitet, 32, 191 linearni,
kondenzatora, 202, 205, 394 kvadrupol, 234
usamljene vodljive kugle, 202 prostor, 689, 690
sustava vodiéa, 208 linearno polariziran, 419, 423
karakteristi¢na, Cisti stojni val, 436
impedancija, 549, 550, 562-564, 569 putujudi val, 431
impedancija moda, 562 linijska,
impedancija linije, 551 gustoca naboja, 14, 236
Kirchhoffovi zakoni, 390 struja, 14, 638
koeficijent, linijski,
transmisije, 501, 522, 526, 558 naboj, 14, 235, 239, 252, 260, 263
refleksije, 491, 511, 533, 536-538, 556 magnetski dipol, 636
koeficijenti otpora, 279 Lorentzov uvjet, 84, 344
koenergija, 387 Lorentzova sila, 2-5, 19, 23, 66, 72, 133—135
koercitivnost, 59
kompleksne gradivne znaCajke, 445 Magnetiziranje, 39
— dielektritnost, 445, 488 magnetska,
— permeabilnost, 445, 449 energija, 157-159, 300, 387, 432, 449
— provodnost, 445 indukcija, 3
kondenzator, 202-206, 656, 657 susceptibilnost, 52, 61
kondukcijske struje, 8, 9 magnetske struje, 46, 64, 451, 676, 677, 681, 682
konformno preslikavanje, 191, 269, 270, 309 magnetski,
konstanta prostiranja, 413, 428, 441, 455, 551 krug, 304, 305, 307
konvekcijske struje, 8, 10, 136, 153, 160 lim u promjenjivom polju, 353
konzervativno polje, 90 naboj, 21, 45, 46, 64, 90, 676
koordinatni sustavi, 710-713 tijek, 5, 20, 40, 53, 380, 393
— pravocrtni, 710 vektorski potencijal, 82, 286, 288, 335
— cilindriéni, 711 dipol, 322, 323, 636
— sferni, 712 moment strujne petlje, 40
kosinus integrali, 586 dipolni moment, 39, 40
kritiéni upadni kut, 515 magnetsko polje, 1, 182
kriti¢na frekvencija za ionizirani plin, 489 makroskopska elektromagnetska teorija, 19, 537
kruZno polariziran, makroskopski pristup, 6, 19, 398
putujuci val, 434 materijal u elektromagnetskom polju, 148
stojni val, 438, 440 Maxwellove jednadZbe, |
Kroneckerova delta, 173, 673 u diferencijalnom obliku, 23
kugla, u fazorskoj domeni, 342
u vanjskom elektri¢nom polju, 225-228 u integralnom obliku, 24, 25
u sinusno promjenjivom polju, 372 u materijalu, 63, 77, 78
kuglasti permanentni magnet, 312 u vakuumu, 18, 76

kuglasta magnetska ljuska u vanjskom polju, 313 za vektore polja, 71, 79
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Maxwellov tenzor naprezanja, 172, 173
meduinduktivitet, 299, 301, 303, 380
dvaju paralelnih dvoZi¢nih vodova, 301
metoda momenata, 651, 652
metoda konaZnih elemenata, 591
metrika, 689, 690
mijefani uvjeti, 214
modovi, 546, 560, 566, 569
— neprostiruéi, 561
- prijenosne linije, 546
— prostiruéi, 561
model,
amperske struje, 42, 64
magnetskog naboja, 45
modificirane Besselove funkcije, 718, 719
moment magnetskog dipola, 46

Nabla, 708

nadomjesni izvori, 126, 676

napon, 30, 193

nesinusni valovi, 469

Neumannovi rubni uvjeti, 214, 598, 642
Neumannove funkcije, 715, 717
Newton-Raphsonova metoda, 638
norma, 640, 689, 690

normalna i anomalna disperzija, 481
normirani prostor, 689, 690

Oc¢uvanje,
elektri¢nog naboja, 3, 9
elektromagnetske energije, 139, 141, 146
odrezni valni broj, 568
odslikavanje, 248, 249, 260, 282, 334, 681
ogib, 495
Ohmov zakon, 9, 28
u elementarnom obliku, 29
operator, 691
orijentacijska polarizacija, 35
otpor, 30, 280

Paralelna admitancija linije, 550
parametri¢ka disperzija, 478
parcijalni kapacitet, 208

— tri udaljene usamljene kugle, 209
permanentni magneti, 55, 285

- magnetski krug, 307
permanentna polarizacija, 35
permeabilnost, 21, 52

vakuuma, 21, 46, 62, 112

— izmjeni¢na, 449
permitivnost vakuuma, 19

Poissonova jednadzba, 692
— superpozicija rjeSenja, 211
— jedinstvenost rjesenja, 212
— integral i Greenove funkcije, 214
plocasti kondenzator, 204, 205, 656, 657
plosna,
impedancija, 467
naprezanja, 167, 168, 177-179, 184
struja, 11, 44, 47, 678
plogni,
naboj, 11, 32, 33, 74, 194, 240, 655
otpor, 467, 468
podrucja rezonantne apsorpcije, 482
polarizacija, 34-36
— orijentacijska, 35
— permanentna, 35
— ionska, 35
polarizacija vala, 424, 504, 51 1,514
— linearna, 425
— kruZna, 426
— elipticka, 426
polarizibilnost, 479
polarizirani naboj, 36, 38, 70, 74
polje, 2
Jednoliko nabijene duZine, 236-239
Jjednoliko nabijene duZine i kugle, 268
Jednoliko nabijene pravokutne ploge, 240
kruZne strujnice, 319
linearnog kvadrupola, 234, 235
dipola, 231-234
dva tockasta naboja, 229-231
dvoZi¢nog voda,
ispred dielektri¢kog poluprostora, 257
ispred magnetskog poluprostora, 334
ispred vodljive ravnine, 253
nejednoliko nabijene kocke, 245-248
strujnog cilindra, 326
u kvadru, 218-220
usamljenog toCkastog naboja, 196, 197
tockastog naboja u vodljivom kutu, 251-252
trake unutar vodljivog cilindra, 261
postojanje elektricnog naboja, 3
povratna supstitucija, 615, 617, 622
povrinski ucinak, 365, 367, 369, 461, 644
u cilindru, 367
povrsinski valovi, 537, 541
potencijali, 81
Poyntingov teorem, 143, 146, 187, 348, 371
u diferencijalnom obliku, 139, 141, 187, 189
u integralnom obliku, 141, 152, 188, 189
Poyntingov vektor, 142, 146, 167, 461, 510, 579



pravocrtni koordinatni sustav, 216, 404, 406, 710
pravokutni valovod, 558, 559, 564
preslikavanje, 691
prigusna konstanta, 418
prijenosna linija, 545-554, 558

~ bez distorzije, 555
prividna snaga, 371, 461
prolazni val, 495-497
prostorne sile, 167, 181-183
prostorni naboj, 12, 250
prostorni faktor, 580, 584, 585
provodna struja, 12
provodnost, 9, 12
putujuéi val, 416, 429-433

Radijacijsko polje, 579, 581, 583, 584, 686, 687
rasprSeno polje, 659, 660, 662—-664
ravni valovi, 399
— sinusni u prostoru, 419
— sinusni u vremenu, 412
= u neograni¢enom prostoru, 404
ravnina,
konstantne faze, 417, 443, 492, 524
konstantne amplitude, 525
razlika potencijala, 193, 207, 284, 394
razvoj u multipole, 243, 329
refleksije valova, 495, 537
refrakcija, 495
remanentna indukcija, 59, 308, 312
retardirani potencijali, 112, 339
retardirano vrijeme, 109
rezonator, 570, 571, 573
rotor, 707
rubni uvjeti, 213, 222, 636, 644, 692, 696
— Cauchyjevi, 696
— Dirichletovi, 214, 696
— mjedoviti, 214, 696
— Neumannovi, 214, 696

Separacija varijabli, 309, 401, 695

— Helmholtzove jednad?be, 404

— valne jednadzbe, 401
separacijske konstante, 405, 454, 698, 700, 701
serijska impedancija linije, 550
sferni koordinatni sustav, 224, 712, 713
silnice, 49
silocijev, 304
skalarni elektri¢ni potencijal, 82, 192
skalarni produkt, 705
skalarni magnetski potencijal, 290, 325
skup, 689
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slobodni naboj, 19, 31
smjer prostiranja vala, 406, 408, 469
Snellov zakon, 495, 498 504
srednja energija, 350
pohranjena u elektri¢nom polju, 350
pohranjena u magnetskom polju, 350
srednji gubici, 449, 350
staticko,
elektri¢no polje, 191
magnetsko polje, 182
stojni val, 436-438
Stokesovi teoremi, 709
struja pomaka, 1, 47
strujna cilindri¢na cijev, 331
strujni oblog, 13, 681
strujni element, 1, 37, 576, 580
strujnica, 292, 304, 318, 319, 324, 325, 380, 637
superpozicija, 48, 51, 211, 266, 444
susceptibilnost, 48, 52, 59-61
sustav vodi¢a, 206, 208
svojstvene funkcije, 218, 698, 701
svojstvene vrijednosti, 405, 560, 697, 698, 701

Sirina pojasa, 493
Stapni uzemljivag, 282

TankoZi¢ane antene, 676, 687, 688

Taylorov red, 340, 638, 720

TE mod, 560, 563

TEM val, 409

temeljne funkcije, 651, 652, 656, 667

tenzor, 48, 52, 169, 171-174
magnetske susceptibilnosti, 52
naprezanja, 172-174

teorija krugova, 550

teZinske funkcije, 595-597

tijek elektromagnetske energije, 146, 510, 544

TM mod, 560
T™ val, 517
tockasti,
naboj, 3, 19
izvori, 14, 15
totalna,

refleksija, 398, 514
transmisija, 496
transverzalni,
elektromagnetski val, 409
magnetski, 517, 661
ravni valovi, 404
trenutna vrijednost snage, 136
triangularizacija, 615, 616
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Ulazna impedancija linije, 556
unutarnji induktivitet, 348
uskladivanje u tofkama, 653
usmjerena,
fazna brzina, 507
valna impedancija, 507, 509
fazna konstanta, 507
uvjet kvazistati¢nosti, 340, 341, 344, 346, 347
uvjeti na granici, 66, 70, 194, 286, 676, 677
uvjet reciprociteta, 108

Valna,
duljina, 417, 428,
jednadZba, 83, 121, 399, 692
konstanta, 463
duljina prostiranja, 561, 562
impedancija, 421, 422
valovi,
u dielektriku, 427
u vodljivom materijalu s gubicima, 440
valovod, 544, 558-560, 564, 566, 571
vanjski induktivitet, 297-299, 380

vektor,
jakosti magnetskog polja, 52
elektricnog pomaka, 48
elektromagnetskog naprezanja, 174
polarizacije, 34, 35, 50, 98

vektorski magnetski potencijal, 82, 287

vektorski produkt, 705

vektorski prostor, 689

vezani naboji, 48, 139

vod, 147, 148, 253, 334, 544, 557, 588

vodiéi, 54

vodljivost, 280

vremenska konstanta relaksacije, 32

vrtloZne struje, 356, 358

Zakon,

odbijanja, 495, 504

protjecanja, 21, 22

refleksije, 498
zraCenje elektriCnog dipola, 575
zralenje elektromagnetskih valova, 575
zrcalne refleksije, 496
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