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OD KLASICNOG DO KVANTNOG INZENJERSKOG
ELEKTROMAGNETIZMA

Sazetak: Klasi¢ni elektromagnetizam je iznimno znacajan i koristan alat u
brojnim podru¢jima suvremene tehnologije, poput elektroenergetike,
elektronike, projektiranja integriranih krugova i bezi¢nih komunikacija.
Medutim, neke primjene, primjerice detekcija i1 lociranje svjetla,
prepoznavanje slike ili sustavi temeljeni na kvantnoj tehnologiji zahtjevaju
uporabu koncepata kvantnog elektromagnetizma. Kvantna fizika je
najuspjesnija teorija u povijesti znanosti, ali trazi dramati¢no drugaciji
nacin razmisljanja u usporedbi s klasi¢nim pristupom. U ovom radu dan je
prikaz osnovnih jednadzbi kvantnog elektromagnetizma takoder s
naglaskom 1 na neke poveznice s pojmovima u klasicnoj
elektromagnetskoj teoriji. Kona¢no, dana su i neka filozofska razmatranja
u okviru usporedbe klasi¢ne i kvantne fizike.

Kljuéne rije¢i: Maxwellove jednadzbe, klasi¢ni elektromagnetizam,
kvantni elektromagnetizam, Hamiltonian, filozofski aspekti



Uvodna razmatranja

Vrijeme i prostor su modeli kojima mislimo, a ne uvjeti u kojima Zivimo.
James Gleick

U svijetu klasi¢ne fizike opservabilna fizikalna veli¢ina je mjerljiva i
predstavlja deterministicku varijablu dok u okviru kvantne fizike ova veli¢ina
postaje slu¢ajna varijabla predoCena pridjeljenim statistickim momentima
primjerice ocekivanjem i varijancom [1]. Da bi se matematicki opisalo kvantne
opservable slucajnim svojstvima nuzno ih je predociti kvantnim operatorom
uparenim s vektorom stanja [2]. Njihov zapis daje se u onda vidu bekonaéno
dimenzionalne matrice i vektora, a kvantni operator ponasa se kao vektor stanja
koji definira stanje kvantnog sustava.

Principi kvantne fizike i usporedbe s klasicnom fizikom obradeni su u
velikom broju knjiga i znanstvenih radova pisanih uglavnom za fizicare. Tek
odnedavno kvantna fizika, a posebno kvantni elektromagnetizam, postaju
discipline od sve veceg interesa za inZenjere pa se ova problematika obraduje i sa
stajalista inzenjerskog elektromagnetizma u prestiznim casopisima iz podrucja
elektrotehnike, primjerice [2-5].

I dalje, medutim, Citavo stolje¢e nakon ustoli¢enja kvantne mehanike
postoje znacajne dvojbe oko interpretacije kvantne teorije, a i danas je uglavnom
dominantna tzv. kopenhagenska interpretacija [1].

Stanoviste kopenhagenske interpretacije kvantne mehanike, Cesto
popularno nazvane: 'Usuti i raunaj!’ (eng. Shut up and calculate!) je da kvantno
stanje sustava nije odredeno dok ne nastupi mjerenje. Po Einsteinu je, pak, kvantno
stanje odredeno prije provedbe mjerenja, a kvantni teorijski okvir, stoga do kraja
svog zivota, Smatra nepotpunim.

Meni izgleda izvjesno da je fundamentalno statisticki karakter teorije jednostavno
posljedica nepotpunosti opisa.
Albert Einstein

U ovom radu razmatra se jednostavan, uvelike intuitivan, prijelaz s
klasi¢nog na kvantni elektromagnetizam po principu homomorfizma Maxwellovih
jednadzbi [2]. Takoder, navode se neke usporedbe te filozofski aspekti u
pojmovima klasi¢ne i kvantne fizike.



1. Usporedbe klasi¢ne i kvantne fizike

lako kvantna fizika daje izrazito upotrebljive rezultate u smislu
predvidanja vjerojatnosti odredenih dogadaja, nakon gotovo stolje¢a od njenog
radanja, ovaj konstrukt i dalje ne daje pojasnjenja zaSto su vjerojatnosti u
terminima kojim se kvantna fizika izrazava ispravne.

Tako i danasnja 'hit metoda’ rjeSavanja brojnih problema - strojno ucenje
(eng. Machine Learning — ML) takoder pruza predvidanja o dogadajima nekih
fenomena bez da se uopce upusta u iznalazenje fundamentalnih principa [6].

Kvantna fizika, za razliku od klasi¢ne, nema ¢vrsta uporista u pojmovima
realizma i lokalnosti.

U klasi¢noj fizici pod realizmom se podrazumijeva stajaliste da ¢estica ima
inherentna svojstva koja se ne mijenjaju uslijed postupka mjerenja ili opservacija.
Naime, Cestica ima odredena svojstva neovisno o tome opazamo li je (provodimo
na njoj mjerenja) ili ne. Jednostavno receno, svojstva Cestice objektivno postoje a
da ih se ne mijeri.

Nadalje, lokalnost implicira da se bilo kakvo djelovanje ne moze ostvariti
brzinom ve¢om od brzine svjetlosti.

... ukoliko ste realist, morate vjerovati da je kvantna mehanika pogresna.
Lee Smolin

Gotovo u maniri Wittgensteina kvantna fizika nam ne omogucava da
govorimo o fenomenima koje ne mozemo, makar u principu, opazati. Stovise,
otklanja se ¢ak i mogucénost poimanja tih fenomena. Dakle, funkcija ove teorije
nije opis realnosti ve¢ puko postavljanje statistickih korelacija izmedu opazanja.

Ja sam uvjeren da je teorijska fizika zapravo filozofija.
Max Born

Sa sigurnoséu se moze kazati da je veliki problem fizi¢arima i inZenjerima,
koji su navikli na kategorije klasi¢ne fizike, izostanak mogucnosti zornog prikaza
fenomena u kvantnoj fizici. Drugim rije¢ima, nema vizualnog modela pojave. Pod
modelom se u prirodnim i tehnickim znanostima podrazumjeva mentalna
predodzba koja se koristi za opis dogadaja u stvarnom svijetu. Karakter modela
prirodne pojave je kontinuirano tema u filozofiji znanosti, primjerice [7-10].
Razli¢iti modeli, mada razli¢ite razine tocnosti, uvijek predstavljaju grubi,
manjkavi, priblizni model neke prirodne pojave.

Svi modeli su pogresni, ali neki su korisni.
George E.P. Box



S obzirom na izostanak zornog prikaza kvantna teorija onda umjesto
fizikalne slike koristi matematicku apstrakciju pa bi je se c¢ak moglo
okarakterizirati prije kao ,,kvantnu matematiku‘ nego kao kvantnu fiziku.

U kvantnoj fizici stanje kvantnog sustava je neodredeno dok se nad njim
ne provede postupak mjerenja.

Kvantno stanje je reprezentacija svega Sto je moguce znati o nekom
kvantnom objektu, a omogucava proracun vjerojatnosti za fundamentalno slucajne
ishode u izabranoj shemi mjerenja.

Moze se kazati da je kvantni sustav u superpoziciji viSestrukih stanja prije
provedbe mjerenja. Odgovarajuée mjerenje onda odreduje stanje u kojem se
kvantni sustav nalazi, tj. postupkom mjerenja superpozicija visestrukih stanja
sustava kolabira u jedno stanje, ono koje proizlazi iz mjerenja, odnosno dolazi do
kolapsa valne funkcije.

Pod valnom funkcijom podrazumijeva se prostorno-vremenska evolucija
mogucéih kvantnih ishoda povezanih s kvantnom ¢esticom.

Valna funkcija ne predstavlja izravno kvantnu ¢esticu ve¢ prije informaciju
(u vidu moguéih kvantnih dogadaja) koja se koristi za predvidanja ishoda kvantnih
mjerenja provedenih na kvantnoj Cestici.

Kvantna Cestica kojoj se pridjeljuje odgovaraju¢a valna funkcija nema
odredeni poloZzaj u prostoru i moZe se nalaziti u bilo kojoj tocci prostora u kojoj je
amplituda valne funkcije razli¢ita od nule.

Opservacija po sebi mijenja valnu funkciju na diskontinuirani nacin, jer se
od od svih mogucih ishoda izabire jedan. Drugim rije¢ima, prijelaz iz moguceg u
aktualno dogada se prilikom opserviranja.

Dakle, za razliku od klasi¢ne fizike kod koje je pozicija Cestice poznata u
svakom trenutku, u kvantnoj je teoriji ¢estica u linearnoj superpoziciji stanja prije
mjerenja. Cin mjerenja uzrokuje kolaps valne funkcije, odnosno &estica se trenutno
nade u jednom stanju.

Jos$ jedan bitan pojam kvantne fizike ne postoji u klasi¢noj fizici, a naziva
se kvantna spregnutost ili kvantna isprepletenost (engl. quantum entanglement).
Primjerice, uslijed zakona sacuvanja momenta dva fotona koje je stvorio isti izvor
imaju totalni angularni moment nula, neovisno koliko su medusobno udaljeni.
Stanje sustava dva fotona je neodredeno dok se ne provede mjerenje, odnosno
kvantni sustav je u linearnoj superpoziciji dva stanja fotona od kojih je jedan desne,
a drugi lijeve kruzne polarizacije. U trenutku mjerenja obavljenog na jednom od
dva fotona polarizacija drugog (koja mora biti obrnuta od prvog) je trenutno
poznata, neovisno o medusobnoj udaljenosti dvaju fotona. Ovaj fenomen je
ilustracija nelokalnog karaktera kvantne superpozicije.

Zarazliku od klasi¢ne fizike u kojoj postoji jasna distinkcija izmedu pojma



Cestice i vala u kvantnoj fizici govori se o valno-cesticnom dualizmu.

Dualnost val-¢estica najéesce se ilustrira kod eksperimenta prolaska fotona
kroz prepreku s dva proreza. Naime, kvantna Gestica ponaSa se kao val kad ju se
ne opservira, a kao Cestica kad ju se promatra, posto ¢in opservacije (mjerenja)
uzrokuje kolaps valne funkcije u to¢no odredenoj lokaciji.

Ne gledaj: val, gledaj: Cestica.
Jim Holt

Sto se dogada prilikom mjerenja kvantnog sustava? Je li moguce, makar u
principu, znati §to se dogada s Cesticom kad je se ne promatra?

U kvantnoj fizici govori se o tzv. problemu mjerenja, odnosno §to se to¢no
podrazumijeva pod mjerenjem. Mjerenjem kvantnog sustava uzrokuje se slucajni
kolaps viSestrukih mogué¢ih stanja sustava u jedno definitivno stanje. U
matematickom smislu postoji jasna distinkcija izmedu kontinuiranih vremenski
simetri¢nih kvantno-mehanickih jednadzbi gibanja i diskontinuiranog vremenski-
asimetri¢nog procsea mjerenja.

2. Klasi¢ne Maxwellove jednadzbe

Klasicne Maxwellove jednadzbe dadu se izvesti iz Hamiltonove teorije,
odnosno iz funkcionala elektromagnetske energije.

2.1 Harmonijski oscilator u mehanici
Prilikom prelaska s klasicnog na kvantni elektromagnetizam uputno je
koristiti se analogijama koje postoje izmedu klasiéne mehanike i klasi¢nog

elektromagnetizma.

Tipi¢ni harmonijski oscilator u klasi¢noj mehanici je sustav zi¢ane opruge
konstantne krutosti k i krutog tijela mase m.



Slika 1. Klasi¢ni harmonijski oscilator u mehanici — ¢vrsto tijelo mase objeseno 0
oprugu krutosti k

Sila naprezanja F opruge prema Hooke-ovom zakonu je:
F = —kx 1)
gdje je k konstanta krutosti, a x pomak u odnosu na stanje mirovanja opruge.

S obzirom da je sila negativni gradijent potencijalne energije W, za
jednodimenzionalni slu¢aj moze se pisati

F=-21 ©)
pa dalje jednostavno slijedi

d

= kx 3)

Nadalje, rad A se moze dobiti kao razlika potencijalnih energija u pocetnoj i
krajnjoj tocki odnosno vrijedi

WUTl
A=_f “ dW=Wpot_Wkon (4)

Whpot

1z relacije (3) i (4) slijedi

k
A=— f;z kxdx =2 (x2 — x2) (5)

gdje su xi pocetni polazaj opruge i X2 ravnotezno polozaj.
Ako se izabere da je ravnotezni polozaj Xo=0 onda je opCenito potencijalna
energija opruge



K
Wpot =3 x? (6)
Jednadzba gibanja za klasi¢ni harmonijski oscilator je oblika

d?x(t)
dt?

+ wix(t) =0 (7
gdje je kruzna frekvencija:

wy= | ®)

m
Rjesenje diferencijalne jednadZzbe uz pocetni uvjet x(0)=Xo je:
x(t) = Xy cos(wot + @) 9

Umjesto varijable poloZaja X(t) Uobi¢ajeno je uzeti notaciju kanonskog polozaja

q(® [3].

Energija klasi¢nog oscilatora, odnosno Hamiltonian H se moze napisati
kao suma potencijalne i kineticke energije; Wpot i Win.

H = Wiin (%) + Wpoe (x) (10)
gdje je kineti¢ka energija

Wiein (x) = 5 mi? (11)
a potencijalna energija je dana izrazom (6).

Sada, prelaskom na notaciju preko impulsa (koli¢ine gibanja) p i polozaja

p=mv=mx=mq (12)

gdje tocka iznad g ukazuje na derivaciju dane veli¢ine po vremenu, slijedi

2
H =&+%mw§q(t)2 (13)

2m

Nadalje, ukupna energija oscilatora je onda:

H= %mw%Xg (14)



pri ¢emu, u skladu s konceptom klasi¢ne fizike, amplituda Xo mozZe poprimiti
proizvoljnu, odnosno kontinuiranu vrijednost.

2.2 Elektromagnetsko polje u rezonatoru
Elektromagnetski ekvivalent mehani¢kog harmonijskog oscilatora je

elektromagnetsko polje u Supljini (rezonatoru). Ovaj problem dade se opisati
skupom, Maxwellovih jednadzbi za podrucje bez izvora:

VxE:—E (15)
VxEB = ﬂogoz_f (16)
V-E=0 (17)
V-BE=0 (18)

gdje je E elektri¢no polje, a B magnetska indukcija.

Za jednodimenzionalnu Supljinu uzduz osi z od z=0 do z=L uz idealne elektri¢ne
zidove, pretpostavljena je polarizacija elektri¢nog polja E uzduz osi X, a magnetsko
polje B je uzduz osi y, tj, vrijedi:

E = E,é, (19)
B=Byé, (20)

Rubni uvjeti su dakle:
Ex(z=0)=E(z=1L)=0 (21)

Iz dvije rotorske Maxwellove jednadzbe (15) i (16) lako je dobiti valnu jedndazbu
za elektricno, odnosno magnetsko polje.

Primjenom operatora rotacije na (15) uz kombiniranje s relacijom (16)
slijedi
0%E

VXVXE)=—H0€0E

(22)

S obzirom da vrijedi:



V2ZE=V(V-E)—VxVXE (23)
uz (17) jednadzba (22) postaje:

2 0%E
VZE — Up&p ﬁ =0 (24)

Za jednodimenzionalni slu¢aj uz danu polarizaciju elektricnog polja (19), valna
jednadzba (24) prelazi u jednostavniji oblik

0%E,(z,t) 0%E,(z,t)
922 - “080 at2 =0 (25)

Valna jednadzba (25) standardno se rijesava primjenom separacije varijabli pa se
rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe (25) dade napisati

Ey(z,t) = E(2)p(t) (26)
Sada parcijalna diferencijalna jednadzba (25) poprima oblik:

1 92E(2) 1 9%p(t) _
E(z) 0z? _MOSO% ot2 =0 (27)

odnosno razbija se na dvije linearno nezavisne obi¢ne diferencijalne jednadzbe

1 d’E(2) _ ;2
o) 4 k (28)
1 d*p(®
.uOSOth) FTD) = _‘82 (29)
pri cemu onda vrijedi:
—-k*?+p%=0 (30)

Nadalje, opce rjesenje jednodimenzionalne Helmholtzove diferencijalne jednadzbe

d?E(z)
dz?

+ k%E(z) =0 (31)
je oblika
E(z)=Csinkz+ Dcoskz (32)

Rubni uvjeti daju: D=0 i sink L = 0, odnosno slijedi: kL = mm pa je



En(z) = Csingz
Konaéno, primjena ortogonalnosti [3]
L
fO En(2)En(2)dz = 8y
gdje je 6,,, Kroneckerov simbol, daje
c? fOLsinzi—nz dz =1
Dalje je
2 1 L 2Nt _
c Efo (1 - COSTZ)dZ =1
odakle jednostavno slijedi

cz=1
L

pa se konacno dobije:

Ey(z) = \/%sinkz, k=k,= %

gdje k predstavlja indeks moda pa se onda moze pisati [3]

Ec(5t) = — jgpa)Ek(z)

1 a
Bent) = [2q® 2B
pri emu je

p(t) = q(t)

Odgovaraju¢i Hamiltonia za dani problem je oblika:
1 (L 1 1
Hi =3 J, [0BR (2, 0) + - BR(z, 0] - dz = S [pR(O) + wFa}(®)]

gdje je

w;, =
k v Ho€o

(33)

(34)

(35)

(36)

37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)



Ocito je da je mod elektromagnetske Supljine ekvivalentan klasicnom oscilatoru
jedini¢ne mase.

3. Kvantne Maxwellove jednadzbe

Kvantne Maxwellove jednadzbe mogu se dobiti postupno. Prvo se provodi
kvantizacija harmonijskog oscilatora, a potom se po analogiji na klasi¢ne provodi
prijelaz na operatorske Maxwellove jednadzbe.

3.1 Kvantizacija harmonijskog oscilatora

U svrhu prelaska s klasi¢nog na kvantnomehanicki Hamiltonian provodi
se kanonska kvantizacija, tj. veli¢ine koje se pojavljuju u klasi¢nim jednadzbama
zamjenjuju se kvantno-mehanickim operatorima.

Dakle, klasi¢éni moment p(t) i polozaj q(t) postaju operatori za moment p(t) i
kanonski polozaj G (t) pa relacija (13) postaje

PV
H =5+ madi () (®)? (44)

2m

Budué¢i da su opservable u kvantnoj fizici opisane operatorima zamjenjivost
(komutabilnost) ovih operatora je od iznimnog znacaja.
Komutator dva operatora je oblika

[.p] = ap — pq = il (45)

gdje je % reducirana Planckova konstanta, a 1 operator identiteta.
Nadalje, kvantni operatori elektricnog i magnetskog polja su [3]:

But) = = [LHOB) (46)
Bzt = [2a0 % E2) @47

A

Vrijedi istaknuti da su p i § Hermitski operatori i odgovaraju opservabilnim
veli¢inama.

Dok je energija klasi¢nog harmonijskog oscilatora kontinuirana veli¢ina u
slucaju kvantnog harmonickog oscilatora svojstvene (vlastite) funkcije energije,
koje su Hermiteovi polinomi, i svojstvene vrijednosti energije su diskretne,
odnosno vrijedi [3]

En = (n+1)hog (48)



Najniza moguca energija je onda stanje vakuuma [3]
1
EO = Eh(l)o (49)

1 evidentno je razli¢ita od nule §to nije sluc¢aj kod klasi¢nog oscilatora.

Ova energija nulte tocke proizlazi iz nekomutativnosti operatorap i g.

Za klasiéni oscilator u odsutnosti fotona elektromagnetsko polje ima nultu energiju
E.=0. Za kvantni slu¢aj ovakva situacija odgovarala bi stanju =0, p=0 koje nije
dozvoljeno principom neodredenosti koji odgovora nekomutativnim operatorima.
Dakle, stanje vakuuma je nuzno za ocuvanje komutatora i samodosljednosti
kvantne fizike.

3.2 Operatorske Maxwellove jednadzbe

Operatorske Maxwellovie jednadzbe za podrucje bez izvora, po principu
homomorfizma (analogije) s klasi¢nim slu¢ajem, su oblika [2]:

F—_98

VXE= ataA (50)
= E

V X B = lu.ogoa (51)
V-E=0 (52)
V-B=0 (53)

U ovoj notaciji klasi¢éna polja postaju operatori polja, dakle radi se o kvantnim
operatorima koji su definirani u svakoj prostorno-vremenskoj toc¢ki. Naravno, u
slu¢ajevima kad je valna duljina elektromagnetskog polja puno vec¢a od dimenzija
atoma mozZe se koristiti makroskopska (klasi¢na) elektromagnetska teorija.

Uz skup Maxwellovih jednadzbi (50) — (53) potrebno je rijesiti i operatorsku
Schrodingerovu jedndazbu oblika

T[y) = ih = 1) (54)

kojom je odredena vremenska evolucija kvantnog stanja |i) potrebna da bi se
potpuno Kkarakteriziralo kvantni sustav [2], pri ¢emu je operator u Hilbertovom
prostoru A Hamiltonian koji odgovara sustavu Maxwellovih jednadzbi (50) — (53).

Kvantno stanje |¢) je veli¢ina koja potpuno opisuje Stanje kvantnog sustava i
predstavlja alternativu valnoj funkciji ¢ koja u skladu s prvim postulatom kvantne
mehanike potpuno opisuje stanje razmatranog kvantnog sustava.

RjeSavanje Schrodingerove jednadzbe osim u fizici od sve veceg je interesa i u



inzenjerstvu §to se ti¢e primjena poput fizike ¢vrstog stanja, fotonaponskih celija,
optike, nanotehnologije, etc.

Matemati¢ke detalje modeliranja Schrodingerove jednadzbe primjenom
analiti¢kih i numerickih metoda moguce je pronaci u brojnim knjigama i radovima,
primjerice [10-14]. Osvrt na analiticko rjesavanje jednodimenzionalne vremenski
neovisne Schrodingerove jednadzbe opisane u dodatku A, dan je u dodatku B.

4. Neki filozofski aspekti

Kako je ve¢ istaknuto za razliku od klasi¢ne fizike, u kojoj figuriraju
kontinuirane mjerljive fizikalne veli¢ine kao determinirano opstojeca
dimenzionalna dobiljezja univerzuma, u kvantnoj fizici se dogadaju u
prostorvremenu pridijeljuje slucajna varijabla predo¢ena statistiCkim momentima.
U kopenhagenskoj interpretaciji figurira superpozicija kvantnog stanja prije
postupka mjerenja. Sto je s pripadnim filozofskim aspektima? Dobro je poznata
teza o o postojanju urodenih prostor -vrijeme formi uma koje omogucuju
opservaciju fizikalnih fenomena te zajedno s urodenim nam strukturama (logika,
matematika) omogucuju objasnjujuce interpretacije ovih fenomena. Aperceptivno
apriorno urodene prostorno-vremenske forme i racionalno apriorno urodene
logi¢ko-matemati¢ke strukture postupno se i kumulativno spoznaju u
matematickom smislu. Ova Cisto matematicka autonomna spoznaja primjenom na
osjetilno/artefaktno ~ zamjetljivu ~ fenomenalnost =~ omogucuje  stvaranje
interpretativnih modela za objasnjenje fizikalnih, ukljuéivo i ¢injenica vezanih za
kvantne fenomene.

Logicki aspekti postojanja alternativnih uzro¢nih teorijskih objasnjenja u
kvantnoj fizici svakako ukazuju i na filozofski aspekt problema. Naime, ako je
logicka uzro¢no-posljedi¢na sveza dio urodene nam racionalne strukture koju u
spoznajnom smislu uspjesno primjenjujemo u objaSnjenju fenomena u okviru
klasi¢ne fizike, onda svojevrsna neodlucivost primjene ove sveze na primjene u
alternativnim modelima objaSnjenja kvantne fizike nuzno izaziva filozofsko
pitanje 0 mogu¢im granicama na$e spoznaje [8-10].

Tako nas spoznajna uspjesnost logicko-matematic¢ke strukture primjenjene
u klasi¢noj fizici navodi na misao o odlu¢ivosti o istinitosti pri istraZivanju
univerzuma, a dvojbenost objasnjenja kvantnih fenomena navodi nas, s druge
strane, na misao 0 spoznajnoj istinosnoj neodlucivosti. Postavlja se pitanje imamo
li uopée pravu predodzbu §to realni svijet zapravo jest? Filozofski gledano znanost
zasigurno ni blizu nije dovrSen projekt uma te filozofija svakako ostaje kriticka
potraga za istinom. No, isto tako je i filozofiji nuzna potkrijepa fizikalnih ¢injenica
kako ne bi otklizala u spekulativnost, uklju¢ivo i u moguc¢i matematic¢ki oblik
spekulativnosti.

Naime, u filozofiji matematike postoje dvije dominantne teorijske
orijentacije vezane za znanost kao projekt uma. Ove orijentacije se u ontoloskom
smislu medusobno ne iskljucuju, ali se u spoznajnom smislu itekako razlikuju.



Kratak osvrt na ove orijentacije dan je u dodatku C.

Zaklju¢na razmatranja

Paradoks je samo sukob izmedu realnosti i naseg osjecaja Sto bi stvarnost trebala
biti.
Richard Feynmen

U ovom radu dan je prikaz osnovnih jednadzbi kvantnog
elektromagnetizma na temelju analogije s klasi¢cnom elektromagnetskom teorijom
dobiven je po analogiji na harmonijski oscilator u mehanici. Razmatra se
usporedba klasi¢ne i kvantne fizike te neki filozofski aspekti.

Hamiltonian za kvantna elektromagnetska polja i kvantne Maxwellove
jednadzbe dani su po analogiji na klasi¢ni slu¢aj zamjenom Kklasi¢nih polja s
kvantnim operatorima.

Dalje se u radu navodi kako je valna funkcija Cestice matematicki opis
povezan s vjerojatno$¢u nalaZenja Cestice na odredenom mjestu u odredenom
vremenu te se istie kako, za razliku od klasiéne fizike, kvantna fizika ne
omogucava vizualni model dogadaja.

Takoder, razmatraju se pitanja valno-CestiCnog dualizma, kvantne
isprepletenosti te problem mjerenja.

Kona¢no, u dodacima se daje prikaz jednodimenzionalne vremenski
neovisne Schrédingerove jednadzbe kao i njenog odgovarajueg analitickog
rjesenja.

Dodatak A: Vremenski neovisna Schrsdingerova jednadzba

Dok je zadaca klasi¢ne fizike opisati tocan polozaj i brzinu Cestice te
proucavati evoluciju Cestice u skladu s Newtonovom mechanikom u kvantnoj fizici
Cestici se pridruzuje specifi¢na valna funkcija dok se evolucija kvantnog sustava
odvija u skladu s rjeSenjima Schrordingere jednadzbe.

Do Schrédingerove jednadzbe ne dolazi se standardnim izvodom vec¢ ju se
postulira na temelju prepostavke da je Cestica zatoCena u kona¢nom volumenu te
da moze imati samo diskretne energijske nivoe.

Polazi se od Helmholtzove jednadzbe [1]

V2 + k%) = 0 (A1)



gdje je y valna funkcija, a k valni broj
k== (A.2)

Prema de Broglie-u, ¢estice s energijom E i momentum p takoder imaju valna
svojstva, odnosno valnu duljinu

h
A= = (A.3)
gdje je impuls val-Cestice p oblika
p=mv (A.4)
Dalje jednostavno slijedi
_2m _ 2;mp _ 2mmv
k=—=—F=— (A.5)
a uvrstavanje (A.5) u (A.1) daje
P2+ Iy = 0 (A.6)

Ukupnja energija kvantne Cestice dade se izraziti u vidu sume njene kineticke i
potencijalne energije

E= %mv2 +V (A7)

Sto se moze pisati i na nacin

pZ
2 +U=E (A.8)

pa kombiniranjem (A.6) i (A.7) proizlazi

~Zpry vy = By (A.9)

gdje je 7 reducirana Planckova konstanta

h=-2 (A.10)

T 2m
Izraz (A.9) predstavlja trodimenzionalnu Schrodingeru jednadzbu Ccija je
jednodimenzionalna verzija oblika

_ W Ly p(x) = Ep(x) (A11)

2m 0x?2

i za neke scenarije se moze rijesiti analiticki.
Kvadrat valne funkcije, |1//|2, je funkcija gustoce vjerojatnosti nalazenja



Cestice uzduz x-0si u domeni problema. Tocna pozicija nije poznata uslijed
Heisenbergovog principa neodredenosti, ve¢ se dade opisati vjerojatnost nalazenja
Cestice unutar intervala koji se razmatra. Naravno, suma svih vjerojatnosti u okviru
¢itavog rjeSenja unutar domene mora biti jednaka jedan.

Stoga se valna funkcija moZe smatrati mathematickim alatom prorac¢una
vjerojatnosti opaZanja Cestice u nekom polozaju, ili jednostavno veliCina C¢iji
kvadrat daje vjerojatnost opservacije odgovarajuceg ishoda.

Valna funkcija mora zadovoljavati sljedece zahtjeve:

¢ Valna funkcija mora zadovoljavati Schrodingerovu jednadzbu;
¢ Valna funkcija i njena prva derivacija moraju biti kontinuirane funkcije;

e Valna funkcija mora biti normalizibilna — vrijednosti valne funkcije
priblizavaju se nuli kako X tezi u beskonacno.

Dodatak B: Analiticko rjeSenje jednodimenzionalne vremenski neovisne
Schrordingerove jednadzbe

Klasi¢ni oblik vremenski neovise Schrodingerove jednadzbe moze se
napisati na nacin [14]

Hy = Ey (B.1)

gdje je ¥ valna funkcija, E energija kvantne ¢estice mase m koja se giba u intervalu
(0, L), H je Hamiltonian
2 2
H :—:—m%w(x) (B.2)

pri ¢emu je V(X) odgovarajuci potencijal, dok 7 predstavlja reduciranu Planckovu
konstantu

Energijski spektar kvantne Cestice moze se odrediti rjeSavanjem
Schrodingerove jednadzbe (A.11) ukoliko su propisani rubni uvjeti za valnu
funkciju ¥.

Pretpostavlja se da je Cestica zatocena unutar potencijalne jame uz V=0 i
da se ne moze nalaziti izvan intervala (0, L) uz rubne uvjete:

Y(0)=9y(L)=0 (B.3)

Pojednostavljena jednodimenzionalna Schrédingerova jednadzba je onda

~ Y g2y (B.4)

dx?

¢ije je opce analiticko rjeSenje dano izrazom



Y(x) =Asinkx + Bcoskx (B.5)

Uvr$tavanjem rubnih uvjeta (B.3) proizlazi

B=0 (B.6)
a iz uvjeta
sinkL =0 (B.7)
slijedi valni broj k
—nr, _ne
k = P k = P (B.8)

pa je traZena valna funkcija onda oblika
. nm
Y(x) = Asin (T k) (B.9)

Nadalje, posto je vjerojatnost nalazenja kvantne Cestice unutar jame, 0dnosno
unutar intervala promatranja, jednaka jedinici, tj. vrijedi

Jyl(o2dx = 1 (B.10)
uvrStavanjem (B.9) u (B.10) dobiva se
A2 fysin? (k) dx = 1 (B.11)
iz Cega jednostavno slijedi
A= |- (B.12)

Konaéno, partikularno rjesenje Schrédingerove jednadzbe (B.1), odnosno (B.4), uz
dane rubne uvjete, je oblika:

Y(x) = \/%sin (nL—nx) (B.13)

Odgovaraju¢a prostorno ovisna Schrodingerova jednadzba za slucaj
trodimenzionalne potencijalne jame moze se dobiti primjenom sli¢ne procedure.

Na slici B.1 prikazano je analiticko rjeSenje valne funkcije i njen kvadrat,
odnosno funkcija gustoce vjerojatnosti za Cesticu koja se nalazi unutar beskonacne
potencijalne jame.
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Slika B.1 Valna funkcija i funkcija gustoce vjerojatnosti za jednodimenzionalni
problem Cestice unutar potencijalne jame

Maksimum krivulje funkcije gustoée vjerojatnosti predstavlja najvjerojatniji

polozaj Cestice. Faktor \/% u izrazu (B.13) predstavlja amplitudu valne funkcije.

Dodatak C: Aprioristicka i platonisticka orijentacija u filozofiji
matematike

Aprioristicka orijentacija u filozofiji matematike poima apstraktne
matematicke entitete kao racionalno Cciste konstrukte uma koji autonomno
omogucuju uspostavljanje identitetnih matematickih iskaznih formula. Primjerice,
u aposteriornoj realnosti ne postoji veli¢ina koja moze biti manja od nule. U okviru
kvantitativnog izraZzavanja neke veli¢ine broj 0 izrazava odsustvo doti¢ne veliCine,
a pripisivanje negativnog broja fizikalnoj veli¢ini je pitanje konvencije poput
smjera struje u elektrotehnici koji je obrnut od pretpostavljenog. Stoga, dade se
ustvrditi kako su apstraktni matematicki konstrukti otkri¢e, a njihova primjena
izum.

Za daljnju uporabu cistih simboli¢ki identitetno iskazanih matematic¢kih
formula u aprioristickoj filozofskoj orijentaciji potrebne su fizikalne ¢injenice, no
platonisticka orijentacija u transcendentalnom smislu ide korak dalje.

Naime, otkricem cistih matematickih konstrukata uspostavljaju se
identitetne matematicke iskazne formule pomoc¢u kojih se neposredno spoznaju
odnosi izmedu prostorno-vremenskih opstoje¢ih fizikalnih entiteta. Ovi odnosi
ukljucuju iskazne formule koje sadrze negativne, ali i kompleksne brojeve. Tako
ove formule iskazuju i kvalitativnost, a ne samo kvantitativnost, fizikalnih odnosa
i dodatan matematicki izum nije potreban.

Ni aprioristicka ni platonisticka orijentacija u filozofiji matematike ne
iskljucuju statisticku prirodu kvantnih stanja. Treba naglasiti da su u aprioristickoj



orijentaciji za daljnju spoznajnu (transcendentalnu) uporabu nuzne fizkalne
¢injenice dok je u platonistickoj orijentaciji dovoljna matematicka apstrakcija.

U konac¢nici, znanstvena i/ilifilozofska teorijska objasnjenja neprekoracivo moraju
postivati barem jedan zahtjev formalne logike, a to je nacelo konzistentnosti
objasnjenja.
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FROM CLASSICAL TO QUANTUM ENGINEERING
ELECTROMAGNETICS

Abstract: Classical electromagnetics is rather important and useful tool in a
number of areas in modern technology, such as power engineering, electronics,
integrated circuit design and wireless communications. However, some
applications, e.g. light detection and ranging, imaging or quantum technology
systems require the use of quantum electromagnetics concepts. Quantum physics
is the most successful theory in the history of science but possesses a dramatically
different point of view when compared to classical approach is necessary. This
work deals with derivation of the governing equation of quantum electromagnetics
featuring also some connections with notions from classical electromagnetic
theory. Some philosphical considerations regarding a comparison of classical with
guantum physics are given, as well.

Keywords: Maxwell equations, classical electromagnetics, quantum
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