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Sto su kvaternioni?

Kvaternione i raCcunanje s njima definirao
je 1843. irski matematicar, astronom i fiziCar
Sir William Rowan Hamilton (1805. - 1865.)
kao hiperkompleksne cetveroclane brojeve.

Uz realni dio (skalar a) oni sadrze |

troClani imaginarni dio (vektor v) iskazan u
Imaginarnom 3D prostoru komponentama u
Kartezijevim koordinatama.
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Kvaternioni u Kartezijevim
koordinatama

Opci oblik kvaterniona je linearna
kombinacija skalara a | imaginarnog 3D
vektora v predoCena CetverocClanim izrazom

q=at+tv=a+bi+cj+dk

U njemu su a, b, ¢, d €R realni brojevi, a
I, ], K= J-1 su linearno nezavisne imaginarne
jedinice u tri medusobno okomita smjera.
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Kvaternionska algebra

Kvaternioni se zbrajaju, oduzimaju | mnoze
kao polinomi s imaginarnim jedinicama i, J, k za
koje vrijede sljedeca pravila mnozenja:

ij=-Ji=k jk=-kj=i ki=-irk=j
ifi=jj=kk=ijk=-1

Kvaternionska algebra je nekomutativna s
obzirom na mnozenje (p-q # g-p) pa stoga pri
racunanju treba paziti na redoslijed imaginarnih

jedinica koje se medusobno mnoze kao vektori.
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Inverzni kvaternion

Za svaki kvaternion q=a+ Vv u kojem je
barem jedan od koeficijenata a, b, c, d
razli¢it od nule postoji inverzni kvaternion q’
KOJji se racuna prema opcem izrazu

a1 q a-v_ a-bi-cj-dk

a’+b°+c’+d’




Dijeljenje kvaterniona

Postojanje inverznog kvaterniona q*
omogucuje dijeljenje kvaterniona p
kvaternionom g kao lijevi ili desni umnozak
kvaterniona p inverznim kvaternionom q’
pa vrijedi:

p/a=q*'p ili p/lq=p-q’
qp#pq’ i q'q=qq’=

2.
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Mnozenje kvaterniona

Umnozak kvaterniona: p=a+viq=b+w
odreden je opCim izrazom:

p-q=(a+v)b+w)=ab+aw+ bv +v'w
Za umnozak vektora kvaterniona:
vavitvjtv,k i w=witwj+wk, uzv#w,
opcenito vrijedi:
V-w=—vW+vVvxw =[ww]+vxw
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Primjena operatora nabla (V)

Primjena Hamiltonovog operatora V, kao
simbolichog imaginarnog vektora, na proizvoljno
vektorsko polje V u imaginarnom prostoru je
njihov lijevi umnozak koji, prema pravilu o
mnozenja vektora kvaterniona, ujedno daje
divergenciju i rotaciju polja V

V.V=-VV+VxV =divV + rotV

divV rotV
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Imaginarne jedinice kvaterniona
u cilindricnim koordinatama
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Vektori i kvaternioni EM polja u
cilindrichnim koordinatama

Za iskaz EM polja hiperdinamickih valova
u vektorskoj | kvaternionskoj inacici opcenito je:

E[goE zt ,Z t} E, zt [ng z t] — vektorska 1acica

H[gDH z,t ZZ:| (z,1) H[ng Zt)] , 0y (z.t) =@ (2,t)+7/2

E[goE (z,t),z,t] =E (zt)-e, [goE (z,t)} — kvaternionska inacica

H|:¢H (Z,f),Z,t:l =H, (Z,t)-eH [goE (Z,t):| , O, (Z,t) =@, (Z,t)+7z/2
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Vektorske | kvaternionske
jednadzbe EM polja

Za poprecno bezizvorno osno EM polje
ravnih hiperdinamickih mikrovalova vektorske
| njima srodne kvaternionske jednadzbe jesu:
dH dH

I. RotE=V,xE=—yu, - V,.E=-V E+V xE=—y,

o @
— - — dE dE

II. RotH=V,xH=¢,~— > V,-H=-V,H+V,xH=¢g, —
Vektorske?ednadibe - — ~ ~

Kvaternionske jednadzbe
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Rasclamba vektorskih |
kvaternionskih jednadzbi

Njihovom rasClambom dobivaju se za
obje inacice dva istovjetna para skalarnih
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi:

[. - £ =— £ E FE—_, H TE
oz o P o e Ty
oH oE

II. - £ =—g,—~ H 0P —&,E 0P

8z o = e




Valna impedancija praznog
prostora u vektorskoj inacici

Valna impedancija Z, praznog prostora
je skalarna veliCina koja se definira kao
omjer apsolutnih veliCina jakosti elektricnog
| magnetskog polja vala u valnoj fronti. To je
fiziCka konstanta odredena izrazom:

Zy = ‘E‘ = ‘EpﬁE‘ _ % =\/Ez377£2 ili 1207 Q
‘H‘ ‘HpeH‘ H, &,
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Valna impedancija praznog
prostora u kvaternionskoj inacici

Buduci da kvaternionska algebra, za
razliku od jednostavnije vektorske algebre,
ima definiran inverzni kvaternion, sto
omogucuje dijeljenje kvaterniona, moze se
U njoj valna impedancija praznog prostora
egzaktno odrediti na dva jednako valjana
nacina — kao lijevi ili desni umnozak E s H:
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Valna impedancija praznog
prostora u kvaternionskoj inacici

f H H e E
H'E=—"— Fe =- B = ey e = Fok = 7,k
7 p p )
0_ —_—
H -H e E
EH'=Ee, ——==Ee, —L%L=—"e¢, .¢,=— |k=-Zk
H-H H) H, &,

Kojom od njih valja raCcunati zavisi o formulaciji
izraza koji povezuje kvaternione jakosti elektricnog |
magnetskog polja u valnoj fronti s valnom
impedancijom Z,. To moze biti njezin lijevi ili desni

umnozak s H: E=H-Z, ili E=Z,H.
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Poyntigov vektor

Uzduzni Poytingov vektor u valnoj fronti
hiperdinami¢kog mikrovala definiran je u
vektorskoj i u kvaternionskoj inacici iskaza EM
polja istovjetnim izrazima koji se razlikuju samo
u jedinicnim veliCinama i njihovoj simbolici —
jedinicni vektori ili imaginarne jedinice:

P=ExH=E €, xH ¢, =EH¢§,x¢,=E HK
P=E-H=-E-H+ExH=Ee,xH e, =E He,xe,=E HK

=0
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Zakljucak

Za vektorske | za kvaternionske
jednadzbe EM polja dobiveni su rasClambom
prvih dviju jednadzbi istovjetni parovi temeljnin
skalarnih parcijalnih diferencijalninh jednadzbi,
sto znacCi da su za obje interpretacije, uz
zadane rubne uvjete, njihova rjesenja identicna.

Jedino u izracunu valne impedancije £,
praznog prostora u prednosti je Maxwellova
kvaternionska interpretacija vektora E i H polja.
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