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Predgovor

Dojam o brojnosti stvari oko nas jedna je od naSih prvih spoznaja
svijeta, vierojatno starija od jezika u dana$njem smislu, koji je postao i
ostao osnovnim nadinom sporazumijevanja i prenosSenja informacija
medu ljudima. I u najprimitivnijim civilizacijama ljudi na neki nacin bro-
je i tako, slikovito re¢eno, opipavaju svijet oko sebe i stvaraju spoznaju
o tome svijetu.

Od pamtivijeka stariji ljudi ude djecu brojiti te kao znak budenja
svijesti uz govor ponosno utvrduju kako im djeca znaju brojiti “do tri”,
“do pet”, “do deset” itd. Shvacajuci brojenje kao “nesto prirodno”, uce
potom djecu racunati. Stoga poimanje brojnosti i broja kojim se brojnost
opisuje ostaje u poetcima naseg razmisljanja kao nesto $to je samo po
sebi razumljivo 1 dovrseno.

Vraéajuéi se na ta poetna pitanja shvacanja i poimanja svijeta, na-
stala je ova povijesno-kulturna pri¢a o brojevima kojima spoznajemo i
opisujemo svijet, o nazivima brojeva kojima opisujemo brojeve 1 postup-
ke s njima, te o brojkama nastalim iz potrebe za jednostavnim i pouzda-
nim zapisivanjem brojeva u svim njihovim primjenama. Opisat ¢e se
brojeve na ne$to drugaciji na¢in nego $to smo ih shvacali kad su nas,
ponajprije u $koli, ucili brojiti, radunati i matematicki misliti, a spoznaja
brojki na nesto drugadiji nadin nego onda kad su nas ucili Citati i pisati.
Prikazat ée se nastanak i razvoj brojenja i zapisivanja brojeva te njihove
posljedice na nase misljenje.

Svako nas spominjanje brojeva i brojki vodi na pomisli o racu-
nanju i matematici. Ova knjiZica ne govori o tome, ostavljajuéi vjesti-
nu radunanja i matematicko poimanje pripadnim Skolskim predmeti-
se na jednostavan na¢in pokazati povijesne, civilizacijske i kulturne
Sinjenice o brojevima i brojkama te neke neobitne primjene brojeva i
brojki.
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1. Uvod

Ako je rije¢ o matematici, ¢ini se da je ipak naj-
prirodnije da njezine prve zacetke vidimo u bro-
Jenju, u stvaranju pojma “apstrakinog prirodnog
broja” — kako bismo to danas rekli — u stvara-
nju naziva i znakova za brojeve .....

[Devidé, 1979]

Brojenje je jedna od osnovnih pojavnosti naSe svijesti, a mozda i
podsvijesti, jedan je od osnovnih postupaka spoznavanja svijeta oko nas,
a na neki nad&in i u znatno manjoj mjeri svojstveno je i drugim Zivim
bi¢ima. Zapisivanje brojeva i “igranje” brojevima samo je ljudska osobi-
na, koja se tijekom odgoja razvija i usavriava, tako da je teSko razluciti
$to je u pocetcima nage svijesti, a §to je na neki nacin nauceno.

Kao §to je zapisivanje rije¢i pismom kao sredstvom osnovni postu-
pak prostornog i vremenskog Sirenja i ocuvanja ljudske misli, tako je
zapisivanje brojeva, ponajprije brojkama, osnovni postupak prostornog i
vremenskog irenja i oduvanja brojéanih vrijednosti kao mjerila svijeta
oko nas.

Stoga ée se pokazati kako je nastalo zapisivanje brojeva brojkama,
kako su od navika nastajali obi¢aji zapisivanja brojeva, te na kraju, da-
nagnja pravila ujednacenog i normiranog zapisivanja brojeva.

Ljudi su od pamtivijeka osim brojéanih podataka u brojevima traZili
i druga, skrivena znacenja, od onih koja imaju razumnu podlogu, do
mnogih izmisljenih, misti¢nih, magi¢nih i okultnih znacenja.

Bit ¢e zato prikazana neka od brojevima pridruzenih znatenja, koja
nisu predmet niti vjestine ratunanja, niti matematike kao znanstvene dis-
cipline, nego su dijelom naslijede proglosti, a dijelom i danasnjih poigra-
vanja znaéenjima brojeva.
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I na kraju, obradba brojeva koja nije samo puko racunanje, postala
Je zadnjih stotinjak godina osnova umjetne inteligencije. To je svijet na-
Sih elektronickih ra¢unala i ra¢unalne informatike, bez kojih nam je samo
u zadnja tri desetlje¢a postao nezamisliv ne samo stru¢ni, nego &ak i
obi¢ni, tzv. svakodnevni Zivot.

Za razumijevanje razvoja uporabe brojeva i brojki valja makar malo
pogledati u proslost i razumjeti kako je sve nastalo i razvijalo se do da-
nasnje uporabe. Mnogi su od tih postupaka uporabe brojeva i brojki os-
nova opée ljudske civilizacije i kulture, utopljeni su u mnoge nase po-
stupke za koje nam se na prvi pogled ¢ini kako nemaju veze s brojenjem
i brojkama. Uranjanje u dubinu tih postupaka osvjetljava druga&ijim svje-
tlom mnoga nasa ponasanja i mnoge nase navike i postupke.
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brojeva posvecuje cijelu

stranicu

Broj je pocelo ma-
tematike, znanstvene dis-
cipline nastale iz broje-
nja, koju je vrlo tesko
jednostavno i jednoznac-
no definirati. Ovdje
mozda najbolje  stoji
ona Saljiva izreka kako
¢e dva strucnjaka dati
tri misljenja! Osnovno
je svojstvo matematike
da je do kl‘a_]IlOStl pra-
ilna, pa je od drevnih
o danagnjih filozofa i
matematiCara ostala traj-
na dvojba: je li logika
kao vjestina misljenja i
prosudivanja osnova ma-
tematike, ili je, obratno,
matematika osnova lo-
gike?

U ovoj ¢emo se
knjizi pozabaviti osno-
vama brojenja i zapisi-
vanja brojeva, a nad-
gradnju matematike ¢emo
ostaviti za neka druga
razmatranja.

[ <1



2. Osnovni pojmovi

2.1. Broj

’ I

“.. broj je vise jednih' i nekakvo 'koliko'.....
Aristotel, Fizika. 207b 7

2.1.1. Broj i brojnost

Broj* (lat. numerus, engl. number, numeral)?, osnovni je matematicki
pojam. Podrijetlo je rije¢i indoeuropska osnova bhréi: bri-, od toga bher:
urezivati; prijevoj je dao rije¢ brdj; stariji hrvatski naziv je i ¢islo (otud
se zadrzao naziv ¢islo za krunicu). Staroslavenski glagol ¢isti (danas ka-
yemo brojiti) dao je u hrvatskome $ziti (u suvremenom obliku citati),
izvorno je zna&io brojiti (slova), a Stioc je stariji i stilski obiljezen naziv
za Citatelja.

Rije¢ broj u hrvatskom, pa i u drugim jezicima, ima i druga, nema-
temati¢ka znadenja, na primjer, naziv je za jedinicu periodi¢ne publika-
cije (broj casopisa), za glazbenu jedinicu (glazbeni broj), za svojstvo
nekih oblika rijedi (gramaticki brojevi). U filozofiji, religijama i mistici
brojevi osim matemati¢kog znadenja imaju i mnoga nematematicka, zna-
kovita, religijska i misti¢na znaéenja (— 6.2. Iznimni brojevi).

Broj je zamisljeni (apstraktni) matematicki pojam koji opisuje koli-
koc¢u nekog skupa, dakle njegovo svojstvo brojnosti, tj. da se elementi
(sastavnice, ¢lanovi, objekti; engl. elements, members, objects) tog skupa
mogu brojiti, u nadelu bez obzira na njihova svojstva i medusobne odno-
se. U ljudskoj svijesti broj je iskustveni pojam jer ga imaju svi ljudi, bez

'Veé prvi hrvatski rjecnik: Rjecnik pet najuglednijih europskih jezika ima rije¢ broy (danasnjim
zapisom broj). [Vranéi¢, 1595]

2U ovoj se knjizi nazivima glavnih pojmova donosi i podrijetlo, a radi pouzdanog pretrazivanja
literature i interneta dodani su i nazivi na engleskom jeziku.
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obzira na civilizacijsku razinu, kulturu i naobrazbu.’ Jo§ su najprimitiv-
nije civilizacije imale odredeni pojam broja i brojnosti, kao odgovor na
pitanje koliko necega ima, u rasponu od nista, preko malo, dovoljno do
mnogo. Svi ljudi jo§ u djetinjstvu budenjem svijesti stjecu dojam o broj-
nosti necega, postupno ga prosiruju te uce nazivanje i primjenu tog pojma.

Pojam broja jedan je od najdubljih pojmova u ljudskom misljenju.
Postupanje s brojevima u brojenju i racunanju, oslanjanjem na tvarna
pomagala (kamencice, zrnca, Stapice, prste, razne racunaljke, danas elek-
troniCke kalkulatore) znatno je
lakSe nego razumijevanje i tu-
macenje pojma Sto je to broj.
Stoga su jos drevni mislioci pri-
davali brojevima misti¢na, reli-
gijska, pa i magina svojstva,
kao $to je to Cinio Pitagora* i
njegovi sljedbenici. Jos§ je Filo-
laj® smatrao kako je broj “.. ve-
liko, svemocno, samodovoljno,
prvo nacelo i voda u Zivotu bo-
gova, neba, ljudi. Bez toga je
sve bez granica, tamno, nera-
zlucivo. Priroda je broja da je
mjera oslonca, vodstva i upute
u svakoj sumnji i teSkoéi. ... Vi
moZzete opazati koju mo¢ broj
ima ne samo u poslovima bogo-
va i demona, nego u djelima i

. . . . y ioli indi 1 it
Pitagora iz Samosa, prvi matematicar u danas-  7islima ljudli, u svem obrtnistvu
njem smislu (Kapitolijski muzej u Rimu) i glazbi.” [Supek, 1995]

*Promatranje ponasanja Zivotinja upuéuje na to da i one imaju nekakav osjecaj za broj elemena-
ta skupa koji im je Zivotno vazan (svoje skupine, hrane, plijena, neprijatelja i sl.). [Devidé, 19791
*Pitagora iz Samosa (gré. ITvboydpag, engl. Pythagoras; otok Samos ~ 570. — Metapont ~ 495.
pr. Krista), greki filozof, matematiGar, glazbenik i svecenik. Veéinu je Zivota proveo u antitkom
gradu Krotonu (gré. Kpérwv) u danasnjoj Kalabriji (juzna Italija), u kojem je osnovao religijski
pokret pitagorizam i zajednicu istomiSljenika koja je istraZivala religijsku osnovu filozofije, ma-
tematike i glazbe te su dosli do vaznih spoznaja o brojevima. Do danas je najpoznatiji po dokazu
geometrijskog pravila pravokutnog trokuta (koje je iskustveno bilo poznato veé tisuéu godina
prije), koje se po njemu naziva Pitagorinim pouckom.

*Filolaj (gré. didélaog, engl. Philolaus; ~ 470. — ~ 385. pr. Krista), greki filozof, pitagorejac,
djelovao u juznoj Italiji, posebno prougavao pojam broja.
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2.1.2. Vrste brojeva

Tijekom razvoja ljudske misli, postupaka raunanja i matematike,
ustanovljen je niz vrsta brojeva koji omogucuju vecinu racuna i prikaz
njihovih rezultata. U matemati¢kom poimanju te vrste tvore odredene
skupove brojeva. Postoje brojni skupovi brojeva s raznovrsnim svojstvi-
ma. Ovdje se navode samo nazivi i definicije glavnih skupova brojeva, a
njihova podrobnija svojstva mogu se na¢i u matematickoj literaturi. Neki
su posebni skupovi opisani u zadnjem poglavlju (— 6. Posebna svojstva
i uporaba brojeva i brojki).

Prirodni brojevi (engl. natural numbers) posljedica su brojenja nece-
ga, oni opisuju brojnost bilo kakvih elemenata (jedan, dva, tri ...). To su
cijeli brojevi veéi od nista. Stoga se pod brojem ponajprije misli na takve
brojeve (— 2.2. Brojenje).

Ostale skupine brojeva matemati¢ki su pojmovi nastali proSirenjem
tog osnovnog pojma.

Racionalni brojevi (prema lat. ratio: omjer; engl. rational numbers)
opisuju dijeljenje nekih cjelina koje se moZe konacno izraziti, bilo kao
razlomak, bilo u decimalnom prikazu koji je konac¢an. Ukoliko je deci-
malni prikaz racionalnog broja beskonacan, taj je prikaz periodi¢an.

Iracionalni brojevi (engl. irrational numbers) dijelovi su cjelina koji
se ne mogu konaéno izraziti, dakle ne mogu se prikazati kao razlomci, a
decimalni prikaz im je beskonacan i neperiodi¢an.

Prirodni, racionalni i iracionalni brojevi mogu se zorno geometrijski
prikazati na brojevnom polupravcu.

Negativni brojevi (engl. negative numbers) zrcalna su slika prirodnih,
racionalnih i iracionalnih brojeva u istoj dimenziji (protegnucu), koji
uvijek omoguéuju oduzimanje. Zorno se mogu geometrijski prikazati na
brojevnom polupraveu u suprotnom smjeru od prirodnih, racionalnih i
iracionalnih brojeva.

Cijeli brojevi (prema lat. integer: cijel, pun; engl. integers) skup su
prirodnih i njihovih negativnih brojeva, uklju¢ujuci i broj nista.

Parni brojevi (engl. even) cijeli su brojevi cjelobrojno djeljivi brojem
2, a neparni brojevi (engl. odd) to nisu. To se svojstvo cijelih brojeva
naziva parnost (engl. parity).

Realni brojevi (prema lat. realitas: stvarnost; engl. real numbers)
skup su prirodnih, racionalnih, iracionalnih i negativnih brojeva, ukljucu-
juéi i broj nista, a zorno se mogu se prikazati na cjelovitom brojevnom
pravcu.
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Imaginarni brojevi (prema lat. imago: slika; engl. imaginary num-
bers) zakrenuta su slika realnih brojeva u drugoj dimenziji. Geometrijska
im je predodZba na brojevnom pravcu okomitom na brojevni pravac re-
alnih brojeva. Nastaju mnozenjem realnih brojeva tzv. imaginarnom Je-
dinicom i = \J-1.

Kompleksni brojevi (prema lat. complexus: obuhvat, obujam; engl.
complex numbers) parovi su realnih i imaginarnih brojeva kojih je geo-
metrijska predodzba u ravnini, dakle dvodimenzijska.

Brojevna osnova odreduje na¢in zapisivanja brojeva, pa su tako, na
primjer decimalni, desetni ili dekadski brojevi (engl. decimal numbers),
koje najcesc¢e rabimo, zapisani u brojevnom sustavu s osnovom deset
(— 2.4.1. Osnove brojevnih sustava).

Razlomci (prema lat. fiactus: razlomljen; engl. fractions) brojevi su
zapisani na poseban nacin s pomocu dvaju brojeva odijeljenih horizon-

talnom ili kosom razlomackom crtom, na primjer 5 ili 1/2; 2 ili 3/4,

gdje donji broj, tzv. nazivnik, opisuje dijelove cjeline (polovine, treéine,
Cetvrtine i dr.), a gornji broj, tzv. brojnik, daje broj tih dijelova.

Redni brojevi (engl. ordinal numbers) ureden su skup cijelih brojeva
poredanih po vrijednostima pa opisuju redoslijed elemenata (prvi, drugi
treci, ...).

U viSoj se matematici skupovima brojeva pridruzuju svojstva koja su
bez matematickog predznanja teze razumljiva: konacnost i beskona¢nost,
prebrojivost i neprebrojivost i dr. Jedna je od posljedica takvih razmatra-
nja i razvrstavanje brojeva na algebarske brojeve (engl. algebraic num-
bers) koji su rjedenja algebarskih jednadzbi s cjelobrojnim koeficijentima
1 transcendentne brojeve (prema lat. transcendere: premasiti; engl. trans-
cendental numbers) koji su realni i nisu algebarski. Transcendentni su, na
primjer broj m, broj e (gdje je a algebarski broj osim nista, pa je za a = 1
transcendentan i sam broj e), €7, broj a” (gdje su a i b algebarski brojevi,
te a# 01a#1),1neki drugi.

S obzirom na stalnost ili promjenjivost vrijednosti razlikuju se poseb-
ni 1 op¢i brojevi koji se drugacije zapisuju.

Posebni brojevi (engl. special numbers) imaju nazive i stalnu vrijed-
nost, a vec¢inom se zapisuju brojkama (na primjer 1, 2, 3 itd.). Iznimno
se samo neki odredeni posebni brojevi zapisuju slovima. Na primjer,
omjer opsega i promjera kruznice, tzv. Ludolfov broj, zapisuje se usprav-
nim grékim kurentnim slovom = (pi), osnova prirodnih logaritama zapi-
suje se uspravnim latini¢nim kurentnim slovom e, itd.
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Op¢i brojevi (engl. general numbers) mogu poprimiti razliite vrijed-
nosti, a zapisuju se kurzivnim, veéinom kurentnim slovima latini¢ne abe-
cede ili grékog alfabeta (a, b, x, y, B, ¢ i dr.). Takvo je zapisivanje proi-
zvoljnih opéih brojeva slovima u Europi prvi primijenio u 13. stoljecu
ugledni matemati¢ar Nemorarius®.

2.2. Brojenje

“]) Jedinica je ono s pomocu cega se svaki predmet
koji postoji naziva jedan.

2) Broj je mnoZina sastaviljena od jedinica.”

Euklid’, Elementi.
(prve dvije aritmeti¢ke definicije)

Brojenje® (engl. count, counting, numeration) osnovni je postupak
spoznavanja pojma broja i njegove primjene. Ostvaruje se jednoznacnim
pridruZivanjem elemenata promatranog brojenog skupa elementima dru-
gog, usporedbenog skupa.

Ljudi broje od pamtivijeka, svaki ¢ovjek svaki dan neSto broji, sve u
svojim mislima i stvarnom svijetu oko sebe brojimo, brojimo u svojim
zanimanjima, poslovima i mislima, brojimo osobe, biljke i Zivotinje,
predmete, dobra i novce, brojimo trenutke, dane i godine, brojimo u sre-
éi i nesreéi. Brojimo od svakodnevnih stvari oko sebe, sve od sastavnica
mikrosvijeta do zvijezda. Sva je znanstvena, kulturna, umjetnicka i misa-
ona bastina ¢ovjedanstva ispunjena brojenjem. U knjiZevnosti je mnogo
opisa brojenja, od prvih mitova, preko Biblije i ljetopisa sve do suvreme-
nih opisa tvarnih, drustvenih, misaonih i duhovnih spoznaja. Broje djeca

8 Jordanus Nemorarius ili Jordan de Nemore (1225. — 1260.), veliki srednjovjekovni matematicar,
neki ga poistovjeéuju s dominikancem sv. Jordanom Saksonskim (~ 1200. — 1237.; spomendan
13. veljate). Napisao nekoliko matematickih knjiga, medu njima i sveuéilisni udzbenik u Cetiri
sveska Liber de numeris datis, u kojima obraduje linearnu algebru i kvadratne jednadzbe.

" Euklid (gré. Edrleiong, Eukleides, engl., Euclid; 330. — 275. pr. Krista), znameniti greki mate-
matidar, nazivan ocem geometrije. Veéinu je radnog vijeka proveo u Aleksandriji u Egiptu, gdje
je osnovao skolu. Najvaznije mu je djelo Elementi u 13 knjiga (gr¢. Zroyysla, Stoicheia: pocela,
elementi), koje se kao udzbenik geometrije rabio od antike sve do 18. stolje¢a. Elementi su objav-
ljeni u vide od 1700 izdanja, bili su poslije Biblije najvide puta objavljena knjiga! U njoj je po-
lazna definicija geometrije: “Tocka je ono $to nema dijelova!”

$U Gazofilaciju stoji brojenye (lat. numeratio) [Belostenec, 1740], a u Rjecniku znanstvenoga
nazivlja stoji brojenje (njem. Zdhlung). [Sulek, 1874/75]
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i odrasli, mladi i stari, pismeni i nepismeni, uceni i neuki. Brojenje je
nakon govora vjerojatno naj¢es¢i redovito primjenjivan postupak u nagim
zivotima.’

Stoga je osobito vrijedno upoznati nastanak i postupke brojenja. Bro-
jenje je nastalo, a i danas se u mnogim primjenama odvija, pridruzivanjem
elemenata brojenog skupa elementima jednog od #riju vrsta usporedbenih
skupova s odredenim svojstvima: nekom neuredenom skupu, nekom ure-
denom skupu ili brojevima. U matemati¢kim modelima brojenja to se pri-
druzivanje moZe opisivati i na druge, temeljitije i opseZnije nacine!

Brojeni skup, skup koji se broji, sadrzi neke elemente, ali moze biti
i prazan skup ili imati prazno mjesto ili prazninu bez elementa. Ljudima
su trebale tisuce godina za jasno shvacanje kako moZe biti da u proma-
tranom skupu ili njegovu dijelu nema nicega, tj. za shvacanje pojma da
je 1 nista broj.

Usporedbeni skup, skup s kojim se usporeduje, s obzirom na svoje
elemente moZe imati svojstvo uredenosti (moze biti ureden, tj. elementi
imaju odreden raspored u skupu, ili neureden), omedenosti (moze biti
omeden ili neomeden) i stalnosti (moze biti stalan ili promjenjiv). Za
brojenje skupova s mnogo elemenata, usporedbeni skup treba biti neome-
den ili gotovo neomeden, pa se osim opisa takva skupa kao mnogo, bez-
broj, neprebrojivo 1 sl., razgovorno rabe gotovo pjesnicki izrazi: more
necega, kao pijeska u moru, kao zvijezda na nebu i dr. (— 2.3. Nazivi
brojeva)

PridruZivanje neuredenom skupu dogada se kad se elementi proma-
tranog skupa pridruzuju elementima usporedbenog skupa, koji nije ure-
den niti mora biti omeden, ali ima svojstva da je na neki nacin sugovor-
nicima razumljiv te da je premosiv, uporabiv, trajan itd. Takvo je
vjerojatno bilo prvotno brojenje, kad je Govjek u dubini povijesti, opaZa-
jui tri jelena na proplanku, za svakog jelena uzeo u $aku po jedan ka-
menci¢, sjemenku, Stapi¢ ili nesto sli¢no te taj brojcani podatak' ostva-
ren jednakim brojem elemenata nekog drugog skupa odnio drugim
¢lanovima plemena kao brojéani podatak: “Evo, toliko je jelena.” Iako
takav postupak izgleda vrlo jednostavno, u biti je veliki skok u misljenju.
Pri takvom se brojenju svojstvo jednog skupa (brojnost jelena) preslikalo

? Opsjednutost brojenjem patolosko je brojenje svega i svadega u okruZenju, jedna je od pojavno-
sti dusevne bolesti koja se naziva opsesivno-kompulzivnim poremeéajem (OKP, poremecaj prisil-
nom obuzetosti; engl. obsessive-compulsive disorder, OCD).

"YU knjizi se pridjev brojevni odnosi na ono §to je u vezi s brojevima opéenito (npr. brojevni
sustav), a brojcani na ono §to je u vezi s brojevima izrazenim brojkama (npr. brojcana vrijednost).
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na istovrsno svojstvo drugog skupa (brojnost kamencic¢a). Time se svoj-
stvo brojnosti “izdignulo” iznad svojstava elemenata skupova, postalo je
primisljeno ili apstraktno jer nitko “razuman” pritom ne shvaca da ka-
menci¢ ima neko stvarno svojstvo jelena!

Valja uoditi kako su pri takvom brojenju za prijenos podatka potreb-
ni svi élanovi usporedbenog skupa, na primjer, svi kamencici, jer je us-
poredbeni skup brojevna slika promatranog skupa, ali takav skup ne tre-
ba biti ureden (nevazan je redoslijed kamencica).

PridruZivanje uredenom skupu dogada se kad se elementi promatra-
nog skupa pridruzuju elementima usporedbenog skupa koji je na neki
nadin ureden, a obi¢no i omeden. Takvo je brojenje na prste, kad se
elementi promatranog skupa preslikavaju na skup prstiju, ve¢inom obiju
Saka (a po potrebi i nogu!). Pritom se preslikavanje odvija obi¢no po redu
prstiju, pa se, osim o broju elemenata, u rezultatu takva brojenja nalaze
skrivena jo$ dva podatka: okupljanje podataka u podskupove (prsti jedne
ruke, prsti dviju ruku itd.), te se uz ustaljen redoslijed preslikavanja moZe
utvrditi i redoslijed podataka, dakle redni broj. Brojenje na prste primje-
njuju ljudi od davnina do danas, ne samo kao prvo, tzv. Skolsko brojenje,
nego i kao vrlo pouzdan nacin brojenja u svakodnevnom Zivotu.

Brojenje na prste nastavilo se brojenjem s pomocu uredenih i kona¢nih
skupova i podskupova, ostvarenih poredanim odredenim brojem elemena-
ta, kao §to su kamenciéi, Stapiéi, plodovi, zrmnca i sl., nanizanih u nekom
Zlijebu, na nekoj uzici ili sl. Takva pomagala za brojenje omogucuju i
zorno postupanje s brojevima, dakle osnovna racunanja zbrajanja i oduzi-
manja pa su se ubrzo razvila u racunaljke, jednostavna pomagala za rau-
nanje. NajviSe su se rabile racunaljke s kuglicama poredanim u Zlijebovima
na nekoj plo€i, tzv. abak (gré. dfoxog, abakos, lat. abacus: ~ daska; engl.
abacus), plo¢a premazana voskom ili prahom, predvidena za pisanje, crta-
nje ili raunanje, a potom s kuglicama nanizanim na Zice ili uzice, kakve
se rabe do nasih dana. Od Rusije (rus. abak, cuémer) do Japana, raCunanje
s pomocu abaka i danas se uci, a tamosnji ljudi vrlo vjesto i brzo obavlja-
ju sloZeno ratunanje zbrajanja i oduzimanja, a tek ih nakon tisu¢a godina
uporabe potiskuju suvremeni elektroni¢ki kalkulatori (engl. calculator),
uredaji s programima za obavljanje niza racunskih operacija.

Slozenije mehani¢ko pomagalo za rafunanje, osnovano na pomic¢nim
letvicama s ljestvicama brojeva, logaritama brojeva i dr., bilo je

"Naziv kalkulator (prema lat. calculus: kamicak, oblutak) upravo potjece od radunaljke s oblim
kamenci¢ima u Zlijebovima.
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logaritamsko racunalo, razgovorno logaritmar ili Siber (prema njem. Sc-
hieber: pomicaljka). Rabilo se do 1970-ih godina te je gotovo tri stoljeca
bilo osnovno inzZenjersko pomagalo.

Anti¢ki rimski abak s kuglicama u Zlijebo- ~ Suvremeni abak kakav se i danas rabi od
vima (Muzej u Mainzu — rekonstrukcija) Rusije do Japana

Logaritamsko racunalo, mehani¢ko pomagalo za ratunanje

PridruZivanje brojevima dogada se kad se elementi promatranog sku-
pa pridruzuju elementima usporedbenog skupa koji se sastoji od niza
uredenih naziva ili uredenih znakova brojeva. Elementi brojenog sku-
pa pridruZuju se po redu elementima usporedbenog skupa. Stoga pri ta-
kvom brojenju zadnji upotrijebljeni broj u nizu nosi puni podatak, pa je
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nepotrebno navoditi sve elemente niza koji su dotad upotrijebljeni. Ako
se pri brojenju dode do broja #ri, tad je tri potpun podatak, nije potrebno,
kao kod onih kamencic¢a u $aci, navoditi sva tri broja: jedan, dva i tri.
Dapace, podatak izrazen s pomocu svih dotad upotrijebljenih brojeva (da
ima jedan, dva, tri jelena) mogao bi se krivo razumjeti kako ima jedan i
dva i tri jelena, dakle ukupno Sest jelena! Brojenje pridruzivanjem ure-
denim brojevima u uporabi je tisu¢ama godina, naj¢es¢i je nacin brojenja,
pa smo ga skloni smatrati gotovo prirodnim nacinom brojenja.

2.3. Nazivi brojeva

Nazivi brojeva (engl. number names, numerals), stariji, gotovo zabo-
ravljeni hrvatski nazivi su brojnici'? ili brojnice," u prirodnim su jezicima
brojevima jednoznacno pridruzene rijeci. Nazivi osnovnih brojeva nasta-
li su vrlo rano, pa spadaju u tzv. prarijeci, koje su 1 danas, nakon tisuca
godina, sli¢ne u jezicima koji potjeCu iz istog korijena kao Sto su to in-
doeuropski jezici. U tablici su navedeni nazivi prvih deset brojeva na
nekoliko indoeuropskih jezika, iz koje se vidi kako su ve¢inom zvukovno
sliéni nazivima na prajeziku sanskrtu, a po tome i medusobno.

Velika je slicnozvucnost vecine naziva pojedinih brojeva stoga Sto su
nastali prije pismenosti. To se ponajprije moze pripisati pranazivima bro-
Jjeva, a potom i preuzimanju naziva brojeva pri kulturnim, trgovackim 1
drugim dodirima medu narodima.

Nazivi brojeva zbog svoje vaznosti spadaju medu najstabilnije rijeci
u nekom jeziku, rijeci koje su se tijekom vremena malo mijenjale. Tako
se 1 nazivi brojeva u hrvatskom jeziku od prvih pisanih dokumenata, te
od prvih rje¢nika, kroz stolje¢a do danas gotovo nisu promijenili. To se
vidi u tablici Habdeli¢eva Dikcionara, isusovackog Skolskog rjecnika
koji je bio u uporabi cijelo stoljee, u kojem su nazivi brojeva gotovo
jednaki dana$njim, uz neznatnu pravopisnu razliku, a takvi su nazivi i u
Gazofilaciju, prvoj hrvatskoj Aritmetici i drugim izvorima. [Habdelic,
16707, [Belostenec, 1740], [Silobod, 1758].

2Naziv brojnik (lat. numerale, njem. Zahlwort) ima jos Rjecnik znanstvenoga nazivlja [Sulek,
1874/75], koji je potom uzet za naziv dijela razlomka.

biljeze. [Cuvaj, 1890/1908]. U Gazofilaciju je broynicza istoznacnica za imenik (lat. cathalogus).
[Belostenec, 1740)]
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Tabula Broja Szlovenfzkoga,
i Diachkoga.

Jeden. bamw L

Diwva.  Ime.  IL

Tri. Thes. LTI

Chetiri. grasmor, 111 vel IT.

Per. gringre. V.

Sefir. S YL

Szedent,  Seprems. VI

Oftem, ods  VIIL

Dever.  Newewe. 1X

3o Delzer. Dieew. X

s Jedenajelic. Ondecim. XL

12, Dvanajelis, Dredecim. XIL

53 Trimajeler. Tredeeim. XIIL

14 Chetivinajelzr. Quarwordecin. XITMLvel XIV.
15. Petmajefor. guimdveim. X V.

16 Selotnajelze, Sedecim. XV L

17 Sredemnajeli. Sepremdecins. XVIL
15 Ofzemaajofzr. Ofedecim. XVIIL

19 Devetnajeizs. Novemdeom. XIX

0. Dvayleetic Vigined, XX

21 Dhvayiket jeden. Vigdesdremp. X1
2z Dvayfectidva Vigintd dwo. XXIL

23 Dvayfeaitei, Vrgener eres. XEIL

24 Dwayleetichesin, Pigined quatwor, XXIV.
24, Dvayleeti per, Viginsr qurngue. XXV,
x4, Dvaylietd {02, Piginef for. XXVI
2 Dvaylecti{zedem. Pigined feprem. XXVIL
23, Dwvaylzcti alzem. Figinedoffs, XEVIIL
25. Dvavfetidever. Vigias movessr. XXIX
3o Tridefzeti, Trigimeas. XXX,

35 Trideffeel jeden. Trigima anm XXIIL
32, Teidelzeti dva. Triginsg dwo. XXAIL

Ee 2 Et
Tablica brojeva s nazivima na slovenskom (tj. hrvatskom) uz koje su arapske brojke, te

na dijackom (tj. latinskom) jeziku'* uz koje su rimske brojke (Habdelicev Dikcionar
iz 1670. godine; pocetak tablice)

W B p W B

U hrvatskom jeziku postoji 21 osnovni naziv prirodnih brojeva:
Jjedan, dva, tri, ...... , devetnaest, stotina (ili sto) i tisu¢a® (zadnja su dva
po smislu nazivi brojeva, a zapravo su imenice). Tomu valja dodati i
naziv nista za pojam koji je tek u novije vrijeme shvacen kao broj.

“Nazivi jezika sve su do prve polovine 19. st. bili drugaciji nego danas, pa se hrvatski jezik
nazivao horvatskim, slovjanskim, slovenskim, dalmatinskim, ilirskim, na hrvatskom se latinski
jezik, posto je bio jezik $kolstva, Gesto nazivao dackim, a talijanski se, posto su Hrvati Talijane
nazivali Latinima, nazivao latinskim. [Kati¢i¢, 2013]

'SHrvatski tisuc¢a, prema praslavenskom fysofi: mnogo, deset stotina; s malim inaCicama gotovo
je sveslavenska rije¢ (npr. rus. i ukr. mucsua). U hrvatskoj se kajkavstini za tisucu rabi naziv
Jezero, a za toliku nov&anicu jezeraca, $to se obi¢no tumaci kao posudenica iz madarskog (mad.
ezer: tisuéa). Ipak, i ta je rije¢ vjerojatno iz praslavenskog, a mozda i starija, gdje je rije¢ jezero
(jednako kao jo$ i danas more) prvotno oznalavala obilno, mnogo, a tek je naknadno dobila
znadenje odredenog velikog broja. Stoga i poznati kajkavski stih “jezero kaplic, jezero let” valja
shvatiti kao “obilno kapljica, mnogo godina”, a ne upravo fisucu!
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Preostali su nazivi brojeva posudenice stranog podrijetla: nula, hiljada',
milijun'’, milijarda, bilijun itd. Pravilima slaganja osnovnih naziva bro-
jeva omoguceno je neograniceno jednozna¢no nazivanje brojeva, na pri-
mjer, dvadeset = dva (puta) deset, dvadeset i jedan itd. Od osnovnih
naziva prirodnih brojeva tvore se nazivi dijelova (tre¢ina, cetvrtina itd.),
a od njih nazivi razlomaka (na primjer jedna trec¢ina, dvije petine itd.), te
ve¢ina naziva rednih brojeva (na primjer, treci, cetvrti, peti itd.). Postoje
1 iznimke od sustava, hrvatski nazivi koji nisu tvoreni od osnovnih nazi-
va brojeva, kao §to su nazivi: pola (nije tvoren od dva), prvi (nije tvoren
od jedan), drugi (nije tvoren od dva). Nazivanje i pisanje brojeva odre-
duju rjecnici i pravopisi, a slaganje tih naziva gramatike, sve na osnovi
ustaljenih jezi¢nih obicaja.

Izbori naziva brojeva i pravila njihova slaganja razli¢iti su u pojedi-
nim jezicima. U nekim jezicima uz suvremene sustavne nazive i tvorbe
postoje 1 tragovi drugacijih nacina nazivanja brojeva. U francuskom se,
na primjer, broj 60 sustavno naziva soixante, ali je 70 soixante-dix: $ez-
deset-deset, kao trag starog sustava s osnovom S$ezdeset, dok se broj 80
nesustavno naziva quatre-vingts: Cetiri-dvadeset, kao trag starog sustava
s osnovom dvadeset (u Svicarskom francuskom to je ipak sustavno octan-
te: osamdeset). Na ruskom se, na primjer, broj 30 sustavno naziva
mpuoyams, tridcat, ali se 40 nesustavno naziva copox, sorok (naziv stare
brojcane jedinice krznenih koza), rije¢ju jednakog podrijetla kao hrvatska
rije¢ struk, Slruéak.

Osobito valja obratiti pozornos
koji su u engles kom razli¢iti od vedi ] mie
milijuna (10%) na hrvatskom se i u veéini europsklh Jezﬂ(a naziva mzlyar—
da (ali je to u engl. billion); milijun milijuna (10'%) naziva se bilijun
(engl. frillion); milijun milijardi (10") naziva se bilijarda (engl. quadri-
llion), itd. [Jakobovi¢, 2008]

Nazivi brojeva kao nazivi poopcenih pojmova u nekom jeziku treba-
1i bi biti neovisni o skupu ili elementima tog skupa, dakle jednaki za sve
viste elemenata. Ipak, u prirodnim jezicima postoje tragovi razli¢itog na-
zivanja brojeva razli¢itih elemenata. Tako neki nazivi brojeva imaju

®Posudenica kiljada je prema gré. yididg, khilids: mnogo, tisuca, a u nekim je starim hrvatskim
izvorima to bio naziv za tisucu tisuca, dakle za milijun!

"Podrijetlo posudenice milijun neki vide u ta!ijanskom nazivu milione za veliku tisucu, tisucetinu.
Drugi pOdI‘IjeﬂO vide u imenu svjetskog putnika Marka Emilija Pola i njegovu pretjerivanju bro-
jevima u pricama o dalekim krajevima, pa su se veliki brojevi slikovito poceli nazivati emilioni-
ma. U Gazofilaciju 1. navodi se oblik milion za lat. millio. [Belostenec, 1740]
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gramaticki rod (na primjer u hrvatskom jedan, jedna, jedno itd.). Razliku
oblika pojedinih naziva brojeva osjete tek govornici ili dobri znalci ne-
kog jezika. Na primjer, u hrvatskom se za dva covjeka moze reéi 1 dvo-
Jjica (ali ljudi), za tri covjeka moze se reéi trojica (ljudi) itd. Zato se iskaz
tri biciklista, moze re€i i trojica biciklista, ali bi umjesto fri bicikla neo-
bi¢no, pa i smije$no zvucalo trojica bicikla! U mnogim su jezicima na-
zivi brojeva za razli¢ite elemente prili¢no razli¢iti, pa su, na primjer, u
japanskom razli¢iti za dugoljaste uske predmete, za plosnate i tanke pred-
mete, za kompaktne predmete, za ljude, za neke Zivotinje, za ptice itd.
Stranac koji to ne razlikuje moze pri kupovini na loSem japanskom za-
traziti ne$to neobi¢no, kao kad bi na hrvatskom zatrazio trojicu peciva,
ili dvojicu ulaznica [Devidé, 1979].

Nerazvijeni prirodni jezici imaju malo naziva brojeva, neki samo na-
zive za jedan i dva, najvise i tri, a sve ostalo je mnogo.

Nazivi se brojeva u jezikoslovlju smatraju posebnom skupinom rije-
¢i, iako su oni u pojmovnom smislu dijelom imenice (jer su nazivi poj-
mova), a dijelom pridjevi (jer opisuju neko svojstvo skupa).

Nazivi skupa odredene brojcane vrijednosti u nekim se jezicima sma-
traju imenicama, a ne nazivima brojeva. Tako se, na primjer, u njemac-
kom nazivi brojeva piSu kurentnim pocetnim slovom (eins, zwei, drei
itd.), nazivi se vecéih brojeva mogu pisati 1 kao imenice, sfo i fisuc¢u su
hundert i tausend kao nazivi brojeva, a das Hundert 1 das Tausend
kao imenice, ali se nazivi tih brojki razlikuju u rodu: die Hundert 1 die
Tausend, dok su milijun, milijarda itd. samo imenice: die Million, die
Milliarde 1itd.

U prirodnim jezicima postoje mnoge sustavne ali i nesustavne inaci-
ce pridruzivanja rije¢i pojedinim nazivima brojeva. Tragovi su to razvoja
jezika, utjecaja drugih jezika i mnogih drugih okolnosti. Tu gotovo nema
pravila, znaju ih govornici tih jezika, a pri ucenju jezika strancima Cesto
¢ine veliku poteskocu. Tako se, na primjer, u suvremenom hrvatskom
jeziku imenovanim brojevima od jedan do Cetiri pridruzuje rije¢ covjek,
a od pet na dalje rije¢ fjudi (jedan covjek, dva covjeka, tri covjeka, Cetiri
Covjeka, ali pet [judi, Sest ljudi itd.). (— 2.5. Gramaticki brojevi)

Osim naziva brojeva ve¢ prvi hrvatski rjecnici biljeZe mnoge nazive
izvedene od rije¢i broj. Tako se u Gazofilaciju, pisanom gotovo stoljece
prije objavljivanja'®, nalaze rije¢i (ovdje napisane suvremenom hrvat-

" Ivan Belostenec, pavlin i leksikograf, preminuo je 1675. godine, a njegov je Gazofilacij objav-
ljen tek 1740. godine.
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skom grafijom): broj, brojac, brojanice, brojeci, brojen, brojenje, broji-
telj, brojiti, brojni, brojnica, nabroj, neizbrojni, zbrojen, kao i mnogi na-
zivi u vezi s raCunanjem. [Belostenec, 1740]

U tvorbi mnogih rijeci sudjeluju kao morfemi broj i njegove izvede-
nice (brojenje, brojnost 1 dr.), te nazivi brojeva, tvoreéi posebne nazive
brojeva, brojevne imenice, brojevne pridjeve i dr.

Znakovi brojeva obradeni su u sijede¢im pogiavijima o brojkama
(— 3. Zapisivanje brojeva, — 4. Rimske brojke, — 5. Arapske brojke).

2.4. Brojevni sustavi

Sasvim prakti¢ni razlozi pri prebrojavanju elemenata nekih skupova
i ratunanju s njima upucuju na okupljanje brojeva u odredene skupine.
Brojenje na prste upucuje na okupljanje brojeva u skupine od po pet
elemenata (prsti jedne Sake) ili deset elemenata (prsti obiju Saka), a jed-
nostavna raunanja, na primjer dijeljenje neke cjeline, upucuje na prak-
ticnost cjeline od dvanaest elemenata, jer se ona lako dijeli na dva, tri,
lo sustavno §to je dovelo do pojma brojevnog sustava (engl. number
system).

Brojevni sustavi razlikuju se po dvama svojstvima, po broju sastav-
nica koje su osnova skupa ili baza skupa, te po nacinu zapisivanja bro-

jeva.

2.4.1. Osnove brojevnih sustava

Od mnogih ¢e se mogucih osnova brojevnih sustava spomenut one
koje su se rabile kroz povijest te su uvelike utjecale na na$§ suvremeni
nain, ne samo nazivanja i zapisivanja brojeva te ra¢unanja, nego i mi-
Sljenja. Neke osnove brojevnih sustava i danas imaju vec¢u primjenu nego
Sto se to obi¢no misli.

Brojevni sustav s osnovom jedan (jedinicni ili unarni brojevni sustav)
sluzi za zapisivanje brojeva potezima (— 3.1. Potezi). Rabi se i danas pri
zapisivanju bodova u drustvenim igrama, kartanju, glasovanju, prebroja-
vanju dobara, dana i sl.

Brojevni sustav s osnovom dva (binarni ili dijadni sustav) mozda je bio
prvi, jer u nekim najprimitivnijim jezicima postoje nazivi samo za jedan i
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dva, sve ostalo je mnogo. Cini nam se najjednostavnijim za racunanje, ali
je poslije jedini¢nog najsloZeniji za zapisivanje brojeva te se donedavno
gotovo nije rabio. Njegova je §ira uporaba pocela tek u drugoj polovini 19.
stolje¢a razvojem matematicke formalne logike, ponajprije prosudbene lo-
gike ili logike sudova (engl. propositional calculus), unutar koje su mogu-
¢a samo dva ishoda (istina — neistina, da — ne, ima — nema itd.). Ta je
logika ostvarena u logickim sklopovima, koji su osnova suvremenih elek-
troni¢kih ratunala. Brojevni sustav s osnovom dva otvorio je neocekivane
moguénosti strojnog radunanja i suvremene racunalne informatike.

Brojevni sustav s osnovom pet (kvinkualni sustav) osniva se na bro-
jenju prstima jedne ruke. Potvrda je tomu $to u nekim jezicima nazivi za
broj pet i Saku imaju jednake korijene. Tako i hrvatski naziv broja pet
potjete od drevnoga naziva pest: pesnica, Saka.

Rabi se pri brojenju na prste, ¢uje se u izreci kako se neSto moze
izbrojiti “na prste jedne ruke”, te se primjenjuje pri zapisivanju skupine
s Getiri poteza precrtana petim, na primjer pri zapisivanju bodova u drus-
tvenim igrama, kartanju, glasovanju i sl.

Brojevni sustav s osnovom deset (desetni, deseti¢ni, decimalni ili de-
kadski sustav) osniva se na brojenju na prste obiju ruku. To je najvise
rabljen brojevni sustav, toliko uobi¢ajen da nam se €ini kako je to neka-
ko prirodni brojevni sustav. Rabio se od davnina, osobito u drevnom
Rimu, odakle je dopro do nas. To potvrduju i nazivi brojeva u mnogim
jezicima i brojke za prvih deset brojeva. Progirio se i ustalio krajem 19.
stoljeé¢a, nakon uvodenja Metarskog sustava mjernih jedinica, uz koji je
uvedena i primjena decimalnih niZekratnika i viSekratnika jedinica. Da-
nas se svi broj¢ani podatci zapisuju u tom sustavu, a ako se rabe drugi
sustavi, to se mora jasno naglasiti. Osim njegove prirodnosti prema broju
prstiju na rukama, on zadovoljava i uvjete da je dovoljno velik za ucin-
kovito zapisivanje brojeva, a dovoljno malen za lako ratunanje. Glavni
mu je nedostatak §to ima samo tri cjelobrojna dijela: jedan, dva 1 pet.

Brojevni sustav s osnovom dvanaest (dvanaestni ili duodecimalni su-
stav) rabi se jo§ od drevne Mezopotamije. Njegov je trag taj Sto se u
nekim jezicima nazivi brojeva jedanaest i dvanaest jo§ tvore na poseban
nadin, a tek se od trinaest tvore kao u decimalnom sustavu. U engleskom
su to eleven i twelve, iza kojih slijede sustavni nazivi thirteen, fourteen
itd., a u njemackom elf, zwolf, iza kojih slijede sustavni nazivi dreizehn,
vierzehn itd. Uz prednosti po velidini, sli¢no kao decimalni, dvanaestni
je sustav bogat cjelobrojnim dijelovima: jedan, dva, tri, Cetiri 1 Sest. Zato
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brojenju, ili proSiren negativnim brojevima pri brojenju kalendarskih go-
dina (jer u naSem, gregorijanskom kalendaru nema nulte godine!). Potes-
koce nastupe ako se pomijesaju brojenje i ra¢unanje u tim dvama skupo-
vima.

b)
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Brojevni pravci s pozitivnim i negativnim brojevima: a) s uklju¢enim nista
i b) bez ukljucenog nista (takav je niz kalendarskih godina)

Uvodenje brojevnog sustava s nista kao brojem i brojke nistica omo-
gucilo je razvoj vjestine raCunanja, dakle aritmetike kakvu danas primje-
njujemo (— 5.1.2. Izum nistice).

2.5. Brojevi kao oznake svojstava i kodiranja

2.5.1. Oznake svojstava

Brojevima se od davnina oznacuju mnoga svojstva ljudi, Zivotinja i
dobara. Sustavi takvih brojeva potjecu od nekog razvrstavanja ili poretka
(prvi, drugi, treci,.....) ili od nekih izmjera. Mnoge su se od tih osnova
zaboravile i u proslosti zagubile, ali su ostali brojevi kao svima poznate
oznake. Tako, na primjer, vec¢ina ljudi zna konfekcijske brojeve svoje
odjece ili obuce, ali ne zna $to ti brojevi uistinu znace.

U svakodnevnom Zzivotu rabimo mnoge takve brojeve koji nemaju
nikakvo racunsko ili matemati¢ko znagenje pa se s pomoéu njih nista ne
moZze racunati, niti se iz njih moze saznati neki redoslijed. To su brojevi
kao oznake nekih svojstava ili dobara. Tradicijske su navike takvih ozna-
¢ivanja toliko uvrijeZene da niti ne ofekujemo brojéano znacenje takvih
brojeva!
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Oznake stupnjeva znanja ili uspjeha u Skolstvu, stupnjeva kakvoce
dobara i usluga, izvrsnosti i sl. u rasponu nedovoljan do izvrstan, od
davnina se oznaduju brojevima u ljestvicama od 1 do 5 ili od 1 do 7 ili
drugatije, a ponegdje je taj redoslijed obratan, pa je ljestvica od 5 do 1
ili od 7 do 11 dr. Tako i u na8im izrekama, na primjer fo je za pet, ta
ocjena nema nikakve veze s matematickim pojmom broja pet, nego sa
stupnjevanjem izvrsnosti.

Oznake izmjere zrna sipkih tvari (namirnica, gradevinskih sastavnica,
kemikalija i dr.) potje¢u od starih mjernih jedinica, od rednih brojeva sita
za razredbu ili od nekog sustava razvrstavanja.

Oznake velicine odjece i obuée nastale su od nekih izmjera u starim
mjernim sustavima. Osnova su takvih brojeva raspon ramena za gornje
dijelove odjece, opseg struka ili duljina donjeg dijela odjece, duljina sto-
pala za obucu i sl. Ti se brojevi razlikuju od zemlje do zemlje, pa iako
postoje odredene industrijske norme, uza svu medunarodnu trgovinu nije
postignuto ujednadenje jer se proizvodadi i trgovei prilagoduju navikama
kupaca u pojedinim dijelovima svijeta. Na primjer, obu¢u s europskim
brojem 43 valja u drugim dijelovima svijeta traziti pod nekim drugim
brojem ili oznakom.

Oznake prometnih linija u gradskom i prigradskom prometu, iako su
ponekad potjecale od redoslijeda uvodenja, ve¢inom samo sluze za razli-
kovanje linija ili pravaca prijevoza pa se u svakom gradu mora saznati
znaCenje broja koji im je pridruzen.

Oznake pojedinaca ili skupina (na primjer sportasa, vojnih postrojbi
i dr.) ve¢inom su izabrane na mah te nemaju nikakvo znacenje vrijedno-
sti ili redoslijeda.

2.5.2. Oznake kodiranja

Brojevima se tvore mnoge oznake, kodovi i Sifre predmeta, osoba,
stanja i stupnjevanja pojava. Pritom brojevi samo dijelom mogu imati
smisao rednog broja, a veéinom nemaju nikakvu racunsku vrijednost
nego su odredeni po nekim drugim znalenjima, pravilima, “klju¢evima”
i sl. S pomocu takvih se brojeva ne moZe nista racunati, ali su pouzdan
podatak o odredenom predmetu opisivanja.

Stupnjevi ljestvica oznaduju se brojevima (kao $to su ljestvice potre-
sa, vjetra ili stanja mora, areometarskih gustoca i dr.).
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Racunanje ¢ine mnoge mogude igre brojevima, u kojima se upornim i
trajnim vjezbanjem stjee umijece, jednako kao §to su i druga ljudska umi-
jeca, na primjer, u sportu, glazbi i drugim djelovanjima. Umije¢a se postizu
samo upornim, veinom i napornim vjezbanjem. Pijanist, koji glatko prelazi
prstima preko klavijature, stotinama je puta to ponovio vjezbajuéi kako bi na
nastupu postignuto umijece mogao pretvoriti u umjetni¢ko ostvarenje.

Ljudi su se radi §to pouzdanijeg i lakSeg raunanja sluzili mnogim poma-
galima odnosno dosjetkama, ali zadnjih su desetljeca, s pojavom elektronickih
kalkulatora i racunala, mnoga tisu¢ljetna umijeca i dosjetke zaboravljeni.

Jedna je od najjednostavnijih dosjetki svodenje racunanja na jedno-
stavniji postupak brojenja. Ako kupite peciva za 18 kuna i pruZite proda-
vacu novcanicu od 50 kuna, vratit ¢e vam novac tako da broji: 18 (mi-
sle¢i na vrijednost peciva) i 2 (vadeci kovanicu od 2 kune) su 20, a 10 i
20 (vadec¢i novcanice od toliko kuna) je 50 (misleéi na vrijednost novéa-
nice koju ste mu dali)! To je zornije, a nematematicar je tako sigurniji
nego da se upusta u racunsku operaciju 50 — 18 = 32, pa vam tek tad
odbrojava novcanice vrijednosti 20 + 10 + 2 = 32.

Valja reci kako, za razliku od veéine drugih ljudskih umijeca, u ra-
Cunanju postoje 1 neki precaci, do kojih dolazimo matemati¢kim razmis-
ljanjem. Kao ilustraciju precaca u racunanju navode se dva zanimljiva
pravila do kojih se dolazi razmisljanjem.

PokuSajmo zbrojiti neparne brojeve, po€evsi od 1 pa do nekog zada-
nog broja n. Djelomicni rezultati izgledaju ovako: za prva dva neparna
broja 1 + 3 = 4, za prva tri neparna broja 1 + 3 + 5 =9, za prva &etiri
neparna broja 1 + 3 + 5 + 7 = 16, itd. Mogli bismo nastaviti tako muko-
trpno 1 dalje, ali ubrzo ¢emo uvidjeti da taj zbroj iznosi za prva dva ne-
parna broja 2°, za prva tri neparna broja 32, za prva cetiri neparna broja

neparnih brojeva iznosi #°. To pravilo mozemo jednostavno primijeniti na
kako god velik broj, na primjer zbroj je prvih 1000 neparnih brojeva
1000% =1 000 000. Nitko pametan ne bi i8ao zbrajati milijun brojeva, kad
svako dijete moze uz to pravilo precacem izralunati njihov zbroj.

Drugi je primjer anegdota koja govori kako je ucitelj u osnovnoj
Skoli htio imati malo mira pa je u¢enicima zadao da izraGunaju zbroj svih
prirodnih brojeva od 1 do 100. U€enici su marljivo pristupili poslu po-
stupcima: 1 +2 =3;3 +3 =6; 6 + 4 = 10, itd. No, prije nego $to je
vecina ucenika dosla do broja 10, jedan je uCenik ustao i ucitelju donio
na plocici napisan rezultat: 5050. Zacudeni ucitelj, koji ni sam nije
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napamet znao taj rezultat, prvo je u¢enika upitao je li siguran u taj rezul-
tat, a kad je on to potvrdio, upitao ga je kako je tako brzo izraCunao.
“Jednostavno,” rekao je desetogodi$njak, “zbroj je rubnih brojeva
1 + 100 = 101, potom 2 + 99 = 101, pa 3 + 98 = 101 i tako dalje, zbroj
preostalih parova rubnih brojeva uvijek je 101. Kako u stotini ima 50
takvih parova, njihov je zbroj 50 x 101 = 5050.” Zadivljeni je ucitelj
poéeo dje¢aku davati dodatnu pouku iz radunanja, ali ga uskoro nije vise
imao ¢emu nauditi jer ga je ucenik prestigao. UCenik se zvao Carl Frie-
drich Gauss (1777. — 1855.), koji je postao jedan od najveéih, ne samo
njemackih, nego i svjetskih matematicara.

2.7.2. Matematicko miSljenje

Matematika (engl. mathematics, mathematic) proizisla je iz brojenja, ra-
Gunanja i mjerenja, apstrahiranjem i logi¢kim zaklju¢ivanjem. Vrlo je tesko
jednostavno i jednoznagno definirati $to je matematika jer je to sloZena i
slojevita disciplina. Ipak, pokuSajmo reci, uz ogradu kako je ta definicija
nepotpuna, da je matematika umijece otkrivanja, izvodenja i izrazavanja ko-
risnih pravila za pouzdano ra¢unanje, mjerenje i oblikovanje rjeSenja.

U matematici se nastoji do¢i do jednoznaéne istine o odnosima mate-
mati¢kih elemenata (brojeva, skupova, funkcija i dr.), a pritom nema dru-
gih istina i druk&ijih odnosa. Slikovito receno, u elementarnoj matematici
su, na primjer, 1 i 2 uvijek, i dosadno uvijek, samo 3, i nikako druk¢ije!

Moglo bi se ogekivati kako ta jednozna¢nost u svijetu matematike
olak$ava zdravorazumsko razmisljanje te osigurava najjednostavnije po-
stupanje s matemati¢kim elementima, a time i najjednostavnije rjeSavanje
problema. Ipak, mozda je upravo ta jednoznacnost zbunjujuca jer ne
ostavlja prostor za bilo kakva druga rjeSenja.

Matematicko misljenje poseban je nalin uredenog misljenja o odrede-
nim pravilnostima odnosa u svijetu matematickih elemenata. Takvo miSlje-
nje utvrduje neka pravila, tzv. matematicke zakonitosti, koja su potom pri-
mijenjiva za rjeSavanje znatno vecéih zadaca i problema. Vrhunac je takva
razmi$ljanja matematicka logika (engl. mathematical logic), osnovana i
uobli¢ena na odredenim jednostavnim, ali jasnim nacelima. Zato je nastala
tematici? Na nacelima matematicke logike rade i do danas najsavrSenija
ljudska pomagala, elektroni¢ka racunala. S druge strane, elektronicka su
ra¢unala omogudila doskora nezamislivo brza i opseZna raCunanja.
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Elektroni¢ko racunalo, tehni¢ko ostvarenje matematicke logike,
omogucuje goleme brzine racunanja i rjeSavanje slozenih matematickih zadaca

Matematicki su elementi pravilni i jednoliki, na primjer, svi su pri-
rodni brojevi po kvaliteti jednaki (razlikuju se samo po vrijednostima),
pravila rada s njima su jednoznacna, pa ipak je broj mogucih kombina-
cija elemenata i pravila gotovo neizmjeran. Matematika je kao i umjet-
nost, nesputana u izraZzavanju matematickih istina, pa je stoga i smatramo
umjetnoscu logickog misljenja.

Na kraju se postavlja pitanje ¢emu nam matematika zapravo sluzi. Za-
ljubljenicima u matematiku ona je podruéje beskrajnih istrazivanja. Veéini
ljudi matematika je orude koje olak$ava mnoge posiove i pomaZze u rjesa-
vanju mnogih zadaca. Pritom je jedino potrebno probleme iz stvarnog svi-
jeta preslikati u svijet matematickih pojmova, a nakon rjeSavanja problema
njihova rjeSenja vratiti u stvarni svijet. To je medu prvima uocio genijalni
misiilac Galileo Galilei (1564. — 1642.), koji je raunanje i matematicki
nacin razmiSljanja uveo u prirodnu filozofiju, te tako pokrenuo suvremenu
Jiziku i druge egzaktne znanosti. One su, uz tehni¢ku primjenu postignutih
spoznaja u zadnja Cetiri stoljeca, nezamislivo promijenile nas svijet, omo-
gucujuci Covjeku ovladavanje mnogim prirodnim pojavama i dajuéi kroz
izume mnoge korisne primjene, od strojeva i motora do telekomunikacija,
medicinskih pomagala, elektronickih racunala i svemirskih letjelica.
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Vecina brojki nastala je
pojednostavnjenjem crteza.

[Kulundzi¢, 1957]

Brojevi se mogu zapisivati na nekoliko nacina: nazivima brojeva na
pojedinim jezicima, nacrtanim raznim znakovima ili nanizanim zrncima,
napisanim slovima, tzv. slovnim brojkama kojima su pridane brojCane
vrijednosti, te napisanim posebnim grafemima tzv. brojkama®™.

Zapisivanje nazivima brojeva (na hrvatskom: jedan, dva, tri itd.) pri-
mjenjuje se ograni¢eno samo unutar teksta, te jo§ iznimno kad se zeli
onemogudéiti preinaka brojeva, na primjer krivotvorenje na nekim nov¢a-
nim dokumentima, kao §to su nov¢anice, ¢ekovi, mjenice, potvrde, obras-
ci, ugovori i sl. Za zapisivanje nazivima brojeva potrebni su znanje odre-
denog jezika i pismenost. Rafunanje je s tako zapisanim sloZenijim
brojevima nepregledno i tesko ¢Citljivo pa se gotovo i ne primjenjuje.
— 2.3. Nazivi brojeva

3.1. Znakovi i zrnca

Brojevi se najjednostavnije zapisuju na nekoj podlozi crtanjem ili ure-
zivanjem jednostavnih znakova, kao §to su potezi, kruzi¢i, zvjezdice, cvje-
tiéi i sl., okupljanjem zrnaca ili vezanjem ¢vorova na nekoj uzici, pri cemu
znakovi, zrnca ili ¢vorovi predo¢uju brojene elemente promatranog skupa.
Zapisivanje je broja znakovima, zrncima ili ¢vorovima znatno starije od
pisma, a primjenjuju ga i danas, ne samo pismeni nego i nepismeni ljudi.

2Naziv brojka (njem. Ziffer, tal. cifra) ima jo§ Rjecnik znanstvenoga nazivija [Sulek, 1874/75]
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Zapisivanje poteza ili glifa na neku podlogu (kamen, drvo, kost, ke-
ramika i dr.) mozda je najjednostavniji na¢in zapisivanja brojeva. Pritom
je znak brojevne jedinice crta, potez ili urez, tzv. g/if. [Jakobovié, 2013]
Na primjer, znak I za broj jedan mora se za prikaz broja n uzastopno
primijeniti n puta. Broj jedan prikazan je jednim potezom |, broj dva
dvama potezima | l, ..., broj pet petorim potezima | | | l | itd.

Zapisivanje brojeva potezima i danas se rabi, na primjer, pri drustve-
nim igrama (kartanju), pri ru¢nom prebrojavanju glasova na glasackim
listi¢ima, pri prebrojavanju dobara i sl.

Primjer je primjene zapisivanja broja urezima rovas ili rabos (stsl.
rov: zarez, urez + mad. dometak as; engl. tally, tally stick), Stap na koji
se urezuju potezi kao znakovi broja odredenih sastavnica (dana, ljudi,
plodova, proizvedenih predmeta, stoke, uskladistenih ili prodanih cjelina
kao Sto su komadi, kosare, boce, vjedra, naramci, snopovi i sl.). Pri za-
" duzivanju u trgovini ili nekoj drugoj razmjeni rabio se par rovasa za
dvije stranke (izvornik i kopija, tzv. kokos i pile), jedan za prodavaca,

drugi za kupca, na koji su se istodobno i usporedno urezivali znakovi®.

Kost iz Ishanga — dvije strane rovasa starog vie od 20 tisuéa godina

Najstariji je poznati rova$ tzv. vucja kost s urezima koji oznaduju
neko brojenje, pronadena 1937. godine u Moravskoj (u danasnjoj Repu-
blici Ceskoj), procijenjene starosti na oko 30 tisuéa godina, potom babu-
nova kost iz Ishanga s urezanim znakovima, pronadena 1960. godine u
Belgijskom Kongu (danas$nja Demokratska Republika Kongo), procije-
njene starosti na vise od 20 tisu¢a godina, a pohranjena u belgijskom

#Da su se na rovasima urezivali zaduZenja i obveze, upuéuje jo§ danas zadrZano negativno zna-
Cenje rijeCi rovas u izrazima biti na rovasu, imati ga na rovasu, upisan na rovasu i dr.
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Muzeju prirodnih znanosti u Bruxellesu. Za zapise se pretpostavlja da su
rezultat nekog brojenja, a mozda predstavljaju i MjeseCev kalendar.

Najstariji rovasi upucuju kako je zapisivanje brojeva urezima kao
najstarijim brojkama staro najmanje tridesetak tisu¢a godina! Rovasi za
urezivanje u razli¢itim oblicima, potom uzice s ¢vorovima ili nanizanim
zrncima za zapisivanje brojéanih podataka ili kao podsjetnici rabili su se
kroz svu povijest, sve do u 20. stoljece.

Razna ravnala, potom ravna ili kruzna radunala i sli¢ne naprave koje
su se do pojave elektroni¢kih racunala Cesto rabile za brzo racunanje u
raznim tehni¢kim strukama, topniStvu, pomorstvu i drugdje, takoder su
odredeni sloZzeni geometrijski rovasi.

Zapisivanje jednakim jednostavnim znakovima rabi se za prikaz malih
brojeva od davnina pa do danas. Pritom zapis obi¢no ima odredenu geome-
trijsku pravilnost pa je odmah slikovno prepoznatljiv i bez brojenja znakova.

Kruziéi (°), cvjeti¢i (%), zvjezdice (*) ili sli¢ni znakovi primjenjuju
se za zapisivanje broja na igra¢im kockama (kocka za bacanje), plocica-
ma (u igri domino), kartama, za oznaCavanje c¢ina na vojnickim i drugim
odorama, za oznacavanje kategorije
hotela 1 dr.

Igrata kocka s pravilno rasporedenim Plo¢ice za igru domina s oznacenim
kruzi¢ima koji oznacuju brojeve od 1 do 6 brojevima od 1 do 6

Molitvene niske ili brojanice,** na uzici nanizana zrnca, kuglice ili
¢vorovi, koji se prebiru medu prstima i tako broje molitve ili zazivi. Rabe
ih vjernici u mnogim religijama pod raznovrsnim nazivima: u katoli¢an-
stvu krumice, roZariji, Cisla, patrice, ocenasi i dr. (lat. rosarium, engl.
rosary, njem. Rosenkranz), u pravoslavlju brojanice (gré. xoumooxoivi:
komposkoini, rus. uémox, djotok ili eepsuya, vervica), u islamu tespih
(arap. tasbih, misbaha ili sibha), u hinduizmu mala ili japamala i dr., a
sluze kao pomagala za nizanje molitava, zaziva, poboznih izreka i sl. U
katoli¢anstvu krunicu objeSenu o pojas nose redovnici i redovnice nekih

2303 Gazofilacij ima chislo, krunicza, broyenicze, otecz naffi ... [Belostenec, 1740]
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Katoli¢ka krunica Muslimanski tespih

redova kao dio habita. Svima je njima podrijetlo u indijskim niskama za
redanje molitava.?

Posebnim znakovima brojevi se zapisuju u posebnim sustavima, kao
Sto su znakovi raznih telegrafija (Sto je danas ve¢ povijest), Brailleovim
pismom, prsnom abecedom i dr.

Bar-kodom (crti¢nim ili linearnim kodom te matri¢nim, dvodimenzij-
skim ili 2D-kodom) zadnjih se desetljeca zapisuju brojevi za oznaéivanje,
kodiranje i Sifriranje predmeta (ponajprije robe i pakovina u prodavaoni-
cama), potom vozila, dokumenata (putovnica, iskaznica, voznih karata,
prijava u prijevozu) i dr. Takvi se kodovi zapisuju i ogitavaju posebnim
optoelektronickim uredajima. Podatak je sadrzan u rasporedu i debljini
snakova 1 praznina, te iako je vidijiv, nije Citijiv okom.

Danas je bez bar-kodova nezamisliva obradba robe, od izlaska iz pro-
izvodnje, pakiranja, prijevoza i skladiStenja sa svim podatcima o njezinu

0""36000%29145%" 2

Crti¢ni ili linearni bar-kod

»8lican je komboloi (gré. xoumoldr, starogré. xéupog: &vor, i Adyio: skup), niska od dvadesetak
pomic¢nih zrna, koja u Grekoj i na Cipru sluZi za igru prebiranjem medu prstima, ¢ime se proi-
zvode posebni zvuci, ovisni o materijalu i razmaku izmedu zrnaca, ali nema nikakvu vjersku
namjenu.
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putu, sve do blagajne u prodavaonici, porezni nadzor uplata u trgovini,
novéarsko poslovanje, postansko poslovanje ili putovanje, osobito zratnim
prijevozom, prelaZenje drzavnih granica (gdje ih jo$ ima) i dr.

Neke izvedbe matri¢nog ili dvodimenzijskog bar-koda

3.2. Slovne brojke

U nekim starim pismima nije bilo posebnih brojki, nego se pojedinim
slovima tog pisma pridruZivala odredena broj¢ana vrijednost u prirodnim
brojevima. Da bi se znalo da to slovo ne oznacuje glas, nego broj, uz
njega se stavljao neki znak, ¢ime je slovo postalo slovna brojka. Takvo
zapisivanje brojeva omoguéuje zapisivanje tek najjednostavnijih brojeva
i ratunskih operacija te je neuporabivo za imalo sloZenije matematicko
zapisivanje ili sheme raunanja.

Od pisama koja se danas susre¢u brojéane su vrijednosti bile pridru-
zene grékim, glagoljiénim i ¢irili¢nim slovima, prema njihovu ustaljenom
redoslijedu u alfabetu. Slovne se brojke rabe i u drugim pismima: hebrej-
skom, arapskom, turskom i dr. Takve se brojke danas viSe ne rabe, osim
$to ih treba znati pri Citanju starih dokumenata. U latinici se brojCane
vrijednosti pridruzuju grafemima znatno sloZenije, u tzv. rimskim brojka-
ma. — 4. Rimske brojke

3.2.1. Gréke slovne brojke

Najstariji alfabetski sustav za zapisivanje brojeva su tzv. aficke,
herodijanske® ili akrofonicke* brojke (engl. attic numerals, Herodianic

%Nazvane po Herodijanu Aleksandrijskom ili Antiohijskom (gré. Aidios Hpwdiavdg, ~ 170. —
~ 240.), rimskom povjesnicaru, koji je te brojke opisao u 2. stoljecu.

?1Stoga §to su odabrana pocetna slova naziva brojeva.
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numerals, acrophonic numerals). 1z tog su se sustava posredno raz-
vile rimske brojke koje se jo$ i danas rabe. Ati¢ke slovne brojke su
se rabile ve¢ u 6. stoljecu pa do 2. stoljeca pr. Krista. Pocivale su na Sest
verzalnih slova grckog alfabeta, koja su pocetna slova naziva tih bro-
jeva na grekom jeziku: 1 (fog, ios: jedan) I1 (wévee, pente: pet), koji
je ubrzo prerastao u slovo I, potom A (Jéka, deka: deset), H (éxotov,
hekaton: stotinu), X (yilio1, kilioi: tisuéu), M (utprov, myrioy: deset ti-
suca).

Grcke aticke (herodijanske ili akrofoni¢ke) brojke

‘g}fg]g Vrijednost f;;f];;g Vrijednost Ilf,féj]]z Vrijednost
I ) AL 11 A 500
il 2 itd. itd.

111 3 AT 15 X 1000
111 4 itd. itd.

mili T 5 AA 20 ™ 5000

I 6 itd. itd.
- 4 @ 50 M 10 000
Tl 8 itd. itd.
I 9 H 100 M 50 000
A 10 itd. itd.

Grcke slovne brojke nastale su pridruzivanjem brojéanih cjelobroj-
nih vrijednosti pojedinim slovima grékog alfabeta. Kako je greki alfa-
bet tad imao 24 slova, njima su prvotno pridruZene vrijednosti od 1
do 24, Sto je bilo vrlo neprakti¢no. Potom su se pridruzile vrijednosti
po decimalnom sustavu, ali kako je za pokrivanje brojeva od 1 do
900 trebalo 27 slova, alfabetu su dodana tri zastarjela slova: digama F
(ili krajnja sigma ¢, a u modernom grékom o7) za 6, kopa L za 90, i sam-

strane dodavana podignuta crtica (gré. kepaia, keraia: ~ ro8¢ié).
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Gréke slovne brojke

Gré}l)clfzojlizvna Vrijednost Grc;/)c;loj]‘ltzvna Vrijednost Gréll)cjojligvna Vrijednost
¢ ! v 10 p’ 100
i 2 K 20 o 200
v 3 N 30 v 300
& 4 W 40 v 400
¢ > v 50 ¢’ 500
F' (¢, o1) 6 g 60 x 600
a3 / o 70 v 700
" 8 n’ 80 o' 800
v 9 ) 90 Y 900

Potom je dodan jo$ i znak & za broj tisucu. Tisuée su se oznacivale
dodavanjem spustene crtice ispred slova, pa je tako, na primjer, 6’ = 4,
ali je ,6 = 4000.

Veéi su se brojevi pisali posudivanjem znaka M (od mirijada) za 10
tisuéa iz ati¢kih brojki, a broj mirijadi oznacivao se brojem iznad znaka,
na primjer:

l\il =25%10000=250000.

Bilo je jos nekoliko sustava pisanja grékih slovnih brojki, ali se oni,
osim u pojedinostima nisu bitno razlikovali.

I danas se pod nazivom grcke brojke u Grékoj rabe verzalna slova
grékog alfabeta za pisanje rednih brojeva, sli¢no kao §to se piSu rimskim
brojkama u zemljama zapadne kulture (— 4. Rimske brojke).

3.2.2. Glagolji¢ne slovne brojke

U glagoljici su se pojedinim slovima pridruzivale broj¢ane vrijedno-
sti. Kad se slovo rabilo kao slovna brojka, iznad njega se pisala vijuga,
tzv. titlo (gré. titdog, titlos: naslov), jednako kao i na kraticama, ili se oko
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njega pisalo tocke u sredini retka, a ponekad i oboje. [Bratuli¢, 1995],
[Nazor, 2008].

Hrvatska glagoljica s imenima, zna¢enjima i brojéanim vrijednostima
slova prema hrvatskom glagoljasu Jurju Slovincu (1355./60. — 1416.),
profesoru na pariskoj Sorbonnei, prikazana je u tablici koja je napisana
krajem 1390-ih godina, a zavriava glagoljicom napisanom rije¢i amen.
Uz tablicu je Slovinac dodao latinski Istud alphabetum est chrawaticum:
ovo pismo je hrvatsko®. [Zubrini¢, 2004]

th & @m0 %« mDh 9 0 it Puo

az buki vidi glagole dobro {jjest Zivite zelo zemlja
at b2 v3 24 ds e6 i7 8 z9

ﬁzﬁzwpnvzﬂ‘thgm

ize i je kako ljudi mislite nas on pokoj
o izo jdio k40 lso m 6o n7o o 8o poo

B @ M B & la = 0w g

e
reci slove tvrdo ik fit hir or ica <i
100 5200 i 300 1400 fs00 i16oo 700 &3¢ 8oo 900
&rv ga jer jat jus jest—je
C1000 § 2000 poluglas ja. ifje) ju 5000

Broj¢ane vrijednosti pojedinih slova hrvatske glagoljice

*Tablicu je uredio Filip Cviti¢ prema naputcima prof. dr. sc. Darka Zubriniéa. Objavljuje se u
svakom broju Bas¢ine, Gasopisa Drustva prijatelja glagoljice.



3. Zapisivanje brojeva 37

Brojevi od 11 do 19 pisu se redom prvo jedinica a potom desetica,
pa stoga zapis « l«®e valja Citati?? kao 2 + 10 = 12. Pisanje tih brojeva
vrijedi i u ve¢im brojevima, na primjer ve¢im od stotinu, pa zapis broja
o[l Ol . valja Citati kao 300 + (7 + 10) = 317. Dakle, valja ¢itati vri-
jednosti slovnih brojki bez obzira na nama neoblcan redoshjed pa te
vrijednosti zbrojiti da se dobije vrijednost zapis:

Kolofon (zavr$na napomena) hrvatskog prvotiska, glagoljicnog Misala, s upisanom
1483. godinom; s dvostrukim naginom oznacivanja slovnih brojki: vijugama i tockama,
s jednom od rijetkih nedosljednosti jer na slovu on g (= 80) nedostaje vijuga

Opcenito, slovne brojke valja ¢itati vrlo pomno jer je njihovo pisanje
nastalo znatno prije naSeg dana$njeg nacina pisanja te je, kao u svemu
kroz povijest, bilo i nedosljednosti.

3.2.3. Cirili¢ne slovne brojke

Cirili¢nim su slovima pripisane brojéane vrijednosti, a kad se slovo
rabilo kao slovna brojka, iznad slova stavljala se vijuga. Vijuga se u sta-
roslavenskoj ¢irilici rabila i iznad kratica pa ta slova valja vrlo pazljivo
¢itati! Takva se slova mogu vidjeti na kr§¢anskim ikonama i freskama
isto¢nog obreda.

Tisuce su se oznacivale posebnim znakom # prije slovne brojke pa na
primjer zapis #I" valja Citati kao 1000 x 3 = 3000.

Donedavno su se iznimno pod nazivom ¢éirilicne rimske brojke pri
pisanju pisa¢im strojevima rabila verzalna slova ¢irilice za pisanje rednih
brojeva, sli¢no kao $to se pisu rimskim brojkama uz latinicu (— 4.2.3.
Suvremene rimske brojke; Cirilicne rimske brojke).

27ato se u hrvatskom crkvenoslavenskom taj broj nazivao dva na deste: dva (dodano) na deset.
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Cirili¢ne slovne brojke (stara éirilica®)

Slovo Vrijednost Slovo Vrijednost Slovo Vrijednost
A 1 I 10 P 100
B 2 K 20 C 200
r 3 JI 30 T 300
yi| 4 M 40 vy 400
€ 5 N 50 O] 500
S 6 3 60 X 600
3 7 (0] 70 ¥ 700
U 8 I 80 I 800
() 9 9 90 0 900

3.3. Brojke

Brojke, znamenke,*' razgovorno i cifre®> (njem. Ziffer; engl. numeral,
numeral sign, figure), stariji naziv cislice,”® posebni su grafemi za zapi-
sivanje brojeva, osnovnih matematic¢kih pojmova. Brojka je ideogram, tj.
oznacCuje pojam koji ¢e svatko na svojem jeziku drugacije nazivati. Tako,
na primjer, arapska brojka 1 oznacuje matemati¢ki pojam koji se na hr-
vatskom naziva jedan, na latinskom wunus, na njemackom eins, na engle-
skom one, na francuskom un, na ruskom odun itd.

Zapisivanje brojeva brojkama povezano je s pismom. Pritom ostaje
nerijeSeno pitanje jesu li brojke starije od slova, ili obratno, ili su se
brojke i slova pojavili istodobno. Kako su nalazi najjednostavnijeg zapi-
sivanja brojeva potezima oko Cetiri puta stariji od nalaza prvih pisama,
vjerojatnije je kako su se brojke u nekim oblicima rabile i prije slova.

Brojke se ponajvise rabe zajedno sa slovima i drugim znakovima za

**Rukopisna slova stare Cirilice Gesto se prili¢no razlikuju od suvremenih tipografskih pisama
(fontova).

*'U ovoj se knjizi radije rabi jednoznacni naziv brojka, jer je znamenka sliénozvuénica opéeg
naziva znak, znamen; veliki znalac razvoja pisama u svojoj knjizi (Kulundzi¢, 1957], jasno kaZe:
“...brojke — istiem: graficki znaci za zapisivanje brojeva — ...”, str. 712 i dr.

#2Naziv cifra arapskog je podrijetla. (— 5.1.2. Izum nistice)
3 Naziv cislica je prema cislo: broj.
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pisanje, tipografski se oblikuju jednako kao i slova, a pojam pismenost
ukljuuje pisanje i ¢itanje slova i brojki. Valja uociti kako u pismenom
okruZenju i nepismeni ljudi ve¢inom poznaju brojke te znaju Citati bro-
jeve na novéanicama, radunima, cjenicima, istaknute cijene dobara i sl.

Povijesno, uredene su brojke nastale ve¢ u prvim kulturama Bliskog
istoka, a otad su nezamjenjiva sastavnica ljudskog Zivota.

3.3.1. Babilonske brojke

U kulturama Mezopotamije i Male Azije’* u Eetvrtom tisucljecu pr.
Krista smidljeno je zapisivanje brojeva na glinenim plo¢icama u tehnici
tzv. klinastog pisma. Zapisivanje se osnivalo na nekoliko nacela:

— Zapisivalo se samo dvjema brojkama, §to je olakSavalo ucenje i
zapisivanje. Prva je brojka bio iljasti znak utiskivan pisaljkom u vlaznu
glinu, koji je oznacavao broj jedan, a druga je brojka bio fupi znak, pr-
votno utiskivan okruglim drugim krajem pisaljke, a poslije dvama Siljci-
ma pod tupim kutom koji je oznacivao broj deset.

Vrijednosti babilonskih brojki

Babilonska brojka Vrijednost
7 jedan
® deset (prvotni znak)
¢ deset

— Zapisivalo se u poloZajnom brojevnom sustavu s osnovom Sezde-
set. Broj se na svakom poloZaju zapisivao dvama brojkama na zbrajaju-
¢i nadin, brojevima od jedan do pedeset i devet.

<
<1

Broj dvadeset i pet zapisan babilonskim brojkama, kao 2 x 1015 x 1

34Pojednostavnjeno se rabi naziv babilonska kultura kao najdulja od nekoliko drevnih kultura
(Sumerana, Kaldejaca, Akadana, Babilonaca, Hetita), koje su se kroz gotovo tri tisu¢ljeca na tom
prostoru ispreplitale i nasljedivale.
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I N ¢ i ﬂ ili &’
mierno punoglavac covjek s
potez | potkova {1 e lopo¢ prst ili uzdignutim
Zaba rukama
1 10 100 | 1000 | 10000 | 100 000 HOm0 000

Staroegipatske hijeroglifske brojke, njihova znadenja i vrijednosti

Brojevi su se pisali u zbrajaju¢em sustavu, tako da se okupilo onoli-
ko brojki da njihov zbroj daje navedeni broj, od veéih prema manjim, ali

bez nekog posebnog reda.
iii@‘?@@
nNNNil

Broj zapisan hijeroglifima, redom: (3 x 1000) + (5 x 100) + (4 x 10 ) + (2 x 1 ) = 3542

Drevni su Egipcani znali pisati i razlomke, toénije dijelove od jedan,
s pomocu hijeroglifa koji je sli¢an ustima, a mogao bi se nazivati dio. Uz
njega su pisani brojevi koji su znacili nazivnik razlomka. SloZenije ra-
zlomke pisali su zbrajanjem ili oduzimanjem dijelova jedinice.

— == == R
i i i [T N AN
1/3 1/4 itd. 1/10 1/20 itd.

Sustavno pisanje razlomaka (dijelova jedinice)

Jedino su za 1/2 imali poseban hijeroglif. Bili su i na tragu pisanja
sloZenijih razlomaka jer su kao iznimke imali posebne hijeroglife za 2/3
1 rijetko za 3/4.

<

2/3

ﬁ}

3/4

1/2

Iznimke u pisanju razlomaka
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AnNNN
{:}%‘E [

Razlomak 1/365 zapisan hijeroglifima

Zanimljivo je kako su imali i hijeroglife za zbrajanje i oduzimanje
By i A Medutim, kako nisu imali ustaljen smjer pisanja (pisali su i uli-
jevo i udesno), svaki je od tih hijeroglifa imao dva znacenja. Za stopala
hijeroglifa u smjeru pisanja hijeroglif je znacio zbrajanje, a suprotno od
smjera pisanja znacio je oduzimanje!

Prema tome, pri pisanju slijeva udesno radunska je operacija zbraja-

nja napisana:
Loefe

(1000 + 100 = 1100)

odnosno oduzimanja:

iﬁ‘?:@@?@‘i@?

(1000 — 100 = 900)

Hijeroglifske brojke bile su jednostavne za ucenje i zapisivanje, ali
priliéno nespretne za opisivanje radunskih operacija. Budu¢i da su broje-
vi bili zapisani u decimalnom zbrajajuéem sustavu, nama su i danas lako
Citljivi.

3.3.3. Staroegipatske hijeratske brojke

Pojednostavnjenjem hijeroglifa nastalo je u drugom tisu¢ljecu pr.
Krista u drevnom Egiptu hijeratsko pismo (prema gré. ypdupiota ispatixd,
grammata hieratika: sveto pisanje), a s njim i hijeratske brojke. Izbor je
brojki bio progiren, tako $to su nadinjene brojke za sve jedinice, desetice
i stotice. U&enje je takvih brojki bilo teZe, ali je zapisivanje bilo olaksa-
no primjenom manje brojki nego u hijeroglifskom zapisivanju.
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Drevni egipatski hijeroglifski tekstovi sadrzavaju znakova slova, slogova, cijelih rijedi, i brojki

1z usporedbenog se zapisivanja broja vidi kako su se osim razli¢itih
brojki rabili i potpuno razliciti nacini zapisivanja. Jo§ je veca razlika u
zapisivanju brojeva u starim azijskim kulturama (hebrejskoj, arapskoj,
kineskoj, japanskoj i dr.), koje se u knjizi ne opisuje jer nisu izravno
utjecali na na$ danasnji naCin zapisivanja brojeva.

U sljede¢im se poglavljima opisuje povijesno zapisivanje brojeva
koje je izravno utjecalo na na$ danasnji nacin zapisivanja brojeva.



4. Rimske brojke

Godina bijase kad Mjesec ispuni deset krugova;
Taj broj bijase tada u velikoj casti, jer toliko
prstiju imamo kojima obicavamo brojiti.

Ovidije,*” Fasti, 1. 121
(tumadenje prirodnosti brojéane osnove deset)

Pisanje brojeva slovnim brojkama, tj. slovima kojima su pridane
odredene brojéane vrijednosti, ve¢ se stolje¢ima ne primjenjuje zbog ne-
spretnosti prikazivanja radunskih operacija takvim brojkama. U uporabi
su ostale jedino rimske brojke, ponajvise za pisanje rednih brojeva u ne-
kim posebnim primjenama, ali i u te svrhe sve rjede. Te su brojke kao i
latini¢no pismo drevni Rimljani preuzeli od Etru$¢ana te ih neznatno
izmijenjene prosirili zajedno s latinskim jezikom po cijelom Carstvu.
Stoga bi i danasnje rimske brojke valjalo nazivati etruscanskim ili makar
etruscansko-rimskim brojkama. Iznimno su u Grckoj u uporabi odgova-
rajuce grcke brojke (— 3.2.1. Grcke slovne brojke).

4.1. EtrusScanske brojke

Etrus¢ani i drugi italski narodi su, vjerojatno pod utjecajem grckih
kolonizatora i trgovaca, zapisivali brojeve pojedinim slovima, jednako
kao tzv. atickim grckim brojkama, samo su umjesto grckog pisma za to
rabili latinicu. Brojeve su pisali zdesna ulijevo. Brojke prvih brojeva
(jedan, dva, tri) potvrduju da su se i etruSanske brojke razvile iz

3 Publije Ovidije Nazon (lat. Publius Ovidius Naso; 43. pr. Kr. — 17. ili 18. po. Kr.), znameniti
rimski pjesnik. Glavna su mu djela Ljubavne pjesme (Amores) i druge ljubavne elegije, Metamor-
Joze (greke i rimske legende u 15 knjiga) i Fasti (pjesnicki opis rimskog kalendara).
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prvotnog zapisivanja brojeva potezima (urezima, glifima) na rovasima i
slicnim zapisima, jer slovo I nema osnove u nazivu broja jedan u latin-
skom (unus: jedan), niti u drugim italskim jezicima, nego je uzeto prema
sli¢nosti s jednim potezom (— 3.1. Znakovi i zrnca).

Prvotno su neke etru$¢anske brojke bili posebni grafemi nesto dru-
gaciji nego slova, ali su ubrzo zamijenjeni njima najsli¢nijim slovima
latini¢ne abecede.

Etrus¢anske brojke i nacin pisanja brojeva

Brojka Vrijednost
I 1
I 2
1 3
HII, AT 4
A 5
IA 6
X 10
1 50
C 100

u obzir pri Citanju
P L U . A

da S¢€ primjenjivao
zbrajajuc¢e-oduzimajuci nacin pisanja brojeva, ovisno o poloZaju manje
brojke desno 1 lijevo od vece brojke, $to se poslije primijenilo na pisanje

rimskih brojeva.

4.2. Rimske brojke

Drevni su Rimljani, preuzimajuéi latinicu, od Etruséana preuzeli i
brojke te nacin pisanja brojeva. Uveli su nacin pisanja u redcima, pisuci
slijeva udesno, nizuci retke odozgor prema dolje. Nekim su grafemima
pridruZene brojc¢ane vrijednosti.

Grafemi brojki izabrani su tako da potezima (glifima) predstavljaju
broj (I = jedan, II = dva itd.), da su nalik na $aku s odvojenim palcem



4. Rimske brojke 49

(V = 5) ili dvjema Sakama (X = 10), ili su to pocetna slova naziva broja
na latinskom jeziku (C = centum: stotina, M = mille: tisu¢a), ili su jed-
nostavno dogovoreni.

Postoje razne teorije o nastanku znakova koji nemaju podrijetlo u la-
tinskom nazivu broja. Oni su vjerojatno nastali preslikavanjem prvotnih

znakova na najsli¢nije latini¢no slovo. Tako se za zapisivanje broja pedeset
prvotno rabilo slovo V ili U (u tadasnjoj su latinici to samo inacice istog
slova) s okomitom crtom u sredini, $to je sli¢ilo grckom slovu W (psi). To
je pojednostavnjeno pisano znakom L, a na kraju je izjednaceno (polovina
broj 50. Tako je, pretpostavlja se, znak za pet stotina nastao polovljenjem
starog znaka za tisu¢u CID, ili ligaturno (D, od ¢ega je polovina ID najslic-
nija latini¢nom slovu D, kojim se nastavilo zapisivati broj 500.

4.2.1. Stare rimske brojke

Od doba drevnog Rima, tijekom cijelog srednjeg vijeka, pa sve do
17. stoljeca, rabile su se za pisanje tzv. stare rimske brojke, od kojih neke
danas samo poneki znaju procitati.

Stare rimske brojke®

Rimska brojka Vrijednost
I 1
\Y% 5
X 10
L 50
C 100
ICID 500
CID 1000
1050 5000
CCIDD 10 000
1000 50 000
CCCIDOD 100 000

$Prema Gazofilaciju, pisanom polovinom 17. st., gotovo stoljece prije objavljivanja [Belostenec,
1740], dok ih Dikcionar u drugoj polovini 17. st. viSe ne donosi. [Habdeli¢, 1670]
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Brojke vecih vrijednosti pisale su se posebnim znakovima, crtom ili
crtama iznad brojke ili stavljanjem brojki u zagrade, Sto se danas rijetko
primjenjuje.

Stare rimske brojke velikih vrijednosti

Brojka Vrijednost
I. 0 1000
Vi , (V) 5000
X , (X) 10 000
L, L) 50 000
C , (C) 100 000
D , (D) 500 000
M , (M) 1 000 000
I 1 000 000

$ 5 000 000
§ 10 000 000
L 50 000 000

E 100 000 000
E 500 000 000
ﬁ 1 000 000 000

Za pisanje velikih brojeva rabile su se 1 oznake s nekoliko crta iznad
brojki ili skupine brojki, stavljane su brojke u okvire 1 dr. Na takve se
nacine pisanja nailazi uglavnom u starim tekstovima. Okvir iznad broja
znacio je mnozenje sa stotinu tisuca (tj. s 10°), na primjer, brojevi 3 ili
20 ili 100 napisani rimskim brojkama u okviru znace redom:

[ ] =3 x 100 000 = 300 000
[xx]=20 x 100 000 = 2 000 000
[C1=100 x 100 000 = 10 000 000
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Ako se u starim izvorima uz rimsku brojku nade neki poseban znak,
preporucljivo je posavjetovati se sa strucnjacima ili na¢i u strucnoj lite-
raturi podrobne upute o Citanju takvih brojeva.

Nakon izuma tiska, u prvim su tiskarama od 15. do 17. stoljeca za
rimske brojke gravirani posebni znakovi, koje danasnjem ¢itatelju 1 nije
Jednostavno Citati.

Posebno je tesko Citati rukopisne rimske brojke u starim dokumenti-
ma (poveljama, darovnicama, zapisnicima, kronikama, izvjes¢ima, popi-
sima i dr.). Zlatko Herkov, veliki znalac u ¢itanju starih dokumenata, dao
je u svojoj knjizi zanimljiv i vrlo vrijedan prilog Rimski brojevi u nasim
izvorima u 15. stoljecu do polovice 17. stolje¢a. [Herkov, 1973]

Vil¥ ¥ ¥ o— 30 (XXX - PE PP £85 eee
Vi1 41 40 W TIPS PPFE 8958 4 il 2o
el 4~ F— 50 | t— w £

24 95 9 T 60 |4 Le— L L§ 4 Lx &
2V |G 70 |t -39

3 |4 A L 80 |Lu Lax =388 Leee

B,y | MY g Ly 90 |iun Lexxx L-ssse Leece

A A 100 [TTT T T

4ih | MY R g 2 iS50 ":_}32‘;”7 A R (S Wy ¥ )
51V VA U w » 2oo~i{‘:*f4‘ffﬂr
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7 (VY vi wy 500 ¥ WY WU V-
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Rukopisne stare rimske brojke u nasim izvorima
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Prikaz starih rimskih brojki u knjizi Maximiliana Hella, Elementa arithmeticae
numericae, et literalis seu algebrae... Viennae *1761. [Herkov, 1973]

Numeri Ramaui originarii.
Notzprimeve I, vV, X, 14, 12, I, 171X
Celerius feripte 1, \/, X Ly [ 1) I21Z
Multo celerivs I, V, X, |or» Cs 1D CIO

Celemrime 1, vV, X, L, C’ !3’ CD
Ex quibus
Ortz hodiem= I, V, X, L, C, D, M.

His feptem figuris omnem numerum configrabat
populus Romanus fua adhuc ruditate felix, quibus in-
geniofa pofteritas alias quasdam adjecit, quarum non-
nullas ex Arithmetica CL. Pogtii excerptas damus.

Signum OO vel QD , auwt OO ufurpatum
£ loco numeri 1000.

Signum, A\ vel A , aut (D) fignificabat nu-
nerum: 310000.

Geminata gh\ch Vel 4 4, defignabant bis
10000, fey 20000.

Si fignum millenarii ( OO) anteponatur, Ex.gr.
OO A\ A - fubtrabendum intelligitur, id eft:

t9ooo.

Signum ¢ vl 5K fignificat 20, & X
fenotit 3o. quibus ufu pofteriore accefferunt figna
b Authoribus xtats etiam aurez pallim ufurpata
equentia, _

i S '
O b ©@ o
i’ . V, X’ L, C’ Mo

I000, §000,15000, §O000, 100000, 100QEAC.

Drevni su Rimljani za pisanje brojki rabili samo verzalna slova. U
srednjem su se vijeku rabila i kurentna slova®, pa se, na primjer, broj i
pisao III ili iii. Bio je i obicaj da se zadnja jedinica pise slovom j, pa se,

¥ Takav je jo§ i danas obiCaj pisanja u ameri¢kim publikacijama, na primjer, brojeva stranica u

pocetnom arku knjige i sl.



4. Rimske brojke 53

na primjer, broj #ri pisalo iij. Takoder se nadu primjeri da produljena crta
ne znaci brojku 1 nego brojku 2, pa, na primjer, XI treba Citati kao 11, a
s produljenom crtom X1 treba ¢itati kao 12.

Stare su rimske brojke nestale iz uporabe tijekom 17. stolje¢a, ujedna-
¢ivanjem pisanja i razvojem tipografije.

4.2.2. Pisanje podataka rimskim brojkama

Osim pisanja cjelovitih broj¢anih podataka rimskim brojkama, za
neke se posebne namjene rabe 1 slova koja su sastavni dio nekog teksta,
u nekim posebnim natpisima kao $to su nadgrobni natpisi, spomenicki
natpisi, posvete 1 sl.

Kronogram ili kronografikon (prema gré. ypovog, kronos: vrijeme +
ypauua, gramma: crtez, slovo; engl. chronogram) brojcani su podatci,
osobito o godini, koji su zapisani unutar teksta posebno istaknutim

CABALA
DE LUSU LOTTo,
VARIA FORTUNA
DA

ECCLESLE 55 TRINITATIS
SUB CASTRO GEICH FUNDATE
FPARODCHUSE
MIChael, sILLotcD)
cXpos¥le

Naslovnica Silobodove Kabale
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slovnim brojkama primijenjenog pisma. Rabio se od vremena drevnog
Rima, osobito u doba renesanse, pa do novovjekovlja. U naSim su kraje-
vima to latinski natpisi u crkvama, samostanima, na spomenicima, slika-
ma ili u knjigama.* Ta slova pripadaju osnovnom tekstu, ali su na neki
nacin istaknuta, bilo da su veca ili su u drugoj boji, na primjer, crvena
slova unutar crnog osnovnog teksta. U prirodnom kronogramu broj je
pravilno napisan, a u obicnom kronogramu zbroj vrijednosti svih pojedi-
nih brojki daje podatak o godini. Evo nekoliko primjera.

— Na naslovnici Silobodove Kabale na latinskom jeziku stoji nje-
govo ime, prezime i pridjevak, koji su kronogram, jer sadrze godinu
izdanja.

Ime i prezime autora i pridjevak su napisani*':

MIChaeL siLLoboD
eXposVIt

Rimske su brojke u tome kronogramu redom:
MICL ILLD XVI,
a poredano po padaju¢im vrijednostima:
MDCLLLXVIII
oju bi, zbog L + L = C, s:
M DCC LX VIIIL.
Napisano arapskim brojkama i zbrojeno to je:

1000 + (500 + 100 + 100) + 50+ 10) + (5 + 1 +1 + 1) = 1768.

— U lauretanskoj je kapeli franjevacke crkve u Samoboru na olta-
ru kartusa s razmjerno kasnim (19. st.) latinskim natpisom o darova-
teljima.

turskom ili arapskom jeziku i pismu.
' Hrv.: Izlozio Mihalj Silobod.
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Kartusa na oltaru u lauretanskoj kapeli franjevacke crkve u Samoboru

Natpis u kartusi glasi*:

obLatlone CoMlItlIssae aVersperg
popVLIgVe DeCore eXornata eXto

Rimske su brojke napisane redom kao u prethodnom primjeru:
LI CMII V VLI VDC X X,
a poredane po padaju¢im vrijednostima:
M DCCLL XXVV VIII,

daju godinu postavljanja oltara, koju bi saZeto napisali:

M DCCC XXX IX.
Napisano arapskim brojkama i zbrojeno daje:
1000 + (500 + 100 + 100 + 100) + (10 + 10 + 10) + (-1 + 10) = 1839.

Kao §to se vidi, ¢itanje broj¢anih podataka pisanih rimskim brojkama
na starim dokumentima nije jednostavno te ga valja pomno 1 oprezno
provesti, odgonetavajuc¢i domisljatost i dosjetke zapisivaca.

“Hry.: Prinosom grofice Auersperg i puka stojim oki¢ena ukrasima; — jer je grofica Alojzija
Auersperg iz Mokrica darovala franjevackom samostanu u Samoboru stari oltar sa svetackim
kipovima iz svoje kapelice.
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4.2.4. Pisanje posebnih i rednih brojeva rimskim brojkama

Brojevi napisani rimskim brojkama zapisuju se u zbrajajuée-oduzi-
majucem (aditivno-suptraktivnom), tzv. rimskom brojevnom sustavu, ko-
jemu je glavna osnova deset, a pomoc¢na osnova pet. U tom brojevnom
sustavu nema broja nista (nule), pa nema niti brojke nistice (nule) koja
je potrebna u polozajnim sustavima. Brojevi u rimskom brojevnom su-
stavu, tzv. rimski brojevi (engl. Roman numbers), pisu se rimskim broj-
kama ili njihovim slogovima, uz neka osnovna pravila:*

1. Brojke se pisu slijeva udesno.

2. Jedna se glavna brojka (I, X, C ili M) uzastopno moze upotrijebi-
ti najviSe tri puta (na primjer, danas se ne piSe IIII = 4, nego IV = 4).

3. Jednake se pomoc¢ne brojke (V, L i D) ne rabe uzastopno.

4. Vrijednosti se uzastopno napisanih jednakih brojki zbrajaju (na
primjer, I =1+ 1+ 1 = 3).

5. Vrijednost jedne manje brojke s lijeve strane vece brojke oduzi-
ma se od vrijednosti vece brojke (na primjer, IV=—-1+5=4), s tim da
manja brojka moze biti samo najbliza manja glavna brojka. Stoga se, na
primjer, broj 99 ne piSe IC = — 1 + 100 (jer I nije najbliza manja brojka
od C), nego se pise XCIX, sto treba Citati kao XC + IX = (- 10 + 100) +
+(=1+10)=90+9=099.

6. Vrijednosti najviSe triju jednakih manjih brojki s desne strane
vece brojke pribrajaju se njezinoj vrijednosti (na primjer, VI=5+1=6,

.....

Ta su pravila za pisanje rimskih brojeva ustanovijena razmjerno ne-
davno, a u starijim se zapisima nalaze i drugaciji naéini pisanja. Tako se,
na primjer, broj stotinu pisao brojkom C, ali se u starim dokumentima
moZze naci napisano i zbrajajuc¢e-mnozecée (aditivno-multiplikativno) IC.
To nije broj devedeset i devet (jer I nije najbliza manja glavna brojka od
C), nego je to jedan puta stotinu, tj. 1 x 100 = 100. Broj dvije tisuce, koji
po navedenim pravilima treba pisati MM (tj. 1000 + 1000 = 2000), moze
se u starim dokumentima* naci napisano i kao IIM (tj. 2 x 1000 = 2000).

U zapisanim rimskim brojevima, koji su se u Europi gotovo iskljudi-
vo rabili dulje od jednog i pol tisucljeca, nalazi se i mnogo iznimaka.
Tako se broj cetiri piSe 1V, ali se nalazi napisan i IIII (osobito na

Na Zzalost, ta se pravila ¢esto navode previse pojednostavnjena, a time i neto¢na!
“Takav se dvostruki na¢in pisanja nalazi, na primjer, u Habdeli¢evu Dikcionaru iz 1670. godine.
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Rechi ﬁgiﬂ?ﬁﬁszgé EVEXC- §
ga ukup zebrane, ured pofzrau.
lyene . i Diachkemi zlabkoeene
Trudom
JUR] A HABDELICHA,
Mafniks Tovarullva Jelufevoga , 1 po-
mock napeedka 1 DHschkos navabu Slols |
melh Misdenceen Horvarlikopa,
i Selewvenlrbops Naroda,
ZooruicuesyEd COoRNTIR

Naslovnica Habdeli¢eva Dikcionara s godinom izdanja napisanom rimskim brojkama;
u podatku o godini pojedini su brojevi odvojeni tockama

broj¢anicima satova), medu ostalim i stoga §to je IV bila kratica imena
glavnog rimskog boga (lat. IVPPITER: Jupiter), pa se smatralo kako je
tu kraticu neprimjereno rabiti u svjetovne svrhe.

Drevni su Rimljani raunali razlomcima s osnovom (nazivnikom) 12.
Stoga je jedan istodobno bio i pojam za 1/12, Sest za 1/2 itd. Mi bismo
to ¢itali kao da se odnosi na tuce, dakle 1/12 tuceta = jedan, 1/2 tuce-
ta = Sest itd.
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Naslovnica Belosten¢eva Gazofilacija s godinom izdanja napisnom rimskim brojkama;
pojedini su brojevi odvojeni to¢kama ili razmacima

Nekad se rimske brojeve (ne pojedine brojke!) odvajalo to¢kama
u dnu (kako je to, na primjer, napisano na naslovnici Dikcionara:
M. DC. LXX,, tj. 1670.), ili razmacima odnosno mjeSovito (kako je na-
pisano na naslovnici Gazofilacija: M.DCC XL., tj. 1740.).
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Satni brojéanik s rimskim brojkama — broj 4 je napisan IIII

Kad se rimski brojevi rabe kao redni brojevi, po hrvatskom se pravo-
pisu iza broja stavlja to¢ka u dnu retka, jednako kao iza arapskih brojki,
dakle L (1., prvi), IL (2., drugi), V. (5., peti) itd. U nekim drugim jezicima,
na primjer u njemac¢kom i engleskom, redni se brojevi piSu bez tocke!

Igraée karte oznacene rimskim brojevima — broj 4 je napisan IIII
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Rimski su brojevi neprakti¢ni i nepouzdani za prikazivanje racunskih
operacija. U zapisivanju broj¢anih podataka, ratunskom zapisivanju i sl.
potisnuli su ih od 16. st. zapisi tzv. arapskim brojkama (— 5. Arapske
brojke). Danas se rimski brojevi tradicijski rabe jo§ samo kao redni bro-
Jjevi (mjeseca u godini, kalendarske godine, stoljeca, godine izdanja pu-
blikacije, godiSta periodi¢ne publikacije, poglavlja u knjizi i sl.), te u
nekim oblikovnim rjeSenjima, kao §to su, na primjer, broj¢anici na ana-
lognim satovima, igrace karte 1 dr.

Rimski su brojevi pri pisanju teksta na elektroni¢ckom ra¢unalu pot-
puno nepouzdani jer se pri pretrazivanju naredbom 7razi mogu razumje-
ti kao inicijali (na primjer, pretrazivanje po rimskoj brojki I. dat ¢e redni
broj prvi, ali 1 inicijale iména Ivan, Ivana, Ignacije, Igor i dr.).

Stoga Ce, vjeruje se, uz sve postivanje uloge koju su imali u vise od
dvije tisu¢e godina, rimske brojke uskoro oti¢i u povijest.



5. Arapske brojke

Fenic¢ani su svijet naucili pismenosti,” a Arapi su
ga naucili pisanju indijskim, po njima nazvanim
arapskim brojkama.

Brojke kojima danas piSe gotovo cijeli svijet nastale su na Indijskom
potkontinentu pa bi ih valjalo nazivati indijskim brojkama. Medutim,
kako su u Europu dospjele posredovanjem Arapa*, nazivaju se arapskim
brojkama (engl. Arabic numerals), iako bi to¢niji naziv bio indijsko-arap-
ske brojke (engl. Hindu-Arabic numerals).

5.1. Indijsko-arapske brojke

5.1.1. Stare indijske brojke

Najstarije su poznate brojke na Indijskom potkontinentu bile tzv.
brahmanske brojke (engl. Brahmi numerals), koje su se uz istoimeno
pismo pojavile u 3. stoljecu pr. Krista. Oc¢ito je kako su se brojke razvile
iz zapisivanja potezima na rovasima. Rabile su se za pojedinacno zapisi-
vanje brojeva na zbrojevni nacin te stoga nisu imale mjesnu vrijednost u
nekom polozajnom sustavu niti su imale niSticu.

Brahmanske brojke (u gornjem su redu njihove vri-
jednosti napisane danaSnjim arapskim brojkama)
1 2 4 5 6 7 8 9

==t bl 7] 9] 1

] |

#Charles Seignobos, Historie de la Civilisation. Paris 1902.

“Arapi su jo§ u 9. stoljecu te brojke nazivali indijskim brojkama, a u 12. stolje¢u pod tim su
nazivom dosle u Europu.
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Iz njih su se razvile mnoge sli¢ne brojke drugih kultura na Indijskom
potkontinentu. U tim su se kulturama, neovisno o brojkama, razvila dva
vazna nacela pisanja brojeva: poloZajni sustav i uporaba nistice.

5.1.2. Izum niStice

U polozajnom se brojevnom sustavu pojavljuje pojam nista na ne-
kom poloZaju izmedu upotrijebljenih polozaja koji je prazan. Babilonci
su na takvom mjestu ostavljali pove¢an razmak koji bi se mogao nazva-
ti prazninom (— 3.3.1. Babilonske brojke).

Taj su pojam upotrijebili helenisticki astronomi u seksagezimalnom
brojevnom sustavu, ali ne za cijele brojeve nego samo pri pisanju dijelo-
va cjeline. Oznacivali su ga nekim posebnim znakom. Takav je nadin
pisanja brojeva primjenjivao Hiparh u 2. stoljecu pr. Krista i Ptolemej u
2. stoljeCu. Znak je te, danas nazivane helenisticke niStice, prvotno bio
kruzi¢ iznad kojeg je bila duga crta, poslije skra¢ivana na Sirinu kruzica,
te kona¢no potpuno izostavljena. Taj je kruzi¢ podsje¢ao na gréko kuren-
tno (“malo”) slovo o (gr¢. 6 uixpov, o mikron: malo o), pa su mu poslije
pridavali znacenje gréke rijeéi 0vd-év, oyd-en: nijedan, nista.

Tek su Indijci, procjenjuje se u 5. stoljecu, potpuno primijenili pojam
nita ili prazno kao prazan polozaj u decimalnom poloZajnom sustavu.
Znak je niStice prvo nastao praznim mjestom u broju ¢&ije su brojke upi-
sivane u pojedine kucice mreze. Kad je ta mreza izostavljena, morala se
ostaviti kucica na praznom polozaju. Stoga je ona prvo bila gotovo pra-
vokutna, a tek je poslije zbog jednostavnijeg pisanja zaokruZena. Tako je
nastao znak za nista koje su matematicari tek poslije razumjeli kao po-
seban broj.

Indijci su niSticu nazivali prazno, §to su Arapi preveli kao al-sifr
(doslovno prazno). Rije¢ je preuzeta u europske jezike na dva nadina, kao
zero*’, §to je u nekim jezicima dalo naziv za nisticu (engl. zero, franc. zéro,
tal. zero, Spanj. cero itd.), te kao cifra, koja je tek poslije poprimila zna-
¢enje brojke. U drugim je jezicima na osnovi latinskog nastao naziv nula
(lat. nullus, nijedan), a u hrvatskom se rabe oba naziva: nistica i nula
(koja je dvoznacna, jer znaci broj nista i brojku nisticu).

Pretpostavljeni nastanak nistice u primjeru broja 2049 (smjer razvoja
odozgo prema dolje):

“7U nas se ponekad rabi naziv koji nam je dosao preko turskog, zera: ~ neznatno, gotovo nista.
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Broj napisan indijskim brojkama 3 Y Q
u kucicama mreze

Broj napisan indijskim brojkama
s prazninom R LI

Broj napisan indijskim brojkama
s nisticom

Broj napisan istocnoarapskim Y . £ a
brojkama s nisticom

Broj napisan danasnjim o) 0 4 9
arapskim brojkama

3 2 1 O
Polozajna vrijednost <10° < 10° x10° <10

5.1.3. Indijsko-arapske brojke u Europi

Arapski je svijet doznao za indijske brojke 772./773. godine, kad je
indijsko poslanstvo donijelo u Bagdad nekoliko knjiga o astronomiji na
sanskrtu, u kojima su podatci bili zapisani indijskim brojkama, u polo-
Zajnom sustavu s osnovom deset te uporabom nistice. Arapi su odmah
podeli rabiti te brojke pa je 825. znameniti arapski matemati¢ar Al-Hva-
rizmi*® napisao knjigu Racunanje s indijskim brojevima (transliterirano
arap. Hisab hindu), u kojoj je matematiarima i trgovcima preporucio
indijske brojke zbog jednostavnosti njihova pisanja i ratunanja s njima.

Ta je knjiga 1130. godine prevedena na latinski, pod naslovom Liber
algoritmi de numero indorum (Knjiga racunanja s indijskim brojevima)®,
preko koje je Europa upoznata s indijskim brojkama, ali ih je pocela
nazivati arapskim brojkama.

4 Abu Abdallah Muhamad ibn Musa-al-Hvarizmi (~ 780. — 850.) roden u Horezmu, danasnjem
Hiviju u Uzbekistanu, perzijski matemati¢ar, astronom i geograf. Napisao kapitalno matematicko
dielo Skracena knjiga racunanja postupkom uspostavijanja i suprostavijanja (arap. Al-Kitab
al-mukhtasar fi hisdb al-jabr wa'l-mugabala, krace Hisab al-jabr w'al-mugabala), v kojoj je
upotrijebio arapske brojke. Po nazivu al-jabr u njezinu arapskom naslovu grana matematike na-
zvana je algebrom. Neke druge rije¢i s potetkom al, koje se danas rabe u mnogim jezicima,
podsjecaju na arapsko podrijetlo, na primjer, algoritam, alkemija, alkohol.

“U Gazofilaciju (pisan sredinom 17. stoljeca) rije¢ rachunaria prevodi se na latinski kao algo-
rismus, a algarista i algorista prevodi na hrvatski kao rachunar, skolnik, koi rachune vuchi.
[Belostenec, 1740]
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Natpis iznad prozora na tornju crkve u Zajezdi AD M535 (tj. 1535. godina), na kojem
je tisu¢a napisana rimskom brojkom, a ostalo arapskim brojkama (foto: Z. Ben¢i¢)

MjeSoviti javni natpis rimskim i arapskim brojkama danas vidimo i
na dubrovackom gradskom zvoniku sa satom, na isto¢noj strani Straduna,
izgradenom 1444. godine. Broj¢ani pokaznik sata (postavljen najvjerojat-
nije pri obnovi zvonika 1929. godine) ¢ine dva Cetvrtasta otvora u zidu
tornja, u visini prvog kata. Na pomi¢nim plo¢ama u lijevom se otvoru

Dubrovacki gradski toranj sa satom i otvorima za broj¢ani pokaznik
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sati pokazuju rimskim brojkama (od I. do XII.), a u desnom minute arap-
skim brojkama (u koracima od pet minuta). Na primjer, 11:05 pokazuje
se kao XI 1 5.

Veé prvi hrvatski rje¢nik, Vran¢iéev Dictionarium quinque nobilissi-
marum Europce linguarum, na naslovnici ima godinu objavljivanja 1595.,
napisanu arapskim brojkama.

5.2. Suvremene arapske brojke

Arapske su brojke grafemi za zapisivanje posebnih brojeva, nastali
znatno nakon slova, razli¢iti od slova nekog alfabeta. Prvotno je bilo
devet grafema, naknadno je dodana nistica (nula), pa ih je danas deset.
Na putu iz Indije do Europe, tijekom vise od jednog tisucljeca, pismov-
nim su inadicama poprimile danasnji izgled, a od 15. stoljeca sve viSe
potiskuju rimske brojke. Danas se arapske brojke rabe u cijelom svijetu
i uz gotovo sve danasnje alfabete, pa Cesto i u drugim pismima (u kine-
skom, japanskom i dr.).

5.2.1. Nazivi i vrijednosti arapskih brojki

Arapske brojke imaju jednake vrijednosti i jednake grafeme u svim
dana$njim alfabetima i pismima. U tipografskim su pismima likovno
izvedene sli¢no slovima, s tim da su u nekim pismima u dvjema inaCica-
ma, kao normalne (uobi¢ajene) brojke i kao medijevalne (srednjovjekov-
ne) ili renesansne brojke.

2) 1234567890

b) 1234567890

Primjer brojki u pismu antikva: a) normalne brojke i
b) medijevalne ili renesansne brojke

7Za matematicki tekst, tablice, tehniCke crteze i sl. rabe se samo nor-
malne brojke.

Brojke u pojedinim jezicima imaju posebne nazive koji se ponajprije
odnose na arapske brojke.
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Hrvatski nazivi arapskih brojki i njihove vrijednosti

Brojka Hrvatski naziv Osnovna vrijednost
0 niStica, nula niSta, nula
1 jedinica jedan
2 dvica* dva
3 trica tri
4 Cetvrtica Cetiri
5 petica pet
6 Sestica Sest
7 sedmica sedam
8 osmica osam
9 devetica devet

* Nazivi dvojka, trojka itd. nepouzdani su jer su ponekad vise-
znalni, pa mogu znaciti brojku, ali i skup s toliko sastavnica
(dvojci: blizanci, trojka: tropreg itd.).

Ti se nazivi pridruzuju i brojevima, pa i onim veéim od devet (desetica,
Jedanaestica itd.), potom osobama ili objektima koji nose takve brojeve,
na primjer igra¢ima u sportu, kartama, vozilima i dr.

Za pisanje brojeva arapskim brojkama postoje posebna pravila, ovisna
0 brOJevnom sustavu Neka su od pravﬂa za pisanje broj¢anih podataka

5.2.2. Pisanje posebnih i rednih brojeva arapskim brojkama

Posebni i redni brojevi napisani arapskim brojkama pisu se u tzv. po-
lozajnom brojevnom sustavu (engl. positional number system), u shemi u
kojoj brojka ima vrijednost ovisno o polozaju ili mjestu u shemi. Veliko je
dostignuce bilo kad se u takvoj shemi prazno mjesto pocelo oznacivati
okvirom pa je tako nastao deseti grafem: nistica ili nula (0) za nista.

Razliciti brojevni sustavi s osnovama 6, 10, 12, 60 i dr., rabili su se
kroz povijest na razli¢ite nacine i u razli¢ite svrhe. Brojevne sustave s
razli¢itim osnovama rabimo i danas, vi§e nego $to se misli. U na§im je
ra¢unalima glavni binarni ili dijadni sustav (osnova 2), pa podatke, na



5. Arapske brojke 71

primjer, o kapacitetima radunalnih spremnika, izrazavamo u binarnim vi-
Sekratnicima kibibajtima (binarnim kilobajtima), mebibajtima (binarnim
megabajtima) itd. Binarni je sustav i u srZi prosudbene logike (istina —
neistina, da — ne, 1 — 01 dr.).

Dan tradicijski dijelimo na sate u dvanaestnom ili duodecimalnom
sustavu (obdanica i no¢ oko ravnodnevnice su po 12 sati, Sto daje dije-
lienje dana na 24 sata). Mjerne jedinice kuta i vremena rabimo u Sezde-
setnom ili seksagezimalnom sustavu (osnova 5 x 12 = 60)>, dijele¢i puni
okretaj na 6 x 60 = 360 stupnjeva (3to je samo za ~ 1,4 % razli¢ito od
broja dana u godini), stupnjeve i sate na po 60 minuta, a minufe na 60
sekunda. Kalendarsku godinu dijelimo na 12 mjeseci, koji sadrzavaju
prosje¢no 60 : 2 = 30 dana (Sto je samo ~ 3,5 % razli¢ito od ciklusa
Mjesedevih mijena). [Jakobovi¢ 2008], [Jakobovi¢, 2009], [Vukovi¢, Ja-
kobovié, 2013] Dvanaestni sustav i njegove inacice bili su Cesti u starim
mjernim sustavima, a i danas se rabe u angloameri¢kom sustavu mjernih
jedinica. U matematici i fizici rabe se i sustavi s drugim osnovama.

Decimalni sustav (deseticni, desetni ili dekadski sustav; engl. deci-
mal system) s osnovom 10 danas najvi$e rabimo za svakodnevno brojenje i
ra¢unanje. U decimalnom sustavu brojevi se zapisuju s padaju¢im vrijed-
nostima u smjeru slijeva udesno, jednako kao i slova u rijeima. U hrvat-
skom se &itaju u istom smjeru i padajuéim vrijednostima, a u nekim se
drugim jezicima &itaju i mjesovito, dijelom padaju¢im, a dijelom rastu-
¢im vrijednostima (na primjer, u slovenskom i njemackom).

Shema pisanja decimalnog broja

itd tisuce | stotine | jedinice ecHmAINL) 4. cetinke | stotinke | tisuéinke itd
P znak -

Na pojedinim mjestima sheme, zdesna ulijevo, brojevi imaju po deset puta
vecu vrijednost. Vrijednosti manje od jedinica (desetinke, stotinke itd.) od-
vajaju se decimalnim znakom (engl. decimal sign) i piSu desno od znaka.
Danas je prema preporukama medunarodnih i hrvatskih norma decimalni
znak zarez (, ). Unutar broja prazna se mjesta oznacuju nisticom, a jed-
nako tako i mjesto jedinica pri pisanju brojeva manjih od jedan.

52Postoje opsezni prijedlozi za vecu primjenu seksagezimalnog sustava.

53U engleskom je govornom podrugju tradicijski decimalni znak tocka u dnu retka (.), engl. point,
ali medunarodne norme i na engleskom jeziku, na primjer ISO 80 000, imaju zarez kao decimal-
ni znak.
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Primjer
Broj dvije tisuce, Cetiri stotine, trideset i Sest, dvije desetinke, nista sto-
tinki i pet tisu¢inki sastoji se od pojedinih brojeva, a piSe kao njihov zbroj:

dvije tisuce 2000
Cetiri stotine 400
trideset 30
Sest 6
dvije desetinke 0,2
ni$ta stotinki 0,00
pet tisucinki 0,005
potpun broj 2436,205

Nistice se izvan broja piSu iznimno rijetko (samo u tzv. formatiziranim
brojevima ili za oznacivanje to¢nosti broja).

Primjeri
a) Nadnevak 5. travnja 2014. potpuno brojéano se pise:
5.4.2014.

Sto je za vecinu primjena potpuno dovoljno, a samo se iznimno pise for-
matizirano:
05.04.2014.

b) Broj pet desetinki piSe se 0,5, a ako se Zeli izraziti kako je to tog-
no pet stotina tisucinki, pise se 0,500.

Prema hrvatskom pravopisu i hrvatskim normama pisanje se poseb-
nih i rednih brojeva razlikuje u tome $to se redni brojevi pisu samo kao
cijeli brojevi u decimalnom brojnom sustavu, a iza rednog broja pise se
tocka u dnu retka.

Na primjer, posebni cijeli brojevi se pisu: 1 (jedan), 2 (dva) 3 (tri) ...
12 (dvanaest) itd., a posebni razlomljeni brojevi se piSu, na primjer: 0,3 (nula
cijelih tri ili nula zarez tri), 1,5 (jedno cijelo pet ili jedan zarez pet), 3,2 (tri
cijelih dva ili tri zarez dva) itd. Redni brojevi se pisu: 1. (prvi), 2. (drugi),
3. (treci) ... 12. (dvanaesti), pa i kada su sloZeni, npr. 1.3.5. itd.>*

*U nekim se jezicima (u engleskom, njematkom) redni brojevi pisu i drugagije.
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u
i brojki

I danas jo§ ima dosta matematicara koji smatra-
Jju da broj nije samo povijesni pocetak matemati-
ke, ve¢ i najdublja osnova.

[Devidé, 1979]

Ljudi su od davnina zapazali odredena svojstva nekih prirodnih
brojeva (nadalje samo brojeva), njihovih slogova i brojki kojima su
zapisani. Potom su osim radunskih i matematickih svojstava traZili
njihova mozebitna druga, skrivena filozofska, religijska, magi¢na, ma-
gijska, pa na kraju i okultna svojstva. Nekim su se brojevima pridru-
7ivali ¢udesnost, nekim savrenstvo, nekim prijateljstvo, a nekim se
pridavalo znadenje srece, nekim nesreée, nekim uspjeha, nekim neuspje-
ha itd.

Ovdje ée biti opisane dvije skupine brojeva, oni brojevi koji sami ili
u slogovima imaju neka posebna racunska ili matemati¢ka svojstva, te
oni kojima su tijekom povijesti u raznim kulturama pridana neka poseb-
na nematematic¢ka svojstva, od kojih neka tradicijom i danas uzimamo u
obzir, §to svjesno, §to nesvjesno.

Tako ¢e, na primjer, i matematicki obrazovan ¢ovjek postivati prasta-
ri obi¢aj da se kao dar donosi buket s neparnim brojem cvjetova, dok se
buket s parnim brojem cvjetova nosi “samo na groblje”. Pritom ¢emo
reéi kako nismo praznovjerni, ali ipak strahujemo kako ¢e nas okolina
smatrati nekulturnim ako tako ne postupimo! Postoje i mnogi drugi obi-
¢aji i druga “pravila” o uporabi parnih i neparnih brojeva, o uporabi
pojedinih odredenih brojeva, njihovu slaganju i dr.
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6.1. Cudesni brojevi

Jo§ od antike medu prirodnim su brojevima ustanovljavani odredeni
odnosi, pa su utvrdeni brojevi kojima su pridana svojstva cudesnosti,
prijateljstva, savrsenstva i dr. Ovdje ¢e biti navedeni samo najpoznatiji
Cudesni brojevi, a u matematickoj se literaturi mogu naéi jo§ mnogi bro-
jevi s vrlo zanimljivim posebnim svojstvima. [Higgins, 2014]

Jednostavan broj, prost> broj, primarni broj, prim-broj (engl. prime
number), prirodni je broj djeljiv, osim brojem jedan, samo sa samim so-
bom*. Jednostavni su brojevi, na primjer, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31..., a ima ih beskona¢no mnogo, $to je znao jo§ Euklid.

SloZeni broj (engl. composite number), prirodni je broj koji je umno-
7Zak dvaju prirodnih brojeva ve¢ih od jedan. SloZeni su brojevi 4, 6, 8, 9,
10, 12, 14, 15, 16, 18 itd., a ima ih takoder beskonano mnogo.

Broj jedan (engl. number one) nije ni jednostavan, ni slozen, stoga
u antici (Aristotel, Pitagora) nije smatran brojem, nego tek pocelom
(— 2.4.3. Brojevni skupovi).

Broj prijatelj (engl. fiiendly number) takav je prirodni broj n za koji
se moze naci prirodni broj m, razli¢it od », takav da su im jednaki tzv.

gusti omjeri (engl. abundancy ratio) o(n)/n = o(m)/m, gdje je opéenito
a(k) zbroj svih cjclobrojnih dlehtel"a od 4. Takvi brojevi n i m Cine pri-

Jateljski par, a s brojeva s istim gustim omjerom &ine prijateljski s-terac.
Najmanji broj prijatelj je broj 6, kojem je u paru, na primjer, broj 28,
jer je gusti omjer broja 6:

o6):6=(1+2+3+6):6=12:6=2,

U matemati¢kom je nazivlju pridjev prost rijedak primie zadrzavanja prvotnog znalenja: jedno-
stavan, koji se rabio do u 19. stoljece. Primjer su i znameniti st1hov1 Dimitrije Demetra Prosto
zrakom ptica leti, prosto gore zvijer prolazi ... (1842. god.), koji su danas mladim narastajima
neobiéni (“Sto Je tu prosto?”). Tijekom 20. stoljeca pridjev prost i izvedenice zadrzali su samo
pogrdno znacenje: sirov, neuljuden, nepristojan itd. Rjecnici i jezi¢ni savjetnici suvremenog hr-
vatskog jezika za pridjev prost navode znalenje: zastarjelo jednostavan, slobodan, te mahom

upuéuju na pridjev jednostavan i njegove izvedenice.

*Tu “osamljenost” jednostavnih brojeva upotrijebio je talijanski pisac Paolo Giordano za naslov
svoje uspjeSnice La solitudine dei numeri primi (2008.), prevedene na brojne jezike; hrvatski
prijevod Samoca primarnih brojeva (2009.), po kojoj je Saverio Costanzo snimio film (2010.).
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a toliki je i gusti omjer broja 28:
0(28):28=(1+2+4+7+14+28):28=56:28=2.

Primjer su prijateljskog 5-terca brojevi 30, 140, 2 480, 6 200, 40 640
jer je gusti omjer broja 30:

5(30) : 30 =(1 +2 +3+5+6+ 10+ 15+ 30) = 72 : 30 = 12/5,

a toliki su i gusti omjeri ostalih Cetiriju brojeva.

Osamljeni broj ili osamljenik (engl. solitary number) broj je koji
nema broja prijatelja. Osamljeni su brojevi, na primjer, prvih pet prirod-
nih brojeva (1, 2, 3, 4 i 5), te svi jednostavni brojevi i njihove potencije.
Mali prirodni osamljeni brojevi imaju neka zanimljiva svojstva: broj dva
jedini je parni jednostavan broj, broj tri jedini je broj koji je zbroj pret-
hodnih brojeva (1 + 2 = 3). Do danas nije poznato je li skup osamljenih
brojeva konacan ili beskonacan.

Ne postoji opéenit algoritam kojim se moZe odrediti je li neki broj
prijateljski ili osamljenik. Najmanji broj kojemu do 2009. godine nije
bilo utvrdeno razvrstavanje u tome smislu je broj 10.

ZdruZeni brojevi (engl. amicable numbers)’’ par su brojeva, u ko-
jem je zbroj pravih djelitelja prvog broja jednak drugom broju, i obratno,
zbroj pravih djelitelja drugog broja jednak prvom. Te je brojeve prili¢no
tesko izraCunati.

Najmanji par zdruzenih brojeva su 220 i 284 jer su cjelobrojni djeli-
telji broja 220 redom 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110, a njihov zbroj
je 284, i obratno djelitelji broja 284 su 1, 2, 4, 71, 142, a njihov zbroj je
220. Taj je par zdruZenih brojeva bio poznat jo§ Pitagori, a sljedeci je par
17 296 i 18 416 izradunao tek u 17. stoljecu P. de Fermat®. U 18. stolje-
éu bilo je poznato trideset parova, a tek je 1866. godine N. Paganini® kao
16-godisnji ucenik otkrio drugi najmanji par 1184 i 1210. Danas je po-
znato vise od 12 milijuna parova zdruzenih brojeva.

57 Ponekad se i zdruzeni brojevi nazivaju sprijateljenim brojevima ili prijateljskim brojevima [Gu-
sié, 1995], a postoje razlike u nazivima na pojedinim jezicima, na primjer: njem. befieundeten
Zahlen, quasibefreundeten Zahlen, geselligen Zahlen, franc. nombre amical, rus. dpyocecmesennble
yricna 1 dr.

8 Pierre de Fermat (1607. — 1665.), francuski matematicar i pravnik

59B. Nicold 1. Paganini, talijanski matematiar amater
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ZdruZeni su brojevi veinom parni, samo iznimno neparni, a nije
pronaden par u kojem je jedan ¢lan parni, a drugi neparni broj.

Postupak pronalazenja zdruZenih brojeva predloZio je jos u 9. stolje-
¢u Tabit ibn Kora®, a poopéio L. Euler®'.

Brojevi blizanci (engl. twin primes), jednostavni su brojevi koji se
razlikuju za broj 2. Na primjer, blizanci su parovi (3, 5), (5, 7), (11, 13)
itd. Ne zna se ima li ih konac¢no ili beskona¢no mnogo.

SavrSeni brojevi (engl. perfect numbers) prirodni su brojevi koji su
zbroj svojih pravih djelitelja (osim samog sebe). Najmanji savrseni broj
Je broj Sest jer je djeljiv s 1, 2 i 3, ali je istodobno i njihov zbroj
(1 +2+3=6)iumnozak (1 x 2 x 3 = 6). Nije stoga ¢udno §to su ga
kao savrSen broj cijenili jo§ pitagorejci!

SavrSeni su brojevi: 6, 28, 496, 8128, 33 550 336, ...2 . Savrseni
brojevi moraju imati oblik 2"~ ! x (2" — 1), gdje su 7 i (2" — 1) Mersen-
neovi jednostavni brojevi (— Mersenneovi brojevi). Dosad je poznato 48
savrSenih brojeva, od kojih najveci ima u decimalnom zapisu vise od 34
milijuna brojki, a svi su parni. Svi savrSeni brojevi zavr$avaju sa 6 ili 28.

Neki viSekratnici najmanjeg savrsenog broja, tj. broja Sest, posebno
su cijenjeni:

= dvostruki broj Sest, tj. 2 x 6 = 12, osnova je dvanaestnog brojevnog
sustava

— deseterostruki broj Sest, tj. 10 x 6 = 60, zbog mnogo nizekratnika
1 veliCine prikladna je osnova seksadecimalnog brojevnog sustava

— Sezdeseiosiruki broj Sest, ij. 60 x 6 = 360, zbog mnogo niZekratni-
ka, veliCine i sli¢nosti s brojem dana u godini prikladan je za podjelu
kruznice na stupnjeve.

Obilni brojevi (engl. abundant numbers, excessive numbers) pri-
rodni su brojevi za koje je zbroj njihovih pravih djelitelja veéi od tog
broja. Najmanji obilan broj je broj dvanaest jer je djeljiv s brojevima
1, 2,3,416, anjihov zbrojje 1 +2 +3 + 4 + 6 = 16 > 12. Razlika
zbroja i broja (za broj 12 to je 4) naziva se obilnos¢éu broja. Sljedeéi su
obilni brojevi 18, 20, 24, 30 itd.

S0Tabit ibn Kora (826. — 901.), arapski matematicar
' Leonhard Euler (1707. — 1783.), $vicarski matematicar i fiziar

®Prva su dva savrena broja znali jo§ pitagorejci, treéi je otkrio Euklid, a etvrti je otkriven tek
1480. godine.
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Jedini¢ni brojevi su brojevi kojih slogovi daju broj napisan samo s
pomocu brojke jedan ili viSe njih. Oni pokazuju zanimljivu pravilnost
vidljivu u uredenoj shemi:

0x9+ 1= 1

01 x9+ 2= 11

012 x9+ 3= 111
0123 x 9+ 4= 1111
01234 x9+ 5= 11 111
012345 x9+ 6= 111 111
0123456 x9+ 7= 1 111 111

01 234 567 x9+ &= 11 111 111
012345678 x9+ 9= 111 111 111
0123 456 789 x 9+ 10=1 111 111 111.

Prvi im je mnozitelj s brojem 9 broj O te niz cijelih brojeva napisanih
redom s osnovnim brojkama®: 01, 012, 0123 itd., dok je pribrojnik cije-
li broj koji pokazuje a) koliko je osnovnih brojki uporabljeno i b) s ko-
liko je jedinica rezultat napisan!

Nanizani brojevi su niz brojeva koji, ovisno o mnozitelju, daju bro-
jeve koji se piSu nizom jednakih brojki:

12 345 679 x 9 = 111 111 111
12 345 679 x 18 =222 222 222
12 345 679 x 27 = 333 333 333
12 345 679 x 36 = 444 444 444
12 345 679 x 45 = 555 555 555
12 345 679 x 54 = 666 666 666
12 345 679 x 63 =777 777 777
12 345 679 x 72 = 888 888 888
12 345 679 x &1 = 999 999 999.

Brojka kojom ¢e biti napisan rezultat “skrivena” je u mnozitelju broja 9:

12 345 679 x (1 x 9) = 111 111 111
12 345 679 x (2 x 9) = 222 222 222
12 345 679 x (3 x 9) = 333 333 333

12 345 679 x (9 x 9) = 999 999 999.

83 Jasno je, obi¢no se ne pise 0 ispred brojki, ali je ovdje radi uoCavanja zakonitosti to ucinjeno.
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Mersenneovi brojevi® (engl. Mersenne numbers) posebni su brojevi
s nekim odredenim svojstvima. Najjednostavniji su Mersenneovi jedno-
stavni brojevi oblika N, = 2" — 1, gdje je n > 1 i jednostavan broj, dakle
2,3,5,7, 11 itd. Prvi su Mersenneovi jednostavni brojevi N, :

n 2 3 5 7 11
Ny, 3 7 31 127 2 047

Dosad je poznato pedesetak takvih brojeva, a najveci pronaden do 2013.
godine pise se s gotovo 17,5 milijuna brojki!

6.2. Iznimni brojevi

Iznimni brojevi su brojevi kojima su od pamtivijeka osim matematic-
kih pridavana i odredena nematematicka i neracunska obiljezja, koja mo-
gu biti razli¢ita od matematickih svojstava. Tako je, na primjer, broj 6 u
matematickom smislu savrSen, a u nematematickom smislu nesavrsen broj!

Jedan je broj samosvojnosti, iznimnosti 1 iskljucivosti. Osnovna je
postavka jednobozackih religija (Samo je jedan Bog), mnogih filozofskih
postavki (Samo je jedna istina) i matematickih iskaza (jedan i samo je-

dan), ff\‘fa‘”am}h rezima (jedan narod, jedno carstvo, jedan voda, jedna
o 2 : M : d 121
viera ili i ogija), sve do poezije (Samo jednom se ljubi) i sportskih

P
natjecanja (u Alkz Jje samo jedan slavodobitnik) itd. U antickoj je filozo-
fiji jedan smatran pocelom, a ne brojem. (— 2.4.3. Brojevni skupovi)

Dva je broj mnogih dvojnosti, kao $to su pojavnost covjeka i mnogih
drugih zivih bi¢a (musko — Zensko, zdravlje — bolest, Zivot — smrt), upa-
rene sastavnice (plesni par, ljubavni par, bracni par, par u mnogim sport-
skim igrama itd.), mnogi organi ili dijelovi ljudskog odnosno Zivotinj-
skog tijela (udovi, oci, usi, bubrezi itd.), filozofska nacela (dobro — zlo,
jing — jang®, istina — neistina, pravedno — nepravedno, proslost — budué-

% Marin Mersenne, Marin Mersennus ili Pére Mersenne (1588. — 1648.), francuski teolog, filozof
i matematicar, istrazivao u podrucju teorije glazbe.

% Jing i jang, osnovni pojmovi kineske filozofije, proizisii iz nadela dvojnosti mnogih pojava u
prirodi.
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nost, sre¢a — nesreca itd.), matematicke i fizikalne pojavnosti (svjetlo —
tama, plus — minus, da — ne, desno — lijevo, sjever — jug itd.), kao i
mnogih drugih dvojnosti.

Tri je broj punine, cjelovitosti, zaokruZenosti, savrsenstva, religijski
je to bozZanski broj (u kr§¢anstvu to je broj bozanskih osoba u jednom
Bogu (Presveto Trojstvo), Cest je u postupcima i izrekama: “tre¢a — sre-
¢a”, “trec¢i put i Bog pomaze”, “trostruka prisega”, u raznim natjecanjima
nagraduju se #ri prva mjesta, potom se primjenjuje u grboslovlju (heral-
dici) i zastavosloviju ili stjegosloviju (veksilologiji) gdje se na jednom
elementu (grbu, zastavi) Cesto rabe tri boje itd.

Cetiri je broj stabilnosti, ravnoteZe, pa po tome i broj svijeta. Obzor
je podijeljen u Cetiri strane svijeta, zamisljano je svojedobno kako se
Zemlja oslanja na Cetiri nosaca (stoga je smatran brojem Zemlje), mnogi
se sisavci oslanjaju na Cetiri noge, zgrade se ve¢inom oslanjaju na Cetiri
ugla, namjestaj se ve¢inom oslanja na Cetiri potpornja, veéina vozila ima
po Cetiri kotaca, broj stranica knjige treba biti djeljiv s 4 itd.

Pet je broj prstiju na rukama i nogama, nema neka iznimna nemate-
maticka znacenja, ali je Cesta osnova usporedbe brojenjem: “moze se
nabrojiti na prste jedne ruke” ili je vrhunac stupnjevanja i ocjenjivanja:
“to je za pet” i sl.

Gesta “ Daj mi pet!”, koja se kao znak Cestitanja ili podrske, a sve
viSe 1 pozdrava medu mladima, proSirila iz sportskih krugova SAD-a
(engl. high five ili give me five) po cijelom svijetu, nema nikakvo broj-
¢ano znacenje, nego oznacuje Sake (pet prstiju) kojima se pljeskaju su-
govornici!

Sest je u nematematickom znacenju dvostruko nesavrsen broj, jer je
to za jedan umanjen broj savrSenstva sedam (6 =7 — 1), te je samo po-
lovina broja savrSenstva dvanaest (6 = 12/2). Stoga je to broj pridruZzen
covjeku kao nesavrSenom bicu, jer koliko god se puta ponavlja (6, 6, 6;
ili 666; ili 6 1 6 1 6), ostaje Sest i ne postize savrSeni broj sedam. (— 6.4.1.
Broj Zvijeri)

Sedam je broj savrSenstva, ukupnosti i cjelovitosti, izniman je
broj jer nema cjelobrojnog djelitelja vecéega od 1, zbroj je bozanskog i
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zemaljskog (7 = 3 + 4), pa je imao znacenje svetog broja. Broj je krako-
va zidovskog svijeénjaka menore, sva su humanisticka znanja jo$ u sred-
njem vijeku bila razvrstana i smjestena u sedam slobodnih umijeca (lat.
septem artes liberales; gramatika, retorika, logika, aritmetika, geometrija,
astronomija i glazba), a mnoge su stvari okupljene u skupinama po se-
dam, na primjer, sedam dana u tjednu, sedam svjetskih cuda, sedam pa-
tuljaka i dr.

Kao redni broj sedam se rabi u sloZenici sedmi dan, koji je prema
Bibliji dan pocinka nakon stvaranja svijeta, po ¢emu je nastao sedmo-
dnevni tjedan kao umjetna sastavnica kalendara, u glazbenoj ljestvici je
sedam tonova. Ponavljanje broja sedam je znak beskrajnosti (Isus odgo-
vara koliko puta treba oprostiti: “Ne kazem ti do sedam puta, nego do
sedamdeset i sedam puta”®). U Ivanovu je Otkrivenju®® znakovito po
sedam pecata (znakova posjedovanja), sedam truba, sedam svijecnjaka,
sedam crkava, sedam posljednjih zala, sedam zvijezda, sedam zubalja,
sedam Duhova bozjih i dr., sve kao znak savrSenstva, ukupnosti i cjelo-
vitosti. Polovina broja sedam (tj. 3,5 = 7/2) smatrana je znakom ograni-
cenosti.

Osam je broj dovrSenosti (8 =7 + 1) jer je broju cjelovitosti 7 dodan
broj iskljucivosti 1, stoga je osam broj vjecnog blazenstva.

Oktava ili osmina (prema lat. octo: osam) skup je od osam elemena-
ta pa se mnoge stvari razvrstavaju u oktave: glazbeni tonovi, podrucja
frekvencija 1 dr.

Deset je broj uredenosti, zbroj je savrSenstva i punine (7 + 3 = 10).
U Bibliji je Deset Bozjih zapovjedi, a mnoge se stvari razvrstavaju u
desetine: vojnici, radnici, roba u paketima 1 sl.

Dekada ili desetina (prema lat. decem: deset) skup je od deset ele-
menata, pa se mnoge stvari razvrstavaju u dekade: kalendarski dani, po-
drucja frekvencija i dr.

®Naziv sedma sila nema veze sa zna¢enjem broja. Prvotno je Napoleon Bonaparte petom europ-
skom silom nazvao novinstvo kao vazan drustveni ¢imbenik, nakon Cetiri europske snazne zemlje
(Francuske, Velike Britanije, Austrije i Rusije). Krajem 19. stoljeca, kad je u Europi bilo Sest
snaznih zemalja (nastale su Njemacka i Italija), novinstvo je nazvano sedmom europskom silom,
naziv koji je danas u znaCenju javnih sredstava priopcavanja.

¢"Matej, 18, 22. [Biblija] — Ovdje sedamdeset i sedam ne znaci odredeni broj, nego ponavljanje
broja sedam (7 i 7), tj. bez kraja.

$Tvanovo Otkrivenje ili Apokalipsa (gré. Amoxdlvyig, Apokdlipsis: otkrivanje, podizanje vela)
obiluje znakovitim brojevima. [Biblija]
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Decimalni se sustav, iako nam danas zbog 5 + 5 prstiju izgleda
prirodnim, naveliko rabi tek nakon uvodenja Metarskog sustava mjer-
nih jedinica i njihovih decimalnih viSekratnika 1 nizekratnika u 19. sto-
ljecu.

Dvanaest je poseban broj savrSenstva jer je umnozak bozanskog i
zemaljskog broja (tj. 12 = 3 x 4). Ima niz viSekratnika, pa je prikladan
za radunanje, stoga je osnova dvanaestnog brojevnog sustava (— 2.4.
Brojevni sustavi). Cesto je rabljen jo§ od starog vijeka kao znak cjelovi-
tosti i punine, u astronomiji i astrologiji broj je zvijezda Zodijaka®, broj
je mjeseci u godini, broj je plemena Izabranog naroda, a Cest je broj u
religijskim tekstovima, broj je Isusovih apostola, broj Crkve. Dvostruki
broj (2 x 12 = 24) znak je punine savr$enstva, a kvadrat (12? = 144) znak
je mnozine i mno$tva”. U Ivanovu su Otkrivenju znakovito 24 prijestolja
i 24 starca kao znak punine, te na viSe mjesta 144 tisuce osoba kao znak
nepreglednog mnostva.

Trinaest je broj poremecaja savrSenstva (13 = 12 + 1), stoga se od
davnina smatra nesretnim brojem. Na Posljednjoj veceri nazo¢ni su bili
Isus i dvanaest apostola pa se Juda prikazuje kao trinaesti. I danas ljudi
izbjegavaju broj trinaest i kao obi¢ni i kao redni broj. Nastojalo ga se i
nastoji izbjeéi kao broj kude, broj sobe, broj kata, broj kabine na brodu,
broj reda ili mjesta u zrakoplovu, broj vojne postrojbe i dr.”!

Stotina osim broj¢ane vrijednosti znaci i opisno mnogo, $to se Cesto
i razgovorno rabi. Stoga se oveca vojna postrojba, koja ne mora imati
upravo stotinu vojnika, naziva satnijom™ (prema stsl. svfo: sto; dvoji-
na swta: stotina; lat. centuria), a njezin zapovjednik satnikom™ (stsl.
swtvnikv), stotnikom ili centurijonom (lat. centurio).

% Sadrzi dvanaest klasi¢nih (horoskopskih) zvijezda, kojima se obi¢no dodaje i trinaesto — Zmi-
Jjonosac.

"0 Zanimljivo je da Stube Bartola Felbingera u Zagrebu, koje vode od TkalCiceve do Radiceve
ulice, imaju 142 drvene i 2 betonske, ukupno 144 stube! Ne zna se je li to namjerno ili slu¢ajno.

7'Na primjer, medu trkaé¢im automobilima nema nikad broja 13, a u Italiji ni broja 17 (izjava u
filmu Claudea Leloucha Un homme et une femme (1966.), hrvatski prijevod Jedan muskarac i
Jjedna Zena).

2 Satnija samo zvukovno podsjeca na rijeé sat, s kojim nema nikakve veze.
3 Casni¢ki ¢in u Oruzanim snagama Republike Hrvatske.
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Hebrejska rije¢ ’elef znaci tisuca, ali i rod ili klan, a rije¢ ’aluf znaci
rodovskog celnika, vodu vojne skupine (fisucnika), ali 1 potpuno oprem-
ljenog vojnika. Kako su se prvotno zapisivali samo suglasnici, obje su
rijeci zapisivane kao /f. Nije teSko razumjeti kako je pri prepisivanju i
¢itanju dolazilo do pogresnog razumijevanja i mijeSanja znacenja.

Tako se u Davidovu popisu stanovni$tva nalaze podatci o broju Izra-
elaca, koji su prvotno vjerojatno glasili 80 If (tj. tisuca) Ljudi 1 30 If (1.
¢elnika). U sljedeéim se prepisivanjima “iz promidzbenih razloga” pove-
¢alo te brojeve deset puta, a potom su zbrajana oba podatka, razumijevaju-
¢i da If uvijek znaci tisucu. Tako je nastao podatak o 800 tisuéa i 300 ti-
suca, dakle ukupno 1 100 000 “ljudi vi¢nih macu” (1. Ljet., 21, 5), dok je
na drugom mjestu (2. Sam., 24, 9) taj podatak “samo” 800 tisuéa “ratni-
ka viénih macu” jer je podatak o 300 tisuca pripisan Judejcima. Tolika je
brojnost za to doba i na tom zemljistu tesko vjerojatna! [Alexander, 1989]

6.4. Zagonetni brojevi

Mnogo je brojeva i broj¢anih podataka koji su od pamtivijeka zago-
netni 1 koji 1 danas zaokupljaju i poticu ljude na trazenja njihovih “skri-
venih znacenja”.

6.4.1. Broj Zvijeri

Gotovo dva tisu¢ljeca ljude zaokuplja broj Zvijeri (engl. Number of
the Beast) u Ivanovu Otkrivenju, izrecen zagonetkom: “Tko je prodoran
neka odgoneta znacenje broja Zvijeri. To je uistinu broj ¢ovjeka: njegov
je broj Sesto Sezdeset i Sest.”’* Teoloska tumacenja vode na to da Zvijer
predocCuje Antikrista.

U prvim prijepisima na grékom taj je broj napisan grékim slovnim
brojkama y&" (koje znafe 600 + 60 + 6 = 666), ili grékim nazivima
éardaior E&ikovra €E, hexakdsioi hexekonta héx, tj. Sest stotina Sezdeset
1 Sest (u nekim prijepisima iz prvih stoljeca nalazi se i inacica tog broja
kao 616). Iako se broj 666 nalazi i na drugim mjestima u Bibliji, na pri-
mjer o blagu kralja Salamona’, odgonetavanja znacenja tog broja, ni

™ Otkrivenje, 13. 17-18 [Biblija].
S Prva knjiga o kraljevima, 10-14, i Druga knjiga ljetopisa, 9-13 [Biblija]
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teoloska, ni matematic¢ka, ni numeroloska, ni ina, do danas nisu dala za-
dovoljavajuée rezultate.”

Decimalni brojevni sustav i pisanje brojeva arapskim brojkama, kako
mi danas postupamo, dosli su u uporabu tek visSe od tisucljeca nakon $to
je Otkrivenje napisano. Stoga promatranje i odgonetavanje tog broja na-
pisanog na dana$nji nalin arapskim brojkama 666 (ili inaCicom 616)
nema osnove, a tek nema osnove njihovo okretanje (999). Neosnovani su
i poku$aji gematrijskog tumacenja, koji vode na zloduhe, kakvim se sma-
tralo progonitelje kri¢ana, kao $to je bio rimski car Neron (njegovo ime
na aramejskom, kojim se u to doba govorilo u Palestini, slovnim brojka-
ma upravo daje 666, a na hebrejskom se car Neron piSe slovima Ciji je
zbroj 666), a sli¢no je s Atilom, Napoleonom ili Hitlerom. (— 6.7. Neo-
bic¢ne primjene brojeva)

Mozda je najbolje tumacenje broja Zvijeri da je to izrijek u kojem se
tri puta ponavlja broj Sest: ne kao Sest stotina Sezdeset i Sest, nego tri
puta po Sest (stoga bi ga valjalo &itati: 6 i 6 i 6), tj. kao #i (tj. punina)
puta po Sest (j. nesavrenost), dakle punina nesavrsenosti ili potpuna
bespomoc¢nost Zvijeri, tj. Antikrista. [Biblija]

6.5. Magicne sheme brojeva

Prirodni brojevi napisani brojkama ili zorno predoc¢eni nekim sastav-
nicama (npr. to¢kicama, kuglama, kuglastim plodovima i sl.) koji se
mogu sloziti u mreZe odredenih geometrijskih plosnih likova ili prostor-
nih oblikovina (figure) ponekad se nazivaju figurativnim brojevima. Od
takvih slogova najpoznatiji su mnogokutni brojevi, Pascalov trokut i ma-
gicni brojéani kvadrati. Nekad se u sve te brojeve ukljucuje i nista (0).

6.5.1. Mnogokutni brojevi

Jo§ se od antike brojeve zorno slagalo u neke mnogokutne sheme,
pa se brojevi ili brojevi sastavnica od kojih se mogu izgradivati neki
mnogokuti i nazivaju mnogokutnim brojevima. Takvi se slogovi brojeva
zbog svojih &esto iznimnih svojstava nazivaju i magicnim slogovima.

QO broju Zvijeri raspravljao je i Mihalj Silobod u svojoj Kabali iz 1768. godine (v. 89. podrub-
nu biljesku).
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— brojevi n-tog retka, shvaceni kao brojke novog broja, daju (n — 1)
potenciju broja 11:

u prvom retku: 1 =11°
u drugom retku: 11 1 daju broj 11 = 11"
u treem retku: 1121 1 daju broj 121 = 117
u Cetvrtom retku: 11313 i1 daju broj 1331 =113
upetom retku: 114161411l dajubroj 14 641 = 11*
itd.

Poslije Sestog retka, kad se pojavljuju brojevi napisani s vise
brojki, valja te brojeve nesto drugacije Citati, pa opet vrijedi jednako
pravilo.

Pascalov trokut sadrzi tzv. binomne koeficijente’™, prirodne bro-
jeve ovisne o dvama parametrima: prirodnom broju » 1 prirodnom bro-
Ju k.

Sredi$nji brojevi po visini Pascalova trokuta u svakom su drugom
retku redom 1, 2, 6, 20 itd. Ako se sredi$nji brojevi uzastopno podijele
prirodnim brojevima 1, 2, 3, 4 itd., nastaje niz brojeva 1, 1, 2, 5 itd. Ti
se brojevi nazivaju Catalanovim brojevima (engl. Catalan’s numbers)”,
a mogu se povezati s binomnim koeficijentima. Imaju mnoge zanimljive
primjene, na primjer, s pomocu njih moze se izracunati broj trokuta na
koji se moze podijeliti pravilan mnogokut i rijesiti neki drugi matematic-
ki problem1

Odredenim se konstrukcij ama (tzv. Sierpinskijev trokut ili trokut
Sierpinskog; engl. Sierpinski triangle®®) u Pascalovu trokutu mogu izdvo-
jiti parni 1 neparni brojevi.

Navedena i jo$ neka druga svojstva ¢ine Pascalov trokut uistinu ma-
gicnim trokutom.

#Binomni koeficijenti, brojevi koji se pojavljuju uz potencije od x kad se izracuna potencija bi-
noma (1 + x)?, gdje je n prirodni broj. Oznacuju se £Z , (Cita se “en povrh ka”), gdje je k pripad-
na potencija od x, tj. k € {0, 1, ..., n}. Imaju mnoga za ‘matematiku zanimljiva svojstva, ponajprije

u kombinatorici. Prvi ih je definirao B. Pascal 1665. godine, iako su neke primjene matematica-
rima bile poznate jo§ prije.

EBugeéne Charles Catalan (1814. — 1894.), francusko-belgijski matematiar, bavio se teorijom
brojeva, kombinatorikom, veriznim razlomcima i dr.

8% Wactaw Franciszek Sierpinski (1882. — 1969.), poljski matematicar, bavio se teorijom skupova,
teorijom brojeva, topologijom i dr.
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6.5.3. Magic¢ni brojcani kvadrati

Magicni brojcani kvadrati, kraée magicni kvadrati (engl. magic squ-
are)®! kvadrati¢ne su sheme brojeva koji u redcima, stupcima, dijagona-
lama ili pojedinim dijelovima zadovoljavaju odredene matematicke uvje-
te. Slaganje magic¢nih kvadrata od davnina je siuzilo za igranje brojevima,
ali 1 za magiju, gatanje 1 proricanje.

Magic¢ni je kvadrat shema prirodnih brojeva u kojoj su zbrojevi brojeva
ponajprije u pojedinim redcima, stupcima i dijagonalama, a kod nekih i u
drugim dijelovima sheme, uvijek stalni i jednaki tzv. magicnoj konstanti:

n+n
2 b

M=%n(n2+l)=

gdje je n broj brojeva (tj. broj polja) u stranici magi¢nog kvadrata, koji
se naziva redom ili dimenzijom magicnog kvadrata. Uvjet je da je n > 2,
jer bi broj 0 1 broj 1 dali matematicki besmislena rjeSenja, a za broj 2 ne
ispunjava osnovni uvjet magic¢nosti. [Debelec, Gracan, 2004]

Za niz vrijednosti 7 cjelobrojne su vrijednosti magi¢ne konstante M:

n 3 4 5 6

M 15 34 65 111

Svojstva magi¢nih kvadrata. Magi¢ni kvadrati imaju niz posebnih
svojstava: simetri¢nost, komplementarnost, ultramagicnost, savrSenost i
dr. Spomenut ¢e se samo glavna.

Normalni i klasicni magicni kvadrat sadrzi prirodne brojeve od 1
do %

Op¢i magicni kvadrat sadrzi bilo koje prirodne brojeve, a njihova se
magicna konstanta raCuna nesto drugacije.

Simetrican magicni kvadrat ima sredi§no simetri¢ne elemente, a
zbroj simetri¢nog para takvih elemenata je n* + 1. Pritom je srediSte si-
metrije za kvadrate s parnim redom sredi$nje polje, a za kvadrate s ne-
parnim redom sredi$nja tocka.

Komplement magicnog kvadrata ima ¢lanove koji nastaju oduzima-
njem broja u pojedinom polju od »* + 1.

8 Postoje i slovni magicni kvadrati, ali nisu predmet ovog prikaza.
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4 9 2
3 5 7
8 1 6

Lo-Shu magicni kvadrat napisan arapskim brojkama

Iz tog kvadrata slijedi osam jednadzbi (za tri retka, tri stupca i dvije di-
jagonale):

4+9+2=15
3+5+7=15
8+1+6=15
4+3+8=15
9+5+1=15
2+7+6=15
4+5+6=15
8+5+2=15

Taj je magic¢ni kvadrat u astrologiji pridruzen Saturnu i Kronosu. Smatra
se kako ga je J. W. von Goethe®? u svojem znamenitom Faustu uzeo kao
osnovu vjesti¢ina ¢aranja®:

Drzi u glavi!

Od jedan deset pravi, Cuj vjestice vijest! —

a dva izostavi, nek’ sedam, osam stvori se,
izjednaci tri, 1 svr§eno je sve:

i bogat si ti. devet je jedan,

Cetiri gubi! deset nijedan.

A od pet i Sest — Vjesti¢in to je jedanput jedan!

%2 Johann Wolfgang von Goethe (1749. — 1832.), njemacki mislilac i knjizevnik, predstavnik kla-
si¢nog romantizma.

8 Vjesticin jedanput jedan (njem. das Hexeneinmaleins), stihovi 2540-2552. (Prema: Johann
Wolfgang Goethe, Faust. Prijevod: Tito Strozzi, Zora ~ Matica hrvatska, Zagreb 1970.)
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Sastavljanje magi¢nog kvadrata po Goetheovu naputku nije jedno-
stavno, ali mnogi su se matematicari trudili da ga odgonetnu. Matematic-
ka tumacenja mogu se naci u stru¢noj literaturi i na internetu.

6.5.5. Diirerov magicni kvadrat

Od mnogih magi¢nih kvadrata s po Cetiri broja u redcima 1 stupcima
(tzv. brojcani kvadrat 4 x 4 ili cetverobrojcani kvadrat), visestruko je
zanimljiv onaj koji je A. Diirer™ prikazao 1514. godine na znamenitom
bakrorezu Melankolija 1., alegorijskoj slici matematicko-tehnickih istra-
Zivanja.

Diirerov autoportret (oko 1500. god.)

8 Albrecht Diirer (1471. — 1528.), njemacki renesansni slikar, matematicar i teoreti¢ar umjetnosti,
izradivao je znamenite gravure, kao §to je dojmljiva predodzba jahafa Apokalipse te trojac tzv.
majstorskih gravura, medu kojima je bakrorez Melankolija I. pun simbola, alegorija, pa i nepo-
znanica. U nazivu je Diirer stavio broj I. jer je mislio na prvu od triju vrsta melankolija, koja se
tad pridruzivala umjetnicima. U tom je “duhovnom autoportretu” ocitovao i svoje matematicko
znanje, prikazom niza geometrijskih likova i magi¢nog brojcanog kvadrata koji je prikazan vje-
rojatno stoga sto se smatralo da kao talisman pomaze poboljSanju raspolozenja. Diirerova Melan-
kolija I. veé je pet stoljeca predmet istrazivanja, kritickih rasprava i mnogih pisanih dijela. Prvot-
ni su otisci Melankolije I. pohranjeni u nekoliko svjetskih muzeja, u Hrvatskoj u Valvasorovoj
grafickoj zbirci Zagrebacke nadbiskupije (u sastavu Metropolitanske knjiznice, koju je od Jo-
hanna Weickhardta Valvasora 1690. godine kupio biskup Aleksandar Mikuli¢), potom u zbirci
Cabinet des Estampes et des Dessins (Kabinet grafike) u Strasbourgu i dr. Diirer je istrazivao
primjenu geometrije u likovnim umjetnostima, osobito u razmjerima ljudskog tijela i u perspek-
tivi, o ¢emu je objavio nekoliko knjiga. Bavio se i arhitekturom, a po njegovim je zamislima
izgradena 1563. — 1575. dojmljiva tvrdava Munot u sredistu Svicarskog Schaffhausena.
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Direr je taj magi¢ni kvadrat sloZio izvorno, vjerojatno pod utjecajem
Heinricha Corneliusa Agrippe von Nettesheima (1486. — 1535.), njemac-
kog filozofa, teologa, okultista, alkemicara 1 astrologa, koji je u rukopisu
De oculta Philosophia pridruzio magic¢ni kvadrat s jednim poljem (n = 1)
i s upisanim brojem 1, kojemu je i magi¢na konstanta M = 1, jedinom
Bogu. Nadalje, svakom je tad poznatom planetu (u $to su bili ukljuceni
Sunce i Mjesec) pridruzio po jedan magi¢ni kvadrat s drugacijim brojem
polja.

Diirer je Cetverobrojani magicni kvadrat, koji je bio pridruzen pla-
netu Jupiteru, preuredio, ¢uvajuci njegova “magicna svojstva” tako da u
donjem retku sadrzi godinu graviranja.

Diirerova Melankolija I. s magi¢nim kvadratom na zidu tornja
u gornjem desnom kutu slike (izmjere: 186 mm x 260 mm). Izvor: Metropolitanska
knjiznica Zagrebacke nadbiskupije, Valvazorova graficka zbirka, XV, 47

Tako je nastao Cetverobroj¢ani magicni kvadrat, s brojevima od 1 do 16,
magi¢nom konstantom M = 34 i zbrojem svih brojeva 136, koji je ucrtao
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u svoju Melankoliju ., pa se &esto i naziva Diirerovim magicnim kvadra-
tom. Taj je magi¢ni kvadrat povijesno najpoznatiji. Ima brojna matema-
titka svojstva, a pridruZzuju mu se mnoga nematematicka, pa i misti¢na
svojstva.

Stoga ¢e ovdje biti prikazan Diirerov magicni kvadrat sa svojim ma-
temati¢kim i nematemati¢kim, pa i dvojbenim svojstvima, kao primjer
kako se razmatraju raznorodna svojstva magi¢nih shema brojeva.

16 3 2 13

4 i5 14 1

Diirerov magi¢ni kvadrat s istaknutim brojevima
koji daju godinu nastanka Melankolije 1.

Matemati¢ka svojstva Diirerova magi¢nog kvadrata. Osim $to su
zbrojevi brojeva u redcima, stupcima i dijagonalama jednaki magi¢noj
konstanti M = 34, tj. daju 10 jednadzbi, unutar kvadrata mogu se uociti
Cetvorke kojih zbroj elemenata takoder daje magi¢nu konstantu, na pri-
mjer Cetvorka vr$nih polja, tzv. vanjski kvadrat, 16 + 13 + 4 + 1 = 34,
potom sredisnji kvadrat 10 + 11 + 6 + 7 = 34 itd. Ukupno se moze unu-
tar kvadrata uo¢iti 30 takvih &etvorki koje daju 30 jednadzbi (v. sljedece
sheme).

6] 3| 2|13 6| 3|2 |13
s |10 ] 11| 8 s L10] 11| 8
o L6l a2 o | 6| 7|12
4 |15 | 1a | 1 4 |15 |14 |1

Vanjski i sredi$nji kvadrat (lijevo) i unutarnja Getiri kvadrata (desno; istaknut je samo
prvi unutarnji kvadrat) Diirerova magi¢nog kvadrata (ukupno Sest cetvorki)
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60312 |13 6| 3| 2|13
5 | 10| 1| 3 5 110 11| 8
9 | 6| 7 | 12 o |l 6| 7 | 12

=
4 | 15 | 14 1 4 15 | 14 1

Krizne brojke u Diirerovu magi¢nom kvadratu (dvije od Eetiri moguce Cetvorke)

Iz Diirerova magicnog kvadrata slijedi 40 jednadzbi koje daju broj

M= 34:

— 4 jednadzbe redaka (16 + 3 + 2 + 13 = 34 itd.),
— 4 jednadzbe stupaca (16 + 5+ 9 + 4 =34 itd.),

— 2 jednadzbe dijagonala (4 + 6 + 11 + 13 = 34 itd.),

— 6 jednadzbi vanjskog i srediSnjeg kvadrata te unutarnjih kvadrata

(16 + 13 + 4 + 1 = 34 itd),

— 4 jednadzbe zakrenutih unutarnjih kvadrata i rombova oko dijago-

nale (5§ +2 + 15+ 12 =34 itd.),

— 2 ijednadzbe iz

zakrenutih pravokutni

9O+2+8+15=3413+5+12+ 14 =34),

— 2 jednadzbe simetri¢nih parova brojeva (3 + 2 + 15 + 14 = 34 i

(5+8+9+12=34),
— 8 jednadZbi iz asimetricnih parova (16 + 3 + 14 + 1
2+ 13 +4+15=34itd),

34,

— 4 jednadzbe iz trobrojc¢anih unutarnjih kvadrata (16 +2 +9 + 7 =34

itd.),

— 4 jednadzbe kriznih brojeva (3 + 5 + 11 + 15 = 34 itd.).

Nadalje, mogu se sloziti parovi simetri¢nih brojeva kojih je zbroj jednak

polovini magic¢ne konstante, dakle 17.
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16 3 2 13 16 3 2 13
5 10 11 8 5 10 11 8
9 6 7 12 9 6 7 12
4 15 14 1 4 15 14 1

Parovi nekih simetri¢nih brojeva u Diirerovu magi¢nom kvadratu

Mogucée je postaviti osam “poloviénih jednadzbi” zbroja po dva si-
metri¢na broja (iako su one sadrzane u prethodnim jednadzbama), koji je
uvijek M/2 =17. Tosu 16 + 1 =17,3 + 14 =17 itd.

Diirerov magi¢ni kvadrat u Melankoliji 1. Brojke 5 i 9 neobi¢no su napisane,
a andelovo krilo djelomi¢no pokriva donje desno polje pa je brojka 1 malo podignuta

Diirerov magi¢ni kvadrat daje dakle 40 jednadzbi i 8 polovi¢nih jed-
nadzbi, a mozda su jo§ neke skrivene. To obilje jednadzbi svakako po-
tvrduje njegovu magicnost.

Pisanje brojki u Diirerovu magi¢nom kvadratu. Nekoliko je broj-
ki u magi¢nom kvadratu Melankolije I. neobi¢no napisano. Brojka S na-
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Tom je promjenom postignuto da je magi¢na konstanta M = 33 jednaka
broju godina Isusova ovozemaljskog zivota. U usporedbi s Diirerovim
magi¢nim kvadratom, promjenom su neka magicna svojstva oCuvana u
potpunosti, neka djelomicno, a neka nisu oCuvana.

U potpunosti su oCuvani:

— zbrojevi u redcima (1 + 14 + 14 + 4 = 33 itd.), stupcima
(1+ 11+ 8+ 13 =33 itd.) i dijagonalama (1 +7 + 10 + 15 = 33
itd.),

— Cetvorke vanjskog (1 + 4 + 13 + 15 = 33) i srediSnjeg kvadrata
(7+6+ 10+ 10 = 33),

— Cetvorke Cetiriju unutarnjih kvadrata (1 + 14 + 1 + 7 = 33 itd.),

— zakrenuti pravokutnici ili konjicev skok (14 + 9 + 8 + 2 + =33,
I1+14+3+5=33),

— kvadrati simetri¢nih parova brojeva (14 + 14 + 2 + 3 = 33,
11 +8+9+5=33),

— trobroj¢ani kvadrati (1 + 14 + 8 + 10 = 33 itd.).

Djelomi¢no su ocuvani:
— kvadrati asimetri¢nih parova brojeva (1 + 14 + 3 + 15 = 33, ali
14+ 6+ 10+2=32+#33itd.),
— krizne brojke (14 + 11 + 6 + 2 = 33, ali
14 +10+ 5+ 3 =32 # 33 itd.).

Nisu ofuvani:
— zakrenuti unutarnji kvadrati (14 + 11 + 5 + 2 = 32 # 33,
14 +9+8+3=234+#33),
— rombovi oko dijagonala (1 + 10 + 6 + 15 = 32 # 33,
4+7+10+ 13 =34 #33),
— parovi simetriénih brojeva (1+15 = 16 # 0,5 x 33,
14 +3=17#0,5 x 33 itd.).

Kao $to se vidi, promijenjeni je magi¢ni kvadrat u kojem se donekle
odstupilo od pravila tvorbe i nadalje magican, ali s umanjenim svojstvi-
ma prema polaznom magi¢nom kvadratu.
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6.6. Nizovi brojeva

6.6.1. Nizovi i redovi brojeva

Brojevni niz, niz brojeva ili slijed (engl. Sequence) bIOJCVa uredeni
skup rcalnih brojeva koji su po nekom p
bI‘OJGVlma 1, 2, 3 itd.

Brojevni red, red brojeva (engl. series) pridruZen je nizu brojeva, s
time da su ¢lanovi niza povezani operacijom zbrajanja. IzvrSene operaci-

je od pocetnog do n-tog ¢lana ¢ine parcijalni zbroj od 7 ¢lanova.

i~
Jv

U klasi¢noj se matematici najvise primjenjuju:

— Niz prirodnih brojeva N, tj.: 1, 2, 3,...; njegovi su podnizovi niz
parnih (2, 4, 6,...) 1 niz neparnih (1, 3, 5,...) prirodnih brojeva.

— Aritmeticki niz, niz kojem se susjedni ¢lanovi a i a, ,  razlikuju za
stalnu razliku d, tj.: a, a, = a, + d, a; = a, + d=a +2d..,
a,= a+ (n — 1) d... Niz prirodnih brojeva poseban je aritmeticki niz
s prvim ¢lanom a, = 1 i razlikom d = 1. Svaki ¢lan aritmetickog niza
koji ima prethodnika i sljednika aritmeti¢ka je sredina tih Clanova, .

a=(a_ +a,b2 . . '
— Geometrijski niz, niz kojemu se susjedni ¢lanovi a i a . razlikuju za
; . =4 - =g-q =d - =1
staini faktor ¢, §j.: a, a,=q - a,a,=q a,=q - a,.a =q a,e..

Svaki ¢lan geometrijskog niza koji ima oba susjeda geometrijska je sre-
dina tih ¢lanova, tj. a, = (a, ,"a )"

— Harmonijski niz, niz recipro¢nih vrijednosti (lat. recipere: vrati-
ti) prirodnih brojeva, tj.: 1/1, 1/2, 1/3,... 1/n,... Svaki ¢lan harmonij-

skog niza koji ima oba susjeda harmonijska je sredina tih ¢lanova, tj.

1 1
a =2/|—+—]|.

an—l arH—l

6.6.2. Fibonaccijev niz

Srednjovjekovni je talijanski matemati¢ar Fibonacci® u svojoj knjizi
Liber Abaci iz 1202. godine preporucio uporabu sustava modus Indorum:
postupka Indijaca, tj. poloZajnog sustava brojeva te arapske brojke, uk-
ljucujudi 1 nisticu.

86 _eonardo Pisano Bogollo (~ 1170. — ~ 1250.), nazivan Fibonacci (prema lat. Fillius Bonacii: sin Bo-
naija), talijanski matematicar, smatra se najve¢im srednjovjekovnim matematicarem zapadnog svijeta.



106 Z. Jakobovi¢: Brojevi i brojke
/T >
e

\\ _

Fibonaccijeva ili zlatna spirala, konstruirana od kruZnica koje spajaju suprotne

vrhove kvadrata na prethodnoj slici

6.7. NeobiCne primjene brojeva

6.7.1. Poigravanje brojevima

Od pamtivijeka su se poznavatelji nekih svojstava brojeva i postupa-
nja s njima poigravali i tako pokretali zanimljive druStvene igre. Pritom
se primjenjuju prikrivene doskodice i trikovi, ve¢inom ispravni, ali sudio-
nicima igara obi¢no nepoznati, kao §to su skriveni brojitelji ili djelitelji,
neke “nedopustene” racunske operacije, kao §to je mnozenje ili dijeljenje
s niSta i dr. Tako su, na primjer, tijekom 17. i 18. stolje¢a u zabavama
europskog plemstva, osobito u pariskim salonima, bili cijenjeni matema-
tic¢ari k_jS su 7

iLall

drustvo noigravaniem s broievima. magiénim
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bavljal
1
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mnogokutima i d racunskim dosjetkama.

Gotovo je neizmjerno mnogo takvih dosjetki i zagonetki koje se
mogu naci razasute u popularnoj matematickoj literaturi. Na ovom ¢e se
mjestu pokazati samo jedan jednostavan primjer racunanja sa “skrivenim
brojevima” koji voditelju igre nisu poznati, a ipak on unaprijed pretkazu-
je rezultate. Predvidanje rezultata, jasno, kod suigraca izaziva nevjericu!

Od suigraca se zatrazi da skriveno napise bilo koji broj s trima broj-
kama (od 0 do 9). Pretkaze mu se kako ¢e, bez obzira na to koji je broj
zamislio, u tri koraka kao rezultat dobiti savrSenstvo:

— prvi je korak da skrivenom zamisljenom broju dopise taj isti broj,

— drugi je korak da se nastali broj sa Sest brojki podijeli “Garobnim
brojem” 143,

— treci je korak da se rezuitat podijeli pocetno zamisijenim brojem s
trima brojkama.
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Rezultat ¢e uvijek biti broj 7, dakle broj savrsenstva! Racun je vrlo
jednostavan:

— pomicanje zamisljenog broja za tri mjesta ulijevo jednako je mno-
zenju brojem 1000, a upisivanje zamisljenog broja na tri ispraznjena mje-
sta jednako je mnoZenju brojem 1001; dakle, ako je zamisljen broj s tri
brojke abc, tako nastaje broj sa Sest brojki abc abc = 1001 % abc; pritom
treba znati da je broj 1001 umnozak dvaju cjelobrojnih Cimbenika:
1001 =7 x 143,

— dijeljenje broja 1001 x abc “Carobnim brojem” 143 daje uvijek
rezultat 7 x abc,

— dijeljenje tog rezultata zamisljenim brojem abc uklanja ga iz racu-
nanja ($to suigra¢ obi¢no ne uocava), pa je potpuno nevazno koji je to
broj bio zamisljen; ostaje samo mnozitelj 7, dakle broj savrsenstva!

Jednak postupak sa zamisljenim brojem od Cetiri brojke abcd daje
rezultat s najmanje tri znacenja: savrSenu puninu, pozdrav i zbroj arap-
skih brojki u Diirerovu magicnom kvadratu! TreCe je znacenje suigraima
obi¢no jako dojmljivo!

Pomicanje zami$ljenog broja za Cetiri mjesta ulijevo odgovara
njegovom mnozenju s 10 000, a dopisivanje zamisljenog broja na Ce-
tiri ispraZnjena mjesta odgovara u konacnici mnoZenju zamisljenog bro-
ja brojem 10 001; taj je broj umnozak dvaju cjelobrojnih ¢imbenika
10 001 = 73 x 137, “Carobni broj”® je 137, a rezultat je uvijek broj 73.

Taj se rezultat moze tumaciti najmanje na tri nacina (a ima i neka
druga znacenja®):

1) kao 7 1 3, dakle savrsena punina;

2) kao pozdrav jer je u starom telegrafskom kodu broj 73 bio kratica
za pozdrav; i danas u cijelom svijetu radioamateri se medusobno poz-
dravljaju napisanim ili telegrafski “otkucanim” brojem 73 (ili engleski
izgovorenim seventy three), u znacenju najljepsi pozdravil,

3) kao zbroj brojki u Diirerovu magi¢nom kvadratu koji iznosi 73.
(— 6.5.5. Diirerov magicni kvadrat).

% Zanimljiva je sluCajnost da je broj 137 priblizno reciproéna vrijednost vrlo vazne prirodne
konstante, tzv. konstante fine strukture o = 1/137 035 999 ... , koja opisuje medudjelovanje na-
elektriziranih subatomskih Gestica i fotona, a odreduje finu strukturu u atomskim spektrima. No-
belovac Leon Lederman u knjizi The God Particle: If the Universe Is the Answer, What Is the
Question? (1993.), hrvatski prijevod BoZja destica — Ako je Svemir odgovor, §to je pitanje?
(2000.), opisao je broj 137 kao vrlo “tajanstven”.

OVidi: Wikipedia.
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brojevi, kompleksni
Parovi realnih i imaginarnih brojeva, geometrijska im je predodzba u ravnini.

brojevi, mnogokutni
Brojevi poslagani u sheme kojima su osnove neki mnogokuti.
brojevi, negativni
Zrcalna slika prirodnih brojeva koji omogucéuju oduzimanje prirodnih brojeva.
brojevi, neparni
Cijeli brojevi koji nisu cjelobrojno djeljivi brojem 2.
brojevi, obilni
Prirodni brojevi za koje je zbroj njihovih cjelobrojnih djelitelja (osim samog sebe)
veéi od tog broja.
brojevi, opéi
Brojevi koji mogu poprimiti razli¢ite vrijednosti, ve¢inom su zapisani slovima.
brojevi, parni
Cijeli brojevi cjelobrojno djeljivi brojem 2.
brojevi, posebni
Brojevi sa stalnim vrijednostima, ve¢inom se zapisuju brojkama.
brojevi, prirodni
Brojevi koji opisuju brojnost bilo kakvih elemenata nekog skupa pocevsi od jedan.
brojevi, racionalni
Brojevi koji opisuju dijeljenje nekih cjelina.
brojevi, realni
Skup prirodnih, negativnih, racionalnih i iracionalnih brojeva, geometrijska im je
predodzba na pravcu.

brojevi, redni

Ureden skup cijelih brojeva poredanih po vrijednostima.
brojevi, rimski

Brojevi napisani rimskim brojkama po odredenim pravilima pisanja.
brojevi, transcendentni

Realni brojevi koji nisu algebarski.

brojevi, zagonetni
Brojevi koji sadrzavaju neke zagonetke i od davnina zaokupljaju ljude u trazenju
njihova tumacenja.

brojka, znamenka, cifra
Poseban grafem za zapisivanje brojeva.

brojke, arapske
Posebni grafemi za zapisivanje brojeva; prije devet stolje¢a posredovanjem Arapa
preneseni su iz Indije u Europu, danas gotovo jedini grafemi za zapisivanje poseb-
nih brojeva.

brojke, rimske
Nekoliko latini¢nih slova kojima su jednozna¢no pridruzene brojcane vrijednosti.
brojke, slovne
Slova nekog alfabeta kojima su pridruZzene broj¢ane vrijednosti u prirodnim bro-
jevima.
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brojnice
— nazivi brojeva
brojnost
Svojstvo nekog skupa da se njegovi elementi mogu brojiti.

cifra
— brojka

¢isla
— niske, molitvene

Diirerov magicni kvadrat
Cetverobroj¢ani magi¢ni kvadrat koji je 1514. godine prikazao renesansni slikar
i matematidar Albrecht Diirer u svojoj znamenitoj alegorijskoj gravuri Melanko-
lija I., s mnogim neobi¢nim matemati¢kim svojstvima, a pridaju mu se i mnoga
nematemati¢ka svojstva.

Fibonaccijev niz
Niz brojeva koji su svaki zbroj dvaju prethodnih ¢lanova niza stoga pravilo vrijedi
tek od treéeg ¢lana; nazvan po srednjovjekovnom talijanskom matematic¢aru Fibo-
nacciju.

gematrija
Sustav uporabe brojéanih vrijednosti neke rijeci ili izreke s osloncem na slovne
brojke, prvotno hebrejskog alfabeta.

glifi
— potezi

kabala
Misti¢na Zidovska tradicija, prerasla je u magiju brojeva i igru proricanja.

kalkulator
Opéenito ratunaljka, posebno naziv za elektronicki uredaj s programima za obavlja-
nje niza racunskih operacija.

kronogram
Brojé¢ani podatci, osobito o godini, zapisani unutar teksta posebno istaknutim slov-
nim brojkama primijenjenog pisma.

krunice
— niske, molitvene

kvadrat, magi¢ni
Kvadrati¢na shema u kojoj su poslagani brojevi po odredenim pravilima, imaju
mnoga neobi¢na matematicka svojstva, a pridaju im se i mnoga nematematicka
svojstva; prema broju brojeva u stupcima i redcima razlikuju se trobrojcani,
Setverobrojéani i dr. magiéni kvadrati.

magi¢ne sheme brojeva
Sheme u kojima su poslagani brojevi, kojih kombinacije imaju mnoga neobi¢na
matematicka svojstva, a pridaju im se i mnoga nematematicka svojstva.
misljenje, matematicko
Nagin uredenog misljenja o odredenim pravilnostima odnosa u svijetu matematic-
kih elemenata.
nazivi brojeva, brojnice
Rijedi nekog jezika jednozna¢no pridruZzene posebnim brojevima.
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Fibonacci sequence

Hrvatski Engleski Mjesta
broj, realni number, real 2.1.
broj, redni number, ordinal 2.1.
broj, slozen number, composite 6.1.
broj, transcendentni number, transcendental 2.1.2.
brojenje count; counting; numeration 2.2.
brojevi blizanci primes, twin 6.1.
brojevi, ¢udesni numbers, wonderful 6.1.
brojevi, posebni numbers, special 2.1.
brojevi, rimski numbers, Roman 4.2.4.
brojevi, savrSeni numbers, perfect 6.1.
brojevi, zdruZzeni numbers, amicable 6.1.
brojevni skup number set 2.4.3.
brojevni sustav number system 2.4.
brojevni sustav, poloZajni number system, positional 5.2.2.
brojka; znamenka; cifra figure; numeral; sign, numeral 3.3.
brojke, akrofonicke numerals, acrophonic 3.2.1.
brojke, arapske numerals, Arabic 5.
brojke, aticke numerals, attic 3.2.1
brojke, Brahmanske numeral, Brahmi 5.1.1.
brojke, egejske numerals, Aegean 3.3.4.
brojke, herodijanske numerals, Herodianic 3.2.1.
brojke, indijsko-arapske numerals, Hindu-Arabic 5.
brojke, rimske numerals, Roman; figure, Roman 423,
Catalanovi brojevi Catalan’s numbers 6.5.2.
cifra — brojka

¢islo — krunica

element (skupa) element; member; object 2.1.1
Fibonaccijev niz Fibonacci series; Fibonacci numbers; 6.6.2
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Hrvatski Engleski Mjesta
kalkulator calculator 2.2.
kronogram; kronografikon chronogram 42.2.
krunica; roZarij; Cislo; patrice; ofenasi |rosary 3.1.
kvadrat, magicni square, magic 6.5.3.
logika sudova — prosudbena logika
logika, matematicka logic, mathematical 24.1.
logika, prosudbena; logika sudova |calculus, propositional 2.4.1.
matematika mathematics, mathematic 2.7.2.
Mersenneovi brojevi Mersenne numbers 6.1.
milijarda billion 2.3.
nazivi brojeva names, number; numerals 2.3.
nistica; nula Zero 5.1.2.
niz, brojevni; slijed sequence 6.6.1.
nula — nistica
o¢enasi — krunica
omjer, gusti ratio, abundancy 6.1.
omjer, zlatni — rez, zlatni
parnost parity 2.1.2.
Pascalov trokut Pascal’s triangle 6.5.2.
patrice — krunica
primarni broj — broj, jednostavni
prim-broj — broj jednostavani
racunanje calculation; computation 2.7.1.
razlomak fraction 2.1.2.
red series 6.6.1.
rez, zlatni; omjer, zlatni cut, golden; ratio, golden 6.6.2.
rozarij — krunica
Sierpinskijev trokut Sierpinski triangle 6.5.2.
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English Croatian Passages
number one broj jedan 6.1.
number set brojevni skup 2.43.
number system brojevni sustav 2.4.
number system, positional brojevni sustav, polozajni 5.2.2.
number, abundant; number, excessive broj, obilan 6.1.
number, algebraic broj, algebarski 2.1.2.
number, complex broj, kompleksni 2.1.
number, composite broj, slozen 6.1.
number, decimal broj, decimalni; broj, desetni 2.1.
number, excessive — number, abundant

number, friendly broj prijatelj 6.1.
number, general broj, op¢i 2.1.
number, grammatical broj, gramaticki 2.6.
number, imaginary broj, imaginarni 2.1.
number, irrational broj, iracionalni 2.1.
number, natural broj, prirodni 2.1.
number, negative broj, negativni 2.1.
number, numeral broj 2.1
number, ordinal broj, redni 2.1
number, prime E;gj: in?;‘;ﬁfg’l;igr’of rost; 6.1.
number, rational broj, racionalni 2.1.
number, real broj, realni 2.1.
number, solitary broj, osamljeni 6.1.
number, transcendental broj, transcendentni 2.1.2.
numbers, amicable brojevi, zdruZeni 6.1.
numbers, perfect brojevi, savrSeni 6.1.
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English Croatian Passages
numbers, Roman brojevi, rimski 424,
numbers, special brojevi, posebni 2.1.
numbers, wonderful brojevi, cudesni 6.1
numerals, acrophonic brojke, akrofonicke 3.2.1.
numerals, Aegean brojke, egejske 3.34.
numerals, Arabic brojke, arapske 5.
numerals, attic brojke, aticke 3.2.1.
numerals, Brahmi brojke, Brahmanske 5.1.1.
numerals, Herodianic brojke, herodijanske 3.2.1.
numerals, Hindu-Arabic brojke, indijsko-arapske 5.
numerals, Roman; figure, Roman brojke, rimske 42.3.
numeration — count
odd broj, neparni 2.1.2.
parity parnost 2.1.2.
Pascal’s triangle Pascalov trokut 6.5.2.
primes, twin brojevi blizanci 6.1.
quadrillion bilijarda 2.3.
ratio, abundancy omjer, gusti 6.1.
ratio, golden — cut, golden
rosary lgrél;?lia?; rozarij; Cislo; patrice; 31
sequence niz, brojevni; slijed 6.6.1.
series red 6.6.1.
Sierpinski triangle Sierpinskijev trokut 6.5.2.
sign, decimal znak, decimalni 5.2.2.
sign, numeral — numeral
square, magic kvadrat, magicni 6.5.3.
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7.5. Kratice i znakovi

engl. engleski
franc.  francuski
aré. greki

hrv. hrvatski

kat. katalonski

lat. latinski

mad. madarski
njem.  njemacki

rus. ruski

stsl. staroslavenski
ukr. ukrajinski

— vidi

~ oko, sli¢no, odgovara
~ priblizno jednako
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