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PREDGOVOR

Ova knjiga, I. dio Elektri¢nih titrajnih krugova, ¢ini zaokruZenu cjelinu,
a namijenjena je u prvom redu studentima elektrotehnike.

Kod pisanja nastojao sam, da mi izlaganja budu S$to potpunija i jasnija.
Radi toga sam i matematicka izvodenja unio u tekst ne$to opSirnije, neosta-
vljajuéi ni$ta neobjasnjeno. Student se na taj nacin priucava na egzaktan rad.
Takav nalin izlaganja usvaja se sve viSe i postaje gotovo standardan u novijoj
didakti¢koj literaturi, a osim toga, na taj nalin knjiga postaje pristupacna i za-
interesiranom visokokvalificiranom stru¢njaku iz prakse.

Paralelno s matemati¢kim izvodenjem, nastojao sam istaknuti i fizikalni
sadrzaj formula. U tom smislu sam narocito pokuSao objasniti bitnu razliku
izmedu raznih vrsta vezanja, te su stoga ta poglavlja kod nepriguSenih veza-
nih krugova — gdje se ta razlika moZe najbolje uociti — Sire obradena, nego
§to se to inace susre¢e kod drugih autora. Isto su tako, izmedu ostalog, nesto
Sire obradena poglavlia o treptaju, o krugu s dva paralelna ogranka i o vezanim
krugovima pri narinutom sinusovom naponu.

Pri oznacivanju veli¢ina vezanih krugova primijenio sam simboliku, za koju
mislim da je logi¢na, i da se iz nje razabire medusobna organska povezanost
cjelokupne materije.

Navodim vaZniju literaturu, kojom sam se uz ostalo sluZio, sloZzenu po
abecednom redu prezimena autora. Kod tih knjiga naveo sam godine onih
izdanja, kojima sam raspolagao, iako je vise navedenih djela izaslo i u novi-
jim izdanjima.
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A. UVOD

U prirodi vrlo &esto opazamo gibanja, koja nazivamo titraji. Takva gibanja
igraju vrlo vaznu ulogu u fizici i tehnici. Kod titranja energija prelazi u izvje-
snom ritmu iz jedne forme u drugu. Osim takvog nalina prelaZenja energije,
nailazimo u prirodi i na slucajeve, kad se to ne zbiva ritmicki. Na pr. kod
ispraznjivanja kondenzatora kroz omski otpor, elektriCna energija pretvara se u
toplinsku energiju kontinuirano, bez ritma. Postoji i energija, koja uople ne
mijenja svoju formu, na pr. potencijalna energija kamena, koji na izvjesnom
nivou miruje.

Izmedu neizmjerno mnogo primjera titranja navest ¢emo nekoliko. Kla-
si¢an primjer titranja je gibanje njihala. Titranje je i treperenje lif¢a na vjetru,
ritmi¢ko kucanje srca, kao i gibanje zraénih Cestica, koje prouzrokuje izvor
zvuka. Nadalje, i svijetlo je objasnjeno kao titranje elektromagnetskog polja.

U Sirem smislu, kao titranje moZemo shvatiti uopce svaku ritmi¢ku pro-
mjenu stanja bilo koje fizikalne velitine, dakle, prema tome bi se u titranje
ubrajala i ritmi¢ka promjena temperature, barometrickog tlaka i t. d.

Gotovo sve pojave titranja mogu se dovoljno to¢no predotiti jednostavnim
sinusovim ili harmoni¢kim titranjem. StoviSe, najvazniji titraji u prirodi odgo-
varaju vrlo to¢no toj slici, na pr. zvuk jednostavnih tonova, jednobojne zrake
svjetlosti, koje dobivamo iz prizme i t. d. Konatno, po Fourieru, sve perio-
di¢ke pojave dadu se rastaviti i prikazati kao kombinacije harmonickih titraja,
naravno ukoliko vrijedi zakon superpozicije.

Tokom proucavanja, saznat ¢emo, da svaki sistem, koji sadrZi energiju, a
prepusten je sam sebi, Zivi svojim zasebnim, posve tocno odredenim ,,slobod-
nim ritmom<. Medusobno vezani i sebi prepusteni sistemi, Zive upravo s to-
liko ,,vezanih ritamas< od koliko se jednostavnih sistema sastoje, ali su pri tome
ti pojedini ,,vezani ritmic razli¢iti od onih ,slobodnih ritama, koje bi ti
jednostavni sistemi imali, da nisu vezani, nego da postoje sami za sebe. Ti
,vezani ritmi¢ ipak se medutim baziraju na onim ritmima, koje bi imali njiho-
vi jednostavni komponentni sistemi, da se razvezu, da postanu slobodni, a ste-
pen toga baziranja ovisi 0 stepenu povezanosti pojedinih sistema. :

Promatraju¢i prirodu upravo s toga stanovista, razabrat ¢emo, da razlog,
$to se neki sistemi nazivaju organizmima, leZi u tim zajednickim vezanim pulso-
vima ili ritmima. Sistemi zajedno nagomilani u nekom prostoru, ali nepovezani,
ne bi imali zajedni¢ke pulseve i ne bi Cinili organizam. Tek zajedno povezani,
sainjavaju organizam, jer dobivaju zajednitke Zivotne ritme, pulseve.



Stvar je sada nau¢nog razmatranja, da se pronade optimalni stepen
povezanosti tih pojedinanih sistema, bili oni pod utjecajem vanjske sile ili
ne, da bi organizam bio najefikasniji, t. j. da bi titrajno prelaZenje izvjesnih
fizikalnih veli¢ina iz sistema u sistem — na pr. energije, struje ili napona —
odgovaralo postavljenim ciljevima.

Razumije se samo po sebi, da je prema naprijed navedenom promatranje
pulsa organizama od ogromnog znaenja ne samo u fizici, nego jo§ viSe u bio-
logiji, te da ¢e se samo na tom putu mo¢i potpuno otkriti povezanost izmedu
,smrtvess i ,,Zives prirode.



B. MATEMATICKI IZRAZ ZA POJAV TITRAJA

1. GAUSSOVA RAVNINA I PRAVAC TITRANJA. HARMONICKI
TITRAJ I NJEMU PRIDRUZENI VERZOR.

Prije svega potrebno je malo pobliZze objasniti kako ¢emo oznalivati kut.
.. " sic i : 180°
Vrijednost kuta izrazava se u radijanima, t. j. 1257,3° = ____9__3 1,57=90°
¥l
3,14>180° 6,28 ~360° i t. d. (Znak =~ znadi »odgovara«), Pri crtanju kut se
oznatuje s dva kraka i lukom, te strelicom na jednom kraju luka, ve¢ prema
tome na koju se stranu luk otvara. Obzirom na izabrani pozitivni smjer bit ¢e

\ Cvrstt krak évrste krak

5

Sl 1.

kut pozitivan ili negativan. Na sl. 1. kao pozitivni izabrali smo smjer s desna
na lijevo, ali se razumije, da smo mogli izabrati i protivni smjer, t. j. s lijeva
na desno. Kut « je pozitivan, a kut § je negativan. Isto tako je u naSem slu-
Caju i kut («--f) pozitivan. Vidi se, da se kutovi zbrajaju tako, da se na
Siljku luka prvoga kuta nastavlja pocCetak luka drugoga kuta.

U uvodu smo ve¢ spomenuli, da je najvaznije titranje harmonicko titranje,
kojemu uz odabrani pozitivni smjer okretanja moZemo pridruZiti jednoliko kru-
Zzno gibanje tocke P prema sl. 2. gore. Samo titranje zbiva se fizikalno na
»praveu titranjac. Tocka O je srediSte titranja, a titraj je u jednom smjeru
pozitivan, a u drugom aegativan. Momentana vrijednost titraja je OP’. Titraj
moZemo izraziti sinusom ili cosinusom, t. j. OP’ = OPsin« = OPcosf. Prema
nacrtanom poloZaju kraka OP na navedenoj slici kut « je pozitivan, a kut

negativan, ali mogu biti oba pozitivna, na pr. kad bi se tocka P eventualno
nalazila u poloZaju oznatenom s M.
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Ako se je u poCetku razmatranja krak
OP nalazio u nacrtanom poloZaju, onda ce
nakon vremena ¢ krak ili verzor OP prijeci kut
ot i novo stanje titraja prema sl. 2. dolje bit Ce
OP" = OP sin (& + wt) = OP cos (B + w?).

Sada ¢emo izraziti vaznu cinjenicu, ko-
jom smo se do sada ¢utke posluzili, t. j. uz
odabrani pozitivni smjer okretanja verzora,
kod sinusovog titranja mijeri se predeni kut .
od poloZaja verzora, koji odgovara sredidtu
titranja i pozitivnoj tendenciji porasta titraja,
a pri cosinusovom titranju od poloZaja verzora
u pozitivnom maksimumu titraja. ,

Kao $to se vidi, stvar je sasvim slobod-
nog izbora, da li ¢emo neki titraj tretirati kao
sinusov titraj ili kao cosinusov titraj.

Najveca apsolutna vrijednost titraja naziva
se amplituda, te je tolika i duZina pridruZenog
verzora. Za odredivanje momentanog poloZaja
verzora prema pravcu titranja potrebna su
Cetiri podatka i to 1.) amplituda, 2.) momen-
tana vrijednost titraja, 3.) tendencija porasta
ili pada vrijednosti titraja i 4.) pozitivni smjer
okretanja.

Kao $to je poznato, pri predocivanju
kompleksnih matematic¢kih izraza sluZzimo se
Gaussovom kompleksnom ravninom. Na sl. 3..
nacrtan je iztaz R +jX =L = Ze/®*) Kom-
pleksne veli¢ine oznaCivat ¢emo na crteZima
pisanim slovom u sredini duZine, koja ih predocuje, ili Stampanim slo-
vom uz vrh, §to onda oznatuje njihovu apsolutnu vrijednost. Ako se radi o
statickoj veli¢ini, vrh ¢emo oznatiti popre¢nom crticom. Kompleksnom ravninom

Slika 2.

PPE,//‘ +
s Z B "

i ’V * * 0>
i\ & i
I R ! Z
| Z 54{ 53 5:,—-—1 5"
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_xi

oo x o -l *] 0 5 5 7 37
Slika 3. Slika 4.

i njenom metodikom moZemo se uspje$no posluziti, da oznalimo poloZaj ver-
zora, kojeg ¢emo vrh oznaliti strelicom, za razliku od statickih kompleksnih veli-
&ina. Verzor je samo geometrijsko kinematicka veliCina bez daljnjeg fizikalnog

*) To se piSe jo§ jednostavnije Z|C.



11

i(+%)
znacenja. ([ Kako je €\ 2/ =j, to znaci, da ¢e veli¢ina, koja se nalazi u pozitiv-
nom smjeru realne osi zaokrenuta za -}- — > Pasti u pozitivni smjer imaginarne
osi. Prema tome, pozitivni smjer okretanja Gaussove ravnine je onaj, kojim se

za + - 1z pozitivnog smjera realne osi dolazi u pozitivni. smjer imaginarne osi.

2
.0-9'.‘"_-_- .‘,)_,/ i
[ ]
- + i Z

zZ |

7 £
poz 0 neg
S| '-"_0 B +] pravac fifranja )

Slika 5. : Slika 6.

Prema tome i ovdje bi prema slici 4., kao i kod prije spomenutog verzora, po-
stojale obje mogucnosti, t. j. da se za pozitivni smjer Gaussove ravnine uzima
smjer protivan kretanju kazaljke na satu ili smjer kretanja kazaljke na satu. Kut
se mjeri od pozitivnog smjera realne osi te je {, pozitivan, a ¢, ne-
gativan kut. MnoZenje verzora s ,j¢ znali samo njegovo zaokretanje za

—- 1 nista viSe. To nipodto ne znali neko prelaZenje iz fizikalne ,,realnostic
5 p p ]

u ,imaginarnosts,

Neka je naSem verzoru pridruZeno titranje struje. Radi toga smo na
sl. 5. prija$nji verzor OP oznatili sa J. Ako Zelimo naéi verzor napona ¥,
morat ¢emo izvrSiti operaciju g -F = & t. j. zaokrenuti verzor za kut C i
pomnozZiti [-Z = E. Pri tome smo iz Gaussove ravnine na istoj slici desno,
saznali vrijednosti { odnosno Z. Takva manipulacija je prostorno prili¢no ne-
zgodna, no niSta nas ne prije¢i, da ta dva crteza medusobno prekrijemo. Glavni
je preduviet za to, da je na obim crteZima smjer okretanja isti.
Nadalje se prilikom prekrivanja moraju pokriti oni dijelovi, od kojih se
broje kutovi, jer bi inate postojale dvije vrste kutova. Ako smo na$ titraj
shvatili kao sinusov titraj, Gaussovu ravninu superponirat ¢emo prema sl. 6.,
t. j. pozitivni dio realne osi i srednji poloZaj verzora, od kojega se broji kut a,
moraju pasti zajedno. Kao posljedica toga, imaginarna os i pravac titranja pali
su u zajednicki pravac. Od sada nikako ne smijemo zaboraviti dvojako zna¢enje
toga pravca. SluZeCi se, naime, metodikom kompleksne ravnine, uz titrajne vri-
jednosti, kad s njima izvodimo ratunske operacije, stavit ¢emo faktor ., 7¢¢, bu-
du¢i da su te vrijednosti ,,imaginarnes,

Medutim, obzirom na pravac titranja, koji je pokriven imaginarnom osi,
te su veliCine za nas i dalje fizikalno realne i moé¢i ¢emo ih izraziti — odba-
«civdi kompleksnu ravninu, dakle faktor ,,j« — kao obi¢ne sinusove komponente
verzora. To ¢emo shodno utiniti ovako: Im (jB) = B. O tome ¢emo jo§ govoriti.
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Da smo na$ titraj shvatili kao cosinusov titraj, kompleksnu ravninu mo-
rali bismo superponirati prema sl. 7. t. j. pozitivni dio realne osi i pozitivni dio
pravca titranja moraju pasti zajedno, jer se od njih broje kutovi. Sada imamo
tu prednost, da su nam fizikalno realne vrijednosti titraja na pravcu titranja
ujedno realne i obzirom na Gaussovu ravninu, dakle unutra$nji sklad prikazi-
vanja bolji je nego prije. Usprkos te oevidne prednosti, mi ¢emo titraj shvatiti
kao sinusovu funkciju, kod Cega se imaginarna os i pravac titranja pokri-
vaju, jer je sinusov titraj kod nas vise udomacen, iako se, naro¢ito u

novijoj anglo-americkoj lite-
g raturi, sve viSe pojavljuje co-
' sinusov titraj. Medutim, bu-
ﬁ du¢i da nam je unutra$nja
povezanost imaginarne osi i
3 3 : pravca titranja postala jasna,
ne ¢emo imati nikakvih po-
; teSkoca. U americkoj litera-
* 0 K * i K turi, dvojako znatenje one
pravac liranja . osi Gaussove ravnine, koja
je ujedno i pravac titranja,
- |ree o oznacuje se na taj nacin, da
) _ joj se dodaju jos slova P.A.

Slika 7. ' Slika 8. t. j. Projection Axis.

Ako imamo neki kompleksni izraz (4 - jB), kod ¢ega se, naravno, umje-
sto 4 i B, u danom slu¢aju u izrazu mogu nalaziti i vremenski promjenljive
veliCine, t. j. A(z) i B(r), onda na taj izraz moZemo primijeniti operatore ‘R e
i 9ms te e njihovo znalenje, shodno dogovoru, biti:

Re(A+jB)= A4
Im(A +jB) = B (dakle ne jB!)

Ukoliko nije narocito odredeno, prema sl. 8. obi¢no ¢emo verzor struje
stavljati u realnu os, jer je tada smjer od % wujedno i smjer verzora ¥.
Pritom c¢emo taj poloZaj strujnog verzora oznaliti s I, iako to nipo§to ne
znaCi — kako ve¢ znamo — da je ta veli¢ina sada fizikalno realna, a da
inace nije, nego znai samo to, da je pocetni kut verzora nula, shodno jedna-
dzbi I’ = I.

Realnu os Gaussove ravnine crtat ¢emo vertikalno, a imaginarnu os,
prema tome, horizontalno. To ¢inimo s toga razloga, jer se u matematici, u
Cartesiusovom sistemu, titranje realnih harmoni¢kih funkcija, na pr. y = sinx
it d., ve¢ u srednjoj Skoli- obi¢no predotuje tako, da se ono zbiva u ovisnosti
od x u vertikalnom smjeru.

Da bismo zadrzali didakti¢no jedinstvo, to ¢emo i mi smatrati, da se realni
titraji dogadaju u vertikalnom smjeru, a ,,imaginarni« u horizontalnom smjeru,
iako je to, naroCito u anglo-americ¢koj literaturi, upravo obrnuto.

SL 9. prikazuje nacin, kojim bismo eksperimentalno dobili sinusoidu, t. j. ako
bismo ispod mase M, koja titra pribliZno harmoni¢kim titrajem i nosi pisaljku,.
povlacili jednolikom brzinom papirnatu traku. Kod crtanja harmonicke funkcije,
na pr. cosinusoide, ne treba zaboraviti, da je prema sl. 10. momentana vri--

+ | poz

jednost kod upravo jednaka polovici amplitude.
) 3 P
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Trajanje jedne periode je vrijeme, potrebno, da verzor opiSe kut 2 m, t. j.

(of, + o) — (0t + o) =27

2T
t,—t, =—= T sec.
W

L f je ,numericka frekvencijas, t.j. broj titraja u sec. Broj titraja u 27 se-

Coly)

R
—
i = s

kdt

gibarye papira
zaokrela

Slika 9. Slika 10.

: . 2T F . TY .
kundi, t.j. 2nf=- =0 naziva se ,,kruzna frekvencijasc i ima takoder dimenziju
sec”'. ,,Kruzna frekvencija« oznacuje i kutnu brzinu verzora u radijanima na
sec.

Osim nacrtanim verzorom u Gaussovoj ravnini, koji se kadSto naziva i
radij-vektorom, za razliku od pravih vektora, harmonicki titraj moZemo pre-
do¢iti jos na tri nacina i to: 1.) u Cartesiusovom koordinatnom sistemu
(o ¢emu smo ve¢ govorili) prema slici 11., 2.) analiticki, t.j. y = Asin(wt 4 ¢)

&(t)

ANNVAN
\/ \ ¢ :

Slika 11. Slika 12.

=1

i 3.) simbolicki, t.j. of , = & jfmc""‘” odnosno jer je pocetni ¢f ,,, = 4 ¢’?, to ée biti

o, = AT Kako je /@t = A cos (0 1+ ¢)+j Asin (o 4 ),to simbo-
licki nacin sadm u sebi, jednako kao i njegova geometrijska interpretacija, t. j.
nacrtani verzor, i cosinusov i sinusov titraj, od kojih vrijedi samo jedan. Sim-
boli¢ki izraz, jednako kao i verzor u Gaussovoj ravnini, igra prema tome
ulogu ,totum pro parte (lat. sve umjesto dijela).

Dva harmoni¢ka titraja jednakih frekvencija daju rezultantni harmonicki
titraj iste frekvencije. Na sl. 12. vidi se zbrajanje njihovih pridruZenih verzora
o 1 W u rezultantni verzor §.
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Promotrit ¢emo jo$§ i analiticki izraz.
Asin(wt + ¢) = Asingcoswt + Acospsinwt =Ccoswi + Ssinwt.

Asing =C
Acosp =S
JC+S'=4

arct € _
Eg=¢9

Na sl. 13. nacrtan je poletni poloZaj verzora amplitude 4 i komponentmh
verzora amplitude C, odnosno S, te poloZaj nakon njihovog zaokreta za kut wt.

Vidi se, da je O2 = Ol + 12 = O1 + C3, gdje je O1 = OCcosw?, a C3=AC
sinw?, odnosno O1 = Ccoswt, a C3 = Ssinwt.

9/ | pravor

L\ rﬂ litranja

neg-

neg.

%
~
Ea

poz, 2? ‘\‘Z‘;‘ It t | pravac
& ‘e.‘.‘ : \ -~ titrarja

Slika 13. Slika 14, Slika 15.

Razumije se, da ¢emo kinematski dobiti isti rezultat, ako verzori ,,miruju<,
dok se pravac titranja, koji se tada naziva i ,,vremenska linijac¢, okrete s — w.
U vremenu ¢ okrenula se je vremenska linija za — w1z, te vidimo, da su od-
nosi na sl. 14. potpuno jednaki odnosima na preda$njoj slici, jer se sva tri
verzora nalaze u istom nagibu prema momentanom poloiaju vremenske linije
kao prije prema pravcu titranja. Vremenska linija providena je na jednom svom
vrhu strehcom, te ¢e sve projekcije ,,mirnih« verzora, koji u nekom casu ¢
za vrijeme njene vrtnje padnu na tu stranu, dati pozitivne vrijednosti titraja, a
one, koje padnu na stranu bez strelice, dat ¢e negativne vrijednosti titraja.

Izraz Asin(wt - ¢) moZe se shvatiti i kao

A cos ((:)I—{—cp-—-—;-:—) = Acos(wt—{) = Acosdcoswt+ Asinysinwt =
=Ccoswt 4 Ssinwt.

Kut(_@:(_g) il 2=+ o)

Na nasoj slici 13. ¢ je manji od ; te je radi toga ¢ pozitivan, a (— {)
negativan.
C = Acosy
S = A4sin{

arctgg =1
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Na naprijed navedenoj slici S i C uzeti su kao pozitivni, ali, naravno, oni
mogu imati i negativni predznak. Na sl. 15., na pr., ima C pozitivni, a S ne-

gativni predznak. Stoga ¢e — ,kaoi_, biti negativni. Opet ¢e momentana vri-

F C
jednost titraja biti Asin(wt + ¢), gdje je ©7> ¢ > % ili A cos(wt—1¢). Sada je
¢ = arctg rol negativan kut, jer je komplementan kutu ¢, koji je veci od% ipre-

ma tome je — ¢ pozitivan kut.

(=1
i
e -

<

.

o

-~
LY

wA

Slika 16. .Slika 17.

Za razliku od harmonickih titraja, dva periodicka, ali neharmonicka titraja
jednake frekvencije i oblika, ne ¢Ce dati rezultantu istog oblika, nego e taj
oblik biti razli¢it od njihovog. Frekvencija rezultante bit ¢e, medutim, ista kao
i frekvencija obiju komponenata. To se vidi na sl. 16., gdje su zbrojene dvije
trokutaste funkcije jednake frekvencije.

Ako diferenciramo gf, = ¢f ;€' = Ae’“@' T po vremenu, to de biti:

Ae _ ;o aei@+o _ o gei(er+ot 7).
de
Diferencijalni kvocijent harmoni¢kog verzora po vremenu je, dakle, prema
sl. 17. brzina, kojom vrh verzora kruZi po obodu kruZnice, koja predstavlja
hodograf harmoni¢kog verzora. Pri povoljnom neharmoaic¢kom, vremenski pro-
mjenljivom verzoru (prema sl. 18.), ¢iji je hodograf neka krivulja, diferencijalni
kvocijent po vremenu bila bi brzina v vrSka promjenljivog verzora, dakle tangen-
cijalno na hodograf, te bi osim normalne komponente »,, imala jo§ i radijalnu
v, t. j. U smjeru samog verzora. _

Ako izraz za gf, integriramo, t.j. [ gf,dt = [ Ae’“'+? dz, dobivamo odba-

™

. 1 :
civS§i konstantu*) }% A @9 Kako je e e/ (_ ?) to je prema sl. 19.

A Wl
J-.Qf;dl = —e’("’””“ 2_).
©
Vidi se, da je integriranje inverzna operacija od diferenciranja, jer se primije-
njene uzastopno medusobno ukidaju.

*) Kod izmjeni¢nog napona u krugovima, konstanta stacionarnog naboja kao integrala
struje, jednaka je nuli.
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Napomena: Razumije se, da
kod neharmonic¢kih veli¢ina, kao
§to su prelazne struje i naponi, na-
vedene operacije ne bismo mogli iz-
vrsiti jednostavaim mnoZenjem ili
dijeljenjem s j w. Akoseradi samo o
stacionarnom stanju kod harmo-

ni¢kog napona ¥ e’ i harmonicke
struje I/, moZe se, u vezi na-
vedenoga, na pr. jednadzba

: d 1 (.
e:Rz+Ld[ -|" é‘fl'df

<

3

1
Jhat

Slika 18. Slika 19.
pisati i ovako:

11 _
3011 jot jut__ i jwl
2e’” =R +Ljw ge ijge

U ¢asu ¢ — 0 ta jednadzba poprima oblik:

i : I 1.

i onda, ona interpretirana u Gaussovoj ravnini, predstavlja ,,verzorski prikaz¢,
koji prikazuje verzore u casu ¢ = 0.%).

2. TREPTA]J I NJEGOV DIFERENCIJALNI KVOCIJENT
PO VREMENU. DEGENERIRANI TREPTA]

Treptaj je zbroj dvaju sinusovih titraja razlicitih frekvencija, te je naro-
¢ito dobro izraZen, ako se obje frekvencije w, i w, vrlo malo medusobno razli-
kuju. Medutim, to nije nikakav uvjet, nego se opcenito svaki zbroj dvaju sinu-
sovih titraja razli¢itih frekvencija — dapaée i onda, kad im je odnos ®,:w,=
= l:n, gdje je n cijeli broj — smije smatrati treptajem. Tada se, naravno,
mozZe - govoriti o degeneram}l trepta]a, analogno kao kod slucajeva, koje cemo ka-
snije navesti, t. j. kad je na pr. (w,—~w,) prema w, vrlo veliko.

Najprije ¢emo plOllCltI uvjete pod kojima je treptaj perioditan. Izraz
za trepta] glasi

a—=A sm(m r+cp) -+ A, sm(mt + @,)-

Ako postou perl()dl(.nOSt u vremenu 7, ondd to znaci, da se je u tom vremenu
svaki kut uvecao za multiplum od 2. Mora biti

a=a,= A sin(o,t+ o T,+¢)+ 4,sin(w,t 4+ o, T, + ¢,)

*) Pocetnik, zaveden crtezom, kadS$to zaboravlja, da je u verzorskom prikazu odnos
fizikalnih 'veli¢ina postao ,,geomctn)skz“ zato, §to smo kao pomagalo uveli verzore, koji sluZe
kao ,,totum pro parte, a da je pravi odnos tih veli¢ina algebarski. Tada u n;egovm svijesti
nastaje neka ¢udna ,,geometrijska“ elektrotehnika, kao da na pr. fizikalni naponi djeluju me-
dusobno-okomito i t. d.
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kod Cega mu je o, T, =a2n te w,1,=B2x, iz Cega slijedi o,:0, = a:f.
Brojevi « 1 3 su cijeli brojevi, koji nemaju zajedni¢ke mijere.
Perioda treptaja iznosi

_ot21r_ oc2‘rc_

Tz— ml = '—27:- = GtTI
T
ili
B2n PB2x
s N kAN e LAY
: o, 27 BT,
T

a

Buduci da su opcenito « odnosno B vedi od 1, zaadi, da je perioda treptaja
veta od jedne i druge periode komponenata. Ako je odnos o, :w, takav, da se

ne moZe izraziti racionalnim brojem, na pr. ako taj odnos iznosi V2 ‘ili 7, ne
mogu se naci dva cijela broja « i, te je onda treptaj neperiodi¢an, pa se duz
Citavog svog vremenskog zbivanja pojav nikad ne ponavlja.

2

[

/
k

Sy

o 2(AA) — —

i o i s R o o ot

Slika 20. Slika 21.

Ako prema sl. 20. zamislimo, da sjedimo na verzoru s amplitudom 4,
drugi verzor okretat ¢e se prema nama kutnom brzinom ®,— . Ako bismo sjeli
na verzor s amplitudom A, prvi verzor okretat Ce se prema nama kutnom
brzinom ®,— w,. Ako je ®,> ® *) i ako su se u pocetku oba verzora pokri-
vala, to ¢emo do ponovog pokrivanja u prvom slucaju, kad je vrtnja verzora

o C 2T .
A, prema nama pozitivna, trebati vrijeme 7= ————, a u drugom slu¢aju, na-
; ” —2n I ¥ i 4 :
ravno, isto vrijeme 7= ——— . Kod pokrivanja zbroj verzora bit ¢e maksi-
W, —©
1 2

malan i iznosit ¢e 4, 4 A4,, a u opoziciji ¢e biti minimalan i iznosit ¢e 4, — A4,.
To se vidi na sl. 21. Vrijeme T je vrijeme trajanja periode dodirnice treptaja,
za razliku od T, t.'j. periode samog treptaja.

Proucit ¢emo sada treptaj analiticki.

a = A,sin(o,t -+ ) + 4,500 0,1+ 9,

*) Ta nejednadZba ¢e vrijediti tokom Ccitave dedukcije.

92 B, Svarc: Elektri¢ni titrajni krugovi
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Ako stavimo »,—w, = Aw, iz fega je w,=o, +Aw, kao i ¢,—¢, =Ag, iz
Cega je @, = ¢, + Ag, pisat cemo da je

a= A sin(o,t+¢)+ 4,sin[(0, + Aw)t + o, + Ag] = A, sinw, rcose, |

+ A, cos , tsing, + A,sin (o, + Aw)rcos(p, + Ag) + A4,cos (o, +
+ Aw)tsin(p,+Ag) =

— A, sinw, tcos@, + A cosw, tsing, + [A4,cos (¢, + Ag)] [sirim1 tcosAwt 4
+ cos o, tsinAwt] + [4,sin (¢, + Ap)][cosw, tcos A wi—
—sino, tsinA o] = _

= sinw, t[A,cosq,+ A,cos(p,+Ap)cos Awt— A, sin (¢, +Ag)sinAw] +

Ovaj izraz nazvat ¢emo S (1)

+cosw, t[A,sing, + A cos(p,+Ag)sinAwz -+ A,sin(p,+A¢)cos A wi]

Ovaj izraz nazvat ¢emo C (1)

Prema tome je:
S(t) = A,cosp, + A,cos[(p, + A¢) + Awt] = A, cosep, + A,cos(p, + Awi)
C(t) = A, sing, + A,sin[(p, + A@) + Awt] = 4,sine, + A4,sin(p, + Awt)

Znadi, da su izrazi S(t) i C(r) promjenljivi
s vremenom, i da su u svakom Casu sinusova
odnosno cosinusova projekcija zbroja pocetnog
poloZaja ,,mirnoge verzora amplitude A, oko
¢ijeg vrska kruZi jo§ verzor amplitude A4, kut-
nom brzinom Aw = w,—»,. Razumljivo je,
da prema vremenskoj liniji ni verzor ampli-
tude A4, nije miran, nego da se prema njoj
okre¢e svojom kutnom brzinom w,
Izraz zatreptaj [sin w, ¢S (£) 4 cos w, 1 C(£)]
Slika 22. Slika 23. mogli bismo pisati kao P () sin[w, ¢4 B (2)], gdje
je P(r) promjenljiva amplituda verzora, a
B(¢) njegova promjenljiva faza. To bi, dakle, bio titraj s amplitudnom i faznom
promjenom (ili ,,modulacijom¢), odnosno ukoliko bi zamislili, daje pocetni kut
B(0) i dalje ¢vrst, a da se frekvencija mijenja, onda s amplitudnom i frekveat-
nom modulacijom. O tome ¢emo jo§ govoriti. Budu¢i da je svejedno da li se
verzor okreée s ®,, a vremenska linija miruje, ili da se vremenska linija vrti
s —w,, a ,verzor da miruje, to ¢emo, radi lakSeg promatranja, izabrati ovo
potonje, t. j., da se vremenska linija, koju smo na slikama 22. i 23. oznalili s
v. L, vrti s —,. Njen pozitivni dio providjeli smo strelicom i projekcija
vr$ka verzora amplitude A4, na taj dio vremenske linije znali pozitivou vrijed-
nost titraja. Na sl. 24. nacrtan je diferencijalni kvocijent treptaja po vremenu
s amplitudom R(r) odnosno u t=0 s amplitudom R(0). Vidi se, da je i taj
diferencijalni kvocijent, koji smo dobili zbrajanjem diferencijalnih kvocijenata
obih verzora samog treptaja, takoder treptaj, te da uzev$i opcCenito, njegov pro-
mjenljivi verzor amplitude R(z) nije okomit na promjenljivom verzoru amplitude
P(7). To je slucaj samo onda, kad su oba harmonitka komponeatna verzora
prvog treptaja (a prema tome i njegovog diferencijalnog kvocijenta) u istom pravcu.
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Toctke treptaja u tom c¢asu odgovaraju harmoni¢kim funkcijama. Ako
uzmemo na pr. polozaj prema sl. 25., luk, koji opisuje vriak verzora amplitude
A,, bit ¢e 4,(v,— w )Ar. Budu¢i da u taj as moZemo shvatiti, da je taj luk
Aa(mz_ m1)At

; mplitude (4, + 4,) zna¢i, da mu je kutna_brzi :
opisao verzor amplitude (4, +A,) znati, da mu je kutna brzina <=t

K toj brzini prema vremenskoj liniji pridolazi jo§ o, t.%j.

A,(0,— o) A0, + 4o
Ad+4, "T™T 7414

W £ b ®*
G’/Ml 7
N 5
S & pocetnt o‘/ ~Demensta fing
/ \ polozay P 4
$ F vremenske
/! "linije 2
,U]ﬂ A h"TH'
1%
V"* ﬁ.\ UgAz
37 A %
c,\ ®
3
Slika 24. Slika 25. Slika 26.

Amplituda diferencijalnog kvocijenta jednaka je umnosku amplitude prvot-
nog verzora i njegove kutne brzine, t. j.
A,0,+ A o
(Al + Az) '27/1?_1__;42__ - Aa ®, + Alwl'
U polozaju najmanje amplitude (4,—A,), prema sl. 26., verzor amplitude 4,
opisao bi kao i prije luk A4,(w,— )Az. Ako shvatimo, da je to opisao verzor
amplitude (4,— 4,), njegova kutna brzina je negativna, t. j. s lijeva na desno,

S it A : .
jer se on u taj ¢as tako okreCe, dakle - g&*fiﬁ Az;’k)t L. prema vremenskoj
liniji bila bi kutna brzina analogno kao i prije

_Az ((02—'(01) _ Al W, '_Az ®,
A, T A-d

a amplituda diferencijalnog kvocijenta 4 ® — A4, ®»,. Te harmonicke tocke na-
stupit ¢e u &asu najveCeg i najmanjeg P(r), dakle, za vrijeme periode dodirnice
samo dva puta.

Do sada smo uzeli, da je veéi verzor ,,miran< i dobili smo verzor pro-
mjenljive amplitude P(z), koji se njide oko svog srednjeg poloZaja. Ako
izmijenimo uloge harmoni¢nim verzorima prema sl. 27., izmijenit ¢e, naravno,
svoje uloge i obje kutne brzine w, i @, te ¢emo dobiti verzor amplitude P (¢), koji
se viSe ne njise, nego se progresivno vrti, a kutna brzina vremenske linije sada
je —w,. Razumije se, da su obje predodzbe .adekvatne. Osim ovih predodZbi,
treptaj moZemo predocCiti i kao projekcije tocaka cikloidnih krivulja na pravac
titrania, koje krivuije opisuje vrSak verzora amplitude A, odnosno 4, prema
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sl. 28., 1 to valjanjem jedne kruZnice po drugoj, koja miruje. Na sl. 28. lijevo,
okretanje se zbiva tako, dase spojnica sredi$ta kruZnica, t. j. verzor amplitude 4,

vrti 8 ®,. Ako je polumjer mirne kruZnice r,, a one, koja se giba, R,, onda
vrijedi

7] + Rfu == Al
te jos '
r”(’Jl:R‘”’m:qu‘
!'"‘O I —_—
\I) ) ™~ f=|5'
) \)'.—; r/ U);-Az (¥ P0)
N0 7V RS 4,
! \ e
> [ ‘_". X \
pocelni B
5 Ay polozaj - poz \ g Aoz Ay \ oi. 2
; - vremenske pravac lilrarja 1
fm&}e Kj \-E/
Slika 27. Slika 28.
Na sl. 28. desno, okretanje se zbiva tako, da se spojnica srediSta, t. j. verzor
amplitude 4,, vrti s w,. Ako polumjer mirne kruZnice ozna¢imo s r, a one,

koja se giba, s R, onda vrijedi
Ry=r,=4A.
te jos
Ta Wy = R“J m1_"‘°s| :

g
A % 98 M
4 1 “\
A, /
7/ !f A \\ b
/ & \\
1 \
: -
0 2 2 i
Slika 29. Slika 30.

Naveli smo, da je kod odnosa % — perioda treptaja a7, =B 7,. To ¢emo

. 2
najbolje vidjeti i na naSoj verzorskoj sl. 29. Neka su vremenska linija i verzor,
koji kruZi, paralelni. Nakon vremena o 7', vremenska linija okrenut ¢e se za kut

—al,0,=—a2m.
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Verzor, koji kruzi, okrenut ¢e se za kut
(w,—w)aT,= (m1 % — ‘-’-‘1) al, =B—a)2m.

Budud¢i da su « i B cijeli brojevi, znaci, da ¢e i vremenska linija i ver-
zor biti opet paralelni i u istom medusobnom poloZaju kao i prije. Buduc¢i da

. . - . - 2 .. a b4
o 1 B nemaju zajednicke mjere, neko kraCe vrijeme, na pr. % T, (kod Cega neka

je —:;;-- cijeli broj) dalo bi u izrazu —%TI W, = —%27: multiplum od 2, ali

to ne bi dalo i u izrazu

o B o B o
<°’2“°’05T1=(‘*’1:—‘°1)ET1 = (a“;;)z"‘

Gornja i donja dodirna krivulja treptaja dobiju se, ako se momentane
vrijednosti promjenljivog verzora, uzete pozitivno i negativno, ucrtaju kao ordi-
nate u ovisnosti od vremena. Prema tome, jednadZba obiju dodirnih ' krivulja
glasit ¢e prema cosinusovom poucku

y=+ AT+ AF—2A4 A, cos[n—(p,— ¢, + Awi)] =
=+ AT+ AT+ 24,4, cos(p,—o,+ Awi).
ZajedniCke tocke treptaja i dodir-
nice odgovarat ¢e Casu pokriva-

nja vremenske linije i verzora am- -
plitude P(z), a to¢ke, u kojima _ i
treptaj ima vrijednost nula, t. j.
prolazi kroz apscisnu os, odgovarat
¢e Casu, kad je vremeaska linija oko-

mita na verzor amplitude P(z).
Ako su oba verzora iste du-
zine,jedamput za vrijeme jedne peri- |
ode dodirnice nastupa ,,fazni skok¢¢. |

O ¢emu se tu radi? Neka je pocetni
poloZaj obaju verzora, prema sl. 30., \
u vertikalnom smjeru. Kod okre-
tanja verzora amplitude A, re-
zultantni verzor amplitude P (7),
postaje sve manji, na pr. O1.*) Ako
zamislimo, da postoji neki verzor,
koji bi se uvijek pokrivao s ver-
zorom amplitude P(z), dakle, koji
bi uvijek prevaljivao isti kut, ali
bi imao nesmanjenu maksimalnu
amplitudu (4, + A,), onda bi taj T e
verzor bio u polozaju Ol’. Kod

~._Treptay
1 °~.2

-
o

poloZaj vremen~
s ske linye u casu
faznog skoka

[ __.__/_"_________

i
'.
I
]
]
1
,:v* z

\

_——————
LY
hY

—Krivulja sa
nesmanjenaom
amplitudom

—

7 . ;
(w,—w,) 5 =T Verzor amplitude / Slika 31.

*) Na ovom crteu i na onima, §to slijede, nije ishodidte posebno oznaleno s O.
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P(r) imao bi amplitudu jednako nuli, a njemu pridruZeni nesmanjeni verzor bio
bi u polozaju O2" s time, da istog trenutka prede u poloZaj 02" t. j. da
,»8koCi za w. Analogno tome, moZemo shvatiti, da je i verzor amphtude P
»»skoCio® za 7, iako uistinu toga trena i sim ne postoji, budu¢i da sidm pro-
lazi kroz nulu, ali je u okolini toga mjesta vrlo mali verzor amplitude P (z)
promijenio svoj smjer gotovo za 7. Dok je kod 4, + A, frekvencija verzora
amplitude P(z) prcma mirnom verzoru nepravilna — spomcnuh smo frekventnu
modulaciju — ona ¢e, naprotiv, u slucaju 4, = A4, biti izmedu dva fazna skoka

N ; 4 . . ..
konstantna, t. j. —° 5 L. 1 to radi toga, $to su oznaceni kut « i kut 2 o, koji raste

jednoliko, pridruZeni obodni i sredi$nji kutovi. Znaci, dakle, da ¢e na vremenskoj
liniji, zamiSljeni nesmanjeni verzor amplitude (4, + A,) dati harmonic¢ku funkciju,
kod koje ¢e na mjestu ,faznog skoka postojati uistinu diskontinuitet za
7t.*) Naravno, da kod samog treptaja ne c¢e biti diskontinuiteta, jer se skok
zbiva s amplitudom nula, te e titraj verzora s amplitudom oula uvijek imati vrijed-
nost nula bez obzira na ,smjers takvog verzora. Medutim, obzirom na diferea-
cijalni kvocijent, nije svejedno pod kakvim se okolnostima dogada taj ,,fazni skok<.

Na sl. 31. neka je u polo-
Zaju verzora amplitude P(r) ozna-

¢enim na vrsku s 1, vremenska / N\
linija u poloZaju, oznaenim s I't.j. ~>-_ E ol & \
okomita na verzor. Znali, da sam \ IHT g 3 ‘

1
i 1

treptaj prolazi kroz nulu. Doti¢na — AR 7 \E
tocka oznacena je lijevo na treptaju, W i I
takoder s 1. Njegov diferencijalni | _ wpoledaj 5
kvocijent u toj tocki je negativan. U vrermenske
v . . linife u casu
Casu,,faznog skoka‘ nalazise vremen- foznog skoka
ska linija u polozaju I, t.j. u istom 1
pravcu s verzorom amplitude P (¢),
koji je tada jednak nuli. Titraj
zamisljenog amplitudno nesmanje-
nog verzora, koji, naravno, tako-
der lezi u tom pravcu, prelazi iz
svoje minimalne vrijednosti u mak-
simalnu. Verzor diferencijalnog
kvocijenta, koji se u tom c¢asu ta-
koder pokriva sa smjerom vremen-
ske linije, ima uz 4, =4,=A4
amplitudu w, 4 — o, 4.

Drugi ekstremni slu¢aj na-
staje prema sl. 32, t. j. kad je u
casu ,ifaznog skoka* vremenska 1
linija okomita na verzor amplitude
P(t), koji prolazi kroz nulu, kao i
na zamisljeai neskraceni verzor, te na verzor d1ferencua1nog kvocijenta. Znaci, dakle,
da tada prolazi kroz nulu ne samo treptaj, nego i njegov diferencijalni kvocijent.

\

-2
P

-
rd
e o . . s o s

F

1

3
!
' '
JURRNS . . Ly . S ——————
|
<

S

\
Y TERRTAG TR

hy

~
Y
———— e S
———
P

~

LY
N

Krivulja sa
nesmanjenom
anw{fudom

", I P ———— S

/

2

Harmon.
val

Slika 32.

*) Kod A, + A, ne nastupa nikad fazni skok, ali je — kako smo naprijed Spomenu'h
— frekvencija verzora amplitude P (z) nepravilna, te popratna krivulja s nesmanjenom ampli-
tudom nije harmoni&an val, kod kojega prolazi kroz nulu i ekstremi slijede u jednakim vre-
menskim intervalima, nego je slitna valu na sl. 112., dolje.
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Ako imamo na pr. dva simetri¢na vezana neprigu$ena elektri¢na kruga bez
prisutnosti vanjskog napona, mnoZina elektricitete, a prema tome i struja kao
njena vremenska derivacija, u svakom krugu, bit ¢e predstavljena treptajem. U
prvom navedenom sluCaju za vrijeme faznog skoka ne ¢e u doti¢nom krugu
biti elektri¢ne energije, ali ¢e biti magnetske, dok u drugom slucaju ne ¢e biti
ni jedne ni druge i krug ¢e biti potpuno prazan t. j. bez energije. To ¢ée na
pr. biti u sluCaju t. zv. potpune izmjene energije, dakle kad sva energija pre-
lazi naizmjenice iz kruga u krug.

Osim ova dva ekstremoa slucaja, postoje jo$ slucajevi, kad se prema
sl. 33. u Casu ,,faznog skoka vremenska linija nalazi u nekom opcenitom po-
loZaju, t. j. pod nekim kutom prema verzoru amplitude P(z), koji upravo pro-
lazi kroz nulu. Naravno, da u tom slucaju diferencijalni kvocijent ne moZe biti
jednak nuli, jer mu verzor lezi u istom pravcu kao i verzor amplitude P(z).

Koliko je valova, t. j.

T b bregova i dolova izmedu dva
A uzastopna fazna skoka? Ver-

| zor amplitude P(z) okrece se

| prema mirnom verzoru Kkut-
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3

1/ - H ! —
- [P < | ' 3 s — : 1, apre-
| A 1PN 1 3 H
e 1\\1“' poloZaj wre- e T2 e
S I T M W menske linije ma Vreme'lsk()} liniji prido-
o H \ | u casu faznog 1 d Kkl
R . i azi jo§ w, dakle
| I #
oy 3 —
l i } | il E ¥ .._(i)__ _I_ (I) mz.ﬂi__(i)l_ i
I\%d 11 g 2 2
' L4 —Difer kvoc .8 y
ELTEi f treptaja Vrijeme izmedu dva fazpa
0 N 7 p 21 :
/: ; \>‘)T/‘L- skoka je ————— t. j. kad
I | . T -
| | ! I b 2, 1 .
AR . komponentni verzor, koji se
LA F | : okreée, opise ¢itavu kruZnicu.
PRy PO\ N Kroz to vrijeme verzor am-
o o L plitude P(z) opiSe prema
BT et it vremenskoj liniji kut
o | amplitucor
| i [ uac
i W, o, 27
| —Harm val 2 W, — 0,
- Ako taj kut podijelimos 2
T
]
! koliko odgovara jednom cije-
lom valu, dobit ¢emo broj
. R
Slika 33. valova t. j. 1 TG
2 ((ﬂ - ) ;
Naveli smo, da je treptaj opcemto tim bolje izraZen, $to je (0, — ,)

manje prema o,, odnosno ,, jer ¢e u tom slu¢aju za vrijeme jedne pe-
riode. dodirnice b1t1 mnogo bregova i dolova.

Ako bi bilo na pr. 4,>4, te (w,—,) 8§to vete od w, odnosno Sto
blize w,, vremenska linija u svakom penodu dodirnice ne bi se pokrivala s
verzorom amplitude P(r) odnosno ne bi na nj bila okomita. To znali, da
treptaj ne bi u svakoj periodi dodirnice dodirivao dodirnicu ili prolazio kroz
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nulu — on bi prema sl. 34. degenerirao. Uz 4 <A, u tom slucaju za vrijeme
periode dodirnice prakti¢no bismo dobili samo jedan val. _

Kod A, = A, = A razmotrit cemo dva grani¢na slucaja, i to izmedu dva
fazna skoka. U prvom slu¢aju, prema sl. 35. lijevo, neka se vremenska linija po-

IS ot

T s v o
E _-'-. AVAVAVAVAVAVA ,,, e 3 “.4,
.f’ A “
{ =<
/ N 2r Y%
g < =
/ \ _ _
IWAWAWAWAWA Y \ WAWAWAWAWAWL t
WiV R .Il‘a.r.l.r.iu'r“.rnur I;
LW R, [, 17 . VLV SR W AL V0 LV R A VR Y . V) S
\ /
s \|—Treptay
- [
20 \ /|
oty \ ’
WAWAWAWAWAWAWAWAWAY 74 W Slika 34.

iy o

\‘dmja dodirnica

kriva sa smjerom mirnog verzora amplitude 4, =4, = A. Neka w,—0, tako,
da moZemo smatrati, da vremenska linija gotovo miruje. Nacrtan je sim treptaj
i njemu pripadni harmonicki poluval amplitude 2 A4, koji bi nastao pri nesma-

;\y

Krivulja sa nesma-

Krivulja sa nesma-
njenem amplitudem

njenom amplitudem

¥
': r?'r-qofaj

, f ...

Cdp=luy

Slika 35.

njenoj amplitudi. Sim
treptaj je kombinacija
harmonickog cijelog vala
amplitude A4 i konstan-
te A/ Udrugomslucaju,
premasl. 35.desno, neka
je vremenska linija oko-
mita na smjer mirnog
verzora. Sada bi treptaj
bio harmonicki cijeli
val amplitude A4, dok
bi pri nesmanjenoj am-
plitudi nastao harmo-
ni¢ki poluval amplitude
2 A, Izmedu dva fazna
skoka, nastao je, dakle,
treptaj, koji ima izgled
cijelog harmonickog va-
la, odnosno kombinacije
cijelog vala i konstante,
ali je uistinu adekva-
tan samo jednom polu-
valu, $to se vidi 1 iz

krivulje s nesmanjenom amplitudom. To je u skladu s prije navedenom formu-

lom o broju valova izmedu dva fazna skoka 3

prima vrijednost

2 V|

o, |+ o

w,—

—_1... —

, koja kod w, +0 po-
®,)
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Zamislimo, prema sl. 36., da se nalazimo na okretnici, koja rotira stalnom

5 0, + -y i ;
kutnom brzinom ITE Tada ¢e jedan verzor rotirati relativno prema nama s
g o, 4 o, Wy,
3
: 2 2
a drugi s
o +o, —(O—0
ml
2 2

Slika 36. Slika 37.

Ako je ®,> w, rotirat ¢e A, nalijevo, a A nadesno. U pocetku neka se oba
verzora pokrivaju. Vrsak rezultante opisat ¢e na okretnici krivulju s ovim koor-
dinatama:

y=A cos(—a)+ A,cosa

x = A sin(—a) + A4,sina

¥ = (4,4 4,) cos*a
xt=(A,—A)sin*a = (4, — A4,)sin’«

2z 2

x ——
[CRE

Y ot

S A 1.
(Al + Az)

To je elipsa s velikom osi 2(A, + A4,) i malom osi 2(A4,—A,).
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Ako je A, > A, onda se elipsa opisuje s lijeva na desno, a ako je A, < 4,
onda s desna na lijevo. Kod A4 = A4,= A elipsa degenerira u pravac i tada

’ . - ol . ' . . (J.)l _1" 0.)3
¢emo imati — $to nam je veC poznato — verzor koastantne brziae t. j. Ty
naime brzine okretnice, ali promjenljive amplitude, koja ¢e izaositi
M, —
2 Acos —2 2 !

To je isto kao i kod prijaSnjeg verzorskog prikaza, gdje je promjealjivi verzor
jednak u ovom slucaju

VEF F2A cos(o,—wt = A |2+ 2cos (o, — @) —

= AV 2 sinz_(-i;-—m') '{ + 2 cos;(_-f:d—;2 ) r._|_ 2 [cos’(m‘l e (;'-)_{_—H sm_(_(;———m_‘)}] =
: 2 2 2 2 o

L] g (l)“!-
2

Ovdje vrlo dobro vidimo, kako verzor kod prolaza kroz aulu mijenja svoj
smjer, t. j. nastupa fazai skok.

— 2 Acos- L.

))
" . . ’ . T LT
Pola elipse bit ¢e opisano za vrijeme — ;
(‘:IJB_O)I)
2
mo, da je perioda dodirnice. Citava elipsa odgovara dakle dvjema periodama
dodirnice.
Prema sl. 37. promotrit ¢emo odnose kod kojih nastupa najveca
fazna promjena verzora amplitude P(z), ako amplituda verzora A, raste polevsi
od vrlo malene vrijednosti do veli¢ine amplitude A,. Neka je kod toga

———, §to zna-
W, — W,

¢, =¢,=0.

Kod vrlo malenog A4, koji
ide prema nuli, upravo kod . _ faza versora P(t)

7T
((02*(01)[:7 g

AT
~nastala bi najveta promjena faze, Al &
koja bi takoder iSla prema nuli. . 0 3o 2n

Sto amplituda 4, jace raste, tim 0 Ao T m (-t
¢e kasnije do¢i do najvece pro- 1M/
mjene faze. Tangenta na kruZnicu ¢

s doti¢nim radiusom A, je dru- 7
gi krak kuta najveCe fazne pro- :

mjene. Sva diraliSta tih taagenata

leze na polukruZnici promjera A, ' Slika 38.

t. j. gdje ta polukruZnica sijece

kruznice doti¢nih radiusa A4,, budu¢i da je polukruZnica geometrijsko mjesto
svih pravih kutova, kojih krakovi prolaze krajevima verzora amplitude 4,. Kako
se vidi, oba kuta oznatena s « kao obodni kutovi nad istim lukom, medusobno
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su jednaki. To znaCi, da ako verzor amplitude A, poraste tako, da mu se
amplituda poveca od 4,1 do A4, 2, on ¢e do svog novog poloZaja u kojem na-
staje maksimum fazne promjene, morati opisati upravo toliki dodatai kut « za
koliko je porastao i taj maksimum, odrosno, da se u pripadnom dijagramu
prema sl. 38., svi maksimumi i minimumi nalaze na pravcima nagoutim
pod kutom od 45°. Znamo, da kod A, = A, promjenljivi verzor kruZi konstan-

2 2

. o, 4wy, . . .
tnom kutnom brzinom e i da mu se prema tome, naravno, i faza mi-
jenja linearno sve do svoje maksimalne promjene R kad nastaje fazni skok
T T .
od -~ do — -, 1 to kod (0,—w)t=m.

3. DVA MEDUSOBNO OKOMITA TITRAJA I NJIHOV FAZNI POMAK

Ako, prema sl. 39., aeka tocka D izvodi
titraj u smjeru y t. j. y, =y(wt), a u isti Cas
neka cCitava ravnina izvodi titraaje istom frekvenci-
jom u smjeru M t. j. 2=2(wt), uvijek ¢emo ta
dva titraja mo¢i svesti na dva medusobno okomita
titraja na taj nacin, §to ¢emo gz rastaviti na kom-
ponente y /= zcosd i x =gzsind. Sada cemo y,
pribrojiti k y, buduci da su to titraji iste frekvencije ..
u istom pravcu titranja. Dobit ¢emo dva medu- .
sobno okomita titraja iste frekvencije.

Prema tome, ako smo odabrali pogodan po-
cetak brojenja ¢ = 0, imat ¢emo na pr.

.

x = Asinwt : Slika 39.
y = Bsia(wt + ¢)

Amplitude A4 i B su opcenito razlicite, dok je kut ¢ uvjetovaa medu-
sobno nezavisnim fazama obaju komponeatnih titraja y(w?) te z(wt). Prema

tome, Uz SInw? = i slijedi:
y = B(sinwtcosg -} coswtsing) = B (% COS @ - cos mzsincp).

y x'cosq?_
Bsing A sing

Yy X cosg ’+ i‘l__l
(Bsincp' Z—s‘i"ﬁg) (A')_ N

xz(l ; cos"cp) y* '2xycosq)h

Z#\! T sintg) T Bsine T ABsin'g

CoOswi =

Bududi da je

‘ cos® 1
(]. "I—“—. BCP) = =3



28

to ¢e biti
x* ¥y 2xycos -
T EAp =
To je jednadZba elipse prema sl. 40., Cije su osi kose prema osima koordi-
natnog sistema x, odnosno y. Elipsa je smjeStena u pravokutniku sa stranicama
2A i 2B, jer su A i B najveée vrijednosti pojedinog titraja. Kod y =0 bit
¢e x = + Asing, a kod x =0 bit ¢e y = + Bsing. Na temelju oscilograma

+y +y : A
C~8sinf
Kol
Asinf \ 0 8 4 8 "
+X w -Asin X+ X +X U . =X
g _
P gty ey -y
Slika 40. Slika 41. Slika 42. Slika 43.

‘takvih dvaju okomitih titraja t. j. navedene elipse, iz izmjerenih duZina Asin¢
odnosno Bsing mozemo lako pronac¢i kut ¢. Na pr. u elektricnim krugovima
fazni pomak i odnos amplituda dvaju izmjeni¢nih napona moZemo odrediti tako,
da ih dovedemo na okomite otklonske sisteme jednog osciloskopa. Ukoliko su
ti naponi izazvaai istom strujom u serijskom spoju poznatog otpora R, i impe-
dancije R, +joL ili R, 0 mozemo pronaci parametre impedancije.

= Jwl

Specijalni slucajevi:

®.) ¢ =0. Znati, da je sing =0, cose = I.

Prema tome je

Y 2xy
a2t E—as ="
x y\* e B
(Z E-)mo ili y_Ex
Vidi sl. 41., gdje je
tgo = &
=] g = B
B.) ¢ =m. Znadi, da je sing =0, cosp =—1
Prema tome je |
¥ 9. 28y
ot et ap =0
X y_ - B
(74- - E) =0 ili =—_%
Vidi sl. 42., gdje je
N
gou="—"p"
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Y.) cp:%. Znadi, da je sing = 1, cos¢g = 0.

y o] I
i _I_ -3 = .

Vidi sl. 43. Kako je x — Asinw?, to e kod porasta kuta oz od 0 do 7 iz

mnos za x rasti od 0 do 4, dok ¢e y = Bsin (mt+ %) padati od B do O;

prema tome ¢e smjer, kojim se elipsa opisuje, biti s desna na lijevo.

3 . Wi : ;
3.) cp:--{i. Sada bi dobili istu elipsu kao kod +v.) samo opisanu u

ogratnom smjeru, buduci da ¢e se kod porasta x od 0 do A iznos y mijenjati
od —B do 0.

P=0 gwpw 'i’=§* g« P P=1 nm,o<§n p:%ﬁ zm‘pgg p=2m
RSN A B A 1Y P f
LD Brdn i A [N
Slika 44.

Na sl. 44, nacrtane su razae forme za sve moguce fazne pomake. Ako
je A—=B, onda namjesto elipse dobivamo kruZnicu.

Do sada smo promatrali slucajeve, kad oba titraja
imaju iste frekvencije, a sada ¢emo preci na slucajeve,
kad im se frekvencije razlikuju.

Ako se frekvencije ne odnose kao cijeli brojevi,
ne ¢emo dobiti krivulju ¢vrstog oblika, kako se to vidi
na sl. 45. Zatvorene ili otvoreae krivulje stalnog oblika,
koje ne mijenjaju neprestano svoju formu, dobit ¢emo
pri dvjema frekvencijama, koje se odnose kao cijeli bro- Slika 45.
jevi. Po uclenjaku, koji ih je opisao, nazivamo ih
,,Lissajous-ovim figuramas.

Na pr. y =sinwi, x =sia2wt=28InwIiCOSw! = 2y\/l—y2. To je prema
sl. 46. dvostruka petlja. Budu¢i da su obje amplitude jednake jedinici, a sinus
ekstremno moze biti + 1, to znadi, da ¢e se petlja nalaziti unutar nacrtanog
kvadrata sa stranicama jednako 2. Omjer frekvencija je 1:2, te vidimo, da
petlia dira vertikalnu stranicu kvadrata dva puta, a horizontalnu jedamput. To
je stoga, S$to u vremenu, kad titraj y izvede jednu svoju periodu (dakle do-
segne dva ekstrema -+ 1 i — 1), titraj x izvede dvije svoje periode (t. j. do-
segne Cetiri ekstrema + 1, —1, 11 —1).

Uzet ¢emo slijede¢i primjer:

y=sinwt

¥ ¥ y "
X = sin (2(or o ) —=Ccos2wt—=Ccoswi—sin*wt=1—2sin*wt=1—2y"

2
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Ovdje je, prema sl. 47. lijevo, nastala jedna otvorena krivulja, koja se
ima ipak shvatiti kao =zatvorena s time, da se povratni dio krivulje potpuno
pokriva s polaznim dijelom. Kad bi na pr. bilo 0 <¢ < ;“ dobili bismo kri-
vulju prema sl. 47. desno. Vidimo, da su sada nastala dva dirali$ta s verti-

1:2 1:2 1:2
+H

i~
=~

*1 ~ -1 +1 + -1
/{a‘ \-.‘_ 0 1 \f?

il ™

T & -1 _ '->

Slika 46. Slika 47.

kalnom stranicom, a jedno s horizontalnom, shoduno omjeru frekvencija 1:2.

Kod ¢ — T ova krivulja prelazi u naprijed navedenu krivulju. Prema tome kod

2
13 13
' +1 . M.
+ 0 4 + a -1
]
7 =/

Slika 48.

»otvorenes krivulje zavrSna totka ima se smatrati kao jedno diraliSte, a tocka
unutar ,,otvorenes krivulje, koja dira stranicu, kao dva diraliSta.

Imamo slijedece titraje u omjeru frekvencija 1:3
y=sinwt
x=sindwt=sin(2Quwt+ ot)=sn2wrcosw’ | cos2wrsinwt =
= 2sinwtcos’wt -} cos*wisinwi—sin*wirsinwr =
=3sinwicos’wt—sin’wt = 3sinw (1 —sin’ wr) —sin* o1 =
=3y(l—3y")—3y*=3y—4y°’. Vidi sl. 48 lijevo.
Neka je kod istoga omjera 1:3

Yy =COSW{ = V] —sin*ot
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odnosno iz toga
sinwr = + [1—y*
te nadalje
x=sin3wz
§to je:prema prijasnjem :
x=3sinwt—4sin*w?
ili
x=3(x J1—5) —4 (£ VT—2) 1 —») = £ JT—*3—4 + 45"
** =(1—y)(4y*—1)
Vidi sl. 48. desno.

4. FOURIEROV RED PERIODICKE FUNKCIJE

a) MatematiCki izvod. Prakti¢ni dokaz za Fourierov red

Prema sl. 49. zadana je periodicka funkcija ®(z) s periodom T = 2%

Funkcija se prostire od t=-—oco do 7= 4 . Pozitivni smjer apscisne osi
Cartesiusovog koordinatnog sistema uzeli smo, kao $to je to uobicajeno, na
desno, $to medutim, ne treba zamijeniti s pozitivnim smjerom pravca titranja,
koji je zbog izabranog pozitivaog smjera okretanja verzora, iSao na lijevo.

ﬁ” ﬂ\//_ "v.\ a

',_.."\__“ - \x\\/

/ \,
0 \

- i N\

T Y NS b
T
Slika 49 Slika 50.

Proudit ¢emo uz koje uvjete se ta funkcija moze nadomjestiti adicionom
kombinacijom niza harmonickih valova i jednog konstantnog ¢lana. Buduéi da
su odnosi unutar svih perioda isti, proucavat ¢emo samo jednu periodu. Pre-
do¢it ¢emo na pr. funkciju sinusovom kombinacijom s time, da ¢e ,,0snovni¢ sinu-
sov val imati ,,osnovauc frekvenciju, koja je jednaka frekvenciji same funkcije

. 27 : ¥ ; . i o o s .
tj. o=—,asvi ostali sinusovi nadvalovi imat ¢e vise frekvencije, koje su
multiplumi osnovne frekvencije t. j. 2w, 3w, 4w i t. d. Osnovna frekvencija
je, dakle, najmanja frekvencija niza. Radi toga je razumljivo, da ¢e se unutar
jedne periode nalaziti jedan cijeli brijeg i jedan cijeli dol osnovnog vala, dva
cijela brijega i dva cijela dola drugog nadvala, tri cijela brijega i tri cijela dola
treCeg nadvala i t. d. Kod toga je na pr. u pogledu povrsine, naravno, svejedno
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da li ti valovi istovremeno s funkcijom ® (z) prolaze kroz nulu odn., dali imaju
prema njoj neki fazni pomak, budu¢i da se prema sl. 50. eventualm ssmanjak¢¢
u pocetku nadoknaduje pri koncu periode. Kod svakog se vala, u vremenu,
koje odgovara trajanju nekog cijelog broja njegovih perioda, moraju pojaviti sve
vrijednosti cijele penode, i to upravo toliko puta, koliko je to vrueme multi-
plum trajanja jedne njegove periode.

Iz ovoga slijedi, da je integral svih komponentnih sinusovih valova, prote-
gnut na vnijeme jedne periode 7, jednak nuli. S druge strane, nara-
vno, integral naSe zadane funkcije ® (z), protegnut na jednu svoju periodu,
ne Ce opcenito imati vrijednost jednako nuli, nego jednako nekoj cvrsto; vrued—
nosti. Ako tu vrijednost podijelimo s trajanjem periode 7, dobit ¢emo veé
spomenuti konstantni ¢lan K. Da bismo, medutim, originalnu funkciju mogli
uistinu nadomjestiti adicionom kombinacijom konstante K, i niza sinusovih
valova, mora se ta kombmacua u svako; tocki $to bolje pr11agod1t1 funkciji @ (2),
za §to, naravno, jos$ ncdosta;e ve¢ ispunjeni uv;et jednakosti obaju integrala
protegnutih na 7. Daljnji i kona¢ni uvjet za Sto bolje prilagodenje, ispunit

Slika 51. Slika 52.

¢emo pomocu jedine jo§ otvorene mogucnosti t. j. u tu svrhu pronaéi ¢emo
shodne amplitude sinusovih valova. Razumljivo bi bilo pitanje, da li se ade-
kvatnost originalne funkcije i niza izvjesnih jednostavnijih funkcija ne postizava
i drugacijim wnac¢inom, a ne upravo Fourierovom metodom t. j. adiranjem
konstante i sinusovih valova. Uistinu to je moguce, ali je matematic¢ki dokazano,
da je Fourierova kombinacija takore¢i prirodna, jer kod » ¢lanova daje naj-
bolje moguce prilagodenje, i jer kod povecanja broja ¢lanova na (r + 1) ¢lanova,
prijasnji » ¢lanovi ostaju nepromijenjeni, a prilagodenje uslijed novopridoslog
¢lana postaje bolje.

Prema tome, na$ nadomjesni niz glasi:

N,(t)=K,+ A ;sin(wt+ )+ A,sia(Qwt +¢,)+ A;sin(3wt+ ¢,)+ - - -

T

K, = —;, f(b (¢)de.

0

Kako ¢emo pronaci najbolje prilagodenje N,(¢) i ®(z)? Na prvi pogled
reklo bi se, da ¢e to biti onda, kad prosjek pogreSaka, uzetih s - predznakom
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kroz jedau periodu (prema sl. 51.), bude §to manji t. j.
; 7
Tf[(I) (t)— N, (2)]dt—0.
0

Medutim, odmah je jasno, da to nije tako, jer bi u tom slucaju, na pr. prila-
godenje neke harmonicke funkcije i apscisne osi, bilo apsolutno, buduéi da je
zbroj njihovih diferencija kroz periodu, uzetih s pripadnim predznakom, jednak
nuli. '

Bolje bi bilo, kad bismo uzeli apsolutnu vrijednost pogresaka, t. j. bez obzira
na predznak, dakle,

T
I
| —,ff[(D(:)——N,(zﬂdr—»O

No tim nacinom ne bismo jo$. uzeli u obzir eventualnu neravnomjernu raspodjelu
pogredaka, jer bi na pr. prema sl. 52., uz (a + b) = ¢, gdje smo sve povrsine
uzeli kao pozitivne, oba prilagodenja bila ocijenjena kao istovrijedna. Jaca od-
stupanja od originalne funkcije treba, dakle, u nasem zahtjevu i jae naglasiti.
To ¢emo posti¢i izrazom:

5
L[ 2
ho= Tj [®(£)— N, (6)]’dt—>0

Kao $to ve¢ znamo, moZemo pisati

N,(t)=K,+ C,coswt - C,cos20t | - - - + C,cosrwt |
+ Ssinwt 4 S,sin20t + - - - + S;sinrwt,
gdje je C, = A sing, te S, = A, cosep,. Prema tome je
»
h =%,—J.[(D(r)—Kn—Clcoswt—Slsin(or— «o . —C,cosrwt—S,sinroe]’ de

0

Kvadrat polinoma je zbroj kvadrata svakog pojedinog ¢&lana plus zbroj svih
dvostrukih umnozaka svakog clana sa svakim od ostalih ¢lanova. Kod tih dvo-
strukih umnoZaka dvaju Clanova nailazimo na slijedece integrale:

T
Z_fKOCﬂcosnmtdrzO 7a n=1,2,3,-+.7
1]

buduci da je

sinn o
«w

T .
— 8NN - 0) =0

Analogno je

i
2] Osinnewrdt=0 za #n=1,2,3,.+ op
0

5 B, Svare: Elektriéni titrajni krugovi
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bududi da je.

—(cosnmz—n—cosnm-O) =0

w

Nadalje je

T
ZICucosHmtSvSinvmzdrzﬁ
0

za sve vrijednosti cijelih brojeva p i v od 1 do r. Integral se izratunava na
pr. parcijalnom integracijom upotrebljenom dva puta ili nadomjestavanjem
izraza

2cospwrsinvet =sin(pot 4 vor)—sin(por—vol).

Dalje imamo

"
2fC,cospwtCycosvwrds =0
0
za sve vrijednosti cijelih brojeva p # v. Integral se izratunava parcijalnom inte-
gracijom ili nadomjeStavanjem izraza
2CoSpwtCOSYWL=CoS(Lwt 4 vwt) -+ cos(pot—vat).

Analogno je
< o
2fS, sinpwrS,sinverds =0
0

za sve vrijednosti cijelih brojeva p+v. I tu dolazimo do cilja parcijalnom in-
tegracijom odnosno nadomje$tavanjem izraza

2sinpwisinvet = cos(pwt—vwt)—cos(pol 4 vaur).

Prema tome, preostali su svi kvadrati, kao i svi dvostruki umnos$ci, u kojima
je jedan od faktora @(z), jer nam ta funkcija nije poblize definirana, pa inte-
grale u kojima dolazi ne moZemo izralunati.

Sada imamo:

T
h:%I[(D”(t)—i—Kf+Cfcos"wz—|—81“sin2mf:+ <+ 4+ Clcos’rwr +
0
+ S87sin'rot—20 () K,—2®())C,coswt—2D (1) S sinwt— - - - —
—2®()C,cosrwr—2® () S,sinrwr] de

Od ovih integrala dadu se izratunati jo§ neki.

2
r

1 T C
—)Clcos’rwedr = -
L% 2
Integral se izratuna na pr. parcijalnom integracijom ili supstitucijom

cos'rwt = % (1 4 cos2rwre).
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Analogno je
1, 8}
‘Td’.Sr sin r(t)l‘,dr= T‘

Parcijalna integracija, odnosno supstitucija
sinrot= % (1 —cos2rwr).
Nadalje je
' 1T : 1.7
— —[20)K,dt = — 2K, [O()dt = —2K
T T ’

Konacno dobivamo
> . 87 ct S/

b o 2 4§ oh ol L K

:—_ftb“(:)dz+1<*-|- >

T
—2—;’-’_[@ (¢)sinr wzde.
0

Taj izraz ¢e kod prilagodenja biti minimum. Radi toga potraZit ¢cemo ekstreme
tj. :

oh oh - Oh oh
=% a5 =% = F=t
Prema tome slijedi
223—— w_f D (r)coswedr =0
ili
2n 2n
—
C, fd)(r) coswt dr= ----—-jd)(t)cosmtdr_ -—j V(o t)cos(w r)d(oo t) =
o
l 2r
= — [ W (x) cosx dx.
To
Analogno je
2 T I 2n
S, = [P@)sinwedr = — [ W (x)sinxdx
T To
2, r 2m
C, =+ [®(t)cosrwrds = — | W (x)cosrxdx
T 7‘-7(1
2 T l 'Q'IT
o= 5 J® ()sinrwede = —_l W (x)sinrx dx.
0 To '



36

Izrazi C, S, .- .. C, te S, nazivaju se Fourierovi koeficijenti. Funkcija,
Y (o)=Y (x) je naravno opcenitija, nego ®(¢), jer je zajednicki izraz za
neizmjerni niz funkcija, od kojih svaka unutar svoje periode sadrzi iste vrijed-
nosti kao i ostale unutar njihovih perioda i u istom medusobnom odnosu.
Prema tome je W (x) zajedni¢ka funkcija vremenski ,,rastegnutih« i ,,suZenih¢
ali inace istih funkcija.

705 P N \%‘

Slika 53. Slika 54.

0 \Yi

(=

\Y;

Kod eksperimentalno dobivenih periodickih krivulja moZemo Fourierove
koeficijente odrediti tako, da diferencijale prema sl. 53. zamijenimo diferenci-
jama t. j. da trajanje periode podijelimo na » jednakih dijelova (na pr. 20
ili 24). Tada je

T

C,= ? [ ®(t)cosnwede = ? [®(t)cosnwt, + D(t,)cosnwe, + - - -
0 .

+ @ (z,)cosnwer,) Az
Analogno bismo izracunali i §,. Na tome se temelji t. zv. harmonicka analiza.

Prema dobivenim rezultatima mozemo sada pisati

1 Ta ) ok S G2 Sz
—— Ndz— K% o1 Sl o ow o el s R (T e 11 1 i
h Tﬂj(b B E@— RN - g fo -0 G — 8,8,
g cr s ar &
o’ _— y = — ( = A 2— 1 —_!_— . . —_._t_— J .
C.C—S$:S, = O (d— K} — - — 7

Pronasli smo Fourierove koeficijente t. j. amplitude komponentnih cosinusovih
i sinusovih valova iz jednadzbi, koje uvjetuju ekstrem vrijednosti /. Sada treba
dokazati, da se kod tog eckstrema zaista radi o minimumu. Da to dokaZemo
pretpostavit ¢emo, da bi minimum bio povoljniji, dakle blize nuli, kad
bismo u jednadZbu za vrijednost # umjesto dobivenih Fourierovih koeficijenata
C,S,---C, te S, uveli neke vrijednosti C* = (C, +¢,), §,*= (S, +s,),

o CX=(C,+¢,) te §*=(S,+s5,). Kod toga zasada nismo niSta pobliZe
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odredili, da li su ti dodaci c,s, - - ¢, te s, pozitivni ili negativni. Umjesto %
sada ¢emo dobiti neku vrijednost 2* t. j.
C N 2 2
_J'(I)ﬁ(;)dg__f( +( —I—(:) (‘51%51)4_..._}_(6"#4_

+ S";—S’"—)—-——(Cl A Cl) f@(r)cosmrdr—(S -4 s)- I$(z)smwtdt-—— R

—(C, 4+ ¢) = I(D(I)COSroert—-(S + 5,) de’(t)smrmdr——

2 S 2 s 2
—_j"cb(s)dz-—K s L7 +clc1+-i—— ek EEEE
G o i 'y
—l—~§’—+c,- E ol 2 sl L+Sr3r+%—(CI+CI)C1 —
1 T " Cs c,: Sz 2
2
—(cr + Cr)cr—(sr = S,.) Sr - 7’7_.]‘(‘[) (I) dr_Kﬂ - '_il_ T '_'__'_‘f_;'_ + _12—'
L o Bt
2 2 L
Prema tome je
c 2 s 2 c 2 s a
b DU ol e B O NGO PO N i
Pttt t3 T3
N :
e y/,f"'TK"
/// /"/
// e et I
/ f/ ,/ L’
.-’f{ "" g z"i
/ A A AN
fl f’ j" ;}' i
i e e
oK J g Koy e\ 0 /
‘\ E 5{“\ <
\\';"____":___15”
Slika 55. Slika 56.
Izraz za h kao integral kvadrata diferencije je pozitivan, a isto tako su pozi-
R e} { Y )
tivni 7‘, i, coe - é—, te --2"—, bez obzira na predznak od c,s,: .- ¢, te s,

i prema tome je A*> h. Iz toga slijedi, da bilo koji drugi uvedeni izrazi,
osim Fourierovih koeficijenata, povecavaju h, koji je kod upotrebe Fourierovih
koeficiienata minimalan, dakle, tada je prilagodenje najbolje.
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Ako nam je zadana neka periodicka funkcija, koja ima unutar perio.de
konatan broj kona¢nih skokova, a inace je svagdje glatka i konac¢na, na mje-
stima diskontinuiteta nastat ¢e t. zv. Gibbsov pojav. Na sl Sé_i. lijevo nacrtana
je originalna funkcija i funkcija, koja naspaje, al::o se zb.rojl samo nekoliko
prvih ¢lanova Fourierovog niza. U blizini mjesta diskontinuiteta — kao $to se
vidi — nastaju oscilacije toga nadomjesnog zbroja oko same funkcije. Ako po-
vetamo broj ¢lanova, te ¢e se oscilacije sve gusce zbi;at} u hoaxzor}talnom
smjeru prema tom mjestu, ali u vertikalnom smjeru se ne Ce smanjivati, nego
ée zadrzati izvjesnu vrijednost tako, da bismo kona¢no dobili sl. 54. desno.

Fourierov red mozemo predoéiti pomocu verzora u Gaussovoj ravnini.

Tada dogadaj moZemo dvojako interpretirati t. j. kao da se zbiva na realnoj
ili na imaginarnoj osi. Ako se zbiva na realnoj osi, prema sl. 55., tada Ce biti

D (1) =K, }[EA" cos(nowt—1y,) =K, 4 A(4,cos,cosnwt +

n=1 n=1
\ - .
+ A, sind, sinnwr) = K, +2 (C,cosnotr 4.8, sinnwi),
n==1
gdje je )

: ‘Sﬂ
Cnt = Aﬂ- Cos LIJu’ Sn = An sin L]Jn) Lpn = arc tg(‘:
‘i

Kod pozitivnih S, i C, biti ¢e ¢, pozitivno, a —¢, negativno. Prema tome
¢e biti
® (1) = RelK,+ Xt "]
gdje je ”
‘ 2 ’ ; i ; —jnwt
-Szfu = C”,—.}.Sﬁ = ,1';' [[(D(f) Cosn(l)l'__}(p(f) Sm?zmt] dr = - ._J‘(I) (f)e 7 dr.
0 3

N

Ako se titraj zbiva na imaginarnoj osi bit Ce:

JO@) =j [Ko - 5 A, sin (n wt—, + %)] =J[K,+ ?‘1:4?1 sin(rwit+ ¢,)]

n=1

@kﬁ-;:@ﬁmeﬁew

JO () =j[K, + E(An sing,cosnwit + A,cos@,sinnwi)] =

n=1

o0
=j[K,+ 2(C,cosnwt | S, sinnwr)]
n=1

pri ¢emu je
U

.l . -y . C;
C,=4,sing,, S,= A,cosq,, ¢,=arctg o
T

Stoga ¢e biti
O (1) = Gmli K, + g, *e" ]

gdie je lﬁ Jl.* :j. ﬂ n == ]‘ [Cﬂ _}. Sﬂ] — ]‘ Cﬂ. + SI!'
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Na sl. 55. pretpostavili smo pozitivni C, 1S, Ako bi, medutim, C,
bilo na pr. pozitivno, a S, negativno, onda bi prema sl. 56. C, odnosno jC,
nanijeli kao i prije, dok bi negativni S, trebalo nanijeti na negativnu stranu
realne osi, i zatim —jS,, koje bi bilo pozitivno, na pozitivou stranu imagi-

narne osi. Kut ¢, — -;_cp“ bio bi negativan, a —{, pozitivan. Ovdje bi

upozorili na jednu malu nedosljednost. U nacelu velikim latinskim slovima oznadu-
jemo amplitude i one verzore, koji imaju fazu nula, dakle, koji u z = 0 leZe u pozi-

= | (4
E'_‘?-" r E/ L A

T\

T
]
-

—_
4.
.

Slika 57.

tivnom dijelu realne osi. Medutim, na isti nadin kako se vidi, obiljezili smo
i §,, koji je imao fazu = t. j. negativni predznak. To smo uéinili zbog toga, da
zadrzimo jedinstvo s prija$njim analitickim dedukcijama, gdje S, i C, znacte
obitne pozitivne ili negativne koeficijente i nemaju atribute verzora, koje oni
zadobivaju tek u kompleksnoj ravnini.

Prakti¢no bismo mogli dokazati pojedine ¢lanove Fourierovog reda uredajem,
koji je u principu nacrtan na sl. 57. Sa P je oznateno pojacalo, a sa Zv
zvucnik.

Relej » ukljuCuje istosmjerne napone E i E, Na taj nadin serijski
titrajni krug ukljuCen je na napon u, koji ima pravokutan oblik, kako je to

. . ; . 2% o o
nacrtano desno dolje. Taj napon % 1ma osnovnu harmoni¢ku @ = o 1 vise

harmonicke, kojih su frekvencije multiplumi od . Amplituda osnovne harmo-
nicke napona neka je A, druge harmonicke A, trete 4,1 t. d. U titrajnom
krugu poteci Ce struja iste periode 7, a njena osnovna harmonitka imat Ce
naravno frekvenciju , dok ¢e vise harmonitke imati iste frekvencije kao i
vise harmonicke napona. Medutim, serijski titrajni krug ima — kako éemo to
kasnije proucavati — to svojstvo, da naroéito dobro propusta t. zv. rezonantnu

frekvenciju T ke a ostale da potiskuje. To ¢e biti izraZeno tim jace, $to je
L

omski otpor R, koji moZemo udesiti po volji, manji, odnosno $to je — kako
se to kaZe — rezonancija ,,08trija*. Mijenjajuéi kontinuirano kapacitet konden-

zatora C, mijenjamo, naravno, neprestano i rezonantnu frekvenciju titrajnog
kruga, pa kad kod toga naidemo na osnovnu harmoni¢ku ili na vise harmo-
nicke napona, pote¢i ¢e u tom ¢asu praktitno uzevdi Cista sinusova struja

S , A, A .
upravo te frekvencije i amplitude %‘-, odnosno -E"-, —Rﬂ 1 t. d. — veé prema
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tome o kojoj se harmoni¢koj radi. Ostale frekvencije — iako naravno postoje —
bit ¢e prakti¢no radi ,,08trecc rezonancije neprimjetljive, t. j. njihove ampli-
tude bit ¢e vrlo malene. U zvuc-
niku Zv zacut ¢emo doti¢ni sinu-

"~ N L sov ton. Frekvencije tih tonova
\o2T \ bit ¢e w, odnosno multiplumi te
RN ; t osnovne frekvencije. U medupolo-

zajima promjenljivog kapaciteta C,
kad se dakle rezonantna frekven-
cija titrajnog kruga ne bi podu-

:

I

', / naS$ih harmonickih, ne bi ¢uli jaki

70 7 i sinusov ton, nego slabi $um, jer

J # \J titrajni krug ne bi jako istaknuo
ni jednu frekvenciju, te bi se isto-
vremeno slabo ¢ulo nekoliko fre-

Slika 58. kvencija.

|
I
)
|
|
L - darala ni s jednom frekvencijom
:
L4

b) Izrafunati primjeri
Treba pronaéi Fourierov red zadane periodicke funkcije prema sl. 58.
- s o ; T 37T ;
gore, koja je nastala, ako se vrijednosti sinusa u intervalu od = do -~ zami-

4
jene s vrijednosti nula.

4
N 2 i
C,=—[Asinwtcosnwedt + [ Asinwrcosn ot de = 0.
T Tsr ;
. 4
; i 3T ., . . pe @ %
U intervalu od X do e integral ima vrijednost nula, jer je tada funkcija

jednaka nuli.

7
2 +* 2

S, = T‘[Asinmtsinnmtdt |- ?fAsinmtsinncordt =

0

3T
4
T
A 4 A i
:—,ff[cos(l—n)mt—cos(l—}—n)mt]ds +—Tuf[cos(1—n)mt—cos(l+n)o)r]dt=
0 3T
L
;
A . A .
zmsm(l—")wt """ii‘_('l'"i"}i)_msm(l‘i”")‘”“Jr
° 0
A ! A F
+m8m(l-——n)mz —7.(—1-—+m51n(1—|—n)mz =
3T

5T
| 4

4



= 2—71:(f¥'ﬁ)"sm(l_n)m i: — 271:(;4——11) sin(1 —n)w-0—
2n(f—+— >sm(l —,—n)co—-i-z. -+ 27:(;44— )sm(l +n)w-0+
L 27:(;4 oy MLl — )m‘zwﬂ—m% sin(1—n)w i 2::5_

27:(1A. )Sm(l +n)¢02 27:(1{1 s sin(1 + n) o - 3 gmf_

A _ I |
= . L __ ) L L .
2n(L_n)[“““' n) 5 —sin(l-—n)© -0 +sin (1—n) 27

—sin(l-—n)-;--n]—z—(--f- = [sm(l +n) 5 —sin(l +n)w-0 -+

+ sin(1 + n) 2w —sin (1 —{—n)—;’—n 1

41

Za lihe n bit Ce izraz jednak nuli, izuzevsi n — 1, kad prvi adend zadobiva

oblik % Radi toga je prema L’Hospitalu

sin(1— n) 2--| sm(l——n)Zn—sm(l—n)in
Bl e s e

(1_,,)_,{)21'5 ) 1“—‘1‘1 T
i 1 — 2mcos(l—n)2 - cos(l — 3
4 7cos( n)z + 27 cos( n) Tc—u-z--:rr ( n)v-2—-
= lim —— — -
2T (1—n)—+0 1
4 Do _A4,
L
Za n=2 bit Ce
A A A A 44
S Tkt e Ty | it ek A
Za n =4 bit Ce
A A A A 8 A
RIS 7 L Py 1Tt S i LR |
Za n=6 bit ¢e
12
S — A n A4 124

© 57 ' Tm 35x:
it d.
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Red glasi

A[sinm: _4sin2m£__88in4cpt_ 12sin6wz 16sin8w¢
T B mm—m—t

Za funkciju prema sl. 58. dolje bilo bi

3T
" X
= Asinwrcosnwrds =0

“n

T
T
5T
3T N
= A
4 .
4

aT
4

A . A ; 3 ' T
—_ ?—( i +—,;)—0—) sin(l +»n)wz| = 2_71:( | -—n)_ [Sm (1 —mn) 5 W sin(1—n) 2] —
i

ks
A I. 3 y T
— 2“(115 [sm(l -+ n) -—2-—11—5111(1 +n) 2] .

Za lihe n je izraz jednak nuli osim za n = 1, kad prvi adend zadobiva neodre-

deni oblik g Radi toga je prema\L.’ Hospitalu
- A sin(1 —n) 5 Tt —sin(1—n) 5
Bl ot e e i
(1_")_,0275 I—ﬂ-
3 3 T T
_ o AZTECTORTTU Ty 4
m(t—n}—-&(}2n 1 a 2
Za n=2 bit ce S,,:—*ié, za n—=4 bit ¢ S :Ei t. d.
. In 15w
Prema tome red glasi
y [sinmr_ 4sin2wr  8sindwt 123in6m_; n 1§§m_8mr ]
2 ﬁr_——'—_ISn ' 35w 637

Ako zbrojimo oba reda, dobivamo A4sinwz, t. j. sinusoidu kroz ¢itavu periodu 7.
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¢) Metoda preklapanja perioditke funkcije

Medu periodi¢kim funkcijama nailazimo na takve funkcije, koje su sime-
tricne obzirom na ordinatnu os, kao i na takve, koje su centralno simetri¢ne
obzirom na ishodi$te. One, koje su simetri¢ne obzirom na ordinatnu os, zovu
se take (ili parne) funkcije i kod njih je
t(—1t) = 7v(+ ). One, koje su centralno
simetri¢ne obzirom na ishodiste, zovu
se lihe (ili neparne) funkcije i kod njih
je A(—1t)=—Mn(+1t). Take funkcije
mogu se sastojati samo od cosinusovih
Clanova, jer je cosinus taka funkcija, a
lihe samo od sinusovih c¢lanova, jer je 0
sinus liha funkcija. Tom spoznajom ¢emo
se ubuduce posluziti.

Kod izrac¢unavanja Fourierovih koe- J
ficijenata, zbog brzeg postupka, mmnogo
puta mozemo Kkorisno upotrebiti t. zv.
preklapanje funkcije oko njene vrijedno-
sti u polovini integracionog puta.

'
o

N

Slika 59.

Prije toga ¢emo se sjetiti, da je

21
cosnwt =cosnw (T —t)=cosnw (———-t) =Cos(n2nw—nwt).
(O]
Dalje je

. : . i 27 ;
sinnwt = —sinnew (! —it) = —sinnon (—(— -—-—x) = —sin(n2t—nowt).
0

Sada ¢emo pristupiti izra¢unavanju naSih koeficijenata pomocu prvog prekla-
panja te cemo izraz za C, pronaci integriranjem samo od 0 do 5 Najprije
¢emo izracunati C, pribiranjem diferencijalnih paralelograma, napredujuéi pri-
tom vremenski podjednako s oba kraja funkcije, tako, da u isti ¢as dodemo do
vremenske sredine prema sl. 59. Smjer pribiranja oznacili smo strelicom.

b e

x A
2

: [® () cosn wrde -+ 2

Cw == Th T

2
[®(T—t)cosno(T'—1). —dt
T

Ispred diferencijala je u drugom adendu minus, jer je smjer pribiranja takav,
da se ¢ umanjuje napredovanjem od donje granice prema gornjoj. Sada ¢emo
drugi integral preklopiti OkO—-j—. Donja granica preklopljenog integrala postat
¢e 0, a gornja Ce ostati 5 dok ¢e diferencijal, radi sad preokrenutog smijera
pribiranja, postati pozitivan.
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£

—— —_——

C, = %j (t) cosnwer dr -%J'(D(T—r)cosnm(?‘—z)dz =
(1]

“"“‘5

T £

— s A
T

T i 1
2

2

2 2
- [®(r)cosnwede + ;-I(D(T—z)cosnwrdr:
0

= -—--f[d)(r) D (T —0))cosnowtdr = 2 J @, (£)cosnwede

Funkcija ¢, (1) ko;a se dobiva zbrajanjem preklopljene polovine funkcije

®(T'—1) s nepromijenjenom prvom polovinom te funkcije, vidi se na sl. 60.
gore.

b
|
GH f ______ ’i'"'ﬁé‘:J
s ! i Vi)
: i )
puan | Vi ’
b{ ayi , :1_5
NV b N o Vit T P
H x) xl
! o \?\. -
0 7 27 0 A o7
Slika 60. Slika 61. Slika 62.

Da nam je umjesto funkcije @ (z) zadana funkcija ¥ (x), dobili bismo na
isti nacin pribiranjem od 0 do =, te od 27 do = uz

cosnx = cos (n2m—nx)
prema sl. 60. dolje

£ = ij‘ﬂ[‘lf’(x) + ¥ (2n—x)]cosnxdx :ij‘q;l(x)cosnxdx.
T, To

Za §, postupili bismo analogno, t. j.
i

> ——

’“"l“i

)
Suzi_[d)(r)sinnmzdr—k fll)( —t)sinnw(T—1)- —dr =

T T
9 —_— 9 e
ij'tl(r)smn(ordz—}— f‘b(l’—z)smnw(T—t)dr
T I
2 o 2 of
— [[®@)—O(T—1)sinnwedi = [ o, (£)sinn e ¢ de.
L N

Radi dobivanja funkcije ¢, () vidi sl. 61. gore.
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Na temelju funkcije ¥'(x) uz
sinnx = —sin(n2 © —nx)

dosli bismo na isti nacin do izraza
' % '
S, = ?I[‘F(x)-—‘?(Zn—x)] sinnxdx = —:?_fdja(x)sinnxdx.
0 0

Na sl. 61. dolje vidi se kako smo dosli do funkcije ¢, (x).

Skracivanje integracionog puta moZemo i dalje nastaviti pomocu daljnjih
preklapanja. Prou¢it ¢emo jo§ drugo preklapanje, gdje ¢emo integrirati od

T i ; :
0 do e odnosno od 0 do ; Razumije se, da se ovo preklapanje ne ¢e
viSe odnositi na pocetne funkcije ®(z) odnosno W (x), nego na funkcije ¢ (7),
odnosno ¢, (z), te na ¢, (x) i ¢,(x). Prije toga demo se jo§ sjetiti, da je

T 2T
COSR I = COSN W 5 i) =cosnw T =Cos(nt—nwt),

ako je n tako,

T 27
COSRBL = —COBRG |5 —1} = —CO8HO [5——1) = —cos(nr—noi),
2 20
ako je n liho,.
. . T . . 27 .
SR L == SINR | 5= =i ] == Sinne 5y ) =—sin(rr—nor),
W

ako je n tako,

. ; i . 27 A
SINNOWI=S8INN |~ —1] =sinnw 2 1) = sin (nn—nwt),
) )

2
ako je n liho.
r | T

- o )
C,= EICPI(I)COSH wrde = g—fcpl(t)cosn wrdr
Ti) ‘rt_l

o2

r "
20T\ T 2.0 no i T
-+ _T_',,J}Pl(”?.: — r.) cosn co[-z —r)d.r_—_-__ 7 f ,_‘Pl @)+ (— 1", (2_ z)]cos notde.

0

T

e

. -

=
—t)cosne [ —t). —dr = ifrp (f)ycosnwrdr
. 2 . Ty “usad 0y .

=

N

2 e —

')

Prema tome znacli, da ¢e se preklopljeni integral kod takih »n pribrajati, a kod
lihih » odbijati od integrala nepreklopljenog dijela funkcije.

Da nam je polazni izraz bio

| ;
C, = — [, (x)cosnxdx
To
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upotrebili bismo jednadzbe cosnx = cosn(m—x) kod takih #, odnosno cosnx =
— —cosn(m—x) kod lihih #n, te bismo na isti nacin dosli do izraza

% .
j‘[ §, (%) + (— )" ), (mr —x)]cos nxdx.
To
Analogno je
T T
2 ..* * -
S, = 7 r(p (t) sinnwt dr = —---j'cpz(t)sinnmtdz -}
0 U
o T
5% e % i

T - T 2 :
IZ‘Pz('z— — E) Sin 7 o (7 e E) c—dr = —T—Dfrpz(z)smnmzdz -+
2

i T
4

2 T \. T 2 & ;AT .
4 'Tdr @z(—j— — :) sinn m(uz— — E) de = Tﬂ_f [cp= (&)—(—1) (P“(E_ — I)] sinnorde ‘
Ovdje ¢e se preklopljeni integral kod takog #» odbijati, a kod iihog pribrajati
nepreklopljenom integralu.
Kod polaznog izraza _
8. = Lf g, (x) sinn x dx
To
upotrebili bismo jednadzbe
sinnx = —sinn(nt—x)
kod takih #n, te
sinnx = sinn (rx — x)

kod lihih »#. Tada bi bilo:

2
[¢

[, (%) —(— )" §, (r — x)] sinn x dx.

:11-~

d) Primjeri izratunati metodom prequpania

Zadan je pravokutni titraj prema sl. 62. Treba naci Fourierov red pomocu
preklapanja funkcije. Prvo preklapanje daje ¢, (x) =0. Prema tome je C, =0,
dakle red ne sadrZi cosinuse, $to je i razumljivo, jer je funkcija liha. Ima
samo sinusove cClanove.

$ (@) =[¥ (x) =¥ (2n—x)]=2H

za sve vrijednosti od 0 do =. Radi toga je:

Sy —f2Hsmnxdx— ——-Z—Igcosnx‘
o nT
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Za take n bilo bi to

2H
dakle funkcija ne sadrzi sinuse takih multipluma od x. Za liho # bilo bi
_2H Ly 4H
nm " nmw

Radi toga red glasi

Y (x)= %{[sinx -+

odnosno uvrStavanjem x = ¢

@(;):%J[Sinmmr Sf_’}_;f‘_’_‘ +%5“”+ - ]

sin3x sinSx
3 S8 = +]

. - g ; L 2
Medutim, treba paziti, da kod deriviranja ne bismo eventualno derivirali md—éu) i

tada u rezultatu nadomjestili x — wz, buduéi da to, naravno, ne bi bilo
d® ()
== ol )

N

RO
1
|
e

|
I
| |
| 3
: i i
! i
| | . o
I | X i
1 ! Vix) | Bt
: | | \/ IH
¢ i on !
: ; I, . ¥
. | A
i i . y
! | | I |
! 1 I —
| | R
| \ : '
i I' 2ir X
I |-H
:
Slika 63.

Mogli smo dobiti rezultat i pomo¢u drugog preklapanja t. j.

g

§, = %Uf[nl;z (x) — (— 1" §,(r—x)]sinnxdx
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Za take n ¢e to biti jednako nuli, budu¢i da je u uglatol zagradi [2 H—2 H].

Za lihe »n imat ¢emo
’ 4H ®  4H 4

S”: ] J.4Hsinﬂxdx"_-—-.__cosnxi _[O_'lJ o H,

o hT _fn nt nmw

dakle, isto kao i prije.
Treba pronac¢i Fourierov red funkcije prema sl. 63. gore pomocu prvog
. W
2

preklapanja. Vidimo, da je ¢, (x)=0 i radi toga C,=0. Izmedu 0 i - -

zbog sli¢nosti trokuta vrijedi, da je
() sm== 2H ;C

iz Cega je
4H %
$, (%) =
Izmedu ; i m zbog slicnosti trokuta bit e
TC
U, (x) i (R —x) =2H : (n—~-2--) ;
iz Cega je | |
2H(rn—x) 4Hx
! ol i . i
W, (%) = AH——
2
Prema tome slijedi'
o "4 Hx
= : f——‘-— sinnxdx - if 4 Hsinnxdx — —I—J iSinn.w:d.vc:.
T . ™ i
Parcijalnom integracijom bit Ce
8 1 sin# x.

4 ®
[xsinnxdx=—"-cosnx -+
n 7

Radi toga je:
T
B
4H X 1. ; H %
S,=—F|——cosnx 4+ —sinnx|+ — [—cosnx]—
s n n TH -
) 0 2
_ k3
4H % 1. 2 s 4H 4
— | ——cosnx 4 —sinnx|=— COSH —— + ——sinn —— —
T n n TN T n 2
™

2
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osnm 4Hcos T - Hcosn —ZHC i -+
— ——COSAT -+ ——COSH -~ + — T — 087 -
TN Tn 2 TN TN 2

. m 8H ., =

T g g S

2
Ako je n tako, onda je S,=0. Stoga je

‘P'(x) =

H(Sinx_sian . sin5x
9 25 a )
Kod funkcije prema sl. 63. sredina, bit ¢e ¢ (x)=0. Izmedu O i .1

2
zbog slicnosti trokuta vrijedi, da je

¢, (%) : (——--—)—ZH:;-, ili Lp(x)—zH_“_?

Izmedu g i 7 vrijedi:

LIJ:(x):(x——;—):ZH:(n—-l;-) ili ¢2(x)=4fx—2H.

Prema tome je

T‘E

o)

1 (4 ;
f2 Hsmnxdx—-———f iy smnxdx + ?f —-I:ﬁ sinnx dx —

kg

o 2

2 4 |
[ZHsmnxdx— 2H[—c@s,mc] — Ijl—-— X cosnx -4 —asinnx] 4
TN s n n
:

0 |
0

™

-+ ek X cosn : 2H co aE COoSs# -
-_‘j:c-g_ ; X ‘|— ';z—— Slnnx n— [ sn x:‘L‘— _ﬁ -i“ —— +
! . =
2
4 cosn-ﬂ — 14 sin# T 4Hcosn i sin 2Hcosn =
T SOy T e S Y Ty SO ST oSy
———sinn L 2 cosn 2Hcos. n - sH sin# & —ZHcos
it STy T gy COST Ty COS My = e Sy T COSMT

4H 2H
+ —— sinnw 4 —.
TN TN

4 D, Svarc: Elektri¢ni titrajni krugovi
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Ako je n tako, onda je S, = 0. Radi toga vrijedi samo liho #, te je tada

4H 8 H
S" == — —‘———2—28111?2—
TH TN 2
Red glasi
4HI . 2 ., sin3x 2 sin3x sinSx 2 sinSx
¥ )= T[smx e sinx -} T o} e B e ]

Zbrojeni Fourierovi redovi funkcija iz sl. 63. gore i u sredini daju izraz

ﬁ-g[sinx—}— sin3 x n sins x 4. ]

3 5
t. j. pravokutni titraj, kako se to vidi u navedenoj slici dolje.

+
|

e) Fourierovi redovi jo§ nekih periodi¢kih funkcija
27

Navest ¢emo Fourierove redove za slijedece periodicke funkcije uz » = i
) ! $(t) ) !
N :‘
/N AN A IR B
f i el KT b
Vo R <
le——T —-—-II ! jo——r-T -—-—--4‘ .
Slika 64. Slika 65. Slika 66.
$(t)
' $(t) |
. : T
N\ /N AN AN
g , L\ ¢ ‘ | ‘ t
U —elkT ]'BY ' 0 f»w(!f*i
. 7 —]
T j I
Slika 67. Slika 68.
Trokutasti titraj prema sl. 64.
8 H cos3wt cosSwte
() - ( t A caver n )
(T) - coswt - 9 + 75 |
Jednostavno usmjereni sinusov titraj prema sl. 65.
A T . 2 2 2
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Niz pravokutnih impulsa prema sl. 66.

(I)()_~%I—{(—Z—m—f—Slnnacosmrhl—%sz‘mmCOSZmz—k
|
-+ ‘-3-sm37toccos-3cot+ . )
Trapezni titraj prema sl. 67.
2H( 1 l 1
d)(t)___— 1231n27rocsmo)z—|— ssinbrasin3wt 4+ 5 sin10masin5wz | - )
Niz trokutastih impulsa prema sl. 68.
2H( T 2 T 2
D)=l 4 2 sint o2 i
() o ! ch(sm 5 Cosw? -+ - msmz 5 cos2mr—|—
2 ., ,, T
+ Ko sin 3-2— cos3wr 4 - - )

f) Fourierov red u kompleksnom obliku*)

(D‘(:) =K, + Y[C,cosnwt | S,sinnwr] = -Yl,—-fd)(z) dr 4

ni=1

o0 jnwt -—;nm: jnwt —jnwt
e +e 2 I(D e +e " .
| [ 3 (1) — > de 4

n="1L

ejuwt —;ﬂm.f 2 J. e;nmf —;noﬂ
N C—— S D (; e
. X () — X dr]

T
1
— TJ‘(D(;)d[_f x [ [ ?nmtf(b(t)c,'nmldr_|_eﬂ:mtjq)(r)e-——3nwfdt+
0

=1
# 0

_I_ e—j:rm!fq) (I) ejntat dr "|‘ e—-—jnmtfq) (E) C_jm“df]—
2T[ ;ﬂmtfq)(t)e}ﬂm!dt ;?i(olJ‘(D(t)e—}nmfdr
—e_"’_“”J‘(IJ (t)e“”“dr—|—e_f””‘fq)(z)e_f"“”dr]] -

_-—ﬂf(D(z)da +)_, { [2 f’““fcb(:)e—f"‘-”dz+2e‘f“"fcb(z)ef""”dr]]

*) Ovaj naziv — iako uobiajen — nije dovoljno specifian, jer je i simboli¢ki oblik
Fourierovog reda, koji smo prije naveli, podjednako kompleksan.
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Vidimo, da su prvi adendi u izrazu pod znakom sumacije verzori, koji se
okre¢u s 7, a drugi adendi verzori koji se okreéu s —mnw. Prema tome
sada frekvencije idu od — oo do0 + oo. Radi toga je:

4 o
o) = ¥ % e,

gdje je

T
gf" __I_j —jnwt ___1_ 2
ST Tg D@)e dt = =

T
o= 5 ._antb (t)cos(—nwt)de 4

-
+J._2Tf¢(5) sin(—nwt) dt].

Za pozitivno n bit ¢e

w_ 1 ;
&= C—isy,
a za negativno #n bit e’
oA | .
2"' =Ty [Cn 4y Sn]'

Za n =0 bit e
T
Ho _ lf
—2—_Tu ® (r)dr,

te taj ,,verzor« miruje i jednak je K.

' Medutim, u prednjem izvodu posli smo od pretpostavke, da je @ ()
realno. Radi toga se sada @ (z) mora pokazati kao cosinusove projekcije verzora
na realnoj osi, od Cijeg se pozitivnog smjera — kako znamo — broje kutovi.
Za povoljnu frekvenciju nw i njoj pridruzenu —nw vrijednost titraja u Casu
t bit ée:

FIO—iSIE™ 4 (OS] =
=C,cosnwt+ S, sinnwt=C,cosnwt -+ S, cos (nmr—l;-) .
Ovaj posljednji izraz, kod kojega se kutovi uistinu broje od pozitivnog dijela

realne osi, pokazuje potpuno u skladu s nasim sl. 55. 1 56., koje smo ve¢ prouca-
vali, da se radi o zbroju cosinusovih titraja verzora C, s fazom nula i verzora S,

T s ’ s .
s fazom — 5 koji se okreCu samo s pozitivhim 7 .
Znaci, dakle, da je sadasnja kompozicija od cCetiri verzora t. j. 5 C, s fa-
1 T 2 ; .
zom nula, te 5 S, s fazom — 50 koji se okrecu s » ®, zatim verzora g7 C, s fa-

1 -rc i ; - y ;
zom nula, te TSnsfazom 50 koji se okre¢u s —nw, adekvatna cosinusovim
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projekcijama od dva prije navedena verzora. Medutim, prikaz s Cetiri verzora po-
lovi¢tne amplitude ipak je egzaktniji od prikaza sa samo dva verzora cijele
amplitude, jer se kod Cetiri verzora projekcije u jednoj osi same medusobno
ponistavaju, dok kod dva verzora, Kkoji sluze kao ,totum pro partes, moramo
tek dogovorom utvrditi u kojoj osi njihove projekcije ne vrijede.

C,i S, mogu biti — kako znamo — pozitivni ili negativni, te onda

poletne polozaje verzora C, odnosno +jS§, treba shodno nanijeti na pozitivne
ili negativne strane doti¢nih osi Gaussove ravnine.

Ako se dogadaj zbiva na imaginarnoj osi, tada ¢emo u formulu za @ ()

Ao E A2
2 2

umjesto 2% uvrstiti =7 5

. ; : T
t. j. sve ¢emo zaokrenuti za 5 U tom slu-

¢aju bit ce

gdje je
Lx o1 ! S
H o C—iS) = 5 iCu+S.)
za pozitivno n, te

1 1
o 'S ]=—=[jC,—S
I [CutiS)] =5 [1C,—3.]
za negativno n. Nadalje je “72° - =JK.
Kod povoijnih frekvencija nw, te —no, u Casu ¢ vrijednost titraja bit Ce:

; - = Jur e : '
5 [1C, +. 8]/ L 5 [ C,—S,Je """ =j[C,cosnwt + S, sinnwi] =

ﬁ—_.j;lr(_',‘_H sin (nw t -+ —721:) + S, sinnwit

Znaci, dakle, da je sada titraj uistinu na imaginarnoj osi i da predsta-
vlja zbroj sinusovih komponenata dvaju verzora, kojih se kutovi, naravno, broje

g . . v T
od pozitivnog dijela realne osi t. j. C, s fazom D te verzora S, s fazom nula.

Sl. 69. prikazuje na pr. pridruZene verzore neke funkcije, koja se sastoji od
konstantnog ¢lana, prve i druge harmoni¢ke i koja se zbiva na imaginarnoj osi.

Ako je zadana funkcija W'(x), koja neka se zbiva na realnoj osi, onda
bi Fourierov red u kompleksnom obliku imao za svoj izraz

+ o ‘
W (.?C) — 21 uﬁ_"z_u el r:x,

kod cega je

2 ¢

2

-gfn s 1 J"l —jnx o 1 J Pr N —INX g,

Sy g P'(x)e di= o Y(x)e dx.
o 0 0
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» R e L e, 55'
; L
L\
| 2’
v 1
| 4 SN T 552
Lo
LR
| : 2
: : pravac
+j K, ;‘C,: %Cz 3 0 titranje <)
Pk ¢ 4]
4
: |
i
S Y A 4
BASA
I " ‘,q:
| z
s Fussscupeenilgy,
o
Slika 69,

Vrijednost ovog izraza je, naravno, ista kao i ona za ®(r). Ako bi se dogadaj
zbivao na imaginarnoj osi analogno prijaénjem bilo bi

2_12

g) Primjer pravokutne i pilaste funkcije u kompleksnom obliku

Zadana je pravokutna funkcija sa sl. 62.

.an o -—;nx . —jinx H —jnx “m

: fH dx -+ . f( Hye /"de = —7 e -
0

H 27 H o
=™ e —Jnm I e et RS —ijnm
+}'2nne i'2-.-1:?: [C lJ ]27ml J
. H . H e . H _yaes H
=g iy S T I = i e 4

f-7sin(—nmw)] —j ,)H -[cos (— 2nm) -} 7 sin(— 2 nx)].

Ako je n pozitivno ili negativno, ali tako, onda je
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Prema tome, n moZe biti samo liho, i to ili pozitivho ili negativno, i tada
dobivamo:

#, _.H . H _H  .2H Ad.* 2H
2 T an T ne Vg = 1y FRED S

Konstanta kod n =0 je K, =0. Sada mozemo pisati Fourierov red u kom-
pleksnom obliku s time, da se funkcija pojavljuje na realnoj osi

Y= Y —jil e

P, e, [ A SR mh

odnosno

D (1) = b3 _j2H ginat,

n=:+v<8,—1,1,8: . TH
i
fn=135 r)
2K _1
r 25'
i pravac
] [ titranja -]
3 Airs A, 2 '
o 2 > \ .i.fi_=_15
g0 0 | ey "2
-,fg—:—;za neg r=-4-3- ~r —;%za poz n=13-~r
12051 _;%' _ 12nos{ -}‘% \ [n==1-3-5-=r)
‘T;-:J_d
Slika 70, Slika 71.

To bi za n— +r dalo par verzora prema sl. 70. Ako se funkcija pojavljuje
na imaginarnoj osi, bit ¢e

'\ 2H inx
]1[1 (x) - 1 5L e; F
pe=:++—8,—1,1,83... TR
odnosno
2H .
g B jnmt
JO () = — et
() ,;:...._:},_1_1'3... N

To za n-— +r daje par verzora prikazanih na sl. 71. Rezultat se potpuno
poklapa s prije dobivenim redom, buduc¢i da su kod obi¢nog verzorskog pri-
. . 4H : . - .
kaza amplitude dvostruke t. j. , a kako su verzori okomiti na pravac titra-
TTH
nja, to mogu postojati samo sinusovi valovi.
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Zadana je funkcija prema
sl. 72. ¢ 3.

®(z)=H7(—§;£): I,} """"""" TN '\
z N Ny

T
Tada je Slika 72.
T T T
.~ Tl einotgy - H feminorg,  2H [ ey
2 T T T T*
0 0 0
T T
H o . 2H i .
:Ljﬁﬁje J fd(—]mo.r)—:?-.;c-;j,z-fr:e metd(—jnwi).
0 ’ 0 !

Parcijalnom integracijom drugog adenda bit ée:

T T

T .
.Qf s H —jnwt 2Hw —Jnwt —jnwt
i, RS, Sl [ i — dr | =
2 T 92w € 41 n _te fe 4
0 0 0
T
: H 2Hw ; 1 ;
i T ——;ni’n_-_____-____ ' —jnet % —jnet -
Ta2w © n2w }471:2;1[& —jnwe ]
0
:] __‘(_I__' —}'n?ﬂ:__ -_}_'_I___J- }fi’)_ ZE e—jni‘rr __I_ __._1___ c—jﬂﬂ'n___._!_____ .
n2mw n2m 27'n| o o jno

Budu¢i da je e /"*™ = 1, to slijedi, da je:

Prema tome, ako se dogadaj zbiva na realnoj osi, Fourierov red glasi:

o= ¥ (—il)em

fi = — &0 RL

h) Neke primjedbe o Fourierovom redu. Linijski spektar

Fourierov red u kompleksnom obliku pogodan je za dobivanje harmo-
nickih komponenata neke stacionarne periodicke struje. Ako imamo neki perio-
dicki neharmonicki napon narinut na jedan elektri¢ni krug, koji napon smo
rastavili u Fourierov red u kompleksnom obliku, to za svaku komponentu



57

napona —%ﬁ ¢/"®!, odnosno za j T" e’"“! lako moZemo naéi verzor pripadne
stacionarne struje (ukoliko vrijedi zakon superpozicije) t. j.
Hau _ _ 7 A
5;" = s i odnosno j <% — L :
R—f—j(nmL—-—-n—JC) R—j—j(nmL—TC

7] w 2w Jw hw Sew bw 7w

Slika 73,

Kako po dva verzora, koji se okrecu u protivnim smjerovima, daju titraj struje,
to ¢e amplituda te struje biti

A
[ = n'"_"f_'“"
R+ nol—
V ¢ ( @ nwC )
Te stacionarne amplitude ucrtane su na sl. 73., koja bi — kad bi jo§ pripi-
sali i faze — predstavljala verzorski prikaz komponenata. Niz na sl. 73. na-

ziva se i ,linijski spektar< (za razliku od pravog spektra, o ¢emu ¢e kasnije
biti rije¢), $to je ovdje kod Fourierovog reda, gdje se radi o periodi¢kim funk-
cijama, koje se ponavljaju od ¢t = —oco do = -+ oo, i opravdano.*)

Na navedenoj slici tre¢a frekvencija je dominantna i krug je vjerojatno
udesen tako, da rezonira na nju. Medutim, ne mora dominantna komponenta
nuzno biti i rezonantna, jer njena veli¢ina ne zavisi samo o nazivniku, koji je
u rezonanciji najmanji t. j. R, nego i o brojniku, koji je uvjetovan formom
naponske krivulje. Ako je na pr. izvjesna komponenta naponske krivulje vrlo malena,
to struja uslijed te komponente, unaio¢ eventualne rezonancije, ne mora biti i

najve¢a komponentna struja. Pri obi¢cnom Fourierovom redu morali bismo — da
dobijemo amplitudu neke komponentne stacionarne struje — najprije izracu-

nati amplitudu doti¢nog sinusovog i cosinusovog vala i te amplitude geometrijski
zbrojiti. | Daljnja je prednost Fourierovog reda u kompleksnom obliku u tome,
Sto se moZe lako na¢i diferencijalni kvocijent funkcije po vremenu (ukoliko
nemamo slucaj Gibbsovog pojava, kad funkcija i njen red nemaju isti dife-
rencijalni kvocijent), odnosno njen vremenski integral jednostavnim verzorskim
zbrajanjem diferencijalnih kvocijenata, odnosno vremenskih integrala pojedinih
komponenata.

*) Kad$to se u knjigama linijskim spektrom naziva i niz verzora, koji po¢inju u t=0.
Medutim, kasnije ¢emo saznati, da to nije — strogo uzevii — tofno, jer samo verzor, koji
traje od t =—o0 do t = + o, ima za spektar jednu jedinu frekvenciju, dok onaj, koji po-
¢ima u ¢t =0, ima za spektar cijeli niz frekvencija.
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SL. 74. prikazuje neku periodi¢ku krivulju s trajanjem periode 7', a ispod
nje su ucrtane amplitude njenih Fourierovih komponenata sa svojim frekvenci-
jama. Ako se Citav tok krivulje uspori , ali odnosi unutar njene periode ostanu
isti, onda ¢e se, naravno, uvecaii trajanje njene periode na 7', dok ¢e amplitude
komponenata ostati iste kao i prije, ali njihove frekvencije ¢e se smanjiti u
istom omjeru koliko se je perioda povecala. Na sl. 75. lijevo prikazana je pe-

0 w 2w 3w bea oo 0 o 23t -

Slika 74.

riodicka krivulja, koja se sastoji od niza impulsa, a ispod krivulje su amplitude
njenih komponenata s pripadnim frekvencijama. Ako se prema istoj slici desno,
razmak izmedu pojedinih impulsa uveca, onda ¢e se frekvencije’ kao i prije
umanjiti, ali amplitude ne ¢e ostati iste kao i prije, jer se je odnos vrijednosti
krivulje unutar periode promijenio.

(_,1 H : ﬂ N _n___._._.._iﬁé_________n__
L B A : J

[k S

0 w 2w AKEE 0 o 2o 3
Slika 75.

Ako u odabranom koordinatnom sistemu nacrtamo neku periodi¢ku kri-
vulju i funkciju, koju ona predstavlja, rastavimo u Fourierov red, dobit ¢emo,
naravno, niz cosinusovih i sinusovih valova. Ako svaki cosinusov val zbrojimo
s njegovim pripadnim sinusovim valom, dobit ¢emo kao rezultante fazno po-
maknute harmonicke valove. Njihov zbroj na svakom mjestu dat ¢e, naravno,
originalnu krivulju. Ako ishodiSte — ostavljajuci crtez krivulje netaknut — po-
maknemo na apscisnoj osi, za netaknutu krivulju dobili smo drugu funkciju,
koja ¢e, naravno, imati drugaciji Fourierov red. Sastavimo li kao i prvi puta
cosinusove valove te nove funkcije s pripadnim sinusovim valovima, dobit ¢emo
iste, nepromijenjen2, otprije nacrtane fazno pomaknute harmonicke valove. Pri
istodobnom pomicenju ishodi$ta ne samo u horizontalnom, nego i u vertikalnom
smjeru, dobili bismo opet jednake fazno pomaknute harmonicke valove kao i
prije, a promijenio bi se samo konstantni ¢lan.
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5. RASTAVLJANJE NEPERIODICKE FUNKCIJE U HARMONICKE
KOMPONENTE

a) Dobivanje izraza za spektar funkcije

Promotrit ¢emo neperiodi¢ku vremensku funkciju. Ona podinje u ¢t = — co

1 zavrsava u ¢ = - oo. Nadalje, neka je mjestimi¢no glatka, u svakom konad-
nom podruCju neka ima konalni broj skokova konacne visine, a integrali, koji
se pojavljuju, neka konvergiraju kona¢nim vrijedno-

| - stima. Razumije se, da funkcija moze imati povre-

Po?”‘ijﬂ ki H I Afﬁm""”f'-’ mene vrijednosti nula. Kod prijelaza periodi¢ke
VA B funkcije u neperiodicku, ne ¢emo, kao dosada, bro-

R jiti vrijeme prve periode od ishodista t. j. od =0

s el do 7, nego prema sl. 76. od ishodi$ta na jednu
T T,
Slika 76. stranu do 5> @ ma drugu stranu do — i obo-

strano povecavati razmake impulsa t. j. periodu, koja ¢e se kona¢no protezati
s jedne strane prema — co, a s druge strane prema - co.

Nasda periodi¢ka funkcija od vremena tada ce glasiti:

P()y=K,+ X C,cosnwt+ X S, sinnwr=

n=1 n=1

T

9
o 2
— K, + Xcosnot- qu) (a)cosnwada -
=1 T
T2
>
o 9 2
4 X sin ?-zmr.--—-ffl) (a)sinnwada.
n=1 T 7 i

5

Kod toga smo pod integralom dosadas$nju varijablu 7 zamijenili varijablom
a, $to je dozvoljeno, jer se radi o odredenim integralima s nepromijenjenim
granicama. To smo uradili zato, da vidljivo odijelimo izraze pod integralom,
koji sadrze 1, od onih pred integralom, koji takoder sadrze tu varijablu, a na

’ . i . AHE wa g
koje se integral ne odnosi. Kako je T = —, bit Ce:
)

OB =K, | ¥

n=1

T

b
=
L4

.. D1,
COSHWIE - ) — ‘@(a)cosno)ada—i—
;B

X I .
+smurontow-o— [ ) (a) sinn w adal.
T il

=



60

Sumiranjem ovih dvaju adenada u uglatoj zagradi, pocet ¢emo, kao §to je to
kod znaka sume i oznaleno, kod onoga ®, Ciji je » = 1, dakle, kod osnovnog
®, i zatim ,,skoditi do druge harmonicke s =2 i t. d. do n—=co. Ako T
raste, osnovni  postajat ¢e sve manji, a s time ¢e bivati sve manji i nasi
,,skokovi¢, i zaposjedanje pojedinih frekvencija na crti beskrajnog niza fre-
kvencija sve guste. Ako T — co, teZiti ¢e osnovni «—0, dakle, postat ¢e na
nasoj navedenoj crti njen prvi diferencijal, i mi ne ¢emo vise ,,skakati¢, nego
¢emo kontinuirano prelaziti s to¢ke na to¢ku uzduZ crte, pocevsi od 0 do oo.

W o
» -
. X 5w
s ] & =
/. A s~ ~
! i “.I‘ \\
' \
¢ [l R I % B
/ R NS I 4
if | ”, = ‘ﬂu}_ \ :
/ ¥ i W !
' " _""/‘(/ .Ft i
' e
+j K Clu) jCl 10 -jSlu) Slu) -]
Slika 77.

Kod toga sad ne bi imalo nikakvog smisla, da se izraz nw, t. j. umnozak ko-
na¢nog broja i diferencijala, zadrzava u predasnjoj formuli, nego ¢emo umjesto
toga pisati ,uc. Taj ,u oznacivat ¢e svaku frekvanciju na nasoj crti frekven-
cija, analogno kao $to na pr. x oznaCuje svako mjesto na apscisnoj osi, a mua-
ravno, sastavljen je od samih diferencijala dx i pocinje u ishodistu t. j. kod
nule. Razumljivo je, da ¢e sada znak sumacije prije¢i u znak integrala, buduci
da momentane vrijednosti harmonic¢kih funkcija zbrajamo svakog Casa po dife-
rencijalima frekvencija, a ne ,skokomices, kao prije po ©, 2w, 3o it d.
Prema tome, bit ce: '

O)=K, + f [cosm‘ du-—:e-f@(a)cos uada -+

1 =]
-+ sinur du - ?f ® (a) sin ua da]

Iz ovog izraza vidimo, da se funkcija sastoji od neprekidnog niza sinusovih i
cosinusovih valova frekvencije u, koja ima sve vrijednosti od 0 do oo, a
amplitude doti¢nih cosinusovih valova jednake su

| :
du - - J.(D (a)cos ua da
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odnosno sinusovih valova

du - 11‘_' f@ (a) sinua da.

Izraze

%J.(D(a)cosua da = C(u)

-1-1— f(D (a)sinua da = S (u)

zovemo Fourierovim integralima, odnosno spektralnim funkcijama zadane funk-
cije ®(¢) i oni, nacrtani u koordinatnom sistemu u ovisnosti od u, daju spek-
tar, odnosno sliku relativnih vrijednosti amplituda -frekvencija od 0 do oo.
Prema tome je izrazom

®()=K,+ .fw[C (w)cosut + S (u)sin ut) du

zadana funkcija izraZena u spektralnom obliku. Ako se prema sl. 77. titraj
zbiva u realnoj osi Gaussove ravnine, bit ée:

® (1) = K, + {4 () cos [ur —§ (u)]} du =

—K,+f °{°A (u) cos  (u) cosut + A (u)sin (u) sinuz) du
te je stoga
A (u) cos (u) = C(u)
Au)sing (u) = S (u)

¢ (u) = arctg g—gg

A(u) du =) [C@)) + [S @) du
U simbolickom obliku bilo bi

(1) =cRe [Ko +I2(u)e”“‘—““”du} - ‘Re[Ko+fwgf(u)ei“‘du].
0 0
Dalje je

HW) =Cu)—jS(u)= ~3? f[il) (a) cosua—jP (a)sinua] da = %f&; (a)e~“* da.

Na sl. 77. nije predolen verzor frekvencije u, buduéi da on glasi ¢f (w)du,
dakle bi bio neizmjerno malen, nego navedeni ,,relativni verzors o (u), koji se
po dimenziji za s—! razlikuje od pravog verzora.
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Ako se dogadaj zbiva na imaginarnoj osi prema istoj slici, bit ce:

D)= ImliK, + [g* @) dul,
gdje je: 0

() = 0 (1) = [C) —i S@w)] — Aw)e’ vo+3]_ oo,

Nadalje je JO () :j‘ K, + nf?A () sin [uz +¢ ()]} d“]'

Za titraj na imaginarnoj osi pomocu verzora, kojima su pridruZzeni verzori
protivnog smjera vrtnje t. j. kad vrijede i cosinusovi i sinusovi titraji, ali se:
cosinusovi titraji sami poni$tavaju, bilo bi:

(=] * I
JO@)=jK, + f 5?55__2(‘_‘2_ & du,

gdje je R
ﬁf g (u) J . —jua
S, A, N d
5 > fﬁ) (a)e a
odnosno je za pozitivni u izraz za
o _Jem 15w
2 T2 2

te za negativni u izraz za

2 2 2
kod Cega C(u) i S(u#) mogu biti pozitivni ili negativni.*)

AW }-[C(u) . J'S__(?f_)_]

Izraz o
{C (u) cosur du
0

bit Ce, obzirom na ¢, taka (parna) funkcija ©(z), dok Ce izraz
|8 (u)sinur du
0

biti liha (neparna) funkcija A(z). Prema tome bit ce:

OH)—K,= @)+ A0
odnosno O(—t)—K, =1(—1t) + A(—1) = 7(t) — A ().

Iz ovog slijedi:

SOO+D(—)—2K]=5() 5 [OO—O(—0] = A(O)

*) Kod toga smo uéinili ,pogresku®, jer smo raspolovili i verzor frekvencije nula.,
koji nema para. Medutim, raspolovivii tu diskretnu vrijednost, nismo promijenili i vri-
jednost integrala.
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$e)on, |_~10)
80 o~ #(0 T_,_,A/(\_ _______________
”! L - ", i
d / \/__\ P4 ~ AR |

Slika 78.

Na sl. 78. lijevo vidi se gornji postupak s funkcijom, koja nema kon-
stantni Clan, a na istoj slici desno postupak s funkcijom, ¢&iji konstantni ¢lan
; ; a+(—b & : i o . .
iznosi K, = +:(2———) Lijeva funkcija nema konstantni ¢lan, buduéi da je tra-
janje njene periode 7= co, a ona se razlikuje od nule samo u konanom
intervalu. ;

b) Spektar funkcije, koja se obostrano od ishodista sastoji od istog
broja sinusovih valova

Proucit ¢emo spektar funkcije prikazane na sl. 79., koja je u granicama
~_—~§ do 5 sinusoida Asin€2z, a inace je svagdje jednaka nuli.

7
o 2
C(u) = 1 J‘(D(a) cosua da = -]—fAsiancos uz dr =
T L
S 4
A, : A 2
— ;.f = [31Q(Q+z¢)z+s1n(ﬂmu) t]de= 170 ﬁ-)-[—c.os (Q + u) t] T—k
T ==

9
a

&

)

~[—(:0S.(Q-—z¢)s:]2 = 0.

I
2

A

T an@—w
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Taj rezultat je razumlijiv, jer je funkcija liha (neparna).
T

2
S () = ?It_ftIJ (a)sinua da = %J‘A sinQ¢sinut dt =
»

2
T

T flach
3 2
A 1 A : B
= £ f - [cos (Q—u)t—cos(Q + u)t]dt = 3@ —u) sin (Q —u) ¢

4 T
TR T2

T -

4 2 sin (Q —u) % sin (Q + ) %
—Sa i et “V\ = n[ A T ]

T

Slika 79.

Sl. 80. prikazuje spektar S (u). Vrijednost prvog adenda za u = mnali
smo prema L’Hospitalu.

Ako je Q g = 1, dakle, ako se funkcija sastoji samo od jednog sinusovog
titraja, onda je spektar — kao $to se vidi — $irok, i u podrudju izmedu 0 i 20 go-

tovo sve frekvencije osim onih oko 0 i 2, zastupane su skoro istom jaCinom.

Ako je Q "g — 2, dakle, ako se funkcija sastoji od dva sinusova titraja, udio frek-
T
vencija oko  postaje jali, §to se na pr. kod Q 5 = 8, dakle, kad se funk-

cija sastoji od osam titraja, ve¢ narotito istice. Sto funkciji obostrano od ishodista
pridolazi vide titraja, tim se spektar oko € isti¢e sve jace, a kod drugih frekvencija

postaje sve slabiji. Kod prosirenja funkcije prema neizmjernosti s obje strane
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Sfu)

8 valova

Tval.
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\
\
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1§
[}
l
I
]
]
i
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/1
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1
1
I
j
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o~
(

\

S
o3 I~ }

Slika 80,

=

spektar bi se kona¢no suzio samo u jednu frekvenciju, t. j.
bi neizmjerno veliko. lzraz

), a & () postalo

=]
S (u)sinuedu
il

zadobio bi vrijednost Asin¢, i amplituda 4, nacrtana kod frekvencije £2, pred-
stavljala bi linijski spektar.) Analogno i kod cosinusa, pri povecanju broja
valova u oba smjera u neizmjernost, spektar bi se suzio u frekvenciju £ i
postao necizmjerno velik.

¢) Spektar prigusne funkcije
Zadana je prigusna funkcija
D () = he

prema sl. 81. Ma da se funkcija uistinu proteze od — oo do -} oo, u integralima
mozemo staviti kao donju granicu ¢ =0, jer prije toga vremena funkcija ima
vrijednost nula. Radi toga ¢e biti:

l (=] o

] 0

Kod toga smo, u skladu s prija$njim, kod odredenog integrala zamijenili vari-
jablu ¢ sa a.

5 B, Svarc: Elektriéni titrajni krugovi
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Nadalje slijedi:

C(u) = L [he®* cosua da
™
0

S(u) = L1 he %* sinua da
T
0

Ove spektralne funkcije nac¢i ¢emo najlak$e, ako napiSemo izraz za relativni
rezultantni verzor, t. j.

H () =Cu)—jS(u) =

= ij e~ %*(cosua— jsinua) da = ~k—f e %" dg =
T T
0 0
_ h w-—(S-f-fn}a L h —(8+ju)a oj__ h _
= [ — | = ww
0
__h 3 hu
T+ TRyt
Prema tome je
3 h u
C(u):'—ss_i_ug? S(u)—“',;"s__l_un
i nadalje
S ()
g (u) = CTw
T
i ! é(t) h ,1
Uy .
0 7 ] u‘ g .
Slika 81. Slika 82.
Izraz - je, uz pozitivno u, inverzija polupravca (3 + ju), pomnoZena
?t(s—l—]'u) ]k: P ’ ja p Ju), P 4

s kounstantom -—— i prema tome je polukruZnica. Ona predstavlja krivulju mjesta
T
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relativnih verzora (t. j. bez du), c¢ija je ,relativna amplituda“ dana izrazom

h 1
A(u):;—vﬁ

Odnos relativnih amplituda i pripadnih frekvencija prikazan je na sl. 82.,
koja, dakle, predstavlja spektar ,relativnih amplituda fazno pomaknutih
verzora. '

Dobili smo
oo ' =]
h 0 h [ u
D(r) = -*J. —— cosut du + — | ——— sinuwtdu — (¢ A1),
() = 8‘3+u2 —I T . 82_{_u2 ()+ ()
0 0
;
2 Bt
------ 0
\\\ Clu) t
Yl _h
) 2
?b. o ) - g Yu)
R \‘\“‘.‘“\
b u) e N\ !
"-..\____ \\ E
| R Nt
0 u=d “ N\
Slika 83. : Slika 84.

Slika 83. prikazuje komponentne spektre, t. j. cosinusov i sinusov spektar (Cije
pojedine pripadne vrijednosti, zbrojene geometrijski, daju, naravno, duZinu
relativne amplitude doti¢nog fazno pomaknutog vala, dakle ordinate sl. 82.)
kao i fazni kut {(u). SL 84. prikazuje funkcije 7(z), te A(z), kao i poznati
nacin kako smo do njih dosli.
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d) Spektar uklopnih funkcija

o) Uklopna funkcija s okomitim ¢elom prema sl. 85. nastaje,

;. v . A s —8 " : . ~ - "
ako guSenje kod funkcije ¢ °" konvergira prema nuli. Funkcija 7(t) prelazi,

. : . . h
prema sl. 86. gore, u horizontalan pravac, Cije su ordinate jednake =5 a funk-

i

LY
3
d(t)=hit)
0 7
h
Alt)
h
2
) ] -
1 2 ‘
_h
2
Slika 85. Slika 86.

cija A(r) dobiva izgled prema istoj slici dolje, t. j. njene su ordinate za pozi-

h
tivne vrijednosti od ¢ jednake - 2’ , a za negativne vrijednosti jednake su — f:—
Funkcija 7(¢) ima sada spektar nula, jer je kod § =0 izraz
) h 0
CO = =%
dok je spektar funkcije A(2)
h u h
() L . M ;
(0 t 0°+ o TU

Prema tome, spektralni izraz za gornju uklopnu funkciju, koja je prije ¢t =0
na svakom mjestu jednaka nuli, glasi:

h “h :
Dl e | =
D (z) 5 | ! <y Sinut du.

Prema sl. 87. spektralna funkcija S (x) uklopne funkcije /2(7) je u koordinatnom
sistemu istostrana hiperbola.
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Ako bismo prema sl. 88. imali funkciju /i(—1), to bi ona izraZena svojim
spektrom, glasila '

oo h
D (1) _22 ——' TC:II sinur du

1]

hi-t) I

Slul f ,_ﬁ_"_"___

s

I
I
]
|
A1
|
[
1
]

.
P
~

Slika 87. Slika 88. Slika 89.

h . . - .
t. j. ona je zbroj konstante - i funkcije A(—1) prema sl. 89., ¢iji spektralni

5
izraz dobijemo tako, ako varijablu 7z u spektralnem izrazu funkcije A(¢) zami-
jenimo s — 1.

f) Uklopna funkcija s kosim celom, prema sl. 90. gore, je zbroj
uklopne funkcije Z(¢) i funkcije y (), koju smo na$li na taj nacin, da smo u
sredini intervala 7" izabrali ishodiSte i odredili diferenciju ® (z) — A (). Jednadzba
kosog pravca m kroz ishodiSte glasi:

L
=t =1 _2 ] Ih
JESE S i St
S
4 . . . _ h .
Za —--2—jgt§0 bit ¢e y (t) zbroj pravca m i konstante EX E %
; _.iz£_| I
X() = :{1' 7 2
Za 0 <:< - bit ée x(t) zbroj pr i k ’
a0 =55 it ¢e y (¢) zbroj pravca m 1 Konstante — 5 t. ]
ht K
/.(f)z—j:— 5

Buduci da je y (¢) nalijevo od —- ok odnosno nadesno od ;, jednako nuli,

r
to ¢e granice njegovih integrala i¢i od — do 0, odnosno od 0 do CX
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Nadalje, budu¢i da je y(¢) liha (neparna) funkcija, imat ée samo
sov spektar, pa piSuci, kao obi¢no, mjesto ¢ varijablu a, slijedi:

0
I r.rha  h]. 1 ha R .
S, (u) = = f [T 4 --i-] sinua da -+ — 7 7] sinua da =
- 0
2
3 T
0 2 2

h . h , h ;
— _2";:_.[?“““ da— ﬂ{Slnua da %—ch;sm ua da.

2

:o'[

()

Slika 90.

Parcijalnom integracijom posljednjeg adenda bit ée:

T
h " oh o
Sx(“)zm[_ cosua]—?z--?z; [— cosua] +m[~a cosua 4
T 0
BE]
T
A / h | T
o _ kT _ k| T
+.—smua]_2nu[ 1 - cosu ] 2nu[ cc:su2 +1]—|—
T
-5

A [—-T 2 inuT—|—(— T)cos (—-— T)—
S e 5 cosu—+;s 3 5 u 7

sinu-
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K tome pridolazi jo§ spektar uklopne funkcije 4(z), t. j. 8,

U

Prema tome spektar pocetne zadane funkcije @ (z) glasi:

S(u):%sinuj-

Sama funkéija u spektralnom obliku glasi:

o0

sinuz
D) = L.} %fj 2 sinut du.

2 T *

U
0
Spektralna funkcija S(x) prikazana je na sl. 91.

Slu)

-
-
e
________

&7 [ T/
¥ F g g

Slika 91.

--—sinu(-—--z)]:icosu—g————h——k L [—Tcosuz—}——i-

sinu —

2

)]
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Kao 3to se vidi na mnavedenoj slici, amplitude vecih frekvencija, u pore-

denju sa spektrom = od uklopne funkcije s okomitim ¢elom, sada su manje.
™ v 2l

; 6 T 1 .
Kod niskih frekvencija, kad je sinw-—- =~ u-—, te su amplitude medusobno skoro

2 2

jednake. Ako na pr. obje uklopne funkcije predstavljaju porast struje u ovisnosti
od vremena, to znaCi, da cCe, §to je Celo okomitije, nastati to veéi inducirani
naponi, jer ¢e tada umnosci visokih frekvencija s ve¢im amplitudama biti vedi,

nego kod koso poloZenog cela.
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v) Uklopna funkcija s eksponencijalnim usponom prema
sl. 92., oznacena s ®(r), je zbroj uklopne funkcije /(z) i negativne eksponen-
cijalne funkcije 7 (z) = —/he °‘. Svojedobno smo nasli, da pozitivna eksponen-

cijalna funkcija e "' ima slijedece spektralne funkcije:
I D
| === - h 3
i C()=——g—
hood 7e) T &4 u
i
g o f I 7
. S ?l — - " -
'_ (1) % o 4o

Ako tim spektralnim funkcijama
damo predznak minus, bit ¢e to spek-
Slika 92. tralne funkcije od ¥ (¢), a ako sinusovoj
spektralnoj funkciji pribrojimo  spek-

i B " , oy
tralnu funkeiju -~ - od uklopne funkceije /2(r), onda ¢e to biti sinusova spektralna
¢

T

funkcija od @ (7).

(=143
T
|
h
|
i
t
T
h |
CoIt) s ! \\ 2
'-_/ / ! N '
Y oy A5 ', < —7
lp | /,/ ! , N, !
-5 | i AN
ks £ : . fsmc..af i
Slika 93. [ L : R
| T ._1: !
- T Te2T -

Radi toga ¢e biti:

=]

h 1 h o ( h u /] ) : i
e 2l e T Vieossit b o .
D(r) = 5 - Jl( i -I-Hﬁ) cos ut - P + e smm_

0

due
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8) Uklopna funkcija s harmonic¢kim usponom prema sl. 93.,
oznacena s ® (1), je zbroj uklopne funkcije 7(z) i funkcije y(z), koju smo
dobili na isti nacin kao i istoimenu funkciju na sl. 90. Osnovni val funkcije

. . . i : 2T o .
+ ()ima periodu 7' i prema tome osnovna frekvencijamuje © = -+ Sama funkcija

: g & ) A . . h . ;
7 (1) je u intervalu — - ==r=0 zbroj sinusoide amplitude -; i periode
=27, Gji je o = 2% — 2% e konstante 2, t. ] i
e k) 1] l === ,1,,—2:1_,, AN o Ll 2) . ].
gty 4 sin Tcr—f— 4
(1) = 2 T 2

T /
U intervalu Ogr:ig— funkcija v (1) je zbroj sinusoide i konstante — !

5
te je stoga tada:
h ., =w h
() = —sin—t——F-
A T
Izvan tih intervala je
7.0 =0
. Sfu) {
|
I
I
|
|
|
|
\
\
\
\
\
\
\\
\ A
a
N\
AN
N
\\
. o
hT \ H“""“--_
Ly S N
' 1| = T T 73 5 Slika 94.
! T T 2 T

Budu¢i da je to liha (neparna) funkcija, imat ¢e samo sinusov spektar, t. j

h . = nt\ . d
Sir i
5 in T a 5| sinua da,

-

S, () =

=

—

—

.
B ms o BY . d 1
f( 5 Sl a+ ,j-) sinua da + ‘

1
| 2

0

gdje smo kao i prije varijablu ¢ zamijenili s varijablom a.
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T T
2 0 2
S (u):if—k-- sirlA—Tf:—c.winuc.:da-{—L fh— sinua da—-—f-wsn‘nmda—w
: wd 2 T J 2
~TI _I
2 2
T
5 0
h 1
m—nfj[cos(—-—u) a— cos (— -f~u) ]da+~——[— cosua]
. _T
2 2
J I
h [__ o - h ( ) i
e cos ua _4——1_:--:-—)sm T ¥)a|—
T
2
h T h
— il e ()] -
47:(7,-—,—74) -
__h [_ s /i 1]__ h 2si (rc )T
2ru Ty T = (11: AR i g
4 T——u)
h .- T h
—4T——)281H(T+U)"2—_‘Eu+ COS U — =
-hT cos u T i ~ COS U 4 h h cos i
T 2n—uD) ¥ T an(r L ul) BT T A
— b Cos u T-—- h
T u(m—ut T?) 2 wu

K tome pridolazi jo§ spektar uklopne funkcije # (¢), t. j. 1—1—;:‘, i radi toga Kko-
nacéno je:

hr
cos u

F) = u(r®—u* T*) 9

dok je sama funkcija

3 hr - i h
D (1) = fu(n’—u‘ Ty Cos - sinut du + -
0

Kao 3to se vidi, kod vrlo malenih % spektralna ¢e se funkcija u blizini nule

— . h
pribliZavati izrazu — .
TU
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Izraz COS % - bit ¢e za vrijednosti u = 31-,; jednako cos ’%E. Kod lihoga
n bit ¢e to jednako 0, i prema tome ¢e i spektralna funkcija S(#) tada biti
jednaka nuli, izuzev$i slu¢aj n = 1, odnosno u = %, jer tada u izrazu za S(u)

dobivamo neodredeni oblik g . Prema L’ Hospitalu, za taj slucaj dobit ¢emo

vrijednost:
hTcosu z —h 4 sin w1
fim T b3 B T ar
PR I ) = N
u—r;—uﬁ o T ﬂg'—'S%Ta 47:

Sl. 94. prikazuje izgled funkcije S (u).

¢) Spektar Diracove Delta funkcije 3(z), koja ima neizmjerno
veliku vrijednost, a postoji samo u ¢ = 0, izratunat ¢emo tako, da ¢emo poci

Clu)

-
-

1
ol

Slika 95.

od funkcije nacrtane na sl. 95. lijevo, i pustiti, da 7 tezi k nuli. Bit ce:

T T
I =
S —lflsinuzdt——l — cosut| =10
=) T “ﬂra[ c “]—
T T
7 %
T T
?l 1 q 2 T
1 ;
= | = dt = —— = —_siny—
C (u) “J. 7 cosut dt = — sin ut i)

T T
=5 -

Za T — 0 bit ¢e C(u):%u
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) A '-;
Prema tome prednja Diracova udarna funkcija u spektralnom obliku glasi:

o (t) = :r_J cos ut du.*)

Spektar je predstavljen jednom horizontalnom linijom, §to znaci, da su sve
frekvencije u spektru podjednako zastupljene (prema sl. 95. desno).

Na sl. 95. povr§ina odabrane funkcije, t. j. pravokutnog impulsa, iznosi
upravo jedinicu. Mjesto toga mogli smo odabrati takvu funkciju s bilo ka-
kvom povr§inom konacne vrijednosti, koju Cemo oznaliti sa Sd (t. j. sadizaj
— o tome ¢e biti govora u odsjeku f) ovog poglavlja). Okomita stranica iz-

Sd | Y g Sd ... T
nosila bi T U tom slucaju bilo bi C (#) — = I'a ¢injenica ne mijenja nista
i

8
|
/ﬁ
| I
| Q
l I
b
I
|
(=8
=
« ot
]
I
1
rofd Ini8
N -
I i
= ]

(a-b)(-t) 28 \ A 0

Neit -5
W #() -5 étti-K / B
/\

ta-b
t 2

g0t
—— a-
a

/ 9

Slika 96. Slika 97.

o
=

.

bitno na stvari, jer bi to samo znadilo, da smo nasu preda$nju Diracovu funkeiju.
koja ima neizmjerno veliku vrijednost, jo§ pomnozili s konaénim brojem, dakle
bi i umnozak bio Diracova funkcija.

*) Ovaj je integral, istina, divergentan. Za ¢ = 0 je divergentan u uZem smislu, t. j.
ima vrijednost neizmjerno, §to se slaZe sa znacenjem Diracove funkcije. Za ¢ 4 0 integral
ne bi imao smisla, jer ne postoji

L1
lim J.C(}S ut die.
1w—r 'y

No takvom se integralu moZe dati smisao time, da se njegova vrijednost definira kao

P
lim fc_ v
)\—’U“

cos ut dut,

§to za ¢ % 0 daje nulu, u skladu sa znafenjem Diracove funkcije. KaZe se, da je integral.
doduse, divergentan, ali da je A-sumabilan. Kod konvergentnih integrala takav postupak daje
isti rezultat kao integracija u obi¢nom smislu.
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e) Spektar funkcije, koja obostrano teZi Cvrstim konacnim
vrijednostima razli¢itim od nule

Ako funkcija ® (¢) tezi obostrano k nuli, onda su pod ranijom pretpo-
stavkom, t. j. da je funkcija na mjestima, kad je glatka, svagdje konacna, i da
ima konacan broj kona¢nih skokova, izrazi

l oo
Gy =— [(I) (a) cosuada
T .
odnosno ;i
S (u) = ~f O (a)sinua da

konvergentni. Medutim, ako funkcija s jedne strane, ili obostrano, tezi k nekoj
konacénoj ¢vrstoj vrijednosti, onda ¢emo - prema sl. 96. postupiti na slijedeci
nacin:

Oduzet ¢emo najprije konstantu b i dobiti funkciju na istoj slici u sre-
dini. Ako toj novoj funkciji oduzmemo uklopnu funkciju, koja prije ¢ =0
“ima vrijednost (a —b), a poslije je svagdje jednaka nuli, i dosljedno s preda-
$njim, oznadimo je (a-—b)(—1), onda ¢emo dobiti donju funkciju, koja obo-
strano tezi k nuli i ¢ije spektralne funkcije C (u), odnosno S (u), moZemo lako
naci.

Prema tome, cosinusoy spektar funkcije @ (¢) bit ¢e nadeni C(u), a njen
sinusov spektra dobit ¢emo tako, ako k 8 (x) pribrojimo sinvsov spektar  od
(a—b)(—1), koja ima — kako znamo — samo sinusov spektar. Radi toga
konacno Ce biti:

D(r) =105+ = -+ J]l C (u) cos ut | [S (1) — (a ;!b)] sin m}du =

2
0
= L -,j' 9. l@%gb) sinut du - J [C () cos ut - S (2) sin ] dut.
0 0

o

Mogli smo po¢i i drugim putem. Prema sl. 97. mogli smo na pr. od @ (1)
oduzeti konstantu

(a—b) (a-+ b)

W osier IR i T

K — h —I- =

’ 2 2
te dobiti funkciju
®(t)—K,.
Ako sada toj funkciji pribrojimo uklopnu funkciju nacrtanu na istoj slici, koja
ima prije ¢ — 0 vrijednost (a;b) , a poslije toga vrijednost _(_a_z—b_) , do-

bit ¢emo istu kona¢nu funkeiju kao i kod prvog razmatranja. Uklopna funk-
cija glasi

a—»b) .
------ sin ut du.
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Sada ¢emo imati kao i prije:

® (1) = (ihgb) — f (aﬂ;ﬂb) sinut du + f [C (u) cos ut -+ S (u) sin uz] du.

0 0

Minus ispred drugog adenda dolazi radi toga, jer moramo — da dobijemo @ (z)
— odbiti ono, §to smo prije tokom izvodenja pribrojili.

f) SadrZaj i spektar impulsa
Pod impulsom podrazumijevamo neku funkciju @ (), koja u izvjesnom
vremenskom intervalu ima znatno vece vrijednosti od nule, a izvan toga inter-
vala ima vrijednost nula, ili se progresivno priblizava nuli. Uzev$i opéenito
takva se funkcija @ () proteZe od t = — oo do ¢ = -+ oo.

Slika 98. Slika 99.

Sl 98. prikazuje karakteristican izgled impulsa, kod Cega se ishodiste
izabranog koordinatnog sistema pokriva s momentom, u kojem impuls ima svoj
maksimum 2.

Kao $to nam je poznato, rezultantni relativni verzor izvjesne pozitivne
frekvencije u, Ciji se titraj zbiva na realnoj osi, glasi:

g () =Cu)—jS(u) = l_—f(b (£)e 7*" dr.

Ovdje smo pod incegralom umjesto a, pisali originalno ¢.

Integral
[ ®@)de = Sd

zove se sadrzaj ili jaCina impulsa. Kao $irinu impulsa b definirat ¢emo $irinu
pravokutnog impulsa iste visine 4, a jednakog sadrZaja kao zadani impuls.
Sd
Prema tome b = o
2
Interesira nas spektar amplituda A4 («) rezultantnih relativnih verzora. Ta
se krivulja za jednostavnije svrhe ne izracunava. Priblizno se dovoljno to¢no

dobiva tako, da se uzima kao da amplituda frekvencije nula, t. j. A (0),
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nepromijenjeno ostaje do frekvencije u,, koju ¢emo definirati kasnije, te da se

nadalje, do frekvencije U pravocrtno snizuje na 11—0 A(0). Frekvencija U ima vri-

jednost izmedu 9u, i 18u, — najces¢e 12u,, $§to ovisi 0 samoj formi impulsa,
t. j. da li je ta forma manje ili vise ,,08trac. Na taj naCin prema sl. 99. do-
bivamo razlomljeni potez a —  — v, koji nam moZe sluziti kao gruba okosnica,
u koju od oka ucrtamo samu krivulju spektra, $§to je i ucinjeno. Amplituda
frekvencije nula iznosi:

A(O):%f‘b(t)e“”‘dt — ‘%d

— o0
Frekvenciju u, saznat ¢emo na slijede¢i nacin:

Najvazniji dio funkcije ® (z), koji odreduje izgled spektra, je, naravno,

onaj, gdje funkcija ima najvece vrijednosti. To se vazno podru¢je prostire na obje
. . . ) .. b b

strane oko ishodiSta. Dogovorit ¢emo se, da su granice toga podru¢ja— -, te ——,
. b . b 2° 2

jer lijevo od —gry kao i desno od 5 ordinate su ve¢ tako malene, da ti

dijelovi funkcije ne pridonose bitno izgledu spektra.

P(t)cos ut
@ft)cos u,t

Slika 100. Slika 101.

Prema navedenoj formuli za gf (#), kod nekog u # 0, moramo izvriiti
integraciju po vremenu od 7= —oco do 7= -} co, odnosno prema nasem

b

b
dogovoru od ¢ = — 5 do r = -, funkcije, koja je jednaka umno$ku funkcije

2
® (¢) s iznosom e . Taj iznos je u Casu ¢ = 0 upravo jednak jedinici, bez
obzira na frekvenciju u, te se radi toga originalna funkcija i sada$nji umnozak
u tocki £ = 0 pokrivaju. Prema sl. 100., ukoliko idemo dalje nalijevo ili na-
desno od ishodista, i §to je u vali, to se @ (1) i D (r)e™’"" sve jale razilaze.
Umnozak

— jut

O (2)e /" = @ (z) [cosur — j sin ut].

Na navedenoj slici nacrtali smo samo cosinusovu komponentu @ (¢) cosur, dok
bi se imaginarna sinusova komponenta —j ® (¢)sinwu nalazila okomito na
ravninu papira.
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. . b i & . N
U negativnom vremenu, t.j. — -2 1 — 0 imaginarna bi komponenta

uz t = (— k), dakle, —j ® (— k)sinu (— &), bila u pozitivnom smjeru imagi-
narne osi, dakle na pr. iznad povrdine papira, a u pozitivhom vremenu, do-
sljedno tome, ispod povrSine papira. Medutim, tu imaginarnu komponentu
mozemo zanemariti, jer su kutovi #: unutar promatranih frekvencija i malenih
vremena — kako ¢e to odmah nize dolje biti razjaSnjeno — veoma maleni 1
prema tome su veoma maleni i njihovi sinusi.

d)

A e e i

>

i
-
-

Slika 102,

Na$ izraz za realnu komponentu @ (z)cosur, naravno, najvise se uda-

ljuje od @ (z) upravo u posljednjem jo§ promatranom casu, t. j. u ¢asu —

,) b
odnosno u casu O Sada ¢emo kao u, definirati onu frekvenciju, kod koje je
u tim kriticnim, jo§ promatranim c¢asovima, razmimoilaZzenje izmedu @ (7), tc

; i s ; b b
® () cos ur, maksimalno oko 47/ . To znaci, dacosu, 5 odnosno cos #, (— ,)—) ,

et

smije biti najmanje 0,96. Na taj nacCin dobili smo onu najveéu frekven-
ciju, kod koje jo§ mozemo smatrati, da je amplituda u bitnosti ostala ne-
promijenjena, t. j. A4 (0). Kod opisanog razmatranja mislimo, naravno, na Kut

b .o . U . . b

, koji je manji od -, dakle, Kkad cosinus prvi puta u vremenu -—
2 . 2 2
postaje 0,96, jer bi, kod viSih frekvencija mogli takoder udovoljiti zahtjevu, da

Uy,

cos u-i’- bude 0,96, ali to ne bi u intervalu od 0 do E,:

-

- za tu cosinusovu
funkciju bilo prvi puta, i kut U bi bio vedéi od
Iz

Cosub-g._--:{)ﬂﬁ slijedi ub-’;.:m,zs"

odaosno u radijanima (bududi da se kruzne frekvencije izrazavaju u radijanima)

b m 16,25 = 0,283 u, — O-’-S;E [s—1]

“ 180
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Napred navedeni postupak opravdan je statisticki, jer se toCne krivulje
spektra prakti¢tno veoma malo razlikuju od ovako dobivenih aproksimativnih
krivulja. £ S 3 '

Promotrit ¢emo jo$ poznatu prigusnu funkciju, koja je zapravo impuls,
prema sl. 101., t. j. _

h
AW =Cu)—jSU) = ————
) =CW—iSW = 57
h 1
AW = ————
T
Jacina impulsa bit ¢e
. m—S: __k —azm_ h
Sd*J.hel de = ye =5
0 0
Sirina impulsa
Sd 1 1
b= =S odnosno & = &
Stoga je
Sds 1 Sd

A@w) =22 -
T L, =\1+4%8
VF: +u

Sirina impulsa je u ovom slucaju subtangenta u ¢ =0, t. j.

odnosno

Na sl. 102. nacrtano je jo§ nekoliko impulsa, te je pod a) prikazan
pravokutni, nama ve¢ poznati impuls, pod -b) trokutasti impuls, pod c) je

kombinacija konstante 5 i cosinusoide 5 COSX 28 X =—T do x = =, dok je
y , : T T
impuls pod d) cosinusoida Zcosx za x = i do x = S

Rastavljanje u Fourierov red, odnosno proucavanje spektra izvjesnih
fizikalnih veli¢ina, na pr. tonova govora, potrebno je zbog odredivanja prolaza
tih veli¢ina kroz titrajne krugove, kod Cega, uslijed nejednolike propustljivosti
takvih krugova za razne frekvencije, nastaje distorzija prijasnjih veliCina.

¢ P. Svarc: Elektriéni titrajni krugovi
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6. HARMONICKA MODULACIJA
a) Opcenito i principi prakti¢nih izvedbi

U mnogim vaznim telekomunikacionim sistemima vijesti se prenose po-
mocu visih frekvencija, nego li su to originalne frekvencije samih signala.
Originalne niskofrekventne funkcije signala djeluju na visokofrekventni val

AN
¥ @

x Cq
5" -
DN ;

Slika 103. Slika 104.

nosilac, mijenjaju¢i mu izvjesne atribute, ve¢ prema upotrebljenom uredaju —
one ga moduliraju. Kod primanja takvog visokofrekventnog moduliranog vala
nastaje obrnut proces, t.j. iz njega se izlu¢i — demodulira — originalna nisko-
frekventna fuakcija.

Kao val nosilac sluzi nam u prvom redu harmonicki titraj. Njegovi su
atributi 1.) amplituda, 2.) frekvencija i 3.) faza, i ve¢ prema tome, koji od tih
atributa mijenjamo, govorimo 1.) o amplitudnoj, 2.) o frekventnoj i 3.) o faznoj

J [Esintewt +£)

& %)Esin w)y

Slika 105.

harmonic¢koj modulaciji. Mogu¢e su kombinacije amplitudne modulacije s
frekventnom ili faznom modulacijom. Ve¢ smo spomenuli, da na pr. treptaj
‘moZemo shvatiti kao istovremenu amplitudnu i frekventnu, ili kao amplitudnu
i faznu modulaciju.

Princip prakti¢ne izvedbe amplitudne modulacije prikazuje sl. 103. Otpor
mikrofona M, odnosno otpor antenskog kruga, mijenja se djelovanjem valova
zraka, koje prouzrokuje govor, pa se radi toga u anteni mijenja amplituda
visokofrekventne struje.
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Princip frekventne modulacije prikazuje sl. 104. Nacrtan je uredaj, koji
se zove oscilator, i koji pod izvjesnim uvjetima proizvodi u anodnom krugu,
superponirano istosmjernoj struji, stalne titraje izmjeniCne struje frekvencije

1

VL(C+AC)'
A C, mijenjat ¢e se prema tome 1 frekvencua tih strujnih titraja, te imamo fre-
kventnu modulaciju.

Ako modulacionom funkcijom utjeCemo na Kkondenzator

s .-/u-,.
$ E
s e/ e
w (3""5
e ?
1
2
2 L {
ZL 1R,
e
[Esineot] *J 0 s
(=)
N
£ -
Slika 106.

Faznu modulaciju posti¢i ¢emo pomocu uredaja nacrtanog na sl
105. lijevo. Promjenljivi otpori oznateni sa R mogu biti na pr. elek-
tronke, ili plinski tinjavi otpori i t. d. Modulacionom funkcijom utjeCemo
na oba otpora. Pomocu verzorskog prikaza na istoj slici desno objasnit
¢emo djelovanje uredaja. U ogranku struje & napon E raspada se na padove

napona R 1 9’ c 2 u ogranku struje J,, Koja je jednaka struji g,

na g, ---.—l—- te QBR. Iymedu totaka b i a dobit ¢emo napon Esin(wt -+ @),
J )

ako idud¢i na pr. gornjim stranicama mosta, pocevsi od b, k — g R (minus radi

toga, jer je struja g, tada negativna) pribrojimo 57 ———, §to je u dijagramu

1
wC
i udinjeno. Do istog bi rezultata, naravno, dosli, da smo od & prema a idli
donjim stranicama mosta.

Umjesto, da upotrebimo promjenljive otpore kod konstantaih kapaciteta C,
mozemo postupiti obrnuto, t. j. moZemo upotrebiti promjenljive kapacitete kod
konstantnih otpora.

Sl. 106. lijevo prikazuje sliCan most, ali gdje fazno modulirani napon
ima samo polovi¢nu amplitudu izvornog napona. Prema verzorskom prikazu na
istoj slici desno, vidi se, da se izvorni napon u otporni¢koj grani raspada na

' G ; : ; 1
dva jednaka dijela, dok se u drugoj grani raspada na J,R, i g ' 6C Kod
promjene R, na koji utjete modulaciona funkcija, vrh pravog kuia gibat ce se

po polukruZaici. Napon —--sin(wt 4 ¢) je spojnica sredi§ta polukruZnice i

2
vrha toga kuta.
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b) Poblize o amplitudnoj harmoni¢koj modulaciji

Prema sl. 107. gore, amplitudu A modulirat ¢emo na pr. cosinusovom
funkcijom acos i, te ¢e radi toga amplituda moduliranog vala glasiti

D (1) = (A4 + acoswi),
a sam modulirani val bit ce

M(t) = (4 + acos o t)sin(Qt + @),

—]

&) A

/‘

moduliran
val

/

=
—
|t
<
Mo N
g
ral

e

-

Slika 107. Slika 108. Slika 109,

gdje smo s ) oznacCili visoku kruznu frekvenciju vala nosioca, za razliku od
©, koji oznaCuje nisku kruznu frekvenciju signala. Da je modulaciona funkcija
neki opceniti harmonicki val asin(w¢ - ¢), onda bi bilo

M) =[A + asin(wt + )] sin(Qr + o).

SL. 107. dolje prikazuje sam amplitudno modulirani val M (¢) uz cosinu-
sovu modulacionu funkciju.

Prema tome bit ce:

—— frekvencija vala nosioca

|27

% frekvencija modulacionog vala

a domet negativne i pozitivne promjene amplitude

a : .
> stepen modulacije.

Mjesto ,,domet promjene* udomacio se je i izraz ,,razmah¢. Sada d¢emo
poblize promotriti amplitudnu modulaciju, ako je modulaciona funkcija na pr.
sinusova funkcija, t. j.

M@) = (A + asinwi)sin(Qt + @) = Asin(Qt + ¢) +

+lasinwesin(QQr 4 @) = Asin(Q¢ + @) -+ %cos [(Q— )+ o] —
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——(;~cos[(£2+m)c+<p] = Asin(Qz + @) +
a . T a . 7T
+—2—Sln[(9-w)r+<9+7] + —5-sin [(Q+co)r+cp—7]-

SL. 108. prikazuje verzorski prikaz dobivenog matematitkog izraza kod cega je

Q . s Qe
ol gornja bo¢na frekvencija, a d

5 donja bo¢na frekvencija.

Ako je modulaciona funkcija cosinusova funkcija, onda slijedi, da je:
M (t) = Asin(Q1 + ) —I-%sin[(Q—m)t—l—cp] +—‘2-z;lsin[(Q + @)t -+ ¢

SL. 109. prikazuje verzorski prikaz za taj slucaj. Taj prikaz ovih triju verzora
crta se jos i prema sl. 110., dakle ispustivsi fazu, koja je ista za sva tri ver-

AA

Malg
O —
Mol

(R2-w) ! (52 +ca)

Slika 110. Slika 111.

zora. Ako pojav traje oduvijek i prije povoljno odabranog r =0, i ako ¢e
postojati dovijeka, onda je taj prikaz ujedno i linijski spektar moduliranog vala.
Stanje u t=0 sadrZano je u fazi, koja postoji u ¢&asu, kad smo odludili
poceti brojiti vrijeme. Vrijednost M (z) zna¢i vrijednost vala u promatranom
vremenu .

U opisanim slucajevima, kad je modulaciona funkcija bila harmonicka
funkcija, bio je domet isti u pozitivnom i negativnom smislu. Razumije se,
da ¢e kod neke drugacije modulacione funkcije pozitivni domet biti opéenito
razli¢it od negativnog.

c) Poblize o harmonickoj frekventnoj i faznoj modulaciji

Kako je sada amplituda konstantna, modulirani val moZemo opéenito
napisati u obliku
M (1) = Asina ().

Medutim, taj izraz vrijedi i za nemodulirani val nosilac, &iji je argument

: da(z ; . .
a(t) = (Qt -+ @) i stoga --%{0 =), t. j. promjena njegovog argumenta po



86

vremenu, jednaka je konstantnoj frekvenciji. Ako, medutim, tu frekvenciju mi-
jenjamo prema modulacionoj funkciji, ona Ce postati ovisna o vremenu, t. j.
Q (), a sam val bit ¢e frekventno moduliran.

U nekom c¢asu imat ¢emo:
]
a(t) = [Q()dt + o,
0
gdje je @ pocetna faza, odaosno

M (1) = Asin[jﬂg(z)dwrcp].

Pri tome pojav moZe biti vremeaski ogranien, a moZe trajati od ¢ = — oo
do t = + oo. ; ;

. ; sy o (GELE de (2 , ot

Pri-faznoj modulaciji je Ei_(r ) = 0 } --—fgl—f—z, t. j. argument se mijenja

tako, kao da se pri konstantnoj frekveaciji poc¢etna faza vala nosioca neprestano
mijenja prema modulacionoj funkciji. Napisali smo ,kao«, jer fizikalno po-
Cetna faza postoji uistinu samo jedamput, t. j. u z = 0, i stoga se tokom vre-
mena ne moZe mijenjati, jer je prosla i vie ne postoji. Medutim, bez obzira
na to, iz verzorskog prikaza razabire se, da se pojav moZe konstruirati sasvim
formalno matematic¢ki tako, kao da se uz konstantnu frekvenciju modulacijom
neprestano mijenja podetaa faza. Radi toga Ce biti:

a(t) = .I;Qd: + () =Qt+ (1),

odnosno '
M (2) = Asia[Qt + ¢ (2]

Zapravo, fizikalno se i kod fazne modulacije, uz prednju definiciju faze,
svakog trenutka mijenja frekvencija, iako je ta promjena drukcija, nego li kod
frekveatne modulacije. Ako modulacionu funkciju oznaCimo s m(z), to ¢e u
slu¢aju frekventne modulacije promjealjiva frekvencija biti

Q (1) = Q + m(2).
U sludaju fazne modulacije bit ce
| o) =9+ m@),
dakle ,,promjenljiva frekvencija« glasit ¢e sada

O = 04 E[‘Pidt’”_(f)_] Q0 d"; fi‘)_

Prema tome, obje modulacije, fizikalno gledano, istovrsni su pojavi. Njihova
kvantitativna razlika — o kojoj ¢e se jo§ podrobnije govoriti — nastaje radi
toga, §to u matematickom izrazu modulaciona funkcija djeluje, kako znamo,
jednom na frekvenciju, a drugi put na fazu, dakle na dva razna (iako medu-
sobno kauzalno povezana) atributa nosivog vala.
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Kako smo ve¢ naveli, treptaj je modulirani val s istodobnom amplitud-
nom i frekventnom modulacijom, ili ga moZemo shvatiti kao modulirani val s
istodobnom amplitudnom i faznom modulacijom. Prema sl. 111. domet nega-
tivae i pozitivne amplitudne promjene je isti, t. j. 4. Medutim, domet pozi-
tivne i negativne promjene frekvencije nije isti. U tocki 1 su A4, i 4, u istom
pravcu i radi toga djeluju kao radius (A4, + A4,), dok u tocki 2, iz istog raz-
loga, djeluju kao radius (A4,—A4,). U totki 1 imamo najveu pozitivou
promjenu frekvencije, jer se dodatna frekvencija pribraja k , a u tocki 2

val nesilac

signal

SZ‘I frekvencix
t

AR | e
_qU__U_U-_U_UNU_U_U__U_U ’

=

Slika 112,

imamo najveu negativau promjenu frekvencije, jer se dodatna frekvencija
.. . — oz A — g
odbija od w,. Dodatna frekvencija u tocki 1 bit ¢e —2>—= "2/ ¢ j luk u
i : ieita oak A
jedinici vremena podijeljen s radiusom, dok ¢e u tocki 2 biti 22 W/,
1 2

Vidimo, dakle, da je pozitivni domet promjene frekvencije manji od njenog ne-

gativnog dometa promjene.

Ako je signal cosinusova funkcija, modulaciona funkcija, koja je propor-
cionalna signalu, glasit ¢e gcos ws. Tada ¢e kod frekventne modulacije biti:

da()

(1) =- B

= 0 4 gcos w ¢,
odnosno

a(t)=Qt -+ 1 sinwt -+ ¢

M (1) = Asin (ﬂ t % stawz - (p) = Asin [Q; o 1 cos (m t— ;—) + cp] .
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Ako bi signal bio sinusova funkcija, modulaciona funkcija glasila bi gsinw¢,
odnosno

a(r) = (Qz—--i—cosmr+cp) -

M((2) = Asin(ﬂx-—-—icosmr—k cp) = A sin [Qr + 9 in (mz —F—) -+ cp] .
) ) 2
Ovdje je:

2i domet promjene frekvencije (u nasem slu¢aju jednak u pozitivhom i
T

negativnom smislu).

5— stepen modulacije.

SL. 112. prikazuje val nosilac, signal, frekvenciju i modulirani val.
Vidimo, da su kod vece frekvencije valovi gu$¢i, a kod manje rjedi.

modulirant vaf' nemodulirani val

MARAANAD
U ]

Slika 113. R0

Sada ¢emo uz cosinusov sigaal izvrSiti faznu modulaciju. Modulaciona
funkcija, koja je proporcionalna signalu, glasit ¢e pri ovoj vrsti modulacije
ccos wt, te e se superponirati pocCetnoj fazi ¢ i radi toga bit ce:

p() =@ 4-ccoswt,
odnosno

M) = Asin(Qt + ccos ot -+ ).
Uz sinusov signal bilo bi

M) = Asin(Qt + csinwt - ).
Ovdje je:
¢ domet promjene faze (u naSem slucaju jednak u pozitivnhom i nega-
tivnom smislu),

¢ i
— stepen modulacije.
©
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Sl. 113. prikazuje faznu modulaciju sa sinusovom modulacionom funkcijom.
Najveéi vremenski razmak izmedu moduliranog i nemoduliranog vala iznosi

— é Kod sinusove ili cosinusove modulacione funkcije vidimo, da ce, u slu-
¢aju ako je ¢ = 9 , frekventna i fazna modulacija dati jednaki modulirani val
- :
a3 i I x
onda, ako je signal, upotrebljen za frekventnu modulaciju za > ispred jedna-

kog signala upotrebljenog za faznu modulaciju.

Ag
7%
8w
2 2w
A2
2w
Slika 114. Slika 115.

To dolazi otuda, §to se — kako proizlazi iz prednjega — u formuli moduliranog
vala, kod frekventne modulacije, pojavljuje vremenski integral modulacione funkcije,
koji je kod harmoni¢ke modulacione funkcije opet harmonicka funkcija, samo

druge amplitude i koja za samom modulacionom funkcijom zaostaje za - 5

Kod fazne modulacije u formuli moduliranog vala pojavljuje se pak sama mo-
dulaciona funkcija. Kod ostalih funkcija, Ciji vremenski integral nije jednakog
funkcionalnog sastava kao $to su one same, obje vrste modulacija, makar i uz
fazni pomak tih funkcija za jednu i drugu vrst modulacije, ne bi se ni u kom
slucaju podudarale.

Sada ¢emo pristupiti toCnijoj analizi izraza dobivenog za modulirani val,
ako smo frekventno modulirali na pr. s cosinusom, da saznamo S§to taj izraz
predstavlja. Kod toga ¢emo pretpostaviti, da pojav traje od ¢ = — oo do t = + ce.

M (t) = Asin (Q t -+ (% sinew ¢ tp) = Asin(Qt + @) cos (3? sin o t) 'y
+ A cos (21 -+ ) sin (--q

- sin® t)
(O]

Izraz cos (% sin r) oznacit ¢emo s g(t), a izraz sin (i Sinwt) s f(o).
®
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) Kod slabe modulacije, t. j. ako je odnos —z)- malen, bit ce

gB~1, a f~-sino
Prema tome bit ce:

M(t) = Asia(Qt 4 @) + Acos(Qr + @) g-sinmt:

: Ag . . Agq .
=Asin(Q¢ 4 @) + -2-—53111 [(Q + w)t + ¢] —2—i sin [(Q2 — w) ¢ + ¢].

Modulirani val sastoji se prema sl. 114. iz tri vala. Ispustiv8i fazu, verzorski
prikaz predocen je na sl. 115.

. Ag : G .
Komponente -+ 5 kod ispravnog prikazivanja morale bi, aaravno,
(O]

iSCezavati prema A, da rezultaatni verzor ne bi mijenjao svoju veli¢inu. Ako
bi se netko okretao konstantnom kutnom brzinom €2, pri¢inilo bi mu se, da
se verzor njiSe oko svog srednjeg poloZaja. Kako je kod takvog oscilatornog
gibanja kutna brzina, ili kruzna frekvencija, najveéa u srednjem poloZaju, ona
¢e tada predstavljati domet promjene konstantne kruZae frekvencije (), s kojom
se on okrece.

Da vidimo kolika je ta maksimalna kutna brzina u sredajem poloZaju O1!
Put s, koji prevali vrSak rezultantnog verzora nakon nekog vremena 7, je
duzina

T2 =2 A q sin o ¢.
2w
Brzina

ds
‘vz-a}:choscol.

U Casu 7=0 brzina je radi toga jednaka Ag. To je relativha brzina vrika
rezultantnog verzora prema promatratu, a apsolutna ¢e biti, ako joj pribrojimo
brzinu uslijed £, t.j. 4€Q. Prema tome, u polozaju Ol apsolutna brzina vrska
verzora jednaka je

(AQ+ Aq) = AQ + g).

Predznak ,,-}-< vrijedi za smjer, kad se obje brzine podudaraju, a predzaak
»— za protivan smijer. Vidimo, da pozitivni i negativni domet promjene
kruZne frekvencije ima apsolutnu vrijednost ¢, shodno nasoj pretpostavci.

f) Kod jake modulacije odnos i

mozemo vise aproksimirati kao kod slabe modulacije. Da saznamo, $to nam u tom
slucaju predstavlja modulirani val, razvit ¢emo najprije dobivene izraze za g()if(),
koje su uz rod — oo do 4 oo periodicke vremenske funkcije, u Fourierov red.

je tako velik, da izraze g (2) i f (¢) ne
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Funkciju wisin wt, koja je obitna sinusoida s amplitudom E-, predstavlia
[(}]

gornji diagram u sl. 116. U zagradi su oznaCeni prevaljeni kutovi verzora u

doti¢nom vremenu.

Srednji diagram prikazuje krivulju cos (i sin mt), te se vidi kako smo
()]

dodli do te krivulje, t. j. crtajuéi cosinusove vrijednosti ordinata gornje sinu-
sove funkcije, koje (ordinate) su izraZene u radijanima. Trajanje periode ove
funkcije jednako je polovici trajanja periode prve funkcije, jer su cosinusi
negativnih ordinata jednaki cosinusima pozitivnih ordinata. Prema tome je

L. Sy radi toga je frekvencija njene osnovne harmoaitke 2. Kutovi

oznaleni u zagradi pokazuju prevaljeni kut verzora osnovnog vala u doti¢nom
vremenu.

Donji diagram pokazuje funkciju
sin (g sinmt), dobivenu na isti nacia

|
iz gornje sinusoide. Ova Kkrivulja ima -
trajanje periode 7, budu¢i da su si-
nusi negativnih ordinata negativni. Fre-
kvencija njene osnovne harmonicke je
radi toga . Kutovi, oznaceni u zagradi,
odnose se i ovdje na verzor osnovne
harmonicke.

Dalje vidimo, da funkcija g () saa
drzi konstantni ¢lan K, te je tak-
(parna) funkcija, i prema tome, sastoji
se samo iz cosinusovih Clanova. Njen
poluval nijé 81 Hetrican obzirom na ver-

tikalu kroz njen Tzc, dakle funkcija sa-

drzi sve multiplume osnovnog vala od
1 do <o, a frekvencija osnovnog vala je,
kako znamo, 2 . Radi toga je

g)=K,+ Y C,cos2nuwt.

n=1,2,3,...

Slika 116.

Funkcija f(z) nema konstantni Clan, ona je liha (neparna) i radi toga se
o N e I ; . LT .
sastoji samo iz sinusovih ¢lanova. Obzirom na vertikalu kroz svoj > ima sime-

trican poluval, dakle funkcija sadrzi samo lihe multiplume osnovne harmo-
ni¢ke, Cija je frekvencija, kako znamo, . Radi toga je

48

Ft) = i Sensn sin(2n + 1) wt.

n=0,1,23,...
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T, i—zm
’ Tn @ 27w w
0 'ﬂ)‘(&) 0
= — | Ccos (—- sin x| dx.
' )
1}
7,
2 q .
C,, =+ | cos| =sinwt)cos2nwitd =
= Tlo ) .
= ~~--—2—fcos (g sinmt) cos2nwtdwt = EfCOS (i Sinx) cos 2 nx dx.
E_nw @ Tco ()]
26
T
S, c | an{La in(2n4 1)eede—
0
2 ¢ q . -
_ .--f31n (-—-smme:)sm(2n + DNotdor =
27 ©
e (‘)n
o)
2n
=lfsin(£sinx) sin(2#n 4 1) x dx.
T )

0

Drugi poluval - funkcije sin (_i_ sinx) negativno je jednak prvom poluvalu, a
w

isto tako su svi valovi sinusa lihih multipluma, t. j. sin (27 -+ 1) x unutar intervala
tog drugog poluvala, negativno jednaki onima unutar intervala prvog poluvala.
Znaci, dakle, da ce te dvije veli¢ine izmijenjenog predznaka, medusobno po-
mnoZene, dati istu vrijednost kao i dvije njima apsolutno jednake velitine
prijaSnjeg predznaka. Prema tome, integracioni put moZemo smanjiti na polo-
vicu i taj integral uzeti dvostruko, t. j.

Fid

2 ¢ G ,
S(2 aen= ;f sin (0-) sin x) sin(2#n + 1) x dx.

0

Izraz za K, jednak je — kao $to se vidi — izrazu ECZ o 2 n=10:
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Navedeni izrazi su Besselove cilindricke funkcije prve vrsti u integralnom
obliku, t. j.
q 2n+42r

'rr q 0 (— ])i" (“‘2‘)

%J‘cos(-‘;sinx) cos [Zn.x] dx:,g; 1@ 1) = Jan (—
0

. (q)i’r-—ﬂn
i ®
L C (g o U\

__fcos (—smx) cos [— 2nx]dx =r}:" =2 S (%) = %Cﬁw

€|

S —
|

M| =
w

=

¥ / (O]
g\
r o =1y (ﬁ’_)
%J- cos (% sin x) dx = rgn G !)22 =7, (%) =K,

5
q Qnd+142r

| o
;fsm(asmx) sin[(2n -+ 1)x] x=r)=..0 r!(2n+l+1‘)!:
0 .

gy 1
- (2n+1)('0_)') _78(2u+1)‘

_q_ 2r—2n—1
1 T q 00 (—'1)? (%)
E.fsin (asinx) sin[—(2n+ 1)x]de= )

g Pl r—2n—1)1

_ q) _1
_‘y—_(Qﬂ—}—l)(E) - fSu(zn-;-l)'
Kao $to se lako vidi iz integralnog oblika,

() 7.0 (2)

0

buduci da je cos [—2nx] = cos[2nx],

a q q
j—(a "+ 1)(5) E _3(2 n+ 1) (‘05)

budu¢i da je sin[—(2n 4 1)x] = —sin[(27n + 1) x].

Prema tome, kona¢no dobivamo:

00

s0=5%(D+2 8 g.(Les2na

n=1,23...

j(gnw(i)sin(zn + o

w

/8

fy=2

0,

—

+ 28, ..
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Na$ modulirani val glasio je:
M) = Asin(Qt + @) g(¢) + Acos(Qt 4 @) f(2).
Iz toga slijedi, da je:

Mét) j’( )sm(Qt—}-cp)—}—Z 2

3’”(-(%) cos2nwe sin(Q¢ -+ @) +

oo

+2 ¥ .3"(2“+U(q)sm(2n+1)mzcos(£2z—|—cp)

n=0,1,23...

M(E) =J, ( )sm(Ql + @) + L j‘r,u( ){Sin[(Q +2nm)t 4 @] +

[+<]

+sin[(Q—2nw)t + @]} + Y j(?n—l—l)(%) tsin{[Q—l—(2n~{- ]t -+ ¢} —-

n=0,1,2.8,..,

_Sil‘l{[Q—(Zn + Do)t -+ (P}] —

o0

=¥, (%) sin(Q¢ + ) - ) V! Yo (i) sin[(Q -+ 2nw)t -+ @] -+

=12,3,...

+ .

)

)Sin[(Q +2nw)t+ ]+

o0

+ )2 (23+1)( sin{[Q+ (2n+ 1))t + ¢} +

n=20123,.

00

& o '13 ¥ (2R+1)( )31n{[§2——(2n—|—l)m]£+(p,

=0,1,2, |

Kod treceg adenda u posljednjoj jednadzbi promijenili smo predznake za 7.
To je dopuéteno, jer je ¥,,=J ,.> @ u uglatoj zagradi ispred 2n promijenili.
smo minus u plus. Petom adendu promijenili smo predznak, ali smo to kom-

penzirali, jer smo mjesto j‘m £1) stavili ¥

Taj peti adend mozemo pisati ovako:

—2n+1D"

-

o & b2 .?(QnJrl)(q)Sm{[Q—l—(Z?z—l—I)co]r:—l-(P}

n=-—1,—2—3,
To je dopusteno, jer su izrazi Janin t€ izrazi —(2n+ 1) kod n =

=0,1,2,3, - - . jednaki izrazima f, te izrazima - (2n -+ 1) kod n=—1,.

nt1)°
—2,—3, ...

Ako sada pogledamo prva tri adenda, vidjet ¢emo, da su u njima zastu-
pani svi pozitivai i negativni parni cijeli brojevi, te nula, dakle svi 2n za
N—=—o0y++ » —2,—1,0,1,2, + - + 4 00. Cetvrti i peti adead sadrze sve po--
zitivne i negativae neparne cijele brojeve.
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Prema tome moZemo pisati:

+ o0
ﬂfi{(t’) _ 2 . 2 (%) sin[(Q 4+ nw)t + ¢]

gdje n znaci sve pozitivae i negativae cijele brojeve, te nulu.

n == —00

051

04

031

a5

32- 04 =' =

01 - " 3 ] 1

0 ﬂl&d =3 I 21 9;5&)‘ 03 ! E

36 '—Hp 24 [ [23 4567 02 i ]
Rl n ot Tl i I
-02 oeiltilats 1.
03 0 654 321R1234567
—a4_ n
-051
Slika 117. . Slika 118.

To je Besselov red. On se razlikuje od Fourierovog reda time, $to nije sasta-
vljen od osnovnog vala i ostalih valova, Cije su frekveacije multiplumi osnovne
frekvencije, nego se sastoji od povoljnog vala frekvencije Q i ostalih valova,
Cije su frekvencije zbroj Q, te nw, gdje je n=—oco do | co.

Izracunate cilindricke funkcije mogu se na¢i na pr. u tablicama, koje su
sastavili Jahnke i Emde. SI. 117. prikazuje linijski spektar verzora ovakvog

Besselovog reda za odnos Eq)-ﬁ4, budu¢i da smo iz tabela dobili cilindri¢ke

funkcije kako slijedi: n| FJ.(4)
| — 0,397

—0,066

o wan|jwn|bd|lwn|~|o]
=
b
co

9(i t. d.*)
Kako u tabelama nisu navedene ciliadricke funkcije za negativne n, to ¢emo
se sjetiti, da su kod parnih vrijednosti n te funkcije jednake onima s pozitiv-
nim n, a kod neparnih su negativno jednake. Taj se linijski spektar ¢esto prika-
zuje prema sl. 118., gdje crtkane duZine znale unegativae vrijednosti.

*) Besselove funkcije — kako se to vidi na gornjem primjeru — imaju to svojstvo

da monotono opadaju, kad red funkcije postaje ve¢i od argumenta, t. j. kod n = 2.
w

Bo¢ne komponente, koje su manje od 1%/, nemoduliranog nosivog vala, obitno se ne
uzimaju vide u obzir kod prenosa spektra.
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Kako je :

A/f};@ :si-n(Q.c + %sinmt—|—cp) = ¥ jﬂ(g)sin[(ﬁ +nw)t+ 9]
to znadi, da svi verzori, koji predstavljaju Besselov red, imaju fazni pomak o,
odnosno kod negativnih vrijednosti cilindricke funkcije (¢ 4 w), i da zajedno
daju rezultantu amplitude 1. Svaki verzor s parnim », i njegov pripadni ver-
zor s protuvrtnjom, su u z=0 medusobno u fazi, dok su svaki verzor s
neparnim #, i njegov pripadni verzor, medusobno u protufazi. Verzors n =0,

amplitude 7, (i ) , nema pripadnog verzora. Taj Ce verzor, i svi verzori s par-

nim »n, u svakom momentu dati jednu promjenljivu komponentu u smjeru
verzora sa n — 0, na kojoj stoji okomito druga promjenljiva komponenta, sasta-
vljena od svih verzora s neparnim z. Obje medusobno okomite komponente,
daju rezultantu, ¢ija amplituda je svakog momenta 1, a frekvencija joj je modu-
lirana nosiva frekvencija.

Razumije se, da ¢e nad linijski spektar vrijediti i za faznu modulaciju sa
sinusom, t. j. '

M(t) = Asin(Qt + csinwt + @),
ako je ¢ = 4,
(3

Kad bi sada promijenili frekvenciju signala, a prema tome i frekvenciju
modulacione funkcije t. j. w, Besselove cilindricke funkcije ¥,(c), t. j. ampli-
tude verzora, zadrzale bi kod fazne modulacije svoje prijasnje vrijednosti, a
cio linijski spektar bi se samo rastegnuo, ili suzio, ve¢ prema tome, da li je
® postao veéi ili manji. Kod frekventne modulacije u tom slucaju, medutim,
promijenio bise jo§ i oblik linijskog spektra, t. j. i amplitude, jer bi u izrazu

T (1) promijenili odnos (%)

Kod frekventne modulacije, koju smo upravo istrazivali, domet promjene
kruzne frekvencije , t. j. ¢ 'je proporcionalan samo amplitudi signala, koji glasi
Usinwt, odnosno Ucoswt. Kod fazne modulacije s navedenim signalom domet
fazne promjene c¢ analogno je proporcionalan samo amplitudi U.

v) Da uotimo razliku izmedu frekventne i fazne modulacije

shvatit ¢emo kod frekventno moduliranog vala izraz ks sinwi, kao promjenu
[(V]

faze ¢. Odnos ;‘i bio bi tada domet te fazne promjene, dakle proporcionalan
}]

amplitudi signala i obrnuto proporcionalan njegovoj frekvenciji. Znali, da se
takav domet fazne promjene po strukturi razlikuje od pravog dometa fazne
promjene, koji ne zavisi od frekvencije signala. _

Ako bi analogno, kod fazne modulacije adend csinw, shvatili kao da je
pridofao uslijed promjene frekvencije, t. j.

d(csinoi)
de

onda bi domet te frekventne promjene wc zavisio od amplitude signala i nje-
gove frekvencije. Time bi se takoder po strukturi razlikovao od pravog dometa

= WCCOS WL,



97

frekventne promjene, koji ne zavisi od frekvencije signala, nego samo od nje-
gove amplitude.

Razlika izmedu obje vrsti modulacija postat ¢e nam zornija, ako prema
sl. 119. umjesto harmonitkog signala upotrebimo trokutasti signal, kojim ¢emo.
na istom valu nosiocu izvrsiti jedamput frekventau modulaciju, a drugi put
faznu modulaciju. Tada ¢emo ,,da oba pojava svedemo na isti nazivnike« ana-
logno kao i pri harmoni¢kom signalu promatrati u prvom slucaju frekventnu
promjenu kao da je fazna, a u drugom slucaju faznu promjenu kao da je
frekventna, i zatim oba slu¢aja uporediti. Kratica za frekventnu modulaciju je
FM (od engleskog Frequency Modulation), a za faznu PM (od engleskog Phase
Modulation). :

FM - ™M
u JFE— )] R uffll _____
: - '-5\\| IU : ! IU \ fu A
| 1 t 5 ; I ly T H
+ : - | ) ! : { ! !
T =T T
I ! | I ! I ; ! ' | : |
aL 0 gi TN Cinn sl
| | i | i ! | | | I
i) T f H : | i | | 0 T T | T
| | i T T T ¢
(N I I A A A o
A " T S R
L (5 ol — | | parcbolal |
| ~pa
i e ) "l_;__JI l i N
} ! '. ! | i j [ ~——"1
P I j 4 t P : |
1 i : I 1 h |
g t 1 1 1
a) b) 4 ¢
Slika 119. Slika 120.

Gornji diagram na sl. 119a) prikazuje trokutasti signal. U intervalu od

p-

0 do —z- njegova jednadzba glasi u (1) = at, u intervalu od 4 do 5 glasi

u(t) = a-gn at,

te kona¢no u intervalu od 34—T do T, glasi

u()=—aT+ at.

Srednji diagram prikazuje konstantnu frekvenciju  vala nosioca, kojoj je su-
perponirana modulaciona funkcija ku(z). Momentane vrijednosti te funkcije
proporcionalne su, dakle, momentanim vrijednostima signala. Donji diagram
pokazuje fazu vala nosioca, ako bi na$u frekventnu modulaciju shvatili kao
fazau, t. j. da je frekvencija ostala (, a pridolazak modulacione funkcije u
frekvenciju da znali promjenu faze, t. j.

t 1
Ag| = [ Ru(r)dr.
0 0

7 D Svarc: Elektriéni titrajni krugovi
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’ - T.3T .
U pojedinim intervalima, na pr. izmedu 0 i i’ izmedu i i A it.d ta
promjena faze predstavljat ¢e parabole. Na pr. |

T_T

4

|

Agl= fkazdz--ka
|

0 0

Da bi dobili ukupnu fazu ¢(z), razumije se, da se ta promjena faze treba pri-
brojiti pocetnoj fazi ¢.

Gornji diagram na sl. 119b) prikazuje isti trokutasti signal u(r), kao i
kod iste slike lijevo. Srednji diagram prikazuje modulacionu funkciju ru(z),
koja se superponira pocetanoj fazi. Naravno, i ta funkcija je proporcionalna
signalu. Donji diagram prikazuje frekvenciju vala nosioca €2, kojoj je superpo-
nirana promjena frekveacije, kad bt ovu fazau modulaciju shvatili kao frek-
ventnu, t.j. da pridolazak modulacione funkcije u fazu zaaci promjenu frekven-

cije. Promjena frekvencije bila bi, naravno, u tom slucaju - ( 5@ dakle kon-

stanta -+ ra.
Sjetimo se, da smo kod harmonickih modulacionih fuakcija faznim po-

makom signala, odnosno tih funkcija za 75> obje vrste modulacija uspjeli kva-

litativno (a u specijalnom slucaju, kod i— = ¢, 1 kvantitavno) izjednaciti. Da
C

li je to moguce i kod trokutastog signala? Sl. 120. prikazuje frekventnu mo-

dulaciju s trokutastim signalom kao prije, ali koji je za% (éto bi odgovaralo

za verzor harmoniCke funkcije 721) ispred prijasnjeg signala.

Vidimo, da unato¢ faznom pomaku, nismo postigli izjedna¢enje s faznom
modulacijom na sl. 119b), iako smo joj se priblizili znatno vise, nego li je to
sluCaj na sl. 119a), budu¢i da se Q(t) i @(¢) na ovoj slici bolje podudaraju s
Q(r) 1 @(t) nasl. 119b), nego li je to sluca] izmedu sl. 119a) i sl. 119b)*)

*) Poku$at ¢emo na slikovitiji natin predoéiti razliku izmedu frekventne i fazne mo-
dulacije. Zamislimo tri platforme, koje se nalaze na jednakoj udaljenosti od tla. Udaljenost
prve i druge platforme ne moZe se mijenjati, ali udaljenost tre¢e moZe se ml}en)atl prema
gore i dol}e Na svakoj se platformi nalazi po jedan zidar., Na dani znak sva trojica po¢nu
na svojim platformama zidati jedan stup, slaZuéi istim pokretima opeke jednu iznad druge.
Prvi zidar upotrebljava uvijek opeke istih dimenzija. Drugi upotrebljava ,frekventno modu-
lirane** 'opeke, t. j. takvih dimenzija, kakve mu toga ¢asa propisuje nametnuti zakon
(signal). Treci upotrebljava — kao i prvi — uvijek opeke istih dimenzija, ali se udaljenost
njegovog postolja neprestano mijenja prema nametnutom zakonu (signalu).

Prvi stup je analogon nemoduliranom kruZenju verzora. On ima uvijek istu udaljenost
postolja (fazu), a uvecava se uvijek jednakom brzinom (frekvencijom). Drugi je analogon
frekventno moduliranom kruZenju verzora. On ima takoder uvijek istu udaljenost postolja
(fazu), ali se ne uvecava jednakom brzinom (frekvencijom). Treéi je analogon fazno moduli-
ranom KruZenju verzora. Sdm stup uvecava se jednakom brzinom (frekvencijom), ali mu se
kod toga mijenja udaljenost postolja (faza).

Ako bi neki gledalac motrio samo vrhove stupova, opazio bi u drugom i tre¢em slu-
¢aju u sultini istu fizikalnu ¢injenicu, t. j. da se drugi i treéi vrh, potevii od postolja, koja

Nastavak primjedbe na stani 99 dolje (slijedeta strana)
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8) Odnos frekventne i fazne modulacije prema amplitud-
noj modulaciji dobit ¢emo ako izraze za frekventnu, odnosno faznu mo-
dulaciju, uz modulacionu funkciju f(¢) razvijemo kako slijedi:

M(t) = Asin[Qt - ff(z)dr + @] = Asin(Q¢ -+ cp)cosff(r)dt -+

+ Acos(L2t - ¢)sin ff(z) de
odnosno _ ’
M(t) = Asin[Qr + f(r) + @] = Asin(Qz + @) cosf(r) + A cos(Qr + @)sinf (2).
To znaci, da je frekventna, odnosno fazna modulacija, jednaka zbroju dviju

amplitudnih modulacija, ¢&iji su valovi nosioci medusobno pomaknuti za 5

Izrazi

Acosff(c)dc, te Asinff(t)dt,

kao i izrazi _
Acosf(t), te Asinf(r),

su amplitude moduliranih valova u vremenu r.

¢) Ako je modulaciona funkcija sastavljena iz viSe istovr-
snih adenada, na pr. pri amplitudnoj modulaciji neka ima oblik

f() =assino t 4 asinw,t+ - - - +a,sino,.
Tada ce biti:
M(t) = (A + a;sino,t 4 asinw,r+ - - - g sinw, )sin(Qz -+ ).

Na isti nacin kao i prije, dobili bismo:

M (1) = Asin(Qt -+ ¢) + azl_ sln [(_Q_ ©)t 4+ g] 1

9,

su s¢ u pocetku -nalazila na jednakoj udaljenosti, gibaju nekom promjenljivom brzinom
(frekvencijom). Te brzine, medutim, iako bi na pr. u oba slu¢aja vrijedio isti nametnuti
zakon, opcenito ne bi bile jednake. Ako, naime, isti zakon djeluje na dva razna atributa,
daje razli¢ite rezultate,

to| A

a, . T a, .
- --2—* sin [(!.2 + o)t 40— 2] o 5 sin [(Q-—— W)+ Q|-

U iznimnom slu¢aju, t. j. ako bi taj zakon bio harmonitka funkcija uz L - ¢, te ako
¥ (]

1

bi oba upotrebljena signala bila fazno razmaknuta za :-, bile bi brzine obih vrhova uvijek

medusobno jednake, kao $to smo to veé prije spomenuli.



100

S sin [(@ + 0 cramn | EERLE 5 [(Q—*toz)c+_<p+%] +

a, . ]
+Tsm [(Q~|—mz)r+-rp—2]

Verzorski prikaz bio bi prema sl. 121., a linijski spektar prema sl. 122.

P
o /8 )
[ 0%
o
§~ %
Kty a, a2
" X W, A :
P 0}% 1= % %
qu/ ¥ a, q,
“P [£19
[/] 2, Q-0 R-w, R Rvw, Ry R+,
Slika 121. Slika 122.

Ako bi modulaciona funkcija kod frekventne modulacije imala oblik

f(H)=gq,cosw 4 g,cosm,t+ - -+ 4 g, co80,t

modulirani val glasio bi:
. q, .. 9 . 9. _.
— £y .2 i e A wle aow e eS8 r 5
M(r)_Asm( ¢ ) sine, ¢ sinw, ¢ - -+ mzsmmzr—l—c{:)

Kod rjeSavanja te formule naiSli bi na medusobne umnoske izraza

sin (q‘ sin o t) cos (—q-‘ sin ® t), sml(q‘2 sin t), cos(qJ Sin w, t)

(@) (& . ®

. sin ( 9= sin mzt), te cos (q..,_ sin t)
®

z

z

koje smo ve¢ razvili u Fourierov red. Konacan rezultat bio bi:

= B (8 (8)

mn, - fi=—00 1
+pw,)t 4 @]

To je z-struki Besselov red, ¢iji linijski spektar sadrz1 sve linearne kombinacije
zbroja frekvencija '

)Sm[(Q—I—mm +now, + - 4

Q+4mo, fno,+ -+ Fpo,).

Ukoliko su, medutim, neke od tih suma frekvencija za izvjesne m,n, - . - p
medusobno jednake, onda se te sume u linijskom spektru, naravno, pokrivaju,
dakle ukupni se broj frekvencija tada smanjuje.

Uredaji za proizvodenje moduliranih valova zovu se modulatori, a ure-
daji, koji iz moduliranih valova rekonstruiraju modulacionu funkciju, zovu se
demodulatori.
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7. IMPULSNA MODULACIJA. OPCENITO I NACELNI OPIS NEKIH
PRAKTICNIH IZVEDBI

Napretkom slabostrujne tehnike razvijaju se i sve vise dolaze u upotrebu
prenosni sistemi u Kkojima se primjenjuje impulsna modulacija, kojom se na
shodne nacCine mijenjaju atributi t. zv. impulsnog niza. Taj se niz u nemo-
duliranom obliku prema sl. 123. sastoji iz vremenskog slijeda jednakih isto-

| B
f
. — - T

o PSR e e
v

-
-

Slika 123.

smjernih elektri¢nih impulsa, koji uistinu prakticno ne moraju biti ba$ takvog
pravilnog pravokutnog oblika, budu¢i da na taj oblik utjecu Kkarakteristike
prenosnog sistema. U navedenoj slici ucrtana je tockasto i sinusoida, Sto ¢e se
jo§ pobliZe objasniti.

(t)

Slika 124.

Mogu¢énosti moduliranja impulsnog niza su slijedece:

1.) Prema sl. 124. modulacionom funkcijom f(z) mijenjamo amplitudu,
t. j. visinu v pojedinih impulsa.

2.) Modulacionu funkciju utiskujemo u impulsni niz na taj nacin, da mi-
jenjamo repeticiju ili poziciju pojedinih impulsa. To se moZe dogadati na pr.
tako, da sinusoidu — koju smo spomenuli kod sl. 123. — ¢ije nultocke koin-
cidiraju s vremenskom sredinom pojedinih impulsa, moduliramo frekventno ili
fazno, kod Cega pojedini impulsi, nepromijenjene visine i Sirine, slijede nul-
tocke te modulirane sinusoide. U tom slu¢aju moZemo govoriti o impulsno-
frekventnoj, odnosno impulsno-faznoj modulaciji. U daljnjem razmatranju
navest ¢emo jednu daljnju varijantu, kako se dobiva ta modulacija s modu-
liranim polozajem impulsa.
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3.) Modulacionom funkcijom utje¢emo na trajanje impulsa b. To se moZe
ostvariti tako, da se pomi¢e samo zavrSni bok pojedinih impulsa (2, 4 1 6 u
sl. 125a), ili samo prednji bok (1, 3 i 5 u sl. 125b), ili da sredina impulsa
ostaje na mijestu, a oba boka da se jednakomjerno priblizuju ili udaljuju od
sredine (sl. 125¢).

4.) Osim navedenih impul-
snih modulacija, u najnovije vri-
jeme nastale su modulacije kod kojih :
se za prenosenje modulacione funk- ‘ i
cije primjenjuju drugi principi. ro2 3 4 5 6 —t
U prvom redu to je impulsno-
kodna modulacija, kojom se od-
redene diskretne momentane vri-
jednosti modulacione funkcije, t. zv.
kvantizirani uzorci, koji slijede u
odabranim vremenskim razmacima,
prenose kodom. Razmaci izmedu
diskretnih vrijednosti mogu biti
ili jednaki, ili mogu slijediti po
drugadijem zakonu (na pr. da ve-
¢im. momentanim vrijednostima
odgovara i ve¢i razmak izmedu
dvije diskretne vrijednosti).

a)

b)

-

c)

L::::1
| ——
Bt

Slika 125.

Najjednostavniji je t. zv. binarni kod, koji ie okarakteriziran time, 3to
svaki broj u njemu moze biti prikazan odredenom kombinacijom od samo dva
elementa, na pr. impulsom i nulom. Iz odredenog broja jednakih impulsa (na
pr. pet ili sedam), koji zajedno Cine snop, pomocu svih mogucih kombinacija
ispuste se pojedini impulsi. Broj tih mogucih kombinacija iznosi, dakle, 27,
gdje je n broj impulsa nemoduliranog snopa, Kkoji snopovi slijede, naravno,
jedan za drugim u istim odabranim vremenskim razmacima, kao i odredene
momentane vrijednosti modulacione funkcije. Buduci, da svaki impuls u
snopu ima vrijednost odredenu svojim poloZajem, to ispuStanjem tih pojedi-
nih impulsa snop kao cjelina zadobiva upravo onu vrijednost, koja odgovara
doti¢noj pridruZzenoj momentanoj vrijednosti modulacione funkcije. Naravno,
najveéu mogudéu vrijednost ima snop, ako nijedan njegov impuls nije ispuSten.

Na sl. 126. prikazane su dvije sinusoide oznalene sa a i b, kao modu-
lacione funkcije, a odabrani vremenski razmak  izmedu momentanih vrijednosti,
koje ¢emo prenijeti kodom, iznosi 125 ps. Medutim, tim kodom ne ¢emo
obuhvatiti te originalne momentane vrijednosti, nego njihove logaritme, Kkoji
su na desnom crtezu oznaceni sa @ i b'. Kod toga su — S§to se vidi i na
crtezu — malene momentane vrijednosti uvecane znatno vise, nego velike mo-
mentane vrijednosti. Znaci, dakle, da se modulaciona funkcija, odnosno signal,
prethodno ,,logaritmi¢ki komprimira«. Ta logaritmi¢ka kompresija postizava se
upotrebom uredaja s nelinearnom karakteristikom, t. zv. kompresorom, koji
izobli¢uje signal i to tako, da su apsolutne promjene momentanih vrijednosti
signala na izlazu iz kompresora proporcionalne relativnim promjenama momen-
tanih vrijednosti signala na ulazu u kompresor. Prema tome, iste relativne
promjene bilo koje momentane vrijednosti ulaznog signala mijenjat Ce za isti
broj jedinica pripadni kod. Pri originalnom signalu ili njegovom linearnom
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povecanju to ne bi bilo tako, jer bi iste relativne promjene vetih momentanih
vrijednosti snaZnije utjecale na kod, nego li promjene manjih vrijednosti. Sta
vide, promjene, koje bi bile unutar jedne jedinice kodnog sistema, bile one
relativno i velike, ne bi se uopée mogle prenijeti.

, Uzimanje Legaritm. Unosenyi S i
ulazni V' ey, nosene. izlaz
: Filtar moment. kompresi- u frm
signal vrijedn. };m kodove
17 32
o | H ] ] I !
28] b sl /i 11\
& . 1 | a ) By 1 I | I i .
EA Lo Wazni signal & P Komprimirani_signal!
I 1 * ’ | # | ’ "
AV ERE Sal AR
=] = v
e 2 PR Y
2 T 254 sec 20y | b :l \
F _.l——j.._bi =l | l[ [} I 1 ,!l
Y 2 s i 5 WY 4 6 W | J oo
| A B8 C 0 E F‘*-L-‘i‘"} t 1 : A A
2} by o1 I
I
Lo 74 S
-4 ro | i Pl i t
N P
I
-6 b I B
| I y : : : : :
. | ! L
8 | ef 4o
| I I : ] l
-1 : ! ! i |
0 ! | 1 1 1
A B8 C O £ t
TRANSMITIRANI KODOVI
slijede svakih 125usec
m 1 ! i 1 1t [ 111 1
l“l 1 ! ' HH b i | |JIH i
0 A 8 c -+ D 3 F G H 1 J =g

Puno izvudena okomita cria oznacuje tmpuls, a crtkana crta oznacuje da nema impulsa. Momentane
vrijednosti uzimaju se svakih 125 u sec

Slika 126.

To ¢emo najlak$e uociti na slijede¢i nacin:

Izvjesna momentana vrijednost f(z,), nakon vremenskog intervala Az, za-
dobiva vrijednost f(z, 4 Ar). Analogno, neka druga momentana vrijednost
f(z,), koja je razli¢ita od prve, nakon jednakog intervala A¢, zadobiva vrijed-
nost f(t, + Ar). Pretpostavit ¢emo, da je relativna promjena u oba slucaja
ista, t. J.

ﬂt‘_i[—_.éll == f_(z?- T+ A_{)_ — konst
J@) f@) '
Iz toga slijedi za komprimirane vrijednosti:
Inf(z, + Ar)—Inf(z,) = Inf(t, + At)—Inf(¢,) = Inkonst = C

dakle, apsolutna promjena na izlaznoj strani iz kompresora, u oba slufaja
ista je.
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Nakon prijenosa ovako komprimiranog signala kodom, na prijemnoj
strani nakon dekodiranja, jo§ uvijek komprimirani signal dolazi u dekompresor,
t. zv. ekspander, koji ima upravo suprotnu Kkarakteristiku od kompresora u
predajniku, i kona¢no u niskofrekventni propust, na cijem izlazu se dobije
ponovno govorni signal.

5.) Kod delta-modulacije primje-
njuje se isti princip kao i kod kodne
modulacije, t. j. ispuStaju se pojedini e
impulsi impulsnog niza. Prema sl. 127.
modulaciona funkcija f(z) aproksimira
se pravokutnom linijom g(z). Vertikalni
dijelovi te linije su jednaki naponski
skokovi Ae, a jednaki horizontalni di-
jelovi odabrani vremenski intervali Az,
nakon kojih se navedenim naponskim
skokom priblizavamo modulacionoj funk- U
ciji. To znadi, da ¢e Ae imati pozitivni
predznak, ako se na pocetku novog inter-
vala nalazimo ispod modulacione funkcije
f(1), odnosno negativni predznak, ako
smo iznad nje. Pozitivhom naponskom
skoku pridruzen je u uredaju pozitivni
impuls, a negativnhom skoku negativni
impuls. Medutim, ne ¢emo prenositi 1
pozitivne i negativne impulse, nego na
pr. samo pozitivne, a negativne ¢emo Slika 127.
ispustiti, tako, da na doti¢nim mjestima '
uopée ne ¢e biti impulsa. Kad ne bi
ucinili tako, te ako bi s obje vrsti impulsa modulirali visokofrekventni val
nosilac, na mjestima negativnih impulsa nastao bi fazni skok. No taj fazni
skok tokom prolaza do mjesta dekodiranja fazno bi se izmijenio tako, da tamo
ne bi mogli razluditi pozitivne i negativne impulse. Medutim, ma da ispu-
§tamo negativne impulse, ne ¢e nastati poteSkoce, ako se na prijemnoj strani,
na mjestima ispustenih impulsa, dodaju takvi negativni impulsi. Iz toga niza
pozitivnih i negativnih impulsa, tada se na prijemnoj strani dobiva nasa pra-
vokutna linija, odnosno sama modulaciona funkcija.

U tehni¢kim prenosnim uredajima mogu se upotrebiti i izvjesne kombi-
nacije navedenih metoda, §to omogucuje bolje iskoriSenje prenosnog sistema.

Za 7i¢ni prenos dovoljan je sam impulsni niz, moduliran modulacionom
funkcijom, dok je za beZi¢ni prenos tim moduliranim nizom potrebno jo§ mo-
dulirati visokofrekventni val nosilac. U tom slucaju, i taj visokofrekventni val
nosilac moZe se takoder modulirati nekom drugom modulacionom funkcijom,
a moze se modulacionom funkcijom utjecati samo na visokofrekventni val,
koji se samo otvara i zatvara nemoduliranim impulsnim nizom.

Opisat ¢emo sasvim ukratko kako se dobivaju neke navedene jednostav-
nije vrste moduliranih impulsa, buduc¢i da dublje zalaZzenje u tu materiju za-
htjeva opSirnije znanje elektronskih sklopova.

Amplitudnu impulsnu modulaciju moZemo posti¢i uredajem prema sl. 128.
Elektronska cijev s radnim otporom R u katodi, ima toliki prednapon, da sam
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signal ne moze izazvati nikakvo protjecanje anodne struje. S druge strane, ge-
nerator impulsa proizvodi impulse dovoljne veli¢ine, da oni superponirani
signalu mogu otvoriti elektronku i onda, kad signal ima najniZu momentanu
vrijednost. Kod toga se na radni otpor prenesu impulsi tolike veli¢ine, koliko
je vrh zbroja obih valnih oblika premasio zaporni napon, koji je prije zatvarao
cijev.
Kako, dakle, sam signal nikada

ne dosegne zaporni napon, to na izlazu A 111 r1ri1rd
dobivamo samo impulse, koji dosizu
razinu, koju im odreduje signal. Na
sl. 129. gore, predocen je impulsni niz,
u sredini signal, a dolje amplitudno
moduliran impulsni niz.

a)

: ; : P —t
Kako se signal u toku intervala : :

impulsa mijenja, to vrh impulsa nije

ravan, no postoje metode, koje daju i b

ravan modulirani impuls.

Impulsi, kojima je modulirano
trajanje, dobivaju se pomocu uredaja,
koji se zove amplitudni komparator.

ol e

Generalor impulsa
UULA
__* | P e S |
i / b
zapornt | |/ NG
napon | /¢ N
(4 | ]
I T A, ! O
| Sgnal N
= *,
r\/ [ [ \.
Slika 128. Slika 129.

Taj uredaj ima to svojstvo, da na izlazu ne daje nikakav impuls, ako je
njegov ulazni napon ispod neke kriticne vrijednosti. Ako napon na ulazu pre-
masi tu vrijednost, tada napon na izlazu odmah zadobiva maksimalnu vrijednost
i zadrzava je tako dugo, dok se ulazni napon nalazi iznad navedene Kkriti¢ne
vrijednosti.

Na ulaz amplitudnog komparatora dovedemo signal, ali uz toliki pred-
napon, da sam signal ne moZe potaknuti komparator. Tom signalu prema
sl. 130. superponiramo pilasti valni oblik, ¢ija je amplituda ne$to veca od
najveCe varijacije signala, tako, da se 1 za najniZe momentane vrijednosti sig-
nala komparator otvara. Superponirani pilasti valni oblik otvarat ¢e kompara-
tor dulje vremena kod ve¢ih momentanih vrijednost’ signala, a krac¢e vrijeme
kod manjih vrijednosti, kako se to vidi na sl. 130. pod ¢). Iz toga ¢e rezul-
tirati modulirani niz pod d).

Ako Zelimo modulirati prednji bok impulsa, moramo upotrebiti okrenuti
pilasti oblik prema sl. 131., dok bi u slucaju, da Zelimo modulirati oba boka,
umjesto pilastog oblika morali upotrebiti oblik istokrac¢nih trokuta.
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Impulsni niz s moduliranim po-
loZajem pojedinih impulsa, o ¢emu
smo ve¢ govorili, moZemo dobiti
na pr. 1 pomoc¢u prednje opisanih
impulsa s moduliranim trajanjem,
ako ove dovedemo na uredaj, koji
daje uvijek jednak impuls, ali u
Casu nastupanja moduliranog boka
impulsa, koji je modulitan po
trajanju. Budu¢i da je taj moduli-
i rani bok pomaknut prema polo-
: Zaju boka nemoduliranog impulsa,
\ : . to su i impulsi, koji izlaze iz ure-
\I N daja, jednake visine i trajanja, ali
1 I

m&c‘mf

prednapon | L) pomaknuti iz svog srednjeg polo-

= Zaja, Sto se vidi na sl. 130e).

'
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Slika 130. ' Slika 131.

8. DOBIVAN]JE SPEKTRA AMPLITUDNO MODULIRANIH
HARMONICKIH TITRAJA 1Z SPEKTRA AMPLITUDNE FUNKCIJE

JednadZba moduliranog vala prema sl. 132. glasi:
M (1) = ® (¢)sin (27 + ),
gdje je ®(z) amplitudna funkcija.
cosp D (7) sin 2 3 + sing @ () COSQE,.

MO=——35 — M, (1)

Prvi adend M, (¢) ima indeks s, da nas podsjeti na mnoZenje amplitudne funk-
cije sa sin ¢, a drugi adend ima indeks ¢ zbog mnoZenja s cos{¢.

Amplitudna funkcija zadana nam je u svojem spektralnom obliku, t. j.

®(r)=K, + J'GE(“ (u)cosut 4 S(u)sinut]du.



Integral moZemo protegnuti na dvostruko integraciono podrudje, t.j. od
do + o, i podijeliti ga s 2. Prema tome je:

+ o0
®(r)=K, + -%— f[C (w)cosut + S (u)sinur] du.

]

To smo mogli uciniti, jer je izraz

+oo
C(u) = :? f ® (a) cos ua da
taka (parna) funkcija obzirom na u, a isto je tako i
cosut = cos(—ut),
dakle, njihov umnozak kod (—u) jednak je kao i kod wu. Izraz
+ oo
S(u) = ;It J ® (a)sin uada

—_— 00
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je liha (neparna) funkcija obzirom na u, dakle, kod (—u) mijenja svoj pred-
znak, ali isto tako mijenja i sin uz, te je prema tome njihov umnozak kod

Slika 132.

(—u) takoder ostao isti kao i kod u. Razlog zasto integral protezemo od — oo
do o, lezi u tome, §to ¢e na taj nacin tokom daljnjih racunskih operacija
granice ostati uvijek iste, dok bi za slucaj starih granica od 0 do -+ <o, tokom
operacija pri modifikaciji varijable, valjalo mijenjati donju granicu, $to bi do-

nekle kompliciralo samo racunanje.

-]

M, (1) = cose K sinQt -|- cosp -1- C(u)cosutsinQit -+ S(u)sinutsin Q¢]du =
§ (1) 2

—_—0

+ oo

= cos¢ K sinfd¢ -|- cos cpf{ : C(u) [sin (v + Q) t —sin (u— Q) 7] -}

4

— o

+ 211. S (u) [cos (u— Q) t—cos (u - Q) t]} du =
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oo
=cose K, sin Q¢ -+ i COS @ {[C(u)sin(u + Q)1 — S (u) cos (u 4 Q) 1] du +

-0

+ oo
+ ; cos ¢ f [S () cos (u— Q) t — C (u) sin (u — Q) ¢] du.
Uvest ¢emo nove varijable, t. j.

(u+ Q) =u* iz Cega slijedi w—wu* —Q, odnosno du = du*
(u—Q) = u** iz Cega slijedi u=u** 4 Q, odnosno du = du**

Granice Ce ostati nepromijenjene, jer je kod # = + oo 1 izraz (u+ Q) = + co.
Radi toga je:

i -+ oo
M, (1)=cosp K, sinQr - ; cos @ f[C(u*— Q)sinu* 1 — S (u* — Q) cos u* ] du* -+

— o

-+ —i— COS @ f [S (w** + Q) cos u** t — C (u** - Q) sin u** 1] du**.
Kako se radi o odredenim integralima, koji su ovisni samo o svojim grani-

cama, svejedno je, kako se zove varijabla, i radi’ toga umjesto #*, odnosno
u**, moZzemo opet pisati u, tako da ¢e biti:

+ o0
M (2) = cosp K, sinQr j{ coscpJ.[C(u—Q)sinur—uS(u—Hil) cosu ] du +
1 e
+ i cos<pf[3(u+Q)cosut—C(u.+Q.)sinur]du=
+ co

= cos@ K, sin Q¢ —21— coser {—;--[S(u + Q) —Su—Q)]cosut +

— 00

=G, )

1 _;_ [C(u—Q)—Cu -+ !2)]sinur} du.

-

= S:(u)

C;(u) je cosinusov spektar funkcije M, (z), a
S (u) je sinusov spektar funkcije M, (z).

Sada ¢emo se vratiti u stare granice, t. j. od 0 do + oo !
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Cy(—t) = 5 [S(—u+ Q=S (—u—Q)] =[S (—(u—-—-(l)) —

—§(—@+ @)1= 5 [~S@—0) + S+ Q) = C, )

Vidimo, da je C (x) taka (parna) funkcija od u, §to se je moglo i otekivati,
jer se radi o cosinusovom spektru.

Analogno c¢e biti:

(=) = 5 [C(—u—0) —C(—u+ W] = 5 [C(— @+ Q) -
—C(—(u"—Q))] = —;—[C(u + Q) —Cu—Q)] =

s s %—[C(u—Q)—“C(u + Q)] =—S§, ().

- LS\
q),.r’ ~ 7,
o}f,'/ a b i
- 7/ -0/ 0 u u
TRk V4 d
NIl
-,
‘3\\;'\ ’/’ \"'C'g:‘
of S
—_— S 2/ u u
"*--.\:‘"-..\ v
-\\\ -\\“,/ ”I
oGt~ S {Stur2)-51u-2)] ;
e m\ S lule J(Clu-2)-Clur2)]
’:/ ‘_2-_‘\‘“ 0 :
e’ 0 N~ 4 T ~a-b u
== = 2 ;
e Gelu)=SfClar 205l 2)
e -
2 et \
210 u 0 3\ a*b u
uuuuuu | Slubf St Stu-2) 2

Slika 133,

Vidimo, da je S(«) liha (neparna) funkcija od u, $to je i razumljivo, jer se
radi o sinusovom spektru.
Obzirom na prednji rezultat, bit ¢e

C;(—u)cos(—ut) == C,(u)cosut,
odnosno S,(—u)sin(—ut) = S,(u)sinut,

te radi toga moZemo upotrebiti samo polovicu integracionog puta, pomnozivsi
integral s 2.
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Prema tome, konacno ¢e biti:
-]
M, (1) = cosq K, sin{2¢ 4 cos¢ J[Cs (u)cosut -+ S, (u)sinu ] du.
0

SI. 133. lijevo gore prikazuje, kako se iz poznatog sinusovog spektra ampli-
tudne funkcije, S(«), pomicanjem za —  nalijevo, dobiva spektar S(u -} €2),
a ispod toga, kako se pomicanjem za -}- {2 nadesno, dobije spektar S (u— (),
i konacno, kako se prema dobivenoj formuli dolazi do spektra C_(u). Na istoj
slici desno, prikazan je slican postupak za dobivanje C(u—£2), te C(u -} L),
kao 1 za S (u).
Sada ¢emo pristupiti izracunavanju drugog adenda, kako slijedi:
| e .
M (1) = sing K, cosQt - sing —- f[(?(u) cosutcos€dt -+ S(u)sinurcosr]du —

— o0

+ oo
= sing K, cos ¢} sing i fC (u) [cos (u + L) t -+ cos (u— £2) t] due -}

- 00

-]

+ sing ‘: ]S(u) [sin(u + Q)¢ + sin (u — Q)] du =
L
=sing K cos{2¢ | sineg 7 ‘[C(u) cos (u + Q)r -+ S(u)sin (u + Q)] du +
- o
+ sing 4 [[(, () cos (u—Q) ¢t + S (u)sin (u— Q) ] du =
LT
= sing K, cos{2t - sing 4 J [C(u*— Q)cosu*t + S (u* — Q) sinu* t] du* -+

=+ oo
-+ sing i f[C (u** 4+ Q) cosu** ¢ ++ S (u** -+ Q) singy** ¢ du** =

+ o0

=sing K, cos{2z - sinp 2' J { ; [C(u+ Q)+ C(u—KQ))cosut -+

—_— 00

= Cc (Ef)

1 ; [S(u+ Q)+ S(u—il)]sinuz} du.

.= S:-(u)
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Analogno kao prije, bit ée:

C.(—u)= ; [C(—u+ Q)4+ C(—u—Q)] = é fC (— (u—Q) ) +

|- C(—(u + Sl)) Te= ; [C(u—Q) + C(u+ Q)] = C, (u).
Nadalje je
Se(—u) = ; [S(—u+ Q)+ S(—u—Q)] = ; [S (— (u—Q)) -+

+ S(—(u -4 Q))] = 21 [—Su—Q)—Su+ Q)=

S _; [Su—Q) + 8@+ Q)] = —S.(w):

Kako se C.(x#) mnozi s takom (parnom) funkcijom od u, t. j. cosut, a S, (u)
s lihom (neparnom), t. j. sa sinuz, moZemo integracion’ put skratiti za polo-
vicu, pomnoziv§i integral s 2. Radi toga ¢e biti:

M. (1) = sing K, cosQ | sing f [C.(w)cosut 4 S, (u)sinur] du.
0

Na navedenoj slici 133. prikazane su, sasvim dolje lijevo i desno, funkcije
S¢(u), odnosno C,(u), te se vidi kako smo do njih dosli.

Citav amplitudno modulirani val bit Ce:

M(1) = M (t) + M, (1) = cos K, sinQr 4 cose f[()S (u)cosut

+ S, (u)sinu ] du + sing K cos €z + sinp f[CC (w)cosut |- S, (u)sinut] du =
0

=K, sin(Q¢ + o) -+ [{[coscp(}s (u) 4 sing C,.(u)] cosur -}

]

+ [cos S (u) + sine S, (u)]sinur) du.

9. SPEKTAR SINUSOVOG TITRAJA, KOJI POCINJE U =0

Funkciju /(r)sin Q¢ mozemo shvatiti kao sinusov val, koji se proteze od
t=—oco do r= o, Cija je promjenljiva amplituda predstavljena uklopnom
funkcijom /(). Radi toga je:

h(r)sin ¢ = g sin£2¢ |- fS(u) sinu sin Q¢ du.

0
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. . / . :
Kod toga je, kao §to je poznato, S(u) :-—_‘;r—;—. Izraz h(t)sin2: je, medutim,

nama poznati ,,adend moduliranog vala M (r)«, koji za sadas$nji slucaj prema
prethodaom poglavlju glasi: )

M. 1) = —g- sin2r 4 J.[C! (u)cosut -4 S;(u)sinut] du.
0

1 | h h h Q)
C _ S [ O o (O (DN [_____ S __] g T s P g
W) =g PR == =7 et =0 == =
|
S, () = ?[C(zn—ﬂ) —Cu+Q)])=0
bududi da je ia
s
e | \&
C(u) =0. X
[~ k
.._:: _____ ‘.Q 0 u
\‘\\ “\\\
Y \
\ \
hit)sin2t \\\
0 /\ 0 e
VT T
/ N\ 0 SN \\
S N/ & 7 \
™\ ) Sl
an v/\ : \‘\.-./ Cla)= 150 +2)-S1u-2)
fh,.’uicos utdu
’ S~ | =@ m
\ | /’
Slika 134. Slika 135.

Prema tome funkcija /(r)sin )¢ ima samo cosinusov spektar, a njen spektralni
oblik glasi:

; h . “h Q
h(t)sin Q= 5 sinQ¢ f —OF g cosut du.
0

Njen drugi adend je, dakle, taka (parna) funkcija vremena ¢, $to vidimo lako
h

5 sinz, t. j. njen prvi adend.

i iz sl. 134., gdje smo od % (z)sin Q¢ odbili
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Sl. 135. prikazuje kako se dobije spektar

h Q

GO =g

ako je poznato

S(u)=—

10. SPEKTAR COSINUSOVOG TITRAJA, KOJI POCINJE U ¢ — 0.

Potpuno analogno preda$njem, bit ée:

h(t)cosQt = —;icosﬂz +- fS(u)sinm cosQz du =

= M,(t) :% cos{dt f[Cc(u)cosut+ S, (u) sinu t] du.
0

Dalje je
C.(u) = -l [Cu+ Q)+ Cu—Q)] = 0.

h h ] h U

Sew) = _[S(’“LQ) +S—0)= [ rut Q) T ra—0) T w—g

Prema tome, /(z)cos€z ima samo sinusov spektar.
Iz toga slijedi:

Z[

T ouw—°

sinut du.

h(t)cosQt = imsQr-{ f

Drugi adend je liha (neparna) funkcija vre-
mena ¢, $to vidimo i17 sl. 136., gdje smo

od Z(t)cosQt odbili 7 cosQt. |

hit)cos 2t

SL 137. prikazuje kako smo dobili I
h
spektar S, (), ako nam je poznato S(u) = —. oo
| ™ u / N\ N " AN\ 7,

Iz gornjega sh]edl, da funkcija £ (z) sm(Qr +o) /O O\
ima i sinusov i cosinusov spektar, jer se

cosq h(t)sinQ¢ [&twdsin ut du
i na

sing h(t)cos Q1. Slika 136.

& DB. Svarc: Elektri¢ni titrajni krugovi
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(Ms

Sada smo ne§to dublje upoznali e
prirodu verzora. Onaj verzor, koji se Y
okrece oduvijek, t. j. od t = — 0,1 koji 3
¢e se okretati dovijeka do ¢ = + oo, ima P
samo jednu frekvenciju, i prema tome i [ =y
jednu amplitudu. Naprotiv, onaj verzor, e TR
koji poCinje sa svojim okretanjem u o\
t =0, i okrece se do ¢ = - oo, sastavljen \ \
je od neizmjerno mnogo verzora razli¢itih )
amplituda i frekvencija.

-7 ﬂ-]g“

I” l\ i

Sada se samo od sebe namece pita-
nje, da li ¢e nastati ista struja, ako neki A5
titrajni krug priklju¢imo u vrijeme =0, E— p— -
na napon, koji traje oduvijek, ili pak ~d
da izvor napona, koji je mrtav i koji N
se nalazi u tom krugu, oZivi u t=0. '
U oba slucaja nastaje ista struja, jer
oba napona, obzirom na taj krug, poci-
nju djelovati u ¢ =0, dok ih prije t =0
u tom sistemu nije bilo. Prema tome,
oba napona proizvest ¢e takvu struju
kao da je neizmjerno mnogo napona,
t. j. spektar svih mogucih frekvencija,
pocCevsi od ¢ = — co prikljuéen na taj
krug. O tome cCe jo§ kasnije biti govora.

S

Selu)= 5 (Stu=2)+51u-R))

Slika 137,

11. SPEKTAR TREPTAJA, KOJI POCINJE U =0

a= A sin(o,t+¢)+ Assin(w,t 4 ¢,) = A, cose sinw ¢+ A sing, coso, t -+

+ A, cosp,sinw,t 4+ A,sing, cos w, .

Prema tome, treptaj se sastoji iz dva sinusova vala frekvencije ®, i ®, koji
podinju u r=0, t. j. jednom je amplituda predstavljena uklopnom funkcijom
A cosg, (1), a drugome s A,cosq,(¢), te dva cosinusova vala istih frekvencija
kao navedeni sinusovi valovi, dakle ®», i ©, s amplitudom A sing (¢), te
A,sino, (1).

Kao $to smo ve¢ pronasli:

(-]
A, cose A, cose ®»
A coso (f)sinw t="1"_"Tlsinw. ¢t 2 1 L cosutdu.
1 (Pl() 1 2 1 + T (012 u_

0

-]
A, cose A,cose ®
1 o 2 2 o1 2 2 2
A, coso, (2)sinw,t = — 5 sine, 4 f = o cosut du.
0



A, sing (1) cosw, t =

, Sinp,
2

A,sing, (¢) cosw,t = —

3 P2 cos w, + J-Aa ik

w—ow

Speklar
A cosfsinel] 3

-

A}
\
Spektar \\ /
A, cos sl el
L
\\‘f-‘-’a ]
)
\

Cos ® t—}—f

A sin @,

2

U

u

{
\ \4
A e

| U

1sin P cos co,!

Lty
N

Spektar

Enﬁ cos wyt
wa/ RN =7
A
1

NP

\

v
] ‘\
v '\‘ 0
0%{ iy s~ Wl A -Gy [\ Gy
~
5

\
\
1
\
' |
Cosinusov spektar (reptaja

Sinusov spektar treptaja

Slika 138.
A P

a =

——sm(m t+ @)+ -

. frAlcos P,

0

(0, —u?) (0,

\w, u

gsm(m t+9,)+

o, (,* —u) + A,cos9, ©, (0*—u')

—u)

4, Sine, u(u' — o) 4 A4,sineg, u(u’ —

7 (u® -—m“)(u

— ,”)

cosut -+

)smux]d

2

Ta Cetiri izraza daju zbrojena konalni izraz za treptaj u spektralnom obliku,

- sinwutdu.
Py

1

sinu ¢ du.

115
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Na sl. 138. prikazan je lijevo cosinusov spektar treptaja, dobiven zbra-
janjem dvaju cosinusovih spektara njegovih sinusovih adenada, a desno sinu-
sov spektar treptaja, dobiven zbrajanjem dvaju sinusovih spektara njegovih

A B Slika 139.

cosinusovih adenada. Sl. 139. prikazuje spektar rezultantnih amplituda, dobi-
venih geometrijskim zbrajanjem pojedinih cosinusovih i sinusovih amplituda
iste frekvencije.*)

*) Nakon svrietka ovog dijela, napomenuli bismo jo§ povezanost Fourierovog dvostrukog
integrala s Laplaceovom transformacijom. Znademo, da je izraz za funkciju u kompleksnom
obliku, ne uzimajudi u obzir konstantu:

-I-ool + oo { +,iui + o0
_r 1 —jut jut _1 —jut jut 4. .
o0 = | [znf(IJ(t)e dt]e du j.f[znfd)(z)e dt]e dGu).
—co —co —j o —o0
Stavimo i p =ju, to slijedi:
: +jo + oo
00 =5 [f@)e" ap wdieje 1= [0 as

t. j. dvostrana Laplaceova transformacija, $to je uz p =ju jednako 7 [C(u) —j S (w)]. Ako
funkcija @ (¢) prije =0 ima vrijednost nula, onda moZemo, naravno, pisati:

f@)=[o@we ?a,
/

Sto je obiCna, odnosno jednostrana Laplaceova transformacija, kod koje takoder vrijedi gornja
formula za dobivanje ®(¢) iz f(p).



C. FIZIKALNE VELICINE I NJIHOVI ODNOSI
U ELEKTRICNIM TITRAJNIM KRUGOVIMA
S KONSTANTNIM KONCENTRIRANIM PARAMETRIMA

1. ELEMENTI MEHANICKOG TITRAJNOG KRUGA

Kod elasti¢nog istezanja Stapa, po Hookeu vrijedi jednadzba E ? — ;, odnosno

P --lf a; gdje je p vanjska sila, E modul elastiCnosti materijala iz kojega je

sastavljen Stap, / poletna duljina Stapa, F njegov presjek, i konaéno a, njegovo
istezanje, t.j. poveCanje njegove duljine. Po zakonu akcije i reakcije, toj vanj-
skoj nametnutoj sili drZi ravnotezu ,elasti¢na< sila samoga Stapa, t. i.

__EF

—p = j

a,

nenapelo

MQ‘J £

Slika 140. Slika 141.

-

odnosno, ako izraz T koji je konstantan za izvjestan materijal i izvjesnu

duljinu i formu S$tapa, oznatimo s D, elasticna sila bit ¢e dana izrazom — Da.
Prema tome, svojstvo te elastitne sile je, da je po veli¢ini proporcionalna
istezanju, a po smjeru da mu djeluje nasuprot. Faktor D je — kako se vidi
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— ,neke vrsti modul elasti¢nostic¢ upravo individualno adaptiran za doti¢ni
Stap, jer se pravi modul elasticnosti E mnozi s individualnim presjekom i
dijeli s poCetnom duljinom toga Stapa. Sam E je opcenita prikrojena, dakle
uvjetovana veliina samog materijala, t. j. sila, koja pri jedini¢nom presjeku
Stapa izaziva istezanje $tapa jednako njegovoj pocetnoj duljini.

Sve srodne sile u prirodi, koje mogu biti izrazene istom formulom
— Da, gdje su, naravno, konstanta D i djelovanje a razli¢ite nutarnje strukture
od naprijed opisanog slucaja, ve¢ prema naravi samog pojava, zovu se kvazi-
elasti¢ne sile.

U prvom redu, prema sl. 140., takva se sila pojavljuje kod mehanickog
pera gdje vrijedi jednadzba

p+(—Da)=0.

S D oznalen je ovdje koeficijent elastitnosti pera. Nadalje, prema sl. 141.,
nastupa kod njihala, kod malenih kutova njihanja, dakle, kad se titranje zbiva
u pravcu titranja. Sila, koja djeluje suprotno putu, bit ¢e — Mgsina, odnosno
kod malenog kuta

. PA——C
Ovdje je, dakle,
p_ Mg
[
U titrajnim mehani¢kim sistemima kao daljnji clement sudjelovat ¢e masa.
Rezultanta vanjskih sila — sila akcije — koja djeluje na masu, prouzrokovat

¢e promjenu brzine mase, koja promjena ima radi toga uvijek smjer te rezultante.

'-; i Mb + ¥ b - * b v -
e B S S
" al bl
Slika 142. _ Slika 143.

Ako na masu kao wvanjska sila dieluje, dakle, samo kvazielasti¢na sila,
promjena brzine shodno toj sili, imat ¢e uvijek smjer, koji je protivan uve-
¢anju puta, t. j. prema srediStu mirovanja mase.

U skladu s navedenim je po Newtonu matematicki sinonim za rezultantu
vanjskih sila izraz M b. Radi toga autogena sila reakcije mase, koja drzi ravno-
tezu toj rezultanti, jednaka je — M b, sto prikazuje sl. 142. Kod toga se masa
moze gibati u smjeru rezultante, ili protivno, te joj se tada brzina povecava,
odnosno smanjuje. U prvom slu¢aju govorimo o akceleraciji, t. j. ubrzanju, a
u drugom o retardaciji, t. j. usporenju mase.

Ako masa izvodi sinusovo titranje
a= Asinwt
bit ¢e
da

—— =p=wAcoswi,
de
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odnosno

d*a i .
_azT:b: —w'Asinwt = —w’a.

Prema tome je izraz .
Mb:—'(l)sMa: —-Da,

Sto dokazuje, da je sinusovo titranje mase posljedica djelovanja vanjske kvazi-
elasti¢ne sile.

Vrlo priblizan slucaj sinusovog titranja, je titranje Zice kod glasovira. Ton
»a« ima frekvenciju

f=14358¢"",
a amplituda titraja iznosi 4 = 0,1cm. Prema tome je amplituda brzine
wAd=2nfAd=6,28 x 435 x 0,1 =273,2cm s/,

dok amplituda akceleracije iznosi

(6,28 x 435)* x 0,1 = 7,4638 % 10°cm s*?r,

odnosno oko 760 puta gravitacije Zemlje.

Treci element, s kojim ¢emo se susretati kod mehani¢kih titrajnih kru-
gova, je mehaniCki otpor, koji ¢e priguSivati titraje. Otpora ima vise vrsta, o
Cemu Ce jo§ biti govora. Sada ¢emo navesti najvazniju vrstu otpora, kod kojeg
je sila prigulenja proporcionalna brzini gibanja i djeluje joj, naravno, nasuprot,
t. j. njen izraz glasi —Rv. Toj autogenoj sili otpora drZi ravnotefu narinuta
sila, koja iznosi p = Rv. Kad ¢emo u daljnjem izlaganju govoriti o mehani¢kom
otporu, mislimo samo na otpor ove vrsti.

Titrajne diferencijalne jednadZbe su univerzalne, t.j. one vrijede za razna
podrucja fizike, a narotito se dobro poklapaju za mehani¢ke i elektri¢ne
sisteme. Da diferencijalna jednadZba jednog sistema, vrijedi za drugi sistem, treba
samo simbole, koji oznacuju elemente jednog sistema, shodno zamijeniti s korespon-
dentnim elementima drugog sistema. To je vrlo korisno, jer se na taj nalin
na pr. elektri¢na zbivanja mogu pratiti na kad$to lak$e uocljivim mehanickim
analogijama, i obratno. Koristit ¢emo se obim alternativama, veé prema tome,
koja ¢e za dotiénu svrhu biti pogodnija.

Ako koordinatni sistem odaberemo tako, da put mase lezi u apscisnoj
osi, a poloZaj mirovanja mase da se poklapa s ishodi§tem, prema izboru pozi-
tivnog i negativnog smjera koordinatnog sistema, govorit ¢emo o pozitivnom
ili negativnom putu, odnosno o pozitivnom ili negativnom smjeru brzine, ili
promjene brzine. Na sl. 143a) je na pr. masa M prevalila pozitivni put, smjer
njene brzine je pozitivan, a smjer promjene brzine negativan. Bududi da su
smjerovi brzine i promjene brzine razli¢iti, masa se usporava. Na sl. 143 b)
put je negativan, a smjer brzine i promjene brzine pozitivan. Buduéi da
su smijerovi brzine i promjene brzine isti, masa se ubrzava.
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2. ANALOG IJA MEHANICKIH I ELEKTRICNIH VELICINA

Ako krug sadrZi samo kondenzator i izvor napona, to je narinuti napon
odreden formulom:

_9 _,1_
e_--é-_qc—_gS.

Ta formula po svom obliku odgovara u mehanici formuli
p=gl.

Prema tome je narinutoj mehanickoj sili analogon narinuti elektri¢ni napon,
mehani¢kom istezanju, odnosno mehani¢kom putu, elektriéni naboj, a meha-
nickom koeficijentu elasti¢nosti reciproéni elektri¢ni kapacitet, koji se naziva i
elastancijom S. Po$to formula iz mehanike

d*a
M——k =
e 7
prema navedenom, mora biti pridruZena formuli
d2
L _g_ =&,
de

to slijedi, da mehani¢tka masa M odgovara elektritcnom induktivitetu L.
Formula ‘

da o
: de
pridruZena je formuli
dg ;
de = 7
dakle, mehanickoj brzini » odgovara elektri¢na struja i. Konatno, formula
P — le:h v
pridruzena je formuli
€ = Rel ‘?:

dakle, mehani¢ckom otporu R,., odgovara elektri¢ni otpor R,. Tabelarno bi
cjelokupna analogija izgledala ovako:

¢=a

U prethodnom poglavlju nasli smo, da je kod $tapa D — Eﬁ Kako f])_ od-

: 4z ; 2oy .| i % il
govara kapacitetu, znaci, da bi ,,kapacitet §tapa< bio 5L To je uistinu tako, jer ¢e se
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Stap pod utjecajem narinute sile rastegnuti, odnosno ,nabiti¢, to vise $to je
dulji, Sto je tanji 1 Sto mu je manji modul elasti¢nosti.
Da sada vidimo kako se nasa analogija podudara s konkretnim situacijama!

_.‘._rﬁ‘f‘g\__rlryh-_“__l . — 1 e
c | T G W] et W Sp e
e | f g g
" T T :
Slika 144, Slika 145. Slika 146.

Na sl. 144. prikazan je serijski titrajni krug s narinutim sinusovim na-
ponom. Prema drugom Kirchhoffovom zakonu bit ce:

d: ; 1 .

Ta diferencijalna jednadzba glasila bi u mehanic¢koj transkripciji

p= M—Cg 4+ R, ? + wadr.
—Da

To je uvjet ekvivalencije narinute sile s trima paralelnim mehani¢kim silama
prema sl. 145. U serijskom elektritcnom krugu struja je iste jaline u svakom
elementu. U mehanickom analognom paralelnom krugu, svaki element ima
istu brzinu.- '

Vidimo, da analogija nije potpuna, jer serijskom elektri¢cnom krugu od-
govara mehanicki paralelni sistem!

Uzmimo, da nam je zadan elektri¢ni sklop prema sl. 146. Sada bi po
prvom Kirchhoffovom zakonu bilo:

. . . 1 de
1= zL ’i‘ ZR + I(} - ']J' [edt -'I_ ‘Rf‘z + Ca; ]

Transkribirano mehanicki daje
1 /‘ P 1 dp 1 [‘ do 1 d(Da)
P = - dr_j z = —— — M"“-dt -+ Uoin I . — £,
MIPYtT Rt D T m ) Mt et g
Vsita = Vmnsa T Votp _L Uperor
Prema tome brzina narinute sile jednaka je zbroju brzine mase, brzine otpora
i brzine pera. Brzina mase je vremenska promjena puta mase, brzina pera je

vremenska promjena duZine pera, a brzina otpora je brzina klipa prema
cilindru. Rezultat odgovara serijskom spoju prema sl. 147. Kod toga moramo,
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naravno, zamisliti, da pero i naprava otpora nemaju mase. Da nam stvar bude jasnija,
na navedenoj sl. 147. desno, nacrtana je samo masa bez prisutnosti otpora i
pera. U tom slucaju put sile bio bi jednak putu mase. Medutim, ako uzmemo
u obzir pero i otpor, tom putu mase pridolazi stiskanje ili rastezanje pera,
dakle, ukratko ,,pute pera i relativni hod klipa prema cilindru, t. j. ,,puts
otpora.*)

B
fitd

p

g
bp

p

0

—P' 'Mb

Slika 147. Slika 148.

U elektri¢noj paralelnoj shemi svaki element je na istom naponu.
U mehanickoj analogiji, koja je serijska, na svaki element djeluje ista sila, jer
u slucaju prekida na bilo kojem mjestu, moramo prema sl. 148. radi rav-
aoteze zamisliti silu p, odnosno —p.

Prema tome, sada elektri¢noj paralelnoj shemi odgovara mehani¢ka serij-
ska slika.

Navest ¢emo drugu analogiju elektri¢nih i mehanickih veli¢ina, kod koje
se pripadne sheme obih sistema potpuno podudaraju, t. j.

e=

i~p
|

a

)

Il

D
~ M
1

Raii

g= Mo odnosno fp de.

L
¢

1

Relg_

*) Kod tog razmatranja moramo odabrati pozitivni put sile, na pr. put od srednjeg
poloZaja njenog hvatidta prema dolje. Iz toga slijedi, kao pozitivni put pera — stiskanje, a
kao negativni — rastezanje pera. Kao pozitivni put otpora, slijedi put klipa od sredine
prema dnu cilindra, a kao negativni put otpora, put klipa od sredine prema gore. Kao pozi-
tivni put mase slijedi put mase od sredi¥njeg poloZaja prema dolje, a kao negativni, slijedi
put mase prema gore,

Put sile = put mase + put otpora -+ put pera. Derivacijom po vremenudolq-vamo na-
vedenu jednadZbu brzina.
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Serijskom elektri¢nom spoju, izrazenom jednadzbom
di T
=L —+Ryi+ — [ids,
e=Lo+Ruit+ [ide
odgovara sada serijski mehani¢ki spoj

1 dp 1 1
~Dar T Rt P

Paralelnom elektri¢nom spoju, prema jednadzbi

. 1 e de
Z:I—fedt-l—'Rel —I—Cag

odgovara sada paralelni mehanicki spoj

v

| d
p:vadt+vaEh + M2
de
Prema tome, ova analogija daje potpuni sklad vanjskog izgleda kore-
spondentnih sklopova.

Druga analogija izgleda bolja radi podudaranja shema. Medutim, vec
smo uoCili njen prvi manjak, t.j. korespondentni otpori odnose se medusobno
recipro¢ano. To ne vrijedi samo za omske otpore, nego i za reaktivne. Prema tome,
matematicki izrazi u diferencijalnim jednadZbama nisu sasvim isti. Drugi njen
manjak je unutarnje naravi. Elektri¢nu struju predotujemo si kao posljedicu
napona, a brzinu u mehanici zamisljamo kao posljedicu postojanja sile. U
ovoj tocki nije, medutim, odrZzan sklad izmedu mehanicke 1 elektricne sheme,
i to otezava promatranje problema pomocu te analogije.

Ako bi pokusali, da na bilo koji nacia pronademo razne analogije, nikad
ne bismo mogli posti¢i potpuno podudaranije, jer bi to znacilo identitet fizikalnih
zbivanja, $to, medutim, elektrotehnika i mehanika, pri dana$njem stanju nauke,
jo§ ne sadrze.

Navest ¢emo jo§ jednu sli¢au analogiju, kod koje se upotrebljavaju veli-
¢ine vrtnje oko osi, t. j.

e~m - - - (moment vanjske sile)

D (kutna brzina)

L>F. - - (moment tromosti oko osi 2)

g ;; ... (D, je elasti¢ni koeficijent torzije)
i

R™=R, - - - (R, je otpor vrtnje)

g=¢ - - - (kut zaokretanja).

Upotrebljavat ¢emo samo prvu analogiju, koja se je kod nas udomacila, i koja
je s matemati¢kog stanovi$ta najshodnija.
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3. NEKE PRIMJEDBE O POCETNIM UVJETIMA, PADOVIMA NAPONA

d
I DEFINICIJI ecz—g, odnosno 7 = d—f

Na sl. 149. predoen je najopcenitiji serijski titrajni krug. Svaki krug
definiran je tek onda, kad su mu poznati svi elementi. Ako te elemente sma-
tramo samo matemati¢kim veli¢inama, t. j. koeficijentima izvjesnih izraza u
diferencijalnoj jednadzbi, onda ih nazivamo parametrima titrajnog kruga.
Nadalje, svaki krug mora imati jo§ i povoljno odabrani — ali zatim zauvijek

9“‘ Lo
L i C i

c(OJI @ e=Esinfwt+ ) v 2 v IL_!:_ .\g / =i
»~ \2 _\\\

po* —+—¢
- ]
Slika 149. Slika 150.
utvrdeni — pozitivni smjer ophoda. Sve istosmjerne ili momentane izmjeni¢ne

veli¢ine smatrat ¢emo pozitivnim, ako djeluju u pozitivnom smjeru, a u pro-
tivnom slu¢aju su, naravno, negativne. Kad se zatvori sklopka K, na krug se
parine napon, koji smo zbog jednostavnosti pretpostavili kao harmonican

e = Esin(ot -+ {).

Neka taj napon u ¢asu uklapanja ima, od nas neovisau, momentanu vrijednost,
koja je mna pr. jednaka polovici amplitude, i neka je toga Casa potencijal gornje
stezaljke pozitivan, a donje negativaa, dakle, napon djeluje u smijeru nacrtane
strelice, te je obzirom na na$ odabrani pozitivni smjer pozitivan. Medutim,
to jo§ ne bi bilo dovoljno, da se izraz za napon potpuno odredi analiticki ili
simboli¢ki, jer treba navesti jo§ i mjegovu tendenciju toga gasa, t. j. da li ima
tendenciju porasta ili smanjenja, odnosno drugim rije¢ima, treba navesti nje-
govu derivaciju po vremenu u tom casu. Uzevsi na pr. da je derivacija po-
zitivna, analiticki izraz za na$ napon prema sl. 150. bjo bi '

6

j (0 i+ —E)
]\« 6

Da smo odabrali obratan pozitivai smjer ophoda naSeg kruga, na$§ ne-
promijenjeni zadani napon bio bi izraZen kao

g= Esin(mz+£),
odnosno simbolicki

: j et
e = Ee

) T o T — Esi k.
e:—wE31n(mtTF--6): Bsm(mr—p‘.() —!-—7:) —Lsm(mt+-6.),
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odnosno

i (mt-l*%n)
we/® — Ee

Znaci, dakle, da se kod okretanja pozitivnog smjera ophoda, verzor okreée za
kut =, kako je to crtkano na navedenoj slici i oznaceno.

Budu¢i da smo na krug mnarinuli napon e, teéi ée kroza nj
takoder vremenski promjenljiva struja /. Postojanje te struje izazvat ¢e dina-
micki autogeni napon na stezaljkama omskog otpora —iR, koji se protivi pro-
tjecanju struje kroz otpor, zatim dinami¢ki autogeni napon na krajevima kon-

denzatora —C f tdz, koji se opire nabijanju kondenzatora, odnosno stvaranju
elektri¢nog polja, i konaéno dinamic¢ki autogeni napon na induktivitetu "LE:E i
koji se opire bilo kakvoj promjeni struje, odnosno magnetskog polja. Ti auto-
geni naponi su po svojoj strukturi potpuno jednaki korespodentnim dinami¢kim
autogenim silama u mehani¢kom krugu. Na§ aktivni napon e mora kompenzi-
rati te autogene napone. Njegov dio, koji sluZi za kompenzaciju autogenog
omskog otpora, zove se omski pad napona

er =1R,

onaj dio, koji kompenzira autogeni napon kondenzatora, zove se kapacitivni

pad napona
1
v = g dE,
ec sz:

a onaj dio, koji kompenzira autogeni napon induktiviteta, zove se induktivni
pad napona
dz
ey =L
o de
Prema tome, jednadZba

e+ (—iR) + (—-Lg;) -4 (——(l: fz' dr:) =e+(—er)+(—e)+(—ex)=0

znaCi, analogno ravnotezi sila prema d’Alembertovom principu u mehanici, da
se svi fakti¢ni naponi, dakle aktivni napon i autogeni naponi u krugu, medu-
sobno kompenziraju u nulu, dok jednadZba

e=cep-+e +ec

znaci identitet, t. j. narinuti napon je identi¢an sa zbrojem svih svojih dijelova,
odnosno svih padova napona. Kod toga ne smijemo shvatiti kao da se ti pa-
dovi napona ,,nalegnus na svoje elemente. Oni ostaju na mijestu izvora napona,
gdje je i e, koji oni identi¢no zamijenjuju, i tek posredni$tvom vodova oni kom-
penziraju dotitne autogene napone, koji su na stezaljkama elemenata, i to iste
veliCine, ali protivnog predznaka. Ukoliko to ne bi bilo tako, voltmetar, koji bi
stavili na stezaljke izvora napona, ne bi nam pokazivao otklon.

Medutim, u svakom krugu moZemo bilo koji fakti¢ni napon shvatiti kao
aktivni napon, koji je jednak zbroju svih padova napona; dakle, to ne mora
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biti ba§ narinuti napon e. Na pr. neka je autogeni napon na induktivitetu
(—e;) na$ aktivni napon. Tada ¢e onaj njegov dio, koji se kompenzira s na-
ponom e, biti pad napona (—e), onaj koji se kompenzira s autogenim naponom
kondenzatora, bit ¢e kao i prije pad napona e., i konac¢no onaj, koji se kom-
penzira s autogenim naponom omskog otpora, bit ¢e ep. Prema tome, aktivni
napon (— e;) sastojat Ce se iz svojih dijelova, t. j. padova napona

(—ey) = (—e)+eg + e

dz . 1 .
-—-Ld—- - szdz.

U prednjem razlaganju dolaze umnoS$ci parametara sa strujom 7, njeaom

odnosno

di .
vremenskom derivacijom T i1 njenim vremenskim integralom [ 7dz. Cesto puta je,

medutim, shodno izraziti te vrijednosti s mnoZinom elektricitete, koja se na-
lazi na kondenzatoru. Tu, medutim, odmah opazamo, da se na nabijenom kon-
denzatoru na jednoj plo¢i nalazi pozitivna mnoZzina elektricitete, a na drugoj
plo¢i jednaka, ali po predznaku protivna, t. j. negativna mnoZina elektricitete.
Te dvije kvalitetno razli¢ite mnoZine elektricitete mogu na ploCama mirovati,
ili se istosmjerno povecavati, a pod utjecajem izmjeni¢nog narinutog napona
takoder ¢e se izmjeni¢no mijenjati, t. j. ne samo po kvantiteti, nego i po kvaliteti
— dakle, po svom predznaku. Prema tome, nameée se pitanje, koje ¢emo se
ploce drzati, odnosno kojom ¢emo mnoZinom clektricitete izraziti struju,
njenu derivaciju i njen integral. Na navedenoj slici ucrtali smo pozitivnu struju.
Idu¢i pozitivnim smjerom ophoda, polev$i od izvora napona, nailazimo na
lijevu ,,dolaznus plo¢u na kojoj se nalazi g,,, a zatim, presavsi elektri¢no polje,
na ,,odlaznu¢ plotu, na kojoj se nalazi g¢,,. Inate te mnozine elektricitete
oznacuju se na pr. s -+ ¢ i —g, ali mi smo hotimice izabrali drugacije ozna-
Civanje, koje Ce posluziti vecoj jasnoli izlaganja. Razumije se, da gq,, kao i
Joar» MoZe biti i pozitivho i negativno.

Ako je g4n pozitivno, a g,, negativno, imat ¢e pad napona eg, koji ,,pri-
tiStec« kondeazator, t. j. puni ga, ili se protivi njegovom ispraZznjenju, pozitivni
smjer, bit Ce, dakle, pozitivan. Naprotiv, ako je g4, negativno, a ¢.q pozitivno,
bit ¢e pad napona e, negativan. Znali, dakle, da ¢e se predznak pada napona
ec uvijek podudarati s predznakom g¢,,. Prema tome je

€c = ‘q—dql“' Yol fz dr.

Iz ove jednadzbe slijedi

Uostalom, da nismo upotrebili gornju jednadZbu, dosli bi do istog rezuitata i
samim razmatranjem. Naime, na$a pozitivha struja ¢ donosi na ,,dolaznuc
ploCu kroz vrijeme dr mnoZinu elektricitete 7ds, te je radi toga

1de = dQ(lnl .
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Iz ovoga se vidi, da su definicije

Gam B ﬂacﬂ |

—lEl te 5 5
c "’ dr

eC:

medusobno organski povezane zbog ¢,,. Time je na lak nacin postignuto, da
svi adendi diferencijalne jednadzbe sadrZe istu varijabilnu veli¢inu, t. j.

d*qaa

— —rrn .dgd()l
de

Gao1
& T C

e =1L C

-+ R

Razumljivo je, da smo za definiranje pada napona e,, odnosno struje z,
mogli upotrebiti i g,q. Buduéi da je g,q negativao jednako g,,, odmah slijedi

do
ec = —g 3
odnosno
_ 9
de

7=

To je potpuno u skladu s na$im razmatranjem, budu¢i da pozitivna struja i
odnosi s ,,odlazne« plo¢e mnozinu elektricitete, te je radi toga

1 de = _dQOdI'
Prema tome, sada vrijedi diferencijalna jednadzba:

d*qomt dgoa Goar
T T

Ako nam je zadan konkretni slucaj, da je na pr. u pocetku

Qan = —7 x 107 *As,
a prema tome
o= T X 10—4A53

onda ¢e nam pocletni uvjet za integral prve diferencijalne jednadZbe biti, na-
ravno, .
Qtlul(o) = —1 X 10_4AS:
a za integral druge

Goar (0) = 7 x 107 *As,

te ¢emo za gqo 1 gom dobiti iste vrijednosti, koje se razlikuju samo po pred-
znaku. Medutim, uz odnosne definicije za struju dobit ¢emo u oba slucaja isti
izraz, jer je struja ista duZ cijeloga kruga.

Do sada govorili smo samo o pozitivnoj struji, ali se razumije, da naboji
doti¢nih plo¢a moraju i pri negativnoj struji dati iste definicije kao i prije,
jer inale pri izmjeninoj struji za vrijeme trajanja negativne struje ne bi vri-
jedila ista diferencijalna jednadzba.



128

Negativna struja —1¢ odnosi sa ,,dolazne« ploce elektricitetu i radi toga je

_'zdf - _'dqﬁanl
dakle je opet
i — Qaor
de
Pad napona ¢, ne zavisi o smjeru struje, nego samo o naboju, te je radi toga,
kao §to smo ve¢ utvrdili,
— Jeo

€c C

Na ,,odlaznu¢ ploCu negativna struja donosi elektricitet, i radi toga je
plocu neg ] ]

_idt = dgndl:
odaosno
?: — iq_ml_l ,
de
a pad napona je kao i prije
ec —_— — _qédl .

Konatno, mozemo formulirati slijedece:

Definicija
ec:%, odnosno z'=g?q,

pridruZena je naboju one plo¢e kondenzatora, koju odabrani smijer pozitivne
struje pogada svojim §iljkom, dok je definicija
: dg
= — -, odnos: _—

0sa0 1 Bt
pridruZena naboju ome plo¢s, koju odabrani smjer negativne struje pogada
svojim S$iljkom.

4. JEDNOSTAVNI NEPRIGUSENI KRUG BEZ NARINUTOG NAPONA

a) Opéi integral. Vlastita neprigufena frekvencija

Pocet ¢emo s mehanic¢kom analogijom. Toga ¢emo se drzati i ubuduce.
Pronasli smo, da je prema sl. 141. sila kod njihala, koja djeluje kao aktivna,
izrazena s — Mgsina. Uz pretpostavku, da moZemo zanemariti otpore zraka,
trenja u lezaju i t. d., bit ce

. d*a Y
—Mgsina=M-—— =MI—_.
8 e dr?
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Kod rjeSavanja te jednadZbe pojavljuju se elipticne funkcije. Ako je « maleno,
onda se titranje zbiva u pravcu titranja 1 imamo jednostavnu homogenu
linearnu diferencijalnu jednadZbu drugoga reda s konstantnim koeficijentima

a d’a
—M — — Mg =M .
g« g ] ae
5 c L . d
eV —— r
! E;H rfﬂ)'g
) e 1
— < ra ’
Slika 151. Slika 152,

Ta je jednadZba potpuno ista kao i kod titrajnog sistema s perom i masom,
T 8

d’a
i D e R s
a=M P

Prenesena u elektrotehniku, imali bi na$ jednostavni nepriguSeni krug s kapa-
citetom i induktivitetom, t. j.
| d*q
DA Y ...
c?="ar
odnosno .
F-i——? 4 : q=0.
de? CL

Uz postavak ¢ = ge’’, kod Cega ¢e se kasnije pokazati, da li je konstanta
kompleksna ili realna, te dijeljenjem s £e’‘, dobivamo karakteristi¢nu jednadZbu:

I
e — =
P I CL 0'

Karakteristicna jednadzba — kako joj i samo ime kaze — karakterizira samu
bit fizikalnog procesa, koji je predstavljen diferencijalnom jednadzbom. Njenim
algebarskim rjeSenjem odredeno je kako ¢e se odigrati sam fizikalni proces
titranja. Njeni su Kkorijeni:

\ '.-. J’I l
Po=+1V 1
Radi toga op¢i integral glasi:
1/ 1 11
Vet  T'Vetr!
q = ELC l/ o+ gae l/

O T N VA B L  si L
g=8, {LOS I/CLI 1 }fln’/??'lr) + 6, [cos (——-VC-L-)I—Hsm (—VC—L):]

Q B, Svare: Elekfri¢ni titrajni krugovi
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q= (81 + 6‘2) Cos I/(':—l‘le —l" }(g] )San(ﬁll

Neka su nai pocetni uvjeti prema sl. 151., pri odabranom poz:tlvnom smjeru,
da je u casu zatvaran;a sklopke K na ].uevo; plo¢i kondenzatora pozitivni naboj

q(0) =0 = E.C.
Tada ¢e uslijed postojanja induktiviteta pocCetna struja biti nula, t. j.
dg
dt limd

Kad bi, naime, po¢etna struja bila razli¢ita od nule, na pr. prema sl. 152,
t. j. 1(0), onda bi bilo

di -
dr =0
To znali, da bi prema formuli
di
€ = L&[

u tu svrhu bio potreban neizmjerno velik induktivni pad napona, koji, medu-
tim, nemamo na raspoloZenju. Prema tome je u ¢=0 iz izraCunatog opceg
integrala za naboj:

Q=¢6,+¢

Opéi integral struje glasit Ce:

dg

& = AT g)l/CLsml/CL'H A “)V(‘L VCL
5 0= =6 VCL

odnosno, budu¢i da j kao iV Cl

0= (fé’l - gz)

dg

de

nije jednako nuli, onda sh]ech

Prema tome je
6,=06,=F odnosno q= —-— —} cos]/—-—t = Qcosw, L.

Zelimo li, da se dogadaj zbiva na imaginarnoj osi, slijedi:

jq:}.QSin ((OOI + _123) > OdI'lOSI;l() g=3Im [}'QSiﬂ (OJOI-J[- —g—)] .
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. 1 ; i ; ”
Frekvencija o, = VEZ‘_I_ zove se ,vlastita neprigusena kruzna frekvencijas<, te

— 'kao §to se razabire — ne ovisi o amplitudi Q, nego samo o parametrima
titrajnog kruga C i L. Trajanje jedne periode titraja iznosi
27
TD —_—
w

o
Struja Ce biti

. dqg s T 4
fosing wis= —w,QOsino t = o, Qcos (mat b 7) = I cos (cour + —2—)

Ako se pravac titranja poklapa s imaginarnom osi, tada ¢e biti:
Jji=jIsin(o,t+ ), odnosno 7= Im[jIsin(w,t-+ w)].

U mehanickom sistemu s perom i masom bilo bi

D
(J_}{': M.

Kod njihala je — kako smo ve¢ spomenuli,

Radi toga je

(3.)0——— VgT,

a trajanje jedne periode titraja iznosi

T
Tl‘l: ZﬂV?‘

: C '

Induktivni pad napona bit ¢e

di
&y, = L-CE =L o, Icos(v,t + ).
Budu¢i da je narinuti napon jednak nuli, bit ce
gc "'+— eL — 0’

dakle su verzori obih padova napona jednakih amplituda i u protufazi.
Odnos amplitude padova napona i amplitude struje

Ec  E;+ E Lol VL

] - w,E;C r 4 re

zove se ,valni otpor« idealnog kruga, te je realna veli¢ina u Ohmima.
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U navedenom primjeru izracunali smo naboj na lijevoj plo¢i, dok je na
~desnoj, naravno,

—Qcosw, 1.
LP}/ ? =T "9'—"““"1:
/ 0 "
L0 e AN
TS
Yo v
M i
— 0 - J :
*; Q E. £ pravac 8
titranja
- a]
N
I c
\ T 9@ .o o
Slika 153. Slika 154.

Na slici 153. nacrtan je verzorski prikaz za navedeni krug s time, da se
pravac titranja poklapa s imaginarnom osi.

Mehani¢ki analogon valnom otporu je izraz | D M.

b) Energetski odnosi

Ako smo prema sl. 154. masu M izvukli iz srediSta njenog mirovanja
za put a, time smo peru predali potencijalnu energiju

J.Dada = %Da‘,
0

$to predocCuje povrsina trokuta OBC. Ako masa na koncu toga puta ima jo$

2
i brzinu w:%, predali smo masi i kineticku energiju %M (g?) Ispustimo

li sada masu, ostat Ce sistem prepuSten sam sebi i izvoditi titraje s ukupnom
energijom na svakom mjestu puta:
|

. 1 da\*
7Da - > M (E) = Kkonst.

Ta jednadzba slijedi i iz titrajne jednadZbe

2
d?—l—DazO,

M 3

koju moZemo pisati jo§ i ovako:

dzula)] | 2zoe)
dr de

Integracijom po vremenu dobivamo gornju energetsku jednadzbu.

==
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U elektricnom krugu s L i C, bit ¢e analogno energija magnetskog

polja svitka
1 dg\* 1
“2“’4(&) =g

dok ¢e energija elektri¢nog polja kondenzatora biti:

Slika 155.

Ako pretpostavimo iste pocetne uvjete kao i prije, onda u z =0, iznosi

dg
g(0)=0 te a—z--!__n_O.

Tada ¢e, uz g=Qcosw,, kao i uz i = — o, Osinw, ¢, magnetska energija biti:
g 0 [] o
., 1 : | b o i N o
L= —L(—oQOsinw )= —L __—-0%sin*w t = =—_sinw ¢.
2 2 9 g 2 CL . 2C d
Elektri¢na energija bit Ce:
1 qa 2
— =5 = ——=Cos’ w .
2 C 2C i
Suma energija svakog Casa iznosi:
Q" . QF o
o sin* w, ¢ —i? 20 08 0l = 5>

dakle, jednaka je pocetnoj energiji kruga.
U casu najveceg naboja na kondenzatoru, t. j. kod

cosw,t =+ 1, odnosno sinw,z=0,
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magnetska energija svitka bit ce

csin®w ¢ =0,
2C
a elektricna energija kondenzatora
2 2
—Q— COs* .t = g---
2C 0 C

U casu kad je kondenzator bez naboja, t. j.

cosw,t =0, odnosno sinew t= 11,

2
2C

Energija oscilira izmedu obih formi energije, $to se vidi na sl. 155.

bit ¢e magnetska energija svitka , a elektricna energija kondenzatora nula.

g~
5. PRIGUSENI SERIJSKI KRUG BEZ NARINUTOG NAPONA
a) O mehani¢kom i elektri¢nom otporu. Opéi integral.
Faktor guSenja i mjera guSenja
Neprigu$eni titraji trajali bi neizmjerno dugo — cjelokupna energija kruga

neprestano sudjeluje u titrajnom procesu. Kod t. zv. priguSenih titraja ener-
gija postepeno prelazi u tre¢u formu energije, t.j. u toplinu, koja se ne vraca
u titrajnu igru. Ukupna energija kruga ostaje i dalje konstantna — o cemu
¢emo govoriti kasnije — jer ne moZe izac¢i iz kruga. Medutim, postepenim
smanjenjem onog dijela energije, koji titra, smiruju se zbivanja u krugu, odn.
kazemo, da se fizikalne veli¢ine, kao $to su struja, padovi napona, naboji i t. d.

il B

Slika 156.

al

priguduju. Da se to dogodi, potrebno je, da krug sadrzi jedan novi elemenat,
a ne samo pero (kapacitet) i masu (induktivitet). Taj novi elemenat nazivamo
opéenito otpor. Mehanicki otpor prouzrokovan je na pr. trenjem lezaja, tre-
njem zraka, clasti¢nim molekularnim trenjem ili stvaranjem zvucnih valova.
Elektri¢ni omski otpor oc1tu]e se kod prolaza elektrona kroz provodmke Cesto
puta se mehani¢ki otpor namjerno izaziva, da se njime priguse vlastiti titraji
raznih dijelova aparature, na pr. kod seizmografa, koji tada titra samo pod
utjecajem vanjske sile. PriguSenja kod instrumenata, koji sluZe za registriranje,
stvaraju izobli¢enja registriranih krivulja. Prigudenja, koja se temelje na otporu
uslijed trenja, premje$taju poloZaj mirovanja instrumenata, jer i kod mirovanja
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apsorbiraju izvjesnu silu. PriguSenja, koja ne premjestaju poloZaj mirovanja
instrumenata, dakle, koja djeluju samo za vrijeme gibanja, su na pr. prema
sl. 156. a) zratna priguSenja, sl. 156.b) priguSenja, koja stvaraju tekucCine u
kojima se giba neki predmet, i sl. 156.c) elektromagnetska priguSenja. Razu-
mije se, ako Zelimo promatrati samo priguSenja, da moramo u shemama zami-
§ljati, da njihovi dijelovi, koji se gibaju, nemaju mase.

Opcenito su prigusenja — bilo mehanic¢ka ili elektricna — komplicirane
veli¢ine. Medutim, mi ¢emo promatrati samo dva jednostavna slucaja, koji su
1 najvazniji, 1 to:

1.) PriguSenje, koje prouzrokuje silu o kojoj smo ve¢ govorili, t. j. koja
je proporcionalna brzini, a djeluje suprotno od nje, dakle —Rw». To su t. zv.
linearna prigu$enja. MehaniCki uredaji, koji imaju elektromagnetska kocenja,
gotovo u potpunosti ispunjavaju taj uvjet. Kod elektricnih krugova tako djeluje
omski otpor. |

— n‘l;';:i}g--—"ﬁﬁﬂ“—— _J-”%”.]_'

o - |
o

Slika 157. Slika 158.

2.) Prigusenje, koje izaziva silu uvijek iste jaCine, ali protivnog predznaka
od brzine. Prema tome, ta sila s promjenom smjera brzine kroz nulu, momen-
tano, ne smanjujuci svoju veliC¢inu, mijenja svoj predznak. Takvu silu izazivaju
vrlo pribliZzno na pr. mehani¢ka suha trenja. U elektricnim krugovima takva
prigu$enja nalazimo kod elektricnog luka ,tre¢e vrsti, kod kojega je protu-
napon luka skoro konstantan i djeluje uvijek nasuprot struji.

Linearna prigusenja su u elektrotehnici najce$¢a. Na sl. 157. prikazan je
opceniti elektri¢ni serijski krug, a na sl. 158.a) i b) prikazani su njegovi meha-
ni¢ki analogoni. Na sl. 158.a) radi simetrije nacrtali smo pero kao dva
paralelna pera.

Za krug na sl. 158.a) vrijedi jednadzba:
d'i ( da
gdje je, naravno, D zajednicki koeficijent elasticnosti obaju pera.
Za krug na sl. 158.b) vrijedi jednadzba:

)

gdje je ¥, moment tromosti mase oko osi vrtnje, nadalje D, je koeficijent ela-
stiCnosti torzije, a R je otpor okretanja za vrijeme porasta ili smanjivanja kuta ¢.
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Za na$ elektri¢ni krug vrijedit ¢e jednadzba:

s time, da se prema sl. 157. naboj ¢ kod odabranog pozitivnog smjera odnost

na lijevu plocu, koja je ,,dolaznas. Postavkom ¢ = ¢ e, te kratenjem s tim
izrazom, dobivamo karakteristi¢nu jednadzbu:

1
bl R s
Lyp® + PFC 0

R |/[R\ T S
o= "ot I/(E) —op T

Op¢i integral gornje homogene diferencijalne jednadZbe radi toga ce biti:

| B e —VEF—a3 GV —ad
g=¢ eht 1. ézep,r:(; e (53— mn):_i__?:ze (5+V3 m.,)f-

1 1
R o R . .
Izraz § — 37 odnosno za mehanicki krug 5 M2 Zove se ,,faktor gusenja«. U

literaturi se kads$to kao ,,guSenje* uzima izraz — = — 3 i oznacuje s D. Nje-
) ®
0 [1]

&g i w, L . . ..
gova reciproc¢na vrijednost ;2 ", zove se ,faktor kvalitete serijskog kruga«, koji
¢emo oznadivati s p, dok se naroCito u anglo-americkoj literaturi oznacuje s Q.

G TR . R
O tome ce JOS biti govora. Izraz — = 2 - naziva se u StElI'l]O] literaturi ,,m]era
) (l)
0

gusenja« i obiljezava se s J[.

Sada ¢emo pristupiti detaljnijem proucavanju opceg integrala titrajne
jednadzbe. Pokazat ¢e se, da postoje tri razli¢ita slucaja titranja.

«) Aperiodi¢ki slucaj nastaje, ako je 3 > w, Tada su oba Kkorijena
karakteristi¢cne jednadZbe realna i negativna. Parametri R, L i C su, naravno,
pozitivni. Mnozina elektricitete predstavljena je algebarskom sumom dviju eks-
ponencijalnih funkcija, od kojih svaka, zbog svog negativnog cksponenta, s

vremenom konvergira prema nuli. Radi toga ¢e ukupni izraz biti aperioditan,
. j. poCetna vrijednost konvergirat ¢e nepovratno prema nuli.

Pretpostavit ¢emo slijedece poletne uvjete:
U t=0 neka je ¢q(0)=0Q, te
; dg
0) == =0
HO=gr ..,

To bi na sl. 157. znadilo, da kod nabijenog kondenzatora zatvorimo sklopku K.
Tada c¢e biti:

Q: .f:’el + Ea,_:-
dq_ i bt " 12t
dt'—pl(He _{_ngze ¥
dg

dr lzuzozptbl_l_pzéa'
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Iz ovih jednadZbi slijedi da je:

@ ___Q_fz_:
- .pg_'p; »
dakle, pozitivno, jer su p, i p, negativni, a [p,| > | 2.
T
ot pg_'.p] ¥

je, dakle, negativno. Prema tome bit ée:

_QEL_. ef"t

G — __2131_) e

b—p + ( p,—p,

Slika 159. Slika 160.

Sto je prikazano na sl. 159. gore. Druga eksponencijalna funkcija je jace ulek-
nuta zbog |p,| > |p,|. Struja ¢e biti:
1 — dq —_— @%P’ e-ol{ i _Qp—lp_{. et'!'f
e p,—p, b,—2P,
SL. 159. dolje prikazuje struju 7, koja je negativna, dakle obzirom na na§ po-
zitivni smjer na sl. 157. kondenzator ¢e se ispraZnjavati.
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Vidi se, da su izrazi za ¢ i za 7 jednake strukture, te se razlikuju samo
u koeficijentima. To dolazi otuda, $to je i diferencijalna jednadzba za struju

di > 1 :

potpuno ista kao i diferencijalna jednadZba za naboj, $to se vidi ako je dife-
renciramo, t. j.

d* dz )
LggtRg+e=0

Sada ¢emo preurediti izraz za struju uvodenjem
VE—oi=e
Tada c¢e biti:
Q(—8—PB)(—3+P) (s+m__ Q(—=38+ B)(—=3—B) —s—mr _

T (—5—B)—(—38+8) (—8—B)—(—3+B)
ﬁ "—8 —3&t t —p¢ (’Jun Pl KPS
= O — [eﬁ B ] _ _Q_._B._b % sinh (P 1).

Budu¢i da je Q= E.C, gdje je E, pocetni kapacitivni pad napona, a

i —

w,’ =y slijedi:
§ = fE e *'sinh (B ).
B) Grani¢no aperiodicki slucaj nastaje, ako je
1 R
d = @, = ~=—=, 0dnosno -~ = w,.
VLc 2L

Iz toga slijedi

1 o, L i R B X
_2_. —_— _}2__ P’ ? — (_: "

Oba korijena karakteristi¢ne jednadzbe su jednaka, t. j.
pl == pg T 8'

Da dobijemo opéi integral za taj slucaj, pisat ¢emo na$ prijasnji izraz, zami-
jenivéi mu pritom konstante shodnom kombinacijom novo uvedenih konstanta
i diferencije p,—p,, kako slijedi:

( i 6’ i) (,-- é i)
b pat _ bt B O st
g=06,&" +C,¢ (6+ P,)e F\C. », Pa)e

pt epf

gt i ﬁ;f_ g___
= G, + €, " + 2 —p,
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Sada ¢emo izvrSiti grani¢ni prelaz po L’Hospitalu za p,—»p . Tada ce

biti:
di (eh'— et
g=(B,+ 8 + 6, T =G G,
A (pa—rp1)
3 bt b, (2, —2,)

Bududi da je: p, =p, = —3 slijedi:
g=(6 + g0’
. d .- G : o
z:d—fze M(—85—88,t+ 6,

Izabrat ¢emo iste poCetne uvjete kao i prije, t. j. uz =0, neka je g(0) = Q, te

; dg
i0)=7|_ =0
Tada slijedi:
0=%
0=—386+ 6,

odnosno iz ovih jednadzbi 8Q = §,.

Prema tome bit ce:
¢=(Q+8Qne™"" =0e " (1+30).
{8y

Iz rezultata se vidi, da su naboj i struja opet iste strukture, t. j. umnozak
eksponencijalne funkcije i pravca. Sl. 160. gore prikazuje naboj, a dolje struju
u ovisnosti 0 vremenu.

Budu¢i da je, prema pretpostavci za grani¢no aperiodic¢ki slucaj

slijedi da je:

f= By O = — G

Taj izraz slijedi i iz formule za aperiodi¢ki slucaj kod prijelaza $—0 t. j.
| Bo e b @] __ Eo
5 e

1= lim |—-~e Ve

L.
B0 L

-

C

stepeno R i C, odnosno povetavamo L, nastat ¢e kod 3= / &

ni¢no aperiodi¢ki slucaj, koji ¢e biti ,najkrac¢i¢ izmedu svih prethodnih
aperiodi¢kih slucajeva, t. j. njegov vremenski integral bit ¢e najmanji.

Ako kod aperiodickog slucaja, kod kojega je = I/ , Smanjujemo po-
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y) Oscilatorni slucaj nastaje, ako je d <w,. Tada su p i p, ko-
njugirano kompleksni izrazi, t. j.

pz s e Y vaa—mo = '—'—3—'} V(U

Opéi integral glasi:
g =&V | b T
. A

(u llteratun udomauen mdeks ,,d‘* prema engleskom ,»to damp¢, S$to znaci
gusiti). Veli¢ine w, i § imaju naravno iste dimenzije, t. j.

W, = —l— = ———--—-——1—--—-----— == [sec_l]
VLC 1/Voltsec Ampsec
“Amp VoIt
R Volt Amp ] _—
3 = —— == o T —_— .
2L Amp Voltsec feee ]

Dalje slijedi:
q = e'—af[-(;] e}(l)d'f. _}q réaae—}mdf].

Prema Moivreu c¢e biti

g=e a: £ (coswyt + Jsinwyt) + ¢, (cos wyt —jsinwyt)] =

- eﬂsf[(tg L+ E)cos wyt 7 (6, — €,)sinwyz).

Izraz u uglatoj zagradi predstavlja opcenito elipsu, a op¢i integral naboja dobili
bismo mnoZenjem verzora te elipse s eksponencijalnom funkcijom. Medutin,
za opCi integral moramo uvesti ograniCenje, naime, da se zbiva uvijek na
istom pravcu titranja, jer je naboj fizikalno realna veli¢ina, te nema karakter
kompleksnosti. Znaci, da elipsa mora degenerirati u odsjeCak pravca. Pravac
titranja mozemo poistovjetiti s realnom ili imaginarnom osi. Prema tom naSem
zahtjevu, slijedit ¢e tada i izrazi za konstante. Kako smo se opcenito odlu-
¢ili za sinusov titraj, naznaCeni op¢i integral mora biti ,,imaginaran<. Prema
tome, (¢, + ¢,) mora biti imaginarno, a (¢, —6,) realno, kako bi Citav izraz.
postao imaginaran.*) Radi toga je:

6,+6,=JN

¢, —t,=M
Iz tih jednadzbi dobivamo:

M N

6= +ig

., M N
6y=—"% +i%>

koji verzori su sa svojim pripadnim smjerom vrtnje nacrtani na sl. 161. Kao
$to je crtkano naznaceno, oba se verzora Vremenski smanjuju, jer se mnoze s €81,

*) Ako bismo htjeli, da se titraj zbiva u realnoj osi, tada bi na$ zahtjev bio,da (( ; + ¢ )
bude realno, a ( {{; — ¢ ;) imaginarno.
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Nasu formuiu mozemo sada pisati:

jg=—¢ % (jNcoswyt +j Msinw,1),

odnosno
. — 8t .
g=Imlje " (Ncosw,t + Msinw,t)]
/)'
e 4
y M
+ I
| /
i
o 3
' i b M : 17 ;i
..: €' N \ll i
i pmva?‘

N',‘. - '~__ hfrqﬂ‘!(]

+] ~, ¥ ’, i y +

., / 3
~ ,‘
N 2
'\.\\ |IF 1
\"-.“ 2 i
R |
Slika 161. Slika 162.

Medutim, kompleksnu ravninu mozemo i odbaciti, ispustiv$i operator Iy i 7,
te ¢e tada preostati samo pravac titranja na kojem se izvodi titraj:

g=e **(Ncoswyt + Msinw,t).
Izraz u zagradi mozemo zamijeniti s izrazom
Ksin(wyt + ¢),
gdje je prema sl. 162.
Ksine = N
Kcose = M.
Prema tome je konacno:
e Ke“s'!sin(mdz'-i- €).
Verzor se neprestano smanjuje prema formuli
K(t)=Ke®,
Vrijeme ¢ — g; ,» gdje je ¢ prevaljeni kut verzora od pocetnog njegovog polo-
zaja u vremenu 7. Radi toga ¢e biti:

-l k8 _8 0

K(@)=Ke “¢=Ke Joi=3 —Ke = l/ -;1":(5:)-’_ —Ke =01

t. j. formula logaritmicke spirale.
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Kao §to je poznato, kod te krivulje tangenta zatvaras verzorom uvijek isti
kut. Na navedenoj slici pokazana je jednostavna konstrukcija te splrale, koja
slijedi iz spoznaje, da je za isti zaokret, t. j. za kut ¢, faktor smanjenja, t. j.

uvijek isti. Prema tome mora biti O1:02= 02:03, buduéi da se O1 do 02
zaokrece za isti kut, t.j. —g-, kao i O2 do O3. Navedeni razmjer je postignut,

ako je kod 2 pravi kut, jer su tada trokuti O12 i O23 slitni. Razumije se, da
interpoliraju¢i medusobno okomite pravce moZemo naci ve¢i broj tocaka Kkri-
vulje, $to je crtkano i ucinjeno.

Struja ¢e biti:

f=— = K[e™ w 08 (w st + €) —8e % sin(wyt + €)] =

= — K3 [—— -0‘%-‘!' cos(wyt + €) + Sin(mdr + 3)] '

Izabrat ¢emo iste poletne uvjete kao i kod prija$njih slucajeva, t. j. u
t =0 neka je

q(0)=0, te ar

Tada slijedi iz navedene jednadzbe:
0=—K3 [—-%E'coss - sins] .

Veli¢ina K ne moze biti nula, jer bi to znalilo, da se naboj i struja uopce
ne pojavljuju, a isto tako nije ni § jednako nuli. Prema tome bit Ce

® . ., @
0= —-Ycose | sine ili -2=tge.
3 b
Prema tome bit cCe
. —Ke 3 . :
s [—sinecos(wyt + €) + cosesin(wyt 4 €)] =
—Ke %3 :
= ————sinw, t = —K*e e sin w1,
cose
gdje je
K*=_£8- 3
CoSE

Vrijednost K dobit ¢emo iz jednadZbe za ¢ u t=0, t. j
g(0) = Q = E,C = Ksing,



i
Kz..ECC
sine
Prema tome je ;
: E.Ce %5 |
{=————sinw,t.
sine cose
Budu¢i da je
1 1 3 )
cose = = V- N .~ G
V1—|—tg“s V1+ (&,)" V8‘+md’ L0,
3
odnosno
Sins'—:cose-tgs:a‘—c—;—‘!: %j,
bit ce
. E.Ce%§ B.Ce¥ah
(= —— sinwyt = ——————2-sinw,.
oy 8
ml} (,00
Uz o' = : slijedi:
v = Lg PP
E(:C 8t E(' — 8t 2
1= —de-(‘j;'e Sln(l)df = a‘;j—:e S w,l.
Izraz za naboj bit ¢e
E.C s, E.C 5t
=——€ t = —2 - =
e sin(wyt + €) == sin(wyt -+ €)
BEC ... ECI/'C' 81
= — e sm(wyt-te)=—1, -—¢€ sin(w, t + ).
=i (@at+9) =31 (0t + )

Vidimo, da su opet izrazi za struju i naboj iste strukture. Na sl. 163. gore
nacrtan je verzorski prikaz za

q=Ke sin(wyt -+ ¢)
te za

i=—K*e ¥sinw,u.

& i T 4 P Wi .
U naSem sludaju je ¢ <"§"’ jer su mu tangens i sinus pozitivni. Tangenta na

logaritmicku spiralu, koja je pridruzena verzoru naboja, mora u ¢ =0 biti
okomita na pravac titranja. To iz toga razloga, jer je vremenska derivacija one
komponente naSeg verzora amplitude K (), koja leZi u pravcu titranja, u casu
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1 =0 jednaka nuli, budu¢i da je pocletni uvjet a—g] = 0. Prema tome, tada
x = t=0

brzina vr$ka verzora — t. j. derivacija ¢itavog verzora po vremenu — odno-

sno tangenta na hodograf, nema komponente u smjeru pravca titranja, ili

drugim rijeCima mora biti na nj okomita.

4§

? ®
i 8
N\ e

titranja

Slika 163.

Na navedenoj slici ispod verzorskog prikaza nalazi se vremenski dijagram
mnaboja i struje. Ucrtana je i sinusoida

Ksin(w,t + &),
da bi se istaklo, da se mjesta dodira krivulje naboja s dodirnicom + Ke %*

nalaze na istoj ordinati kao i ekstremne tocCke te sinusoide, t. j. kad sinus
iznosi + 1, dakle, u razmacima poluperiode. Ekstremi krivulje naboja nalaze se
W

za vrijeme —— nalijevo od tih toc¢aka dodira. U casu ekstremnih vrijednosti
w

d » - .. -
naboja struja ima vrijednost nula. Analogno naboju, ekstremne vrijednosti

struje nalaze se za vrijeme ® nalijevo od mjesta, gdje strujna krivulja dira
w

d
svoju dodirnicu. Trajanje periode prigusenog titraja 7', = %73
d
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b) Energetski odnosi

Da saznamo energetske odnose u opcenitom serijskom krugu, upotrebit

¢emo nadu pocetnu titrajnu jednadzbu, koju ¢emo pomnoZiti s % Radi toga
¢e biti:

d*q dg (dq)* q dq

bkl fo &) g L 4.9

de* dr + de

TC

To moZemo shvatiti kao

d 1. (dg ] (dq)" d[l gz]_
wlzt G +rE) + 425 -0

d[1 dq)* Iq“]___q (dq)“
@+ 5] -—rE)

Integracijom po vremenu slijedi:

odnosno kao

! !

l dq)2 ¢
HELQE +fdeb#26.meL

0

Znaci, dakle, da je zbroj magnetske, toplinske i elektri¢ne energije konstantan,
ali da je vremenska promjena zbroja samo elektri¢ne i magnetske energije ne-
gativna, te se radi toga taj zbroj umanjuje, a Jouleova toplina raste.

| - .
| '3
c a T
b=%aﬁ
| £,
lb c-fR.- dt
‘R Slika 164.
| .
g T t

Sl. 164. prikazuje energetske odnose kod aperiodickog, odnosno grani¢no

- v ~ . \' - . . . d
aperioditkog slu¢aja s pocetnim uvjetima uz =0 je g(0) = Q, te ag! = 0.
[t=0
Tre¢i — najvaZniji — oscilatorski slucaj proucit ¢emo racunski za iste

pocetne uvjete. Pritom ¢emo pretpostaviti jaku oscilatornost, t. j. <,
Upotrebivsi ve¢ prije izraCunane izraze za struju i naboj, imat ¢emo za ma-
gnetsku energiju:

it E, _s . )* 1 O
L 2 5 L ("'-" (:};-L c Sin (L)dc. = i" [

1( D. Svarc: Elektriéni titrajni krugovi
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dok ¢e izraz za elektri¢nu energiju glasiti:

1 ¢ 1 [E,1/C _s:. !
2¢ - 2C [aﬂ/f sin(oui + 9.

Kako je prema pretpostavci 8 < o, to znadi, da je

&= |/ 0, — 8" ~ 0,
odnosno '

£= arctg--g--,cg--z—-

-~

Ako izraz pomnozimo s -, dobili smo za elektricnu energiu:

C ;
1 EJSC* 1 O . :
(o] —28¢ 2 —281 2
- _ e @ COS" Wl = ——— — COS™ ;L
2w LC ¢ 2 LCof d
gl
3 B
-~ L 5 Joule -ova foplina
t ¥}
EC an [ Ri*dt
g o °
i : \
i \ i - Ny I
! N i o
L St
o ¥ v T t
] | 1 [
' | i !
1 : | ]
1 |
L L
L P
-l | i i
'\\ | : |
i/\(:_\l :
N : %
\\\ E\,‘d/ t
\\ /;//

1
L)

Slika 165.
Znadi, dakle, da je suma magnetske i elektri¢ne energije eksponencijalna funkcija

5 qu—-nc_"%’, te se dakle ta suma dvaput jace priguSuje od struje, odnosno
0
d

naboja.
Poletna energija bit cCe:
Q: l Qz moa Q: B E-({:LC
2LCw; 26 of 26 2.7

gdje je E, pocetni kapacitivni pad napona. Sl. 165. prikazuje sve tri vrste
energija u ovisnosti o vremenu, za oOpisani izrazito oscilatorski slucaj.
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¢) Kapacitet s paralelnom vodljivosti u priguSenom serijskom
titrajnom krugu

Prema sl. 166. kod zatvorene sklopke K struja ¢e biti:

1= '&"c - iG'
Nadalje ¢e biti:
; dg | de.
=&~ C @
lo == 8,0,
Iz tih jednadzbi slijedi:
d

p €
‘L:C—df—f—eCG.

Prema drugom Kirchhoffovom zakonu slijedi:

Ldz+Rt—J—e =0,

odnosno
L;(Cdec%Ge(,)—f R( -qef"—l—Ge)%ﬂ , =0
LCd =+ (LG + RC) ----- +(RG+ Pe,= .

S postavkom (e sh]edl karakteristi¢na Jednadiba:
LCp*+(LG+RC)p+ (RG+1)=0

ppm — (24 B '(R ;"'G)i_"(}é'G““'I_
re=—l5z +35)* |/ Gz +3¢)— zc * e)

____(R G . 1 ('R__ GT
P =—\gg T 2(") Ve —\zz~z2¢) "
Prema tome op¢i integral glasi:

P s
[H—(?L )“VLI( (2?.‘_27:)‘]'
U ovom slucaju je, kako vidimo,

I Vs o1
«~Vzc 2z 7z¢

Prema tome, postepeni pr1dola7ak vodljivosti u prvi mah povetava frekvenciju
o4 odnosno oscilatornost, jer diskriminanta postaje veéa. StoviSe, inae obicni

odnosno

()~

,,-]/I;‘(‘_R_g?],
. L \eL 3¢
er_.z(;le

+ 6,¢

serijski apeuodlcki slucaj, kod kojega je bilo , moze se prido-

G 1

(R- 1
§L) LC

R 2
2c)<1(:'

laskom vodljivosti pretvoriti u oscilatorni, ako je postalo (—. —
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U slucaju, da je , odnosno C:G =L : R (slova slijede po abe-

G R

2C — 2L

cedi!) w, prelazi $toviSe u neprigueni o, Sto je — kako slijedi iz formule —

i najveéa moguéa frekvencija. Medutim, s druge strane, pridoSla vodljivost
. . — R G N

poveéava priguSenje, koje je sada postalo (EZ- - Q_CT) tako, da se nastale os-

cilacije, &ija se je frekvencija povecala, brze prigu$uju. Daljnje povecanje vod-
ljivosti opet smanjuje frekvenciju od w, do 0.

Izratunat ¢emo sada slijedeéi primjer:
L—=1H, C=10—%F, R=1000Q, te G=10—3S.

_.r%b_w\ ! s

|

N K
[ __} 1 Slika 166.

U t =0 zatvara se sklopka K. Struja (0) = 0, a naboj g(0) = Q =2 X 10—*As

odnosi se na gornju plo¢u prema sl. 166. R =

12 = 1000. Iz ovoga slijedi, da

AR

¢e frekvencija biti:

1 1
—— = = 10351,
" YLC 1 x 106 i

Prema tome je:
1000 , 1000 ;
Op¢i integral za e, glasi:

— (1000 —; 1000) ¢ y — (1000 + 7 1000) ¢
éx=1§,¢ J + 6,¢€ ( FHIRE

Dalje imamo:

i(0) = ig (0) + ig (0) = gg‘t +Ge,=0,
odnosno
dg _ ~deg M 0
de :zuuc de ::0—_630(0)-—- G—é-.
Iz ove jednadibe slijedi:
. de,, |ﬁ — _g' ]

dt |, ct
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Derivacijom jednadZbe za e. dobivamo:

%C” = — (1000—;1000) ¢, &~ %" 7190t — (1000 + ; 1000) ;€10 +7 1000

Prije nego pristupimo izracunavanju konstanti u Gaussovoj ravnini, moramo
odluditi, da li Zelimo, da se nad pravac titranja pokriva s realnom ili imaginarnom
osi. Dosljedno ¢emo, kao i dosad, izabrati ovo posljednje. Prema tome —

budu¢i da ce se sve veli¢ine pojavljivati na imaginarnoj osi — moraju se
tamo pojaviti i nadi poCetni uvjeti, koji ¢e radi toga u Gaussovoj ravnini glasiti:
. .0 . . .de : ( Q)
=j-=, 1 dal —L =j|—G =)
}ec(o) -?C 1 a}e ] d.[ . } C%
Prema tome, slijedi:
?_% = (s 1 -}_ (72

j(—G g) = — (1000 —;1000) ¢, — (1000 - ; 1000) £,.

Iz ovoga ¢e biti:

61:(9 ' GQ—) WL 10—-1(. l 1x10—° )

2c~2000¢?) 20 25 105 2000 10-7%)
e
== (5o~ 30005) 56~ —2X 10~ (51— 700m <10 +

Da odredimo konstante, mogli smo postupiti i ovako:

¢,=A +jB,
'-‘f:‘, = A2 —f—ng
e (0) = % =JIml(4,+7B)+ (4, +]B,)]
de.. | : _ .
L (_% — Im[—(1000 —; 1000) (A, +j B,) —

— (1000 +71000) (4, -+ j B,)].
0= l:-}gle[(“‘h +]Bl) + (Az 'l']Bz)]
0 = Re[— (1000 —; 1000) (A, + j B.) — (1000 -+ 7 1000) (A, +j B,)]*).

*) Realne komponente jednake su nuli analogno sl. 161.
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Iz te Cetiri jednadzbe slijede Cetiri obi¢ne algebarske jednadzbe, t. j.

2 5.,
_GC% — 1000 4, — 1000 B, — 1000 4, — 1000 B,.
0=4+ 4,
0 = — 1000 4, — 1000 B,— 1000 4, -+ 1000 B,.
Iz treée jednadZbe slijedi, da je A, = —A4,. Ako to uvrstimo u cetvrtu jed-
nadZbu, dobit ¢emo:
B o __Q_2:<10—4__ "
0=— ].OOOBl -} 1000 823 odnosno Bl — JE_;2 = 2C - :?,_“‘-;_.io___‘(‘ = [0,

Prema tome sada druga jednadzba glasi:

32 x 10—1

—1073- 10—12

= — 2000 4, — 2000 x 10°

A,=0=—A4,

2
Na temelju toga, konac¢no slijedi isto kao i prije, t. j.
g, = 86,=710"

Titraju su, dakle, pridruzena dva verzora, koji se prigusuju s faktorom gusenja
jednako 1000, a od kojih se jedan okre¢e s w,= 1000s—! i drugi s — o, =
= —1000s—!. Pocetni poloZaj obadvaju verzora je u pozitivhom smjeru pravca
titranja, odnosno imaginarne osi. Ta dva verzora moZemo zamijeniti s jednim
verzorom dvostruke duZzine, koji se okre¢e s w, = 1000s—! s time, da vrijedi
samo njegova projekcija na imaginarnu os, te moZemo pisati:

e = Im[j2 x 102 e "100F 1000 _ Gy 12 % 10°e™ " (5 cos 1000 z—sin 1000 £)],

odnosno

ee =2 % 100 """ sin (1000: 4 _;‘_) Volti.

Derivacijom slijedi:

-‘%ﬁ =2 X 10*[- 1000 ' sin (1000: 4 %) 4

+ 10001 cos (1000 £ —g—)] =

— 2 x 105 10 [sin (1000¢ + %) —cos (10001 + %)] .
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il i
Taj izraz ¢emo proSiriti s cos - = sin - ——_ i pisati
4 4 V 2
de, A 5 _— 1000 ¢ [ ( -p:) 7%
=¥ ——2V2>< 10%e sin IOOOr—l—? G

—cos(lOOOz—{— )sm I] e

=—2Y2 x 10°e™ """ [sin (1000; o %‘_)] .

Radi toga ¢e biti:

de,.

Tl gy

=—2)/2 107 e """ [sin (1000: + _:)] Amp.

Vidi se, da ¢e u t =0 struja, obzirom na izabrani pozmvm smjer od 7., biti
negativna, jer se kondenzator uistinu ispraznjava, t. j.

i3(0) =—2 ¥ 10— Amp.

Struja

ic=Ge,=2x 107 e """'sin (1000: 23 ;i) Amp.

U t=0 bit ce:
iG(0) =2 x 10~" Amp,

Sto znaci, da u prvom momentu sva struja iz kondenzatora prolazi kroz G,
posto kroz induktivitet ne moZe tada pro¢i nikakva struja.

Slika 167.

d) Odnos trajanja nepriguSene i priguSeme periode,
logaritmicki dekrement i vrijeme polovi¢ne vrijednosti

Sl 167. lijevo, prikazuje serijski titrajni krug, kojemu kod utvrdenog L
1 C mijenjamo R od sludaja do slucaja, pocevs$i od nule pa naviSe. Za svaki
pojedini slucaj biti ¢e radi toga i R konstantno. Prema tome, mijenjat e
se od slucaja do slucaja

e

(O] o
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Nadalje ¢e biti:

Prema tome slijedi:

( I) 1.

Na navedenoj slici, desno, prikazana je Cetvrtina kruZnice, shodno dobivenoj

jednadzbi, buduéi da -?:“--, kao i J[, moZe biti samo pozitivno.*) Kako je

R d " : e :
=-——, to ¢emo kod R = 0 imati F“ = 1, t. j. nepriguseni titraj. Kod
2w L T
o = I, odnosno R =, imat ¢ modoan‘ L, — 0, $to znadi, da je kod
—m“ = 1, 2L— = W, &4 S T‘; =\, 0 Znaci, ) (0]

nepromijenjenog konacnog 7, nazivnik razlomka, t. j. 7, postalo neizmjerno.
To odgovara grani¢nom aperiodickom slu¢aju, kad je, dakle, upravo prestala

oscilatornost.

Sad ¢emo se upoznati s pojmom t. zv. logaritmi¢kog dekrementa, koji ¢emo
oznacCiti s d. Pod tim se podrazumijeva prirodni logaritam kvocijenta bilo koje
vrijednosti prigusenog titraja, i one njegove vrijednosti, koja nastupa iza jedne nje-
gove periode, t. j. iza vremena 7',. Najjednostavnije ¢e biti, ako promatramo dvije uza-
stopne dodirne tocke na gornjoj ili na donjoj dodirnici, jer je tada kut prigu$nog

. T & . T, ;
verzora jednak 54 odnosno ithom multiplumu od > 1 prema tome njegov

pripadni sinus iznosi + 1. U nekoj tocki gornje dodirnice bit ¢e radi toga
vrijednost titraja Ke "', a poslije vremena T, bit ¢e u slijede¢oj toCki gornje
dodirnice vrijednost titraja Ke >¢*7d), Kvocijent tih "vrijednosti bit ¢e:

Ke—s.' ]
KTM-)" == Ca Id, Odl‘lOSﬂO 1[‘1 CS Td - 8 Td _— d.
c

Budu¢i da smo naveli, da bi do istog rezultata dosli za bilo koje dvije vrijed-

; F .. . 27 - ; r :
nosti, koje slijede u intervalu 7, = > Znadh, da se to odnosi i na nultocke, t. j.
[¢

d

Tz Ke™®'sin(wgt +¢)

R TP 3 - ca Td_
wgt+e)»0,m 2. .. Ke8t+Ta) sin [OJa (f ¥ Td) + €]

*) Ovaj dijagram vrijedi, naravno, kod promjena svih elemenata kruga, a ne samo kod
promjena R.
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Pomocu logaritmickog dekrementa moZemo lijepo izraziti odnos T

dakle recipro¢nu vrijednost od ve¢ promatrane vrijednosti, t

3yt ez -
‘?—a*]atﬁ"l+
T __(____a_ .
- 1*“5‘—V“*Eﬂ
Ty
Na pr. neka je d= 1. Za koliko ¢e se procenata povedati trajanje periode
uzevsi kao bazu neprigusenu periodu?

b= Lo="gpp e

o 100“;4 L) _ 100(1;; ): 100 H/l + (‘21;)“* 1-'| ~ 1,27,

0 0

Kod d = 0,1 procentualna razlika iznosi =~ 0,01°,.

Kako vidimo, kod navedenih vrijednosti dekrementa procentualna razlika
trajanja periode, odnosno frekvencije, vrlo je malena. Visina tona udarene Zice na
glasov1ru ne mijenja se radi toga uslijed guéen]a, 1e1 je njen dekrement manji
od 1. Zice glasowra udeSene su tako, da imaju priblizno isti dekrement. ! i
Prema tome je guseme Zice viSeg tona, koja ima visoku frekvenciju i maleni
T, vece, nego guscn;c, zice niskog tona s velikim Td Kako je kod istog de-
krementa potreban isti broj titraja, da se od iste pocetne vrijednosti p1akt1cno
dode do nule, to ¢e pri istoj poletnoj jadini visoki ton vremenski prije
utrnuti, nego niski ton.

Na koncu navest ¢emo jo§ pojam t. zv. vremena polovi¢ne vrijednosti.
Tako se zove vrijeme ¢, kad pocetna vrijednost dodirnice padne na polovicu
te vrijednosti, t. j.

odnosno d8¢=1In2

ln2_{_),_7
R

iy
Ke s 2)

€) Spektar priguSenog titraja kao amplitudno moduliranog vala
Spektar prigusne funkcije Ke™ % ve¢ smo izratunali i predocili ga na
sl. 83. PriguSeni titraj shvatit ¢emo kao sinusov val amplitudno moduliran tom
funkcijom. Prema tome slijedi:

Ke ?'sin(wyt + €) = sin (w,t + €) f?C(u) cosur - S(u)sinut])du =
0

= cose | [C(u) cosut -+ S, (u) sinur] du sinejnfcc (u)cosut - S, (u)sinut] du.
0 0
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K 3 K u
CO=ryprw W= w e
Pomoéu poznatih formula dobivamo izraze:
C o K [ u+f.l)d . u'—"(.l)d ,...- _K d(82+m '_u)
()= 27 Ly + (o)} 4 @—o)] @ +4+ 0 — Quw,)
S (0 — K [_ 3 3 1 K_____.___ZuSm
A T R e B N D e L)
SO (N SR T Ca e
8+ (u+ o) o +u—w)] U+ o)) — 2uoe,)
S K [_______uj—wd - u—w, K _u(S + ' — o,)
= o ¥ ut oy T8 ru—o)] ™ = FF v+ o= Quay

Spektralni izraz za priguseni titraj radi toga glasi:

YN v [K @,(3" + o —u)cose - +~8(8“—|—‘1_4_‘—|: w,’)sine
N TRt J.[n ______ (8" + o +w N —Quw,) cosury

0

K2udw,cose + u(¥ + u'—o,7)sine ]
- d
2 0 (O v+ ) —Ruw,) s e

6. DJELOVANJE NARINUTE KONSTANTNE SILE P NA MEHANICKI ,
ODNOSNO NARINUTOG KONSTANTNOG NAPONA E NA
ELEKTRICNI TITRAJNI KRUG

Jednadzba sila za neprigu$eni mehanic¢ki krug glasit ce:

d’a d’a
MW:—Da—I—P, odnosno M—d}a——l—Da—PLO.

. " - 5 . dla - d* L.
Uvest ¢emo a = { -+ r, gdje je r konstanta. Kako je 4 AR to Ce biti:

dzC 2C

M—— +DE+r)—P=0, odnosno ~+D{+ (Dr—P)=0.
Ako je r definiran jednadzbom:
Dr—P =0, il %—:r,

.dobili smo na$u poznatu diferencijalnu jednadzbu nepriguSenog titranja s mo-

mentanom vrijednosti titraja {=a—7r. Iz ovoga slijedi, da se je sredidte
[}

titranja pomaknulo u smjeru sile P za iznos statiCkog izduZzenja r=gs sto

znali, da jedan dio sile pera stalno drzi ravnotezu sili P, i prema tome pri-

2 > e G
- ne sudjeluje u titrajnom procesu.

padni dio potencijalne energije pera, t. j. - 2
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Na sl. 168. duzina d, odgovara nenapetom peru bez ovjeSene mase M.

-Ako masu M objesimo i pero istegnemo na duZinu d,, to ¢e masa titrati oko sred-

njeg poloZaja, koji odgovara duZini (d, + r), gdje je r istezanje uslijed gravitacije, t. j.
Mg

r=—%- Bez prisutnosti gravitacije, dakle, konstantne sile, masa bi titrala oko

Slika 168. Slika 169.

srediSta, koje bi odgovaralo duzini nenapetog pera, t. j. d,. Amplituda sada-
Snjeg titraja iznosi (d,—d,—r), dok bi bez prisutnosti gravitacije iznosila
(d,—d,). Imamo, dakle, superpoziciju stati¢kog stanja i titrajnog procesa.
' Prema sl. 169. u elektrotehnickom slu¢aju bi kod pocetnog naboja Q jedan
njegov dio, t.j. naboj g,, stalno stvarao protunapon narinutom naponu E, dok
bi ostatak naboja s amplitudom Q-—g, neprigueno oscilirao, dakle, s frekven-

cijom o, = - Eo Kol toga bi bilo E— L
LG

o

Ukoliko bi umjesto nepriguSenog kruga imali priguseni krug, to bi se i
tada srediSte titranja pomaknulo za stati¢ko istezanje, dok bi sami titraji bili,
naravno, prigudeni. U elektri¢nom slucaju bi, analogno, jedan dio naboja stalno
stvarao protunapon narinutom naponu, a ostatak bi priguSeno titrao.

7. TITRANJE UZ PRISUTNOST KONSTANTNE SILE, KOJA DJELUJE
PROTIVNO SMJERU TITRANJA

SL. 170. prikazuje takav titraj. Kod pocetnog puta S, uz postojanje pera
1 mase, nastupilo bi sinusovo titranje. Kako, medutim, djeluje konstantna
protusila, to ¢e ona premjestiti srednji polozaj titranja od A4 na A’ i prema
tome e oko A’ nastati sinusov titraj s amplitudom (S—v). Znadi, da ¢e prvi
maksimalni negativni put iznositi (S—27r). Na povratku djeluje opet ista sila,
nasuprot gibanju, i srednji poloZaj se premjesta od B na B’. Drugi pozitivni
maksimum iznosit ¢e radi toga (S—47r) i t. d.

Spojnice svih pozitivnih i negativnih maksimuma su kosi pravci, koji se
sijeku u apscisnoj osi. Takvo titranje izvode na pr. uredaji i instrumenti sa
»Suhim trenjeme. Ostatak puta, oznacen s f, preostaje uslijed ,,trenja mirovanjas,
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koje drZi ravnotezu sili — Df, koja tezi prema srediStu. Ako Zelimo, da kazalo
instrumenta dode u srediste, t.j. u nulto¢ku, moramo kuckati po instrumentu.
U elektrotehnici ovakav oblik titranja pojavljuje se kod struje elektricnog luka,

" I % f
R I ¢ €
0 e ) S of /Tt
/B I D (R R\ P I
| | | D ‘ I
| I | | ' : ll
'1 | ) lll \ ! ! \ ‘
\ 1 ; | ’ ! \ J
A : \ / : \ /
W/ | \ 6rl ! \ /
'l‘ i ! \.. flr : \ /
f |
iz \ | /
7 \\ /r _____:___._,_,\_\ /_!_._,_._..__l_.__..._.g.'-—.ﬂf_._
Slika 170.

ako uslijed narocitih okolnosti nastaje t. zv. ,titraj tre¢e vrsti«. I ispraZnjenje
kondenzatora iskrom, koja nije niSta drugo, nego elektri¢ni luk, zbiva se na
isti nacin.

8. RAZMATRANJE DJELOVANJA NARINUTE PERIODICKE SILE
I POJAVA REZONANCIJE U MEHANICKOM TITRAJNOM KRUGU.
PRISILNI ILI PRINUDNI TITRAJI

Prema sl. 171., gore, na masu M neprigusenog titrajnog kruga djeluje
periodicka sila, ¢ija je frekvencija  izabrana tako, da je upravo jednaka vla-

stitoj frekvenciji toga titrajnog kruga, t. j. -
D
W = (R)c - —H” p
Veli¢ina sile — kao S$to se vidi iz najgornjeg dijagrama — ima za vrijeme prve

poluperiode vrijednost nula, a za vrijeme druge poluperiode vrijednost P, $to
se, naravno, dalje periodicki opetuje.

Kao pocetni polozaj, izabrat ¢emo udaljenost mase M od srednjeg polo-
zaja za duzinu ks t.j. za statiCku promjenu duZine pera pod utjecajem kon-
stantne sile P. Ako masu ispustimo iz tog poloZaja, ona ¢e zatitrati oko polo-
o ; i o % ; P
Zaja mirovanja, oznaCenom na vremenskom dijagramu s 1, amplitudom o’ kod

¢ega je vrijednost periodicke sile jednaka nuli. Nakon S$to je masa dosegla
krajnji poloZaj, pojavit ¢e se, pri promjeni smjera brzine, sila P, $to znadi, da

. 5 i : P G 2
se je sada srednji polozaj pomaknuo u pravcu sile za 5> U tocku oznacenu
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s 2, te je prema tome amplituda postala dvostruko veca, t.j. 2 D’ a Kkrajnji

poloZaj do Kkojega Ce masa sada doprijeti, bit ¢e u vremenskom dijagramu
udaljen od apscisne osi za 3 D Na povratku prestaje djelovanje sile P, jer je

njena vrijednost postala opet nula, te je u vremenskom dijagramu sada srednji

| ,le/ﬁ=
I A CTT M T
p
t
£\
7\ 1 \@
71\ A
7 B - " ) Y/ W 1
R Y R ] 1
L 4 W Y 4 1
Bazes \ 1/ T |
I/ 5
; \ 1/
o \ 1/
v AT —--\—-— s ~,7~\au_ =
\\3*_4, \\5_ 6 \7 [‘f
N N P 4
NS IS T INI
Y v e
b 5 N5 4 N7 ¢
7 1/
N L NLE L N7
| | -

RK....stoga wy=w,=w

Slika 171.

polozaj tocka oznacena s 3 i t. d. Vidimo, da se je za vrijeme jedne periode
amplituda povecala za 2 H b )oza dva staticka izduzZenja. To povecanje iz-
nosilo bi kod svake slijede¢e periode isti iznos, i kad bi duzina pera bila
veoma velika, i amplituda bi postala veoma velika.*)

*) Taj proces je u nacelu slican onome iz prethodnog poglavlja 7, no ovdje sila pot-
pomaZe gibanje, a djeluje samo u jednom smjeru.
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Ako titrajni krug osim pera i mase sadrZi jo§ i otpor, prema istoj slici
dolje, to se amplituda ni u kojem slucaju ne ¢e povecavati do veoma velike,
nego samo do neke znatno manje vrijednosti. Treba, naime, zamisliti, da osim
naprijed opisanog procesa povecavanja amplitude, sada postoji jo$ i proces prigu-
Sivanja amplitude, te kad se te dvije medusobno protivne tendencije upravo
ukidaju, onda se je amplituda ustaljila.

Amplitudu neke povoljne periode oznacit ¢emo s A4,. Ako bi uzeli u
obzir samo priguSenje, tada bi njena vrijednost nakon jedne periode pala na
A,, s time da vrijedi:

Prema Mac Laurinovoj formuli, bit ée:
—d d*
4 — 1 — N E—
d -+ 5

Ako razvoj prekinemo kod drugog c¢lana, zbog malenih vrijednosti, koje prak-
tiéno nastupaju, bit ce:

e_"dz 1 —d.
Radi toga slijedi:
A A—A
- —_ l—-—- 3 - LA 2 — =
A d, odnosno d A,
p
- t
J _t
g f&p
Slika 172. , : b
e T - fd=¥':\{g=w¢t

Da bi A4, bila upravo ustaljena amplituda, iznos njenog prigusenja nakon jedne
periode, t.j. (4,— A,), mora biti upravo tolik, koliko iznosi i povetanje ampli-

tude zbog prisutnosti sile P, t.j. 2 ol Prema tonfe vrijednost ustaljene (ili sta-
cionarne) amplitude bit ce:
2 P
Al —_ '—"i—*i'—)— d

Kad bi prema sl. 172. umjesto navedene jednosmjerne sile, imali takvu
silu, koja bi djelovala i za vrijeme gibanja u drugom smjeru, i to s istom
jacinom, dakle, bi opet potpomagala gibanje, onda bi ustaljena amplituda bila
dvostruka, t. j.

4 P

L=3p
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Ovakav dogadaj, koji smo upravo opisali, t.j. kad narinuta vanjska sila djeluje
uvijek u smjeru gibanja, ili kako se to kaze, kad je ,u fazi“ s brzinom, zove
se ,,rezonancija¢ i nastupa, kad je narinuta frekvencija @ jednaka o,

Iz dobivenog rezultata vidimo, dakle, da kod narinute periodiCke sile
pravokutnog oblika, te podjednake pozitivne i negativne vrijednosti, rezonantnu

amplitudu puta dobijemo tako, da staticko izduzenje pomnoZimo s faktorom 'k

Pokazat ¢emo kasnije kod elektri¢nih krugova, da je rezonantna vrijednost
naboja (Sto odgovara putu) kod narinutog sinusovog napona (Sto odgovara
narinutoj sili) jednaka statickom naboju, pomnoZenim s vrlo slicnim faktorom..

t . s ;, gdie je d, =38T

]

, a kod ¢ega se kod slabih guSenja — za koje
vrijedi naga prednja dedukcija — iznosi d i d, vrlo malo razlikuju.
Za ilustraciju konkretnih odnosa, koji nastaju kod rezonancije, uzet ¢emo, da

. . . v . P ’
je na pr. stati¢ko izduZenje pera — = lmm, uz d= 0,01. Tada c¢e rezonantna

D
amplituda kod izmjeni¢ne pravokutne sile iznositi
* 2 | =400 mm
0,01 & '

Ispod vremenskog dijagrama puta za nepriguSeni krug, na navedenoj sl. 171.,
nacrtan je vremenski dijagram puta za priguSeni krug, oznacen s a*, 1
vidimo, da su srednji poloZaji ostali isti, t. j. tocke 1, 2, 3, . .. it d, ali
je pocetna amplituda oko svakog srednjeg polozaja veca, nego zavr$na ampli-
tuda oko istog polozaja, jer se pocetna amplituda, naravno, prigusuje. Vidimo
nadalje, da je poslije tocke S prakticno nastalo ustaljeno ili stacionarno stanje
titraja, dok je prije toga bilo stanje t. zv. utitravanja. Uistinu, stanje utitravanja
traje teoretski neizmjerno dugo. U vremenu naSeg prakticnog utitravanja, ozna-
¢ena je nad apscisnom osi ploha m, odnosno ispod te osi ploha n, koje titraj
— 7bog svojih tadasnjih amplituda — ne moZe nikako doseci.

Kasnije, rjesavanjem diferencijalne jednadZbe, pokazat Ce se, da se cio
proces moze shvatiti kao da stacionarno stanje postoji od pocetka, uz super-
poziciju vlastitog prigu$enog istitravanja, oboje, naravno, u skladu s pocetnim
uvjetima. To je nacrtano na najdonjem vremenskom dijagramu, gdje je sa agq
oznaten stacionarni titraj, a sa a, priguSeno istitravanje, s time, da je u sva-
‘kom casu

X
Gy - Gy = 8%,

t. j. stvarni titraj prigu$enog kruga pod utjecajem konstantne sile P, koja dje-
luje samo u poluperiodama. Pri tome se a, nalazi upravo u istim oznaCenim
povrsinama, koje smo opet obiljezili s m i n, ali je sada m ispod apscisne osi,
a n iznad nje. _ '

Zbog preglednosti dijagrama, pretpostavili smo krug s vrlo slabim guse-
njem, tako, da je vlastita priguSna frekvencija o, = ®, odnosno = ®, §to na-
ravno, obi¢no nije sludaj, te utitravanja nisu tako jednostavna.

Frekvenciju narinute sile, t. j. ®, moZemo mijenjati po vlastito] volji, te
radi toga stacionarni ili ustaljeni titraj, Kkoji je dirigiran i mora titrati tom
frekvencijom, zovemo i prisilni ili prinudni, za razliku od vlastitog prigusenog:
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titraja, Cija frekvencija w, ovisi — kako znamo — samo od parametra kruga,
bez obzira mna narinutu frekvenciju. Mijenjamo li «, $to ¢e u naSem
sluaju znaciti, da smo iza$li iz rezonancije, dakle w3 w, to ce se, kod inace
istih pocetnih uvjeta, mijenjati i frekvencija stacionarnog titraja, dok ¢ée frek-

Slika 173.

vencija priguSenog titraja ostati, naravno, ista kao i prije. Medutim, promijenit
€e se amplituda stacionarnog titraja, kao i pocetna amplituda (a prema tome
i sve ostale amplitude) priguSenog titraja. Osim toga nestat e i istofaznosti
izmedu narinute sile i brzine. O tome ¢emo kasnije detaljnije govoriti.

Slika 174.

Slika 173. prikazuje utitravanje prigusenog serijskog titrajnog kruga pod
utjecajem narinute konstantne sile, ako je poletni put pera i mase jednak nuli.
U elektri¢noj analogiji ta slika predstavljala bi naboj na kondenzatoru prigusenog
serijskog kruga kod narinutog istosmjernog napona E. Sl. 174. predstavlja
utitravanje slicnog kruga s istim pocetnim uvjetom, ali pod utjecajem narinu-
tog sinusovog napona, Ciji o == w,.

Ako na priguSeni serijski titrajni krug djeluje neka opéenita narinuta sila,
ovisna o vremenu, koju ¢emo oznaciti s P(z), tada ¢e jednadzba sila glasiti:

' da  Da Rda P()

d*a da
ML = (—Da)+ (—R-d}) +P(5) odnosno 14— 4 2 20— T,
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To je nehomogena linearna difercncijalna jednadzba drugog reda s konstantnim
koeficijentima. Njen opci mtegral }e 7br0] ma kojeg od njenih partikularnih
rjeSenja (stacionarnog stanja) i opéeg rjeSenja pripadne homogene diferenci-
jalne jednadZzbe (prigusnog stanja). Ukoliko nam, medutim, ni jedno partiku-
larno rjeSenje nije poznato, mozemo naéi op¢i integral po Lagrangeovoj
metodi varijacije konstanata.*) :

9. DJELOVANJE NARINUTOG SINUSOVOG NAPONA NA
ELEKTRICNI SERIJSKI TITRAJNI KRUG S KONSTANTNIM
PARAMETRIMA

a) PobliZze o stacionarnim veli¢inama

Prelaze¢i na elektricno podrucje, jednadzba serijskog RLC kruga, na koji
je narinut sinusov napon, glasila bi:
du +R {~%:Esinmr.
Buduc¢i da je partikularni integral harmonicka funkcija, kojoj ¢emo dati oblik
QOsin(wz—1), to e opéi integral glasiti

za slutaj 8>, - g=Qsin(wr—¢) + ¢, e"" + g, e
23 » 8:(‘0» = quSin(m'[_"q")_l_eﬂ—S!(G + {éjin
B S<aw, - g=Qsin(wr—1{) + Ke ' sin(w, + €).

Kako su nam prigusne komponente ve¢ poznate, pronotrit ¢emo sada stacio-
narnu komponentu. Bududi da je

n

d d’q. oy
;:‘_ — w Qcos(wr—1y), odnosno —df—t = — ' Osin(wt—{),

*) Prema toj metodi, taj traZeni opd¢i integral glasi formalno kao i opéi integral homo-
gene diferencijalne jednadZbe istoga reda, t. j.

a = Cl (Z) ef}lt “*‘ Cz(f} CP‘.‘! A
gdje su p, i p, korijeni karakteristiéne jednadZbe pripadne homogene diferencijalne jednadZbe,
a koeficijenti — kako je i naznaceno — funkcije od . Te koeficijente za na$u diferencijalnu

jednadZbu drugog reda, dobivamo pomocu dviju jednadZbi, u kojima su nepoznanice prve
derivacije tih koeficijenata kao funkcije od vremena, t. j.

C, (eh! +-C/ (et =0

PGy (el 4 p, Gy (1) et = fzg) '

Iz tih algebarskih odnosa moZemo izraCunati nepoznanice, t.j. C,’(t), kao i C,"(¢), i integra-
cijom po vremenu dobivamo:

Ci(1)=[C\/ ()dt - Ky, odnosno  Cy(2) = [ Cy' (9)dt + K.
Radi toga opc¢i integral nehomogene diferencijalne jednadZbe glasi:

a=[[Cr@ar+ Ki|eh! + [[Cr @)dt + Ky o

11 P. Svarc: Elektriéni titrajni krugovi
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to éemo, uvrstivéi te izraze u diferencijalnu jednadZbu, dobiti:

Q

— o’ L Qsin(wt—y) + RwQcos(wr—1y) + Esin(mz—-n};) = Esinwr.

Ako tu jednad?bu uredimo, slijedi:

Q('IE—MQL) sin(wr—y) + QRwcos(wt—1y) = Esinwr.

w . n . ’
U casu, kad je wt= 57 bit ce:

Q(m(l:—m“L) cosy + QRwsing = E L)
U c¢asu, kad je wz =0, bit Ce:
—Q (é{-—m”L) sing 4+ QRwcos Y =0 IL.)
Iz jednadzbe II.) slijedi:
: w
tgd = Ro L 280 200
S B B
C CL

Ako izraz za tg{ uvrstimo u jednadZbu I.), dobivamo:

1

o(L—wr)+0 Ro—R¢ _ E _pyizwy-
C 1 . cos ¢
—— 'L
C
-—1———sz
C
Prema tome je:
VLVt Rar
EV&T”“J+@@___ B

0——F .
(c—ot)+ @y V%«dﬂlmw

Za kut ¢ pronalli smo tangens, ali kako kut nije odreden jednom KkruZnom
funkcijom, to ¢emo istraZiti podru¢je toga kuta. Ako naSu jednadZzbu I.) po-

mnozimo s (é-—w“L), a jednadzbu II.) s Rw, te ih zbrojimo, dobit ¢emo:

(0] (é —m“L)zcos J + Q(R m)“coslnp =F (?1:— - mgL) :
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1z toga sliiédi:

1 §
E(C—mL)

cos = —

0(L—w'L) '+ oRay

Budu¢i da je nazivnik uvijek pozitivan, to ¢e cosinus biti pozitivan ili nega-
tivan, ve¢ prema tome, Koji adend u brojniku prevladuje.

PomnoZimo sada obratno, t. j. jednadzbu I.) s Rw, a jednadZbu IIL.) s

(%——msL) , i ako odbijemo drugu od prve, dobit ¢emo:

Q(Rm)zsinqurg(?l_—-mm) sing — ER w.
Iz toga slijedi:
ERw
NP e
O(5—o'L)+Q(Rw)

sing =

Prema tome je sinus kuta uvijek pozitivan; dakle je ¢ pozitivan kut izmedu

0 i = i radi toga umjesto prosto tgyd pisat ¢emo izraz tgy, t. j. s oznakom
(0dom)

podrudja kuta. Prema tome e biti:

; ( R
——s8in [wt—arctg ————

3 l
a i (0do T'C) a

=

/(-

. dg, E © o i Rw T
g == =7 — _i e s ——smjwt— a;-dc tg} AR T B M

odnosno, jer je

’E’—-

to slijedi:

1
E . mL_mC‘
= - : sin | ot— arctg —— |-

flormaer | e f
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Ova posljednja vrijednost arctg izmedu '_“_121 i; je ,glavna vrijednost funk-

cije Arctge, Sl. 175. predstavlja verzorski prikaz stacionarnih veliina.*)

+

™

*J

Slika 175.

b) Spektralni oblik opéeg rjeSenja serijskog titrajnog kruga kod
narinutog sinusovog napona

Mogli smo pronac¢i opc¢e rjeSenje pomocu spektralnog izraza za narinuti
napon Esinwz U tom slucaju ne bi kod pojedinih frekvencija imali oba pro-
cesa, t. j. prigu$ni i stacionarni, nego samo stacionarni, jer je svaki prigusni
proces, koji je po¢eo u vremenu ¢ = — oo, do sada, odnosno do vremena ¢,
ve¢ morao utrnuti. Kako nam je poznato, narinuti napon mozemo pisati:

. E 5 E )
Esinwt = -—sinwt 4 — —5———; cos ut du,
| 2 T W — U
{1

pa ¢e shodno naprijed spomenutom biti:

& R L]
5 sin [wr—arctg——————
A dO")-C —w?L
q — "__ﬁ:l = e S e = "+_
V(E - (oaL) + (R w)*
E %) Ru
— - Cos | ur —arctg ————
™ W —1U (0dom) ___l___unL
C

Vg o)

*) Obi¢no se glavna vrijednost pie malim podetnim slovom, a ostale vrijednosti izvan
toga podrudja pisu se velikim pocetnim slovom. Mi smo sve vrijednosti pisali malim slovom,

0

jer drugacije nije moguce, budu¢i da se pola podrudja od 0 do =, t. j. od 0 do %,pokriva s

podrudjem glavne vrijednosti. Uostalom, kako smo svagdje narolito napisali i kuteve, to
nikako ne mo#Ze do¢i do zabune.
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U tim stacionarnim izrazima svin 1rekvencya 1 frekvencije @ s pola amplitude,
sadrZzane su prigu$na i stacionarna komponenta kod narinutog napona frekven-
cije ® s Citavom amplitudom.

Ispravnost naSeg postupka dokazat ¢emo na jednom jednostavnijem pri-
mijeru, t. j. na serijskom RL krugu s narinutim naponom Esinw¢. Diferenci-
jalna jednadzba za taj krug glasi:

L g; + Ri= Esinwt.
Njen op¢i integral bit Ce:

Esin (m t— arctgc—o}'—)
o R
N ({] do ?)
V—R* 4 @t L}

Stacionarni dio slijedi iz naSe formule za stacionarnu struju u RLC krugu,
ako je C= oo. Sada$nji krug mozemo upravo tako i shvatiti, jer na pr. bilo
koje mjesto provodnika ¢ine dvije plo¢e povriine presjeka, a medusobne uda-
lienosti nula. Prigusni dio je opée rjesenje pripadne homogene diferencijalne
jednadZbe prvog reda. Kako se u krugu nalazi induktivitet, mora pocetni
uvjet biti /(0) =0. S tim pocetnim uvjetom lako éemo izralunati K, te ce
kona¢no op¢i integral glasiti:

R
_—

— + Ke I_L %)

. L 5
Esm(wz——arctgfl-) ----- ) Esmarctgm—L-

, P "
o N Len) ) el T —p
/ R+ oL VR + o*L*
: . . G o L
Esinwtcosarctg -w—L E cos wzsinarctg m—}; Esinarc tgi—

(awx) B 2,

Bududi da je

cosarc tg e 1 i
& . R e, = = ='——-2 '—2-——-2—-3
(f-‘df’;) l/l + tg*arctg BRL V Rto
(ﬂdo%—)
te nadalje
toarct ol
garc f—R~
. w (Odo ?) mL
SanarCtg‘?- = == e ey ._.:.—.f---- == --—_‘_Rj_““?“:? »
(000 F) l/l + tgarctg %— IR+

(0d01:;)

*) Kod RL kruga stacionarna struja zaostaje za narinutim naponom za kut izmedu
- .

e I
0 02
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to ¢e op¢i integral glasiti:

; ER EwL EolL ~it

= SINWl— 75 COSW I + 75 €

Bt ol R o'l R WL
Taj izraz moZemo vrlo jednostavno transformirati u spektralni oblik, jer su
nam otprije poznati spektralni izrazi za sinus, cosinus i prigusnu funkciju, koja
pocinje u ¢=0.

Imat ¢emo:
_,___‘E__Lsinmt—-—_E&in_mz._._ fE RMEESME_ -
R+ o'L* TR L) ) w ®F oD (e —w)
0
EwoL P— EwLcoswt J'E ‘wLusinur
R+ 'L’ T 2R+ 'L n (R4 o' L) (' —o?)
0
‘CO
K i
EoL ~1'_ EoL | N——
R T oL = aE®EieD | L, R CSwaet
u*+ o
L
0
+ - EE:_._ u__ sin ut du
r(R+o'ly | , R
u + NE

0

Prema tome, opCi integral u spektralnom obliku je:

i ERsinwt JE R wcosut " EwLcoswt
= IR T L) ) (R oL (e —u) 2R+ o' L)
0
. J‘E oL usinut du EwL RL _—m
"_; (Rs S waLa) (uz_mz) + 11:(R2 + sza) _uaLa + R
0 0
3 EolL _J’ ul? e ooy ERsinm: . EwlLcoswt
FE®R L) ) WL R = SR 'Ly | 2(R t o'l
0

| JE_' {Q_m : (__.}_ 4 —IZ':— ) cos ut du +
R (R“ +E”I“j «* — L + R*
]
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+f uLw( Ir -l)ntd
TR+ & IH\FL TR w—a) =

N--]

_ ERsinwt __ EoLcoswr +J‘£ R »cos ut du
S Q(Rz_!_msz) _2(RT'_+_ mzLa) T (Rz+ ueLz)(ws__us) +
' 0
}_J‘ u,stmuz d
n (R + Wl (o' —u)

Ako postupimo prema prije navedenom tvrdenju, t.j. da uzmemo u obzir samo
stacionarne komponente svih frekvencua i stacionarnu komponentu frekvencije
® s polovitnom amplitudom, tada ¢e op¢i integral glasiti:

y ol
Esin (mr—arctg——Rm) E o
. (0403) T o ulL
{= — - + —————COS [ ut—arctg —-\ du =
2V R4 'L? VR“+u"L’ (5o R
0 (0403 )
L
Esinwtcosarctg % E cos w tsinarc tgm—
Ped) © _ beg)
YR oL 2yR oL
ul . g u
@ COS UL COs arctg —- @sinuzsinarctg —-
E (040%) = E (000F) o
- . du - L du.

(VR F #D) (o' —w) " " = VR T #Ll) (o' —u)

Istim postupkom kao prije, t. j. uvrtenjem adekvatnih vrijednosti za cos i sin
ciklometrijskih funkcija slijedi:
_ ERsinwt EwLcoswt +J‘E R cosut - du
2R+ o’LY) 2(R 4 'LY) T (R4 w*L*) (' —u)

0

+ fE uL wsinut e
T (RE+dl)(o'—u)
0

_+_

Kao $to se vidi, dobili smo isti izraz kao prvi puta, i time smo dokazali
ispravnost naseg postupka.
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¢) Detaljnije izratunavanje opéeg rjeSemja RLC kruga uz narinuti
sinusov napon ako je 3 < o,

Pocetni uvijeti neka budu, da je u r=0 naboj ¢(0) =0, te
; dg
i(0)=-—=| =0.
( ) de [, -0

Op¢i integral glasit ce:

q= QOsin(wr—19) 4 Ke ®%'sin (W, + €).
%‘f — wQcos(wt—1Y) + Ke ®[w,cos(w,t + a); dsin(w,t + €)].

Prema tome, u ¢— 0 slijedi da je:

0 = Qsin(—y) + Ksine.
K _Q_sint,‘-) |

sine

Y

ot

sin s
0=wQcosy + QO e (o, cose— dsine).

weosy = — 0y o
sing  tgd  tge '

tgg — -~ $hantutl-i =

(0do27) Stgy—w

Upotrebiv§i ve¢ ranije izraCunati izraz za tg y, bit Ce:

23w

(0 s - [ =
arct oy Y — o arctg i
E = g Bl - V. S < 5, . 1} 1{ 2 =
(0do 2m) S — ‘_?' 8_‘-0- e (0do2m) Sz—md + w
Cﬁd"’—{v— 3 —
Prema tome, opéi integral bit ce:
g E . ( ; —arctg 28w )
_—— e | SNl | W — Irc L T
( I 2 L)E (Rw)* (ndom) w,* + ¥ — '
p— _m" - (J.) L
C H(Rw)
23w

sinarctg
(pdo ﬂ% w,'+ ¥ —0' 5. 23w,
4 — e sinw, ¢ - arctg T
sinarctg o —— (0do2m) 0 — W, + @
(0do2m) 3 —w, -+ o
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Sl. 176. predstavlja verzorski prikaz stacionarnih i prigusnih veliCina.
S K je oznalena, kao i na sl. 163., pocetna duljina verzora naboja, koji se
priguduje, a s K* pocetna duljina prigusnog verzora struje.*)! Kut ¢ moze
zauzeti, kao §to smo i naznadili, bilo koju vrijednost od 0 do 2w, ve¢ prema
podetnim uvjetima. Na pr., ako je prema sl. 177. pocetni ¢(0) negativan i

t}-

Slika 176. Slika 177.

njegova vrijednost u tom prikazu oznatena s OM, tada bi stacionarni dio bio

ON, a NM bio bi prigusni dio — dakle, takoder negativan. Kut ¢ morao bi
tada biti veéi od m, da bi projekcija poletnog polozaja priguSnog verzora
duljine K bila negativna.

d) Serijska frekventna karakteristika

«) Uvest ¢emo pojam nesklada. Da bi upoznali kako neki titrajni
krug ,propustac elektricne velicine, kao $to su struja, naboj, padovi napona
i t. d. kod raznih frekvencija, mijenjat ¢emo frekvenciju narinutog napona.
Amplitude stacionarnih vrijednosti navedenih veli¢ina, nacrtane u ovisnosti od
frekvencije, daju krivulje, koje zovemo frekventnim Kkarakteristikama kruga.
Mijesto frekvencija u tim crteZzima upotrebljavaju se shodni omjeri, bilo sami,
bilo kombinirani s jedinicom, koje izraze onda nazivamo neskladima.

Najprije je tu nesklad
(O]

AR

o, =
gdje je w, = £_;—, dakle vlastita nepriguSena frekvencija. Dalje slijedi nesklad
definiran kao: ’ I
. ?
1 =2 e =,

*) Buduéi da nam je poznat prigu$ni verzor naboja Kelet(=3+jodt 16 ée njegov
diferencijalni kvocijent po vremenu u ¢ =0 dati pofetni poloZaj prigudnog verzora struje, t. j.
vrilednost K* i pripadni kut.
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; ; . 1 : :
‘Taj se nesklad pojavljuje, ako iz poznatog izraza (mL—R) izlu¢imo i,

t. j.
1 1
(“’L—w—):“’L(l—o;?ra’)'

Zatim je uveden nesklad definiran kao:

R e

0

‘Taj nesklad dobivamo, ako iz (coLm ) izlu¢imo o, L, t. j.

wC

| w 1 . w mo)
(0L—5) - ‘*’oL(};;;— m;m—c) —aL(2-2

Konacno, kads$to se kao nesklad uvodi jo$ i

B | P T;
f
T izraz dobi k'(L—l)izluéimol t §
.a) 12raz op1vamo, axko 1z [O)] (,J—C- mc, 4 ].
(L 1)—I(mLo)C 1)
Ct— e T eC ;

Prema potrebi, kako ¢e se u pojedinom slu¢aju pokazati shodnim, upo-
trebljavat ¢emo navedene izraze, ali uglavnom 2z i v». Na sl. 178. prika-
zana je frekventna karakteristika struje u ovisnosti od
navedenih nesklada, te se vidi, da se ishodiSte prvog koor-

| T

; : . ©

dinatnog sistema, t. j. upotrebom nesklada = poe |/
|/

-4 v . . n. . '
kriva sa 2z =0. IshodiSta ostalih koordinatnih sistema, o -
t. j. upotrebom drugih nesklada, pokrivaju se s rezonan-
cijom, kad je, naime, o — w,. Kod upotrebe istih duzina- / \

kao jedinice, ispada krivulja u prvom slucaju, dakle kod 0 (+4)
upotrebe z, u blizini rezonancije uZa, nego kod upo- T ' ~
‘trebe ostalih nesklada. - / \

B) Da dobijemo frekventnu karakteristiku (e

naboja, po¢i ¢emo od nase poznate formule za stacio-

i
narnu vrijednost naboja, t. j, Z\
-/l

O=—— E o E L0 (:‘f;f)

Slika 178.

-
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o BC R Vc 1
e = m')‘ CR‘D":&)L:R T:.._..

V(l—z”)”—}—(CRco 2
1 VL
P=xrlc

(]
je ve¢ spomenuti faktor kvalitete serijskog titrajnog kruga, za koji smo naveli,
da se &esto obiljezuje s Q, dakle istim slovom kao ovdje amplituda stacionar-
nog naboja. Prema tome (e biti:

EC EC
0— - P

Reciprotna vrijednost, t. j.

V(l_ﬂz’)”-%fi Vo= +3
e’ -

Kapacit
podrucje

f_____'?z
". 1|r{f-z'}'?= 'zl

2t

.
154
f

o ——

G Slika 179. ' Slika 180.

Time smo dobili jednadZbu frekventne karakteristike naboja. Frekventna
karakteristika struje bit ce:

wECp

" =y
V(T—=ye + 2

Q=

W,

odnosno prosireno s slijedi: -

ECw,zp
V(] ___z's>apn +zs
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SL. 179. prikazuje izraze - e E -———, a crtkano izraze s

_ V(== + 2 Va—z) e+ 2
u ovisnosti od z. Ako Zelimo imati Q, odnosno I, pripadne ordinate za do-~
ticni 2 treba pomnoxm s EC, odnosno s ECw*)

Kod rezonancije, t. j. z =1, bilo bi Q, = ECp. Prema tome faktor kvall—
tete p je onaj broj, kojim treba pomnoziti staticki naboj Q = EC, koji nastupa
kod narinutog istosmjernog napona £E, da se dobije amplituda rezonantnog
sinusovog naboja kod narinutog sinusovog napona Esinw:. Radi toga se p
naziva joS i rezonantno nadviSenje. Pisat ¢emo jos§:

27
el T m & m
R R~ . R 3T, 4
2L

Prilikom razmatranja rezonancije na mehani¢kom primjeru s narinutom pravo-
kutnom silom upozorili smo - takoder i na navedeno rezonantno nadviSenje kod
narinute sinusove sile, odnosno napona, koje se je sada i pojavilo.

Kod dva mehanic¢ka sistema s jednakim masama M i otporima R, kruéi
sistem, dakle onaj Cije pero ima ve¢i D, imao bi ve¢e rezonantno nadviSenje

V{g f—) kruceg pera kod iste sile P, bilo bi manje,

nego kod elasti¢nijeg pera. Prema tome, u rezonanciji kruéi sistem bi se, apsolutno

PYMD P /M
D R R I/'"f)‘ ’
iako bi se obzirom na svoje staticko istezanje relativno jace istegnuo.

Medutim, staticko istezanje

uzevsi, ipak manje istegnuo od elasti¢nijeg sistema, t. j.

Proucit ¢emo ekstreme frekventne karakteristike naboja.
= i T 20

40 _ po, —HEe (=) 425 _ po S

ds —2 [0 —=)¢ + 2T g(z)

Taj je i1zraz nula najprije za s = oo, a InaCe samo ako je f(2) =0, posto je
tada g(z) konacno i razli¢ito od nule.

&0 8G) S () —f(2) 8 ()
dr - ECP (2P

odnosno radi f(g) =0, slijedi:
4’0 —ECpf (8) _po, %0+ 1250 +2

dz® g(2) negativno

Ekstreme dobivamo iz jednadzbe
(@ =0=—42z2p*(1—2")+ 22
Prvo rjesenje je z = 0. Dalje slijedi:

20'2'—2p"+1=0.

*) To je rezonantna struja kod p = 1.
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Iz te jednadZbe dobivamo drugo rjeSenje

A

it
Trece rjeSenje, t. j. negativni z ne dolazi za nas u obzir, jer je nasa krivulja
uvijek na pozitivnoj strani apscisne osi. S prvim rjeSenjem bit ce:

d-Q EC ‘—4P-j_2_.

dzt " negativno

| § iy ;o
Taj izraz je za p > ]/2 pozitivan, dakle, tada se kod z = 0 nalazi minimum:.

S drugim rjeSenjem bit ée:

2 n l N ’ 2
R ‘i(l/‘ - ‘2‘?')__"__?_2  8p'—a

_d_—_"‘; — ECP R — p——

d= negativno neg.
IF - 1 . .__.__.___.l =
Taj je izraz za p l/z- negativan, dakle, tada se kod 2 — 1/1_2—3_ nalazi
maksimum. Kod p = [/2 postaju svi Korijeni jednadibe f(z)=0 jed-
nako nuli, dok kod p < V—é-- imamo jedan Kkorijen jednako nuli i dva

imaginarna rjeSenja. Prema tome kod pﬁv-é—- bit ¢e samo jedan ekstrem, t. j.
kod z==0 i taj je maksimum. Tada je, naime, kod p= |/2 druga i tre¢a deri-
\

vacija jednaka nuli, a %8 == 0 i negativno, dok je kod p < ]/ 5 druga deri-

vacija negativna.” Koliko iznosi Qp,, ?

: EC EC
Qmax = —/".,—.“' T z I'.__'-'-._:.'.'"_—_"_:_";.'l__" f 2—_——_—7 = —— l___u P - _——79— i“"— 5
(=) T (V=) = o
l/ [ I// 20" ]p r P 40
Kod p =1 iznosi
EC
I max =/ T T I,ISEC,
< 1/3
3
dok je doti¢ni
1
VA

Za struju mozemo jo$ pisati:

"ECopz EC i-I/L' 1

V(0= +2 VIC R
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1 ? |
Buduci da je (T——-z) = (z—-——z-), to ce biti:
=B 1
R V,aspn_l__l

Iz ove formule vidi se, da ée frekventna karakteristika za struju kod nesklada

» biti simetri¢na obzirom na ordinatnu os, kao i da maksimum struje I = v

nastupa kod v = 0, odnosno z = 1.

Na sl. 179. nacrtana je i krivulja, koja spaja Qu,.. Kako glasi njezina
jednadzba? U jednadZbi

EC EC
0 P

Ha=H T Ve

izrazit ¢emo.—, pomocu z, kod kojeg nastupa maksimum.
P

R T 1 .
12 & == I/l — 3 slijedi 2(1 —2%) = 3 Uvrstenjem toga dobivamo:

e B8 PO
A==y +22(1—2) |1—2z*

Qmax =

To je traZzena jednadZba.

Za fazni pomak dobili smo tangens kako slijedi:
(O]

tgd = Ro B ®, 2 Z
SR -.5.. BRSO ISRy . ol ==
1 1 w'L 1 (1—&*'LC) p(l—2%

¢ L Rec Re, Rogc

Koliki je fazni pomak izmedu napona i Qpax?

Uz g= ]/l -—---i-g— slijedi:
2p

1
2 e
tgd = —— _eR — = V4p’—-2

SI. 180. prikazuje frekventnu karakteristiku faznog pomaka izmedu
napona i naboja, t.j. —¢, kao i izmedu napona i struje, t.j. (—-LIJ -+ %) = Q.

Krivulja mjesta ili verzorski dijagram*) svih moguc¢ih struja serijskog kruga
kod konstantne amplitude napona E i konstantnih parametara R, LiC, te

dijagram®‘.
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promjena ®, je kruZnica s promjerom i I, prema sl. 181. To je razum-

ljivo, buduc¢i da je verzorski prikaz napona i padova napona uvijek pravokutni
trokut hipotenuze E, a jedna kateta je J R. Prema tome su svi verzorski pri-
kazi u kruznici s promjerom E. Ako sve veli¢ine podijelimo s R, dobit ¢emo.
verzorski dijagram struja. Rezonantna struja I, je u fazi s naponom.

£
il i
Ay - 5
:{, -~
2 P /
- A 8 A
+j a 0 -7 7 L +)
Slika 181. Slika 182. Slika 183.

Na sl. 180. vidimo, da kod velikih p, u blizini rezonancije, nastaje fazni
skok za gotovo 180°. To znali, da je tada frekventna karakteristika veoma uska,
kako je to prikazano na sl. 182., te da u blizini rezonancije kod malene pro-
mjene narinute frekvencije, odnosno nesklada, prelazimo sve struje, pocevsi od

na pr. kapacitivne s amplitudom OA, do induktivne s amplitudom OB, dakle,
od faznog pomaka gotovo 90° do —90°. Ako na pr. prema slici 183. imamo
serijski krug napajan generatorom, to ¢e motor, Koji tjera generator, u rezo-
nanciji biti najjae optere¢en. To stanje je te$ko posti¢i, ali jo§ ga je teZe
odrzati, jer kod najmanjeg povecanja brzine iznad rezonancije, motor ée se
snazno rasteretiti, i to iz dva razloga: 1.) amplituda struje opada i 2.) fazni
pomak izmedu struje i napona se povetava. Kao posljedica bit ¢e daljnje po-
veCavanje brzine, odnosno rastereCenje motora, t.j. odmicanje iz rezonancije, i
motor ¢e ,,pobjedic.

Na temelju frekventne karakteristike serijski krug kao filter upotrebit ée
se u slucaju, kad Zelimo iskljuciti mnoge frekvencije i propustiti samo uski
pojas uz rezonanciju.

v) Zanima nas odnos stacmnarnog kapacitivnog pada napo-
na i narinutog napona. Uvest ¢emo partikularni integral nabo;a u sim--
bolickom obliku u diferencijalnu jednadZzbu, kako slijedi:

) dg () e;mt d(} e;mt ('.} e,- wi
Z Jwt s i L ] e il Y
ge mbr—gps R ey
odnosno
g=L(—e'()+RGo Q)+ -%) §=g0~— 8 .
' — L - {-;c-)Rﬁ— pztl
Ec _ U 1

& —@'LC+jeRC D (1-z*)+j-§—
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svladavanje autogenog napona kondenzatora. Kod 2z = o je %f' — 0, buduéi da
tada kondenzator uop¢e ne predstavlja neki otpor struji, koja je, medutim,
radi induktiviteta takoder jednaka nuli, kao 3to je to i u predhodnom slucaju
radi kapaciteta.

3) Sada ¢emo razmotriti odnos stacionarnog induktivnog pada
napona i narinutog napona. U simbolickom obliku bit ¢e:

- d’@eimt}
gLe} f:L‘—'—Ci"ra—"—
' — 'L
g =L(—0' Q) =% +
— 'L+ joR+ —
C
gL 1 B 1
8 .1 e | __(i i (L)*
: w’'LC JmLmn \1 z) T\% P

mim

Slika 186. Slika 187.

Krivulje mjesta za konstantni p bit ¢e zrcalne krivuljama za §—9, ali, naravno,

s drugim vrijednostima 2z na mjestu zrcaljene tocke. Krivulje za konstantni 2z

bit ¢e opet polukruznice. Ako kruzimo po krivulji gg za Konstantni p, na pr.

s lijeva na desno, to ¢emo poceti s to¢kom z = 0, i kontinuirano rastuci, doci
g"‘, za doticni p, pocet

do z = oo. Uz isti smjer kruzenja, nastavno po krivulji

Cemo isto tako sa z=0 1 svrSiti kod 2z = . Razumije se, da se za isti z

12 B. Svarc: Elektriéni titrajni krugovi
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odnosi 8¢ , te OL, nalaze na istom pravcu. Sl 187. prikazuje 2%, a sl 188.
zajedni¢ku potpunu sliku obih odnosa s debelo izvu¢enom krivuljom istoga z.

Sl. 189. prikazuje E‘E u ovisnosti od z.

E
3
H
g f 2 ' -
Slika 188. Slika 189.
U rezonandiji je 2% —jo. Kod £ =0 iznosi % _0, a kod z2=o0 je

&L

©L _ 1, jer kondenzator ne predstavlja tada nikakav otpor, a kako je struja

jednaka nuli, nemamo ni omskog pada napona. Citav narinuti napon trosi se
na autogeni napon induktiviteta.

Crtkana krivulja kod prikaza %‘-, odnosno %, kao funkcije od =z, je

spojnica svih maksimuma puno izvuCenih krivulja. Maksimum kapacitivhog
pada napona nastupa prije rezonancije, a maksimum induktivnog nakon
rezonancije.

e) Ostrina rezonancije

Na sl. 190. prikazane su za neke konkretne slucajeve frekventne karakte-
ristike za podruéje u blizini rezonancije. Da bi se odnosi mogli bolje slijediti,
mijerilo za z uzeto je tisuéu puta veCe od mijerila ordinata. Budu¢i da se
nalazimo vrlo blizu rezonancije, t.j. izmedu z = 0,95 do 1,05, kod vrijednosti
za p jednako 10, 50 i 100, to krivulje mogu predstavljati Q i I, s time, da
je u prvom sluéaju jedinica za ordinate 1 = EC, a u drugom slucaju 1 = EC o,
Uz svaki z upisani su 1 iznosi

x=(2—1)100 = = - “s 100,
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ge .. &

odnosi Z£ | te —= nalaze na istom pravcu. Sl. 187. prikazuje lé——“, a sl. 188.
zajedni¢ku potpunu sliku obih odnosa s debelo izvuenom krivuljom istoga z.

Sl. 189. prikazuje E‘?- u ovisnosti od 2.

mlm

Slika [88. Slika 189.

—jo. Kod £—=0 iznosi =0, a kod z= oo je

%, ¢

2L _ 1, jer kondenzator ne predstavlja tada nikakav otpor, a kako je struja

R

U rezonanciji je

jednaka nuli, nemamo ni omskog pada napona. Citav narinuti napon tro$i se
na autogeni napon induktiviteta.

%;’, odnosno %‘
spojnica svih maksimuma puno izvucenih krivulja. Maksimum Kkapacitivhog
pada napona nastupa prije rezonancije, a maksimum induktivnhog nakon
rezonancije.

Crtkana krivulja kod prikaza , kao funkcije od 2z, je

e) OStrina rezonancije

Na sl. 190. prikazane su za neke konkretne slucajeve frekventne karakte-
ristike za podru¢je u blizini rezonancije. Da bi se odnosi mogli bolje slijediti,
mjerilo za z uzeto je tisu¢u puta veCe od mjerila ordinata. Budu¢i da se
nalazimo vrlo blizu rezonancije, t.j. izmedu z = 0,95 do 1,05, kod vrijednosti
za p jednako 10, 50 i 100, to krivulje mogu predstavljati Q i I, s time, da
je u prvom slucaju jedinica za ordinate 1 = EC, a u drugom slucaju 1 =ECw,.
Uz svaki z upisani su i iznosi

w1100 =2 =Sy,

(O]
0



dobiveni iz razmjera
(@0 — o) 1w, =x:100.
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Prema tome je x procentualna promjena rezonantne frekvencije za doti¢ni

nesklad.

Kolika je ordinata kod |z—1] =~2l§—?
EC EC
0 — p P

Vi—aye+s Vi—a0+ae+=

Kako je (1 —z)* = (2—1)%, te kako je nadalje, radi blizine rezonancije, z = I,

odnosno (1 + 2) = 2, to ¢e biti:
ECp ECp

Yo 1

Q)0 -
w....
! |
) 5h
70 { \ g
b | |
) 0 ;
[\ .|
s AL |- I |
m_ } ; I \\ B |
¥ e o
3&] L = /35, I. \\ R TR \(?
24 L, ?eiw_\ S I
20 sl L [F 5‘\\ i !
rob-—""éf? i i?g‘ﬂ? %"‘“‘-—1 Y %
| \\[ _:__,_.._____ T —
sl e l |
| |-05%| asx
5 4% 3% 2% 1% 0 1% 2% 3% 4% Sk —~(2-1)10
095 0% Q% 0% 095 1 M 102 103 A% 105~ 2
Slika 190.

i 1 .. ..
Znaci, dakle, da se kod |z—1|= 20 rezonantna vrijednost smanjuje za
30°/,, odnosno kod nasih krivulja na vrijednosti 70, 35 i 7.

: 1 : Eo
Uzmimo sada, da je |g—1| = re Prema gornjem bit Ce:
ECp ECp
O=—err—r = -

= e e

V(gyﬁ+p Vs
P

Sada ¢e se rezonantna vrijednost smanjiti za 55°/, t. j. kod
na vrijednosti 45, 22,5 i 4,5. '

naSih krivulja
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Na isti nadin kod [z—1]= _z_ bilo bi:

te bi se radi toga rezonantna vrijednost smanjila za 76°, t. j. kod naSih
krivulja na vrijednosti 24, 12 i 2,4. Prema naSoj slici, prvi slucaj, t. j. sma-
njenje rezonantnih vrijednosti za 30°,, kod najviSe krivulje sa p, = 100, dogo-
dio bi se ve¢ kod

1 1
2—1)100 = 4+ —-—— 100 =
( ) 2p,

+ 555100 = £ 0,5,

promjene rezonantne frekvencije, kod srednje krivulje s p, = 50, kod

1 1 0
Zt—z—z 100 —i_l—oﬁ 100 = il /u’

a kod najmanje krivulje s p,= 10 tek kod
1
2p,

Dakle, ne samo da je kod nizih krivulja to smanjenje apsolutno uzevsi manje,
nego se ono zbiva i kod znatno vete promjene rezonantne frekvencije.

_i_.

100 5%

Smanjenje za 55°/, dogodilo bi se za prvu krivulju kod

(z—1)100 = + ;—100 = +1°, za drugu kod + ;— 100 = 4 2%,
1

i
dok bi za trecu veé bilo izvan podrucja, koje promatramo.
Smanjenje za 76°/, zbilo bi se za prvu krivulju kod

(2—1)100 = 4+ Pi 100 = + 29,

1
za drugu kod + 4°/.

Tangense naznalenih kutova «,, «, odnosno &, naci ¢emo tako, da ho-
rizontalnu katetu podijelimo s vertikalnom katetom nacrtanih pravokutnih
trokuta. Horizontalna kateta je |z—1|1000, t. j. apsolutna vrijednost razlike
nesklada na njenom pocetku i kraju pomnoZena s 1000 radi poveanog mje-

rila apscise. Vertikélna kateta je — kako znamo — 3;%—8 Prema tome, tan-
gens iznosi

| 30p 10¢

70 1000: 100 = 6p°

Kako je, dakle, frekventna karakteristika u blizini rezonancije to ostrija, Sto je
ostriji i navedeni kut, odnosno $to je p veli, to se p naziva i ,08trina
rezonancijes.
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Daleko izvan rezonantnog podrucja, na pr. kod vrlo malenog 2z, bit ce:
ECp ECp EC

2 TVa—e A=)

Va—=et 42
Kod velikog z bit ¢e:

| 0— ECp ECp EC

Va—==e"+2  Vz'o' = &

Iz ovoga slijedi, da je p izvan rezonantnog podrudja, prakti¢no uzevsi, bez
vaznosti, te se sve krivulje slijevaju u jednu krivulju.

Potrebno je jo§ wupozoriti, da moZemo dobiti krivulje sli¢ne opisanim
krivuljama, ako ne mijenjamo frekvenciju, nego kapacitet ili induktivitet serij-
skog kruga. Na sl. 191. lijevo, prikazuje se ovisnost amplitude struje kod pro-
mjene frekvencije od 0 do c kod jednakog E i R u obim krugovima, Kkoji

su nam zadani, kod Cega su L ili C, ili oba parametra, razli¢iti za pojedini
krug i nisu jednaki nuli. Te su nam krivulje poznate i donosimo ih ovdje

£ £ £
i SR P AT Y N
£ .'.:.-_v; e he > .g:,
3 B N / P
\ //
| ,r
: \
Lo \
., 4 \\ F ;}NM
-~ M T
¥ Ji] -] +) 0 ) k) [/ 7
R (sti u svim krugovima
Lili C i oba razlicih u C i codi oba razliciti u Lt w i oba razlicit u
pojeclinim krugovima pojedimm  krugovima pojedimm  krugovima.
! = :
=
"(_‘
‘:' Lo
£?
£
R
0 -y
Slika 191.
ponovno samo radi uporedenja. Verzorski dijagram svih struja je — kako

smo to veC opisali — kruZnica promjera R Srednja slika prikazuje ovisnost

amplitude struje uz isti £ i R kod promjene L od 0 do oo, kod &ega su w,
ili C, ili obje veliCine, razliCite za svaki pojedini krug i nisu jednake nuli.
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Sada verzorski dijagram svih struja nije Citava kruZnica promjera R €T kod
L = 0 poletna kapacitivna struja nije jednaka nuli, nego je
E

eroc —— __.__—_:1 —
VR+FF

dakle, kapacitivne tocke kruznice od O do te vrijednosti, koja je za svaki krug
drukéija, nisu zaposjednute. Desna slika prikazuje, opet uz isti E i R, ovisnost
amplitude struje kod promjene C od 0 do oo, kod Cega su w, ili L, ili obje
velitine, razli¢ite za svaki pojedini krug, i razli¢ite od nule. Sada preostaje
kona¢na induktivna struja

E

I o= T e
VR 'L

koja, naravno, ovisi o veli¢inama ® i L doti¢nog kruga. Verzorski dijagram
svih struja jednog kruga opet nije Citava KruZnica.

f) Dobivanje faktora kvalitete serijskog kruga iz krivulja
I:f1(v)’ I:fz(c) i sza(L)

Svojedobno smo pronasli izraz za frekventnu karakteristiku struje serij-
skog kruga uz nesklad v, kako slijedi:

0 6 & & —¢ TR T [ 1 — L

Slika 192. Slika 193. ' Slika 194.
Buduéi da su kod toga, naravno, uz isti E, parametri R, L i C uvijek isti, to
se promjenom frekvencije, p ne ¢e mijenjati. Ako gornju jednadzbu podije-
limo s rezonantnim I, bit Ce:

f__[}i I ]E._ r
I, |RV@or+1] R Jeo+1
I H l Iz " Iz B 1 B V— I,-——
(B =wesr Tt b=

1 ;
Kod toga vrijedi onakav predznak, da 7 bude pozitivno.
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Prema tome, iz krivulje I =f,(v), otitavanjem nekog I, te pripadnog v,
lako moZemo saznati i 'y toga kruga. Ako smo prema sl. 192. odabrali

= 122, = 0,707 I,

.1 . . 1 -
onda je — = — v,, ili §to daje isti rezultat — = v,. Ako su nam zadane krivulje

P
I =g (w), odnosno I = h(2), koje su u bitnosti iste, samo modificirane krivulje
kao i krivulja I =f, (v), onda ¢emo uz doti¢ni izabrani I o¢itati @, odnosno
2, te ocitane vrijednosti pretvoriti u

(=)= =)

i dalje postupiti prema formuli, koju smo upravo izveli.

Kod krivulje I=f,(C), uz nepromjenljive E, w, R i L, promjenom C
mijenjat Ce se i

Sada ce biti:

TR S 3 N
R

Kao 3$to nam je poznato, iz}az (1 ) je nesklad, koji smo obiljeZili

—
LV] uL
s x. Bududi da je sada w uvijek isto, to ¢e bitl za sluaj rezonancije

; . i 1
te je radi toga rezonantni C, = :

wl = : o

1
3
oC,
U tom slucaju bit ¢e rezonantni

_11/L 171/ L oL
PTR)C, R|/ 1T TR

Prema tome je:
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Iz te jednadZzbe slijedi:

1

1 . P 12_ “

PoSto x moZe biti pozitivno ili negativno, to ¢e u izvjesnom slucaju pred
izrazom vrijediti onaj predznak s kojim je - - pozitivno.

1]
Prema tome, ako ocitamo bilo koji 7, te pomocu pripadnog C izraCunamo ne-

sklad x, dobit ¢emo iz prednje formule, unatoC toga Sto za svaki / vrijedi drugadiji
> ipak uvijek jedan te isti, t. j. rezonantni p. Ako smo izabrali /= —%, onda
¢e biti — = +x s time, da prema navedenom, vrijedi onaj predznak s kojim.

P
je —— pozitivno. Prema sl. 193. bilo bi:
0 .

1——(1— )= — [1—— ——(1—-C°)—
Po o'C L ) I-H-C L C,

. (Cl'—“ca) _ Cﬂ_cl
— c =

1

Isti rezultat morali bi, naravno, dobiti i s
1 1 L G=G,

el OE, [RE M
Po

*C,L C,
Kako ¢e kod eksperimentalno snimljene krivulje svakako postojati netoCnosti,
to ¢emo ocitati obje vrijednosti, C, i C,, i uzeti aritmetiCku sredinu.

Radi toga Ce, naime, biti:

11 [cumcl c-—-cu] _G,C,—CC,

i 2
& C. 2C,C,

1

P 2
Umnozak C,C, = C} te ¢emo konalno dobiti:

1 C—C, _ AC

e, 2C, — 20,
Kod krivulje I =f (L), kod Cega su E, w, C i R uvijek nepromijenjeni,
bit ce:
)’ R e (RwC)*
(T h 1 T‘ T (RoCy 4 (*LC—1Y’
oC.
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1
. Radi toga je re-

,» odnosno rezonantni L, =

U rezonanciji je wl =

oC w*
zonantni
:_V B RmC
Prema tome je:
1 3
( I )’ (p_o)
il P PSS . E—
L (—1) (@ LC—1Y
Po
1z toga slijedi: 1 . o
—o-_—_ i(m Lc_l) __I_G_:_.
Prema sl. 194. kod = i/% kod lijevog ocitanja bit Ce:
1 L —L —L
e (G T ( LC— 1) RS ... WO a0
o : =~z ! L, L,
Kod desnog ocitanja, bilo bi:
1 L_’z_Lo
Py L,
AritmetiCka sredina bila bi, analogno kao prije,
1 _éz_Ll
Pa 2L0

Premda su napred navedene krivulje medusobno razlilite," moZemo, naravno,
slu¢ajno do¢i do istih vrijednosti. Na pr. kod krivulie I= £,(C), koju

(x)
snimamo, narinuta nepromjenljiva frekvencija ]ednaka je —n— dok je nepro-

mjenljivi induktivitet }ednak nL, kod Cega su w, te L veli¢ine drugog Kkruga,
kod kojega ¢emo mijenjati narinutu frekvencuu Otpor R je isti u oba kruga.

._E‘_ nl
Rezonantni p, prvog kruga bit ¢e —px > Sto smo izveli u ovom poglavlju.

Faktor p drugog kruga bit ¢e jednak tom iznosu, t. j. , §to smo takoder

ve¢ spomenuli prilikom izra¢unavanja frekventne karakteristike.

g) Dobivanje faktora kvalitete iz istitravanja priguSenog serijskog kruga

. ,__ . 1
Kod vrlo oscilatorskih krugova, kod kojih je T, =~ T, moZemo o prona-

¢i i iz prigusenih oscilacija istitravanja pomocu osciloskopa. Istovrsne amplitude
dvaju uzastopnih valova naboja (a ujedno i struje), odnose se kao:

.,.Q_lzedzesTd-ueaT" %: R 2= -—-75_1-. - anl s ey
T QO

Q, B Q,, 2L o, 0

2
e
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Ako promatramo amplitude prvog i n-tog vala, tada Ce biti:

— 18T
lee("_ ) .

Q.
odnosno

1 Q,

1
T

nn—1)" 0,
h) Sirina pojasa serijskog titrajnog kruga
I : 1 : :
Kod struje I = --° krug sadrZi jo§ polovinu maksimalne radne snage.

Frekventni pojas, t. j. broj cijelih frekvencija izmedu dviju struja —=, zovemo

V2

S~
=
=
Re o

Lz

+) _t‘? -

L.irina frekventnog pojasa. Ako prema sl 195. verzor napona stavimo u realnu

v_

; ; ; T
os, verzori struja, Cije amplitude iznose , imat ¢e fazni pomak T odnosno

T ; o
S e Prema tome ce biti:

Vz :

_'_"T. ' 1
4 | — = = .
V_e [R-{ ;(mzL mnC)] E .(oR

Ako gornju jednadzbu podijelimo s donjom, imamo:

. 1
n R+}(m1L_mc) |

Uy 1
e
1

k_l_j (m“L—w C)

| ".:I

Kako je € § 7, slijedi:
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Budué¢i da imaginarni, odnosno realni dijelovi obih strana jednadZbe, moraju
biti medusobno jednaki, to ¢emo pisati:

w,

; 1 .
}(waL-m- C) =3 R.

— (wlL _ m_l) =R

To su dvije kvadratne jednadzbe, t. j.
Row,C—,'LC 4 1=0.

RwC+ w’LC—1=0.
Njihova rjeSenja glase:

2
R ( R )= 1
WSgrE Y\l T IE
Minusi pred korijenima ne dolaze u obzir, jer frekvencije ne mogu biti nega-
tivne. Diferencija 0, — o, = T Radi toga je Sirina frekventnog pojasa:

1 1 R 1 1 [
Af=f,—f= P T'.E‘(O)'.a—ml) e el Vﬁ:RVL =%

Kod krivulja I = f,(C) bila bi ,8irina kapacitivnog pojasa:

2C, R
C,—C,=- " ZCHE_-
Analogno kod krivulja I = f,(L) ,Sirina induktivnog pojasa“ iznosila bi:
L—L, = sz,, = 2L R&C.
0

i) Energetski odnosi serijskog kruga u stacionarnom stanju

Kao $to je poznato, izraz za prividnu snagu glasi:

N = Eef Ie;':
za radnu N, = E I, cosq,
te za praznu N, = E I, sing.
Efektivna struja bit ce:
' E,C 11/L .
Ief = E{:} C 0.)0 "—:"_“-'—.-.-_.—*p;!;_%_:_'-_—_—_.—s: = — _{- -RT V C e -d’znhFi =
Va—=ye'+2 VLC VA—2)e + 2
E,J,l Z '

Ry(=ayeia
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Kut izmedu struje i napona je ¢ = (-—q; +%) Radi toga je:

gt o B
==
A .

Vitwe Veld—aris
singp = — bl = pil—=)

Vitwe Vo(l—2)+2"

Prema tome, imamo:

- Eef 2’ . i
Nr' = R (I—z)2p2 —I—z t. ) Ief R
N o Eefz P4 ' o p_(l —Z) -
* R ja & [ (1—2yp + 2
E 2 3 —_—
s s P(l 3) t. j. N, tgeo.

R (l—-z)zp’—i—z z

Slika 196.

Slika 196. prikazuje N, N,, te N,, u ovisnosti od z. Da bi uStedili izracu-
navanje za svaki z, posluzit ¢emo se konstrukcijom prema sl. 197. Na imagi-

narnu os nanijet ¢emo u mjerilu 1 = OB izraze

gl —=)
i e o A, - )
jtge =7 3
i to, prema tome da li su pozitivni ili negativni, na lijevu ili desnu stranu od
ishodi$ta. Pritom ¢emo na doti¢nim mjestima imaginarne osi napisati samo
vrijednost pripadnog z. Ako bi distancije od O, koje, dakle, oznacuju vrijednosti
tg¢ kod izvjesnog p, podvostrulili, onda bi one vrijedile za 2p. Medutim, to
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nije potrebno, jer je jednostavnije, da u tom slucaju horizontalnu skalu osta-

vimo netaknutu i naprosto -smanjimo mjerilo OB =1 na polovinu duZine.
Prema tome, jedna te ista horizontalna skala moze nam slusiti za sve p, s time,

da OB = 1, obrnuto proporcionalno novom p, umanjimo, odnosno povecamo.

- S

1 / -
EooR lcr y W Slika 197.
[} h o [
b N .

zs1 A i A 221

J B I !

vrijedi za oznaceni 2, i oznaceni pozitivni kut ¢. Inverzija horizontalnog

pravca kroz B je nacrtana kruZnica promjera 1. Premha tome je ?1_; — (_)C'.
Analogno je —_—l;*- — OC. Kao $to se vidi oM
oM’
Bl = Lah B8
31
odnosno
oc — L & Al tje(—a)]
L e0=) T m—ieU—5) & e (15
z].
2} . ze(l—aY N . N, PR —
e oo B o TIPNC . e, LI Jogu SR o B0 4 FO0
mred—zy e tre—2y EBf B B
R R

za nesklad =, koji je bio zadan. Znaci, dakle, da ¢emo za bilo koji nesklad, povlace-
njem okomice iz tocke, koja je na imaginarnoj osi oznac¢ena tom vrijednosti, do hori-

zontalnog pravca, dobiti to¢ku M. Spajanjem te tocke s ishodiStem dobit ¢emo 6(3,
5 % e e e . B i s
¢ija duzina u mjerilu OB = 1, pomnoZena s TEL’ daje prividnu snagu N. Ver-

tikalna duzina OC,, odnosno horizontalna OC,, pomnoZene s istim izrazom, t. j.

2 ; _— l—2° ; .
%"—, daju radnu i praznu snagu. U rezonanciji je P--(——H---f ) = 0, te je radi toga,

“~

kao $to se vidi, prividna snaga jednaka radnoj, t. j.

~5 . B Ey'
OB x o =4
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Ako prema sl. 198. gore, imamo serijski krug napajan generatorom s unu-
tra$njim otporom, koji smo nacrtali odvojeno, pita se kakav treba biti opti-
malni odnos tog unutra$njeg otpora generatora %, i vanjskog . da krug
daje na vanjskom otporu najvecu radnu snagu.

U
9 = g« == »
Zut Lo Lo
odnosno iz toga
¢ L
Y . __GLv
Lu+ Lo
Prividni ucin na vanjskom otporu bit Ce:
EZ; E B*Zy
N = Uef If T e . = e =
N2 L+ Tl V2| Zut Tol 21 But Tl
E* Z,

v
T2 2+ Z,—2Z,Z,co8y
Buduéi da je y =n—38 =t —(p,—@,), to slijedi:
E* Zy

£ e . I
2Z}+Z)+22Z,Z,c08(py— Po)
Dalje imamo:
E* Z
N — Ncosg, = — S e/ S
P N OO = o OO e e 22,7, 005 (94 — o)
g E® . VA
N, =N —_ [ . .
P ey e e ¥ 27 ¥ 2Z,Z,cos (pu— )
P BB
'En
z%: u},
Slika 198.

Da pronademo optimalne odnose veli¢ina, kod kojih nastupa najve¢a radna
snaga, potrazit ¢emo ekstrem funkcije, t. j.
ON, B [Z]4+Z;42Z,Z,c08(9u— ) —Z,[2Z,+22Z,c08(9u—¢,)] _

oZ, 2 e (nazivnik)® 0.
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ududi da nazivnik nije jednak nuli, mora to biti brojnik. Iz toga slijedi:
2l 42} 22,2,008(9,—9,) — 22} —2Z,2,c08(9,—0,) = 0,
a iz toga i =Ly
Dalje ¢e biti:

oN,
o,
_E 2+ 2+ 22,2, 08 (9u — 9,)] (—sing,) — c0s¢,{2Z,Z,[—
2 (nazivnik)*

—sin(pu—e (=D}

Izjednacivsi brojnik s nulom, dobivamo:
| — (2} + Z,%)sing,—22,Z,sin(p,—¢, + 9,) = 0.
Upotrebivsi dobiveni prvi rezultat, slijedi:
—sing, = sing,, ili ¢,=—¢, odnosno ¢, =9, .
Kod pozitivnih parametara ne dolazi u obzir ova druga moguénost, jer je

tada podrucje oba kuta izmedu -g— i — ; ,

Kao $to se vidi, maksimalna radna snaga nastupit ¢e, ako su radni
otpori jednaki, t. j. R,= R,, a reaktivni otpori negativno jednaki. To drugim
rijeCima znaci, da mora postojati rezonancija.

Da se uistinu radi o maksimumu, a ne o minimumu funkcije, nije
potrebno dokazivati uobi¢ajenom metodom, koja vrijedi za funkciju od vise

promjenljivih, jer minimum nastupa kod kuta ¢, == + ;— samo onda, ako je

struja jednaka nuli, odnosno Z, = co.

j) Mehanicki uredaj za dobivanje serijske frekventne karakteristike

Na sl. 199. lijevo, prikazan je sistem, koji sadrzi pero i masu, Kkoja se
giba uz linearni otpor. Taj otpor nismo nacrtali, da ne preopteretimo crtez i
radi toga treba ga zamisliti, a kod eksperimenata trebalo bi ga, naravno, na
neki nac¢in dodati. Masu pokre¢e motor pomocu ojnice. Kutna brzina motora,
t. j. ®, neka je konstantna. Moment motora, a prema tome i snaga, koju daje
osovini, zavisi od momentanog poloZaja mase, odnosno polozaja krivaje motora.
Mi, medutim, Zelimo, da motor tokom c¢itavog okretaja bude podjednako opte-
reCen i da na masu djeluje Cista harmonicka sila. Da ispunimo ta dva zahtjeva,
potrebno je, da imamo dva jednaka medusobno okomita sistema, kao Sto je to
prikazano na srednjem crteZu, te da su im ojnice veoma duge. Ojnice ¢e u tom
slu¢aju medusobno uvijek biti skoro okomite i izvoditi prakticno samo transla-
torno gibanje.

Pod tim okolnostima motor bi tokom svog okretaja bio uvijek podjednako -
opterecen, t. j. davao bi isti moment. Prema desnom crteZzu gore, sila P motora
rastavlja se na tangencijalnu silu P, i na radijalnu silu P, koje u svakoj tocCki
oboda imaju istu vrijednost. Projekcije sile P na ojnice, t.j. P’, odnosno P, u

ﬂ e . . -
medusobnom faznom pomaku > Ciste su harmonicke sile, a analogno su VP’
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1 V' harmonicke brzine. Sila P — budu¢i da ima radijalnu komponentu —
nije opCenito u fazi s brzinom V, nego zatvara s njom kut .

Seriju nasih pokusa zapoceli bismo kod vrlo malog ®, za koji bismo prakti¢no
‘mogli smatrati, da se pribliZava nuli. Prema gornjem dijagramu na sl. 200.,
sila P bila bi tada jednaka Dr, gdje je r polumjer kruZnice, a D elasti¢ni
koeficijent jednog pera. Znaci, dakle, da bi tada sila P svladavala samo sile
pera, jer sile mase kod tog malenog ®, jo§ ne bi postojale. Fazni kut ¢

izmedu sile P i brzine V, iznosio bi u tom slucaju 5 Da je tome tako,

s ¢ ‘
ZYmn®
Ng i ,,’ : “;P' Dr
o A i Ly
¢, 1S vt
V" - - " "
™ E~ AR E
& ﬁ, _b_,} i P 174 2N U", P’ opneca |
3 = _“__l'_: N - :’_ - Jiy
S \\\ ‘_L 3
ofe o i L. % k
< g T
_ .._&épjrfh mmmmE or
< ) ‘/! '} v } v T'_""] E
[
Slika 199. Slika 200.

vidi se najbolje, ako uolimo na pr. polozaj krivaje kod kuta w¢ =0, kod Cega
gibanje postoji i prije 1= 0. Tada ce, naravno, brzina V, koja je uvijek oko-
mita na polumjer », imati vertikalan smjer. Naprotiv, sila P imat ¢e horizon-
talan smjer, jer ¢e pero sistema I.) biti maksimalno nategnuto, i njemu d¢e
drzati ravnotezu sila P = Dr, dok pero sistema II.) uop¢e ne e biti nategnuto,
buduc¢i da se taj sistem nalazi u svom srednjem poloZaju. Ako povetavamo w,
pridolazi sila mase, a naSa sila P — Kkoja je amplituda harmonickih sila P’ i
P" — postala bi manja, jer sada sve viSe ulazi u igru ta navedena sila mase,
i sa svoje strane djeluje takoder na pero, rastezu¢i ga i sabijajuci. Povecéava-

juci w, dosli bismo do frekvencije / —— b j. do rezonancije, kad bi P postalo naj-

M
manje, a u idealnom slucaju, t. j. kad sistem ne bi sadrzavao i otpor, jednako
nuli, jer bi tada obje sile — naime sila pera i sila mase — same odrzavale

titranje. Sta se je pritom dogodilo s kutom ¢ ? Taj bi se neprestano smanjivao
i u rezonanciji bi bio jednak nuli, jer smo svojedobno, na mehani¢kom pri-
mjeru s narinutom pravokutnom silom, pokazali, da u rezonanciji postoji isto-
faznost narinute sile i brzine. To znaci, da u rezonanciji sila P ne bi imala
radijalne komponente. Kod daljnjeg povetavanja frekvencije opet bi porasla
sila P, a kut ¢ zadobio bi negativne vrijednosti, ako smo njegove prijaSnje
vrijednosti smatrali pozitivnim.
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Put mase je harmonicka funkcija s amplitudom ». Amplituda brzina V' i
V" je V=rw, i raste linearno s w. U navedeni dijagram unijeli smo vrijed-

LT ; : s o G
nosti ——, 1 to zato, da bismo ispod toga dobili iste krivulje, kao $to su one s
(O]

kojima gmo se pozabavili kod elektricnog kruga, t. j. da u rezonanciji ordinate
brzine i puta (Sto odgovara struji i naboju) budu jednake.

Medutim, kod elektricnog kruga, amplituda narinutog napona kod pro-
mjene frekvencije, bila je uvijek ista. U ovom naSem mehanickom primjeru
umjesto toga konstantna je amplituda puta r. Da bismo mogli izvr$iti uporedenje,
eksperimentalno dobivenu krivulju mehani¢kog kruga moramo reducirati na
konstantnu silu. To je ulinjeno u donjem dijagramu iste slike, gdje smo sve

reducirali na pocetnu silu Dr. U rezonanciji bi na pr. bilo la:18=1a":1p".
Ordinate u to¢kama S, B i P u gornjem dijagramu jednake su kao ordinate
u donjem dijagramu, jer je u oba slucaja sila takoder jednaka. Kako se vidi,
dobili smo uistinu iste krivulje kao i kod elektri¢nog kruga.

. 10. GRAFICKO RJESENJE TITRAJNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE
SERIJSKOG KRUGA PO METODI LORDA KELVINA

Kako je diferencijalna jednadZba za naboj

d’q dg ¢ _ ..
L P +Rd£ 4 C sin(w -+ a)
ista kao i za struju, koja glasi

L-d% 4+ Ri+ %fﬁdrz Esin(ot + «),

odnosno diferencirana po vremenu

8, o :
L g; + R j: + (z} =wEcos(wr + a),
to ¢emo istom grafitkom metodom moéi pronadi integralnu krivulju za naboj
1 za struju.

Maleni dio integralne krivulje u svakoj njenoj tocki pokriva se s malenim
dijelom pripadne kruZnice zakrivljenosti. Prema tome, u zadanoj poletnoj
tocki te krivulje treba pronaci kruZnicu zakrivljenosti, i na njoj proslijediti
naprijed za maleni segment. U krajnjoj to¢ki tog segmentiCa, koja je jo§ tocka
integralne krivulje, valja opet prona¢i kruZnicu zakrivljenosti i onda na njoj
dalje proslijediti za maleni segment i t. d.

Polumjer zakrivljenosti krivulje ¢ = f(¢) glasi:

*) S p oznatili smo faktor kvalitete. Medutim, tako se oznatuje i polumjer zakriv-
ljenosti.

13 B. Svarc: Elektriéni titrajni krugovi
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kod &ega je Kkorijen uvijek pozitivan, te radi toga predznak nazivnika odre-
duje predznak ¢itavom izrazu. Ako je ¢ pozitivno, onda je krivulja na tom
mjestu, prema sl. 201. gore, konkavna prema pozitivnom dijelu ordinatne osi,
a ako je negativno, onda je prema istoj slici dolje, konveksna prema tom dijelu.

gl ., § je pozitivno

f je negativno

§

Chet

Slika 201. Slika 202.

Prema sl. 202. zadani su pocetni uvjeti, t. j. u vremenu 7, zadan je
naboj i njegova derivacija po vremenu, dakle tocka P, i tgf,. Da bismo u toj

0

V- Da to
de* |,y

saznamo, mora biti moguce, da se _(h_f. izrazi eksplicitno iz diferencijalne jed-

nadzbe. U protivnom slucaju ne bismo mogli primijeniti ovu metodu. Bit ce:

d: E
q :-—sin(corl—]—nx)—R L 9,

_(1?2_ t=1{ L I;_d.t f.___,l'-—zﬁ.

Sad imamo sve potrebno za izraunavanje p,, koji nanosimo okomito na tan-
gentu, a iz sredi$ta S, opisujemo kruZnicu zakrivljenosti. Na njoj proslijedu-
jemo do totke P, gdje opet povlatimo tangentu i tako znamo vrijeme i, g,
i %f } = tg B, Izraéunavanjedef
sve potrebno za p, i t. d.

“Medutim, kad$to se ne ¢emo bez daljnjega moéi posluZiti gornjom meto-
dom. Duzina za jedinicu vremena i za jedinicu mnoZine elektricitete mora
biti ista, a dobiveni broj za p oznaluje radius zakrivljenosti, izrazen tom ,,du-
zinskom jedinicom<. Zamislimo sada na pr., da je frekvencija stacionarnog gy,
koji s prigu$nom komponentom g,, daje integralnu krivulju, 10°Hz, a stacio-
narna amplituda QO =5 x 19—* As. Ta stacionarna vrijednost, koju smo mogli
lako izra¢unati, dobro ¢e nam doéi, da unaprijed ocijenimo dokle ce se pro-
tezati crteZ integralne krivulje. Da se jedna perioda nacrta, na pr. na razda-
liinu od 20cm, koliko je otprilike potrebno, da bi se kroz taj interval dobro
mogla uociti sva izobli¢enja, morala bi ,»duzinska jedinica, koja bi znacila
1 sec, iznositi 20.000cm, i u njoj bi bio izraZen p. To ne bi jo§ bilo nimalo
nezgodno, ali bi u tom sludaju stacionarna amplituda Q iznosila

5% 10—2 % 20.000 = 1000 cm,

to¢ki izratunali p, potrebno je jo§ znati i drugu derivaciju
2

, na isti nac¢in kao i prije, dobili smo
tegy
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Sto se na obitnom formatu papira ne bi dalo nacrtati. Pomo¢i ¢emo si, medu-
tim, na taj nac¢in, da ne ¢emo crtati krivulju ¢— z, nego, prema sl. 203. lijevo,
krivulju ¢*—1, gdje je ¢* = ¢b. Ako bismo Zelili, da nam stacionarna amplituda

O* = Qb iznosi na papiru 10cm, onda bi bilo b= . Razumije se, da ka-

1
100
snije, kad smo ve¢ nacrtali krivulju ¢* —z, ordinate moZemo oznaditi 100 puta
veCim brojkama tako, da iz dijagrama moZemo ocitati pravu vrijednost za q.

. . d
Zadani su nam poletni uvjeti, da je u ¢=0 poznato g(0) i ag .
F =0
Za krivulju ¢g*—1t bit ¢e tada pocetni uvijeti, da je u =0 poznato .
. dg* dg s s, ik
* = L b e _ = : b- ! .
*(0)=q¢0)-b i — i B b
Druga derivacija
dox| |
de* |,— def|,—

nije poznata. Radius zakrivljenosti karikirane krivulje iznosi:

e Vi ey

AL
ar

13

0 i t g t*=at
Slika 203.
. y . d*g*
Da bismo u toku konstruiranja krivulje najbrze saznali vrijednosti A naSu ori-

ginalnu jednadzbu shodno ¢emo adaptirati, a da pritom, naravno, ostane fizi-
kalno nepromijenjena. Sve veli¢ine u kojima dolazi ¢, zamijenit ¢emo adekvat-
nim izrazima od ¢* i tada ¢e naSa transformirana diferencijalna jednadzba
glasiti:

d'g* dg* 1 1 g*

1 s
L ‘-—drg— —E" - ‘—I-‘ ? b —l— C b - = b Sin (O)I —J-' 05.).

Sada Cemo postupiti na isti nacin, kao §to smo veé opisali, t. j. pomocu p*,
za pocCetnu tocku do¢i ¢emo po segmentu do druge tocke, dakle opet ¢emo
saznati vrijeme, ordinatu i prvu derivaciju. Iz adaptirane jednadzbe saznat ¢emo
drugu derivaciju i izralunati novi polumjer zakrivljenosti i t. d. Na taj nacin
dobili smo karikiranu krivulju i — kao §to smo naveli — polumjer p* je

a
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izrazen doti¢nom ,,duzinskom jedinicoms, koja u konkretnom slucaju iznosi
20.000cm, t. j. toliko koliko i duZina s kojom je predstavljena 1 sec, odnosno
1 As. Ako Zelimo imati p* u cm, tada bismo na$u formulu morali pomnoziti s

20.000, i tada bi bilo za na$ slucaj, uz b= %6,

T N ()

p* = ——— LT % 20.000cm = _—d:"E]_] = % 20.000 cm =
= & 100
Tdg 1L\
]
_rt _..qul@ ....... 2 2,000.000 cm.
de*

Medutim, prema sl. 203.desno, mogli smo postupiti i na drugadiji nacin.
Mogli smo, naime, naboj ostaviti nepromijenjen, a preinaciti vrijeme. Pritom
éemo — samo protivno nego je to predoeno na navedenoj slici — za Kari-
kiranu krivulju izabrati sada manju ,,duzinsku jedinicu<, da nam crtez stane
na papir. Izabrat ¢emo takvu ,,duzinsku jedinicu<, da dobijemo opet istu Kari-
kiranu krivulju kao i prvi put, iako ¢emo je sada promatrati s drugog gledista.
Opet, dakle, Zelimo, da 5 X 10~ ?As na papiru bude predstavljeno duZinom od
10 cm. Prema tome, sada nasa ,.duZinska jedinicas, Koja predstavlja 1As,
odnosno 1 sec, iznosi

10:5 % 102 = 200 cm.

Buduéi da nadalje Zelimo, da se jedna perioda protegne, kao i prije, na 20 cm,
to ¢e za vrijeme od 1sec sada biti samo 10 perioda, umjesto prijasnjih 1000
perioda. To, medutim, znali, da ¢e potpuni pojav sada iziskivati 100 puta
vi¢e vremena, nego prije s 1000 Hz, da bi se prijadnji dogadaji odigrali u cije-
losti. Drugim rije¢ima, pojav smo vremenski rastegnuli 100 puta. Radi toga
ée biti * = at, gdje je za na$ slucaj a= 100.

Uz iste pocetne uvjete kao i prvi put, t. j. da je u = 0 poznato q(0) 1

%Iimu’ poetni uvjeti za karikiranu krivulju sada ¢e glasiti, da je u *=0
poznato
Buduci da je

dg _,‘L( Sy ) . [_'?1?_] L]

dex* de*\de* d(at) L d(ar) a* dr’

sada ¢e adaptirana jednadzba glasiti:
d*q

Lap

*
a* + R%‘r'a—l— g-:Esin(m%+cx).
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Radius zakrivljenosti bit ¢e sada izrazen u ,duZinskoj jedinici¢ od 200 cm.
Ako ga Zelimo imati u cm, moramo ga pomnoZiti s 200, t. j. bit ce:

O 1) O [ )

p* = &7 x 200c¢ i % 200cm =
dr** “ds® (100)
e e
VI+ (G oo) ]
- . dc,l_,; 10071 2,000.000 cm.
a

Kao $to se vidi, dobili smo u cm isti izraz za polumjer zakrivljenosti kao i prvi
put, §to je i razumljivo, bududéi da su dobivene krivulje jednake po vanjskom
izgledu, iako to nisu po svojim vrijednostima. Medutim, kao $to smo naprijed
naveli, umjesto karikiranih moZemo naknadno upisati prave vrijednosti.

Mada se, bilo jednim, bilo drugim opisanim postupkom, u svakom slu-
¢aju moZe postiéi cilj, to ¢emo radi potpunosti opisati i tre¢u moguénost.
Ako bismo naime, postavili zahtjev, da polumjer zakrivljenosti bude izraZzen u cm,
dakle da ,,duzinska jedinicas bude 1 cm, onda bismo u naSem konkretnom slucaju,
t. j. da amplituda O =5 x 10~ % As iznosi na papiru 10cm, a jedna perioda
kod 1000Hz da se proteZe na 20cm, morali uvesti ¢* = ¢b, gdje je b= 200,
odnosno * = at, gdje je a= 20.000.

Isti potetni uvjeti kao i u prija$njim slucajevima, t. j. u z =0 poznato je
q(0) 1 a%‘ , glasit ¢e za karikiranu krivulju, da je u t* =0 poznato
t=0
dg*

g*(0) = ¢(0)b,  odnosno e

r*=—-0= dr Itun._a ‘
Bududéi da je
d¢*  d (dg* d [d(qb)]_ b d (dg\ b dq
e~ a4 ) = d(ar) Aaryl = a =g
sada ¢e adaptirana jednadZba glasiti:
d’q* a’ dg* a 1 g*

_ *
S ..___:—.Esiﬂ((z)%“l"‘x).

LywgtRgevt e

Radius zakrivljenosti bit Ce izraZen u cm, t. j. za na$ konkretni slucaj:

T /dgs\ T’ dg 200 \°7°

T V(]
r l/[ BT s 1__+ dr 20.000) |
, dig* T &g 200 M=

e (20,000
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Prigus$no stanje

o e et = 30 B ! ! — 2880s.

2L ~ 2x03 "“VLC V0,3x0,4x 10

Budu¢i da je 8 < w,, radi se o oscilatorskom slucaju.
w, =} 0 —8 = V83 x 10°—(30)" ~ w, = 28805
Kod prigu$enog titranja bit ce:
gor = Ke%'sin(w, ¢ + €),
odnosno u eksponencijalnom obliku
Gpe = Im[KTPTI0, gdje je X =Kle=K,+jK,
fpr=Im[(—8 +jw,) X2/,
g=Im[)e "+ Tm[H>T0dY,
i=Im[T &+ Tm[(— +jw,) KT ied,
U casu r=0 bit Ce:
¢(0)=Im[()]+ Im[X].
1(0)=Im[J]+ Im[(—3 +je) K] =Im[J]+Im[(—3 4] ) (K, +jK)]=
=Im[T]+ Im[—8K, +jw,K,—j8K,—w,K)=Im[J]+ 0,K,—3K,
Prema sl. 206., po$to je u zadatku ¢(0) pozitivno, bit Ce:
q(0) = 280 x 10~ °=1[0,539 x 10~ ’sin7° 4 K] As.
T 656 10-°

Iz ovoga slijedi:
K, =280 x 107° —65,6 x 107°=214,4 x 107° As.
i(0) = 0 = 1,695in97° 4 2880 K, — 30 x 214,4 x 10~".
1,68 -
2880 K, — 6432 x 10— °—1,68.
K, =—581 % 107° As.
K = (—581 +7214,4) x 10~° As.

X =\ (581) + (214,47 x 107 Jarc g 21 620 % 10-9/159° 50" As.

/ 581

Prema tome je, konacno,

g=Im([539/7°¢/TP" | 620/159°50" IO )5 1070 As.
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Potrebna konstanta za izraCunavanje struje bit Ce:
(— 8 +7w,) X = (—30-72880) x 620 x 10~°/159°50" =
= 2880/90°35" % 620 % 10~°/159°50" = 1,79/250°25".
Radi toga ¢e biti:, E
i=Tm[1,69/97°¢/2™5®! | 1,79/250°25' 0 +i%ENY A
Kontrola:
7(0) = (539sin7° + 6205sin 159°50") % 10~° = (65,6 + 214,4) x 10~ ° =
=280 x 107° As.
7(0) = 1,695in97° + 1,79 sin 250°25" = 1,68 — 1,68 = 0,00.
Dobili smo naSe pocetne uvjete, §to znaci, da je Kkontrola dala pozitivni

rezultat.

IzraCunate, ili konstruirane krivulje, moZemo lako eksperimentalno po-
tvrditi. Shodnim izborom L i C, mogu se posti¢i titraji s trajanjem periode
od nekoliko sekundi, dok s druge strane susreCemo, na pr. kod radarskih ure-
daja, titraje s trajanjem periode od 10~ " sec, pa i manje. Razumljivo je, da je ratun-
ski jedva moguée potpuno obuhvatiti i najjednostavnije krugove, pa se radi
toga — kao S$to smo i uradili — zanemaruju medusobni kapaciteti vodova,
kao i kapaciteti prema zemlji, induktiviteti vodova i odvodi. Medutim, unato¢
toga eksperimentalni rezultati na ekranu osciloskopa vrlo dobro se podudaraju
s izraCunatim ili konstruiranim rezultatima, i to je najsjajnija potvrda
Faraday-Maxwellove elektromagnetske teorije.

12. IZRACUNAVAN]JE DIMENZIJA MJERACA FREKVENCIJE

Kako je frekvencija ona veli¢ina, s kojom se kod titrajnih krugova naj-
viSe susre¢emo, to ne ¢e biti na odmet, da malo poblize promotrimo odnose,
na temelju kojih se dimenzioniraju mjerali frekvencija s jezicima, koji se upo-
trebljavaju za tehnicke i niskotonske frekvencije.

A |
g" -&T_ | } Slika 207.

Na sl. 207., lijevo, nacrtan je jedan poznati tip mjeraCa frekvencije, koji
se sastoji od magneta, oko kojega je obavijen svitak a. Kroz svitak protiCe
struja, koje frekvenciju Zelimo saznati. Magnet ¢e u taktu dvostruke frekven-
cije, t. j. kod svog pozitivnog i negativnog polariteta privlaciti jezike, koji su
upeti u ¢vrsto postolje, a na svom kraju nose neSto materijala u formi zasta-
vice. Jezici imaju razliCite vlastite titrajne frekvencije. Ako su prethodno
trajno magnetizirani, privlatenje se zbiva u taktu jednostruke frekvencije.
Pretpostavit ¢emo taj slucaj.
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Onaj jezik, kojeg se vlastita frekvencija podudara s taktom privlacenja,
titrat ¢e najjade, t. j. rezonantnim otklonom. Razumije se, da se to privlaCenje
ne mora u svakom slu¢aju sasvim pokrivati s vlastitom frekvencijom kojeg
jezika, i onda najve¢i otklon, koji Ce se pojaviti, ne ¢e ujedno biti i rezo-
nantni otklon doti¢nog jezika, nego manji. Na slici, desno gore, vidimo, da
jezik, koji je oznacen frekvencijom 50, titra upravo rezonantnom frekvencijom,
buduéi da su otkloni jezika, lijevo i desno od njega, jednaki. Rezonantni

otklon svih jezika, t. j. ki udeen je tako, da iznosi na pr. 4mm. Jezici s

oznakom frekvencije 49,5, odnosno 50,5, imaju izmjereni otklon 1mm, t. j.

1 e 50
upravo -,- rezonantnog otklona. Nesklad tih jezika iznosi 2 = - = , odnosno
so 4 49,5

505" buduéi da frekvenciju 50 ima upravo struja, koja ba$ protiCe kroz

svitak. Ako periodi¢ku magnetsku silu aproksimiramo njenom prvom harmo-
ni¢kom, za otklone vrijedit ¢e jednadzbe:

1 P _P ey

1

—4—31 R, = D;— —_—— "—:;5_6_____5'___5__;‘_ ~ __:5_0 =
—(g93) e+ (a3)

odnosno

|

.—

- Iz ovih jednadZbi slijedi p, = p, = 194. Prema tome,
My K dobili bismo stati¢ki otklon jezika, t.j. kod istosmjerne

1

1
J M h struje, koja bi prouzrotila konstantnu magnetsku
e i ] silu jednaku amplitudi magnetske sile kod izmje-

ni¢ne struje, iz jednadzbi:

. p
oL P P
4 — 21194 = 2194,
N r—

'
=

51 ) . odnosno
e P —p P P
QLFL A —1=_2=0,02mm.
= D
£3°2 1 2
Slika 208. Taj se otklon ne bi mogao ni primijetiti.

Na navedenoj slici, desno dolje, prikazano je kako bi izgledala trenutna
fotografija jezika, ako bi se rezonantni jezik nalazio upravo u svom srednjem
polozaju. Jezici lijevo i desno od njega nalazili bi se tada — kako je to
i nacrtano — gotovo u svojim krajnjim medusobno opozicionim poloZajima.
To je radi toga, §to, kako smo to ve¢ spomenuli kod razmatranja elektrinog
kruga, kod velikog p u blizini rezonancije nastaje fazni skok za gotovo 180°.
Ako je, dakle, srednji jezik u rezonanciji, jedan susjedni jezik bit ¢e ispred
njega gotovo za 90°, a susjedni jezik s druge strane, zaostajat ¢e za njim
za isto toliko.

Da saznamo koliko iznosi D, t. j. koeficijent elasti¢nosti jezika, upotrebili
bismo, prema sl. 208., gore, neku poznatu stati¢ku silu P na vriku jezika. Ta sila

prouzro¢ila bi otklon /4, koji se moZe lako izmjeriti. Kvocient = D.
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Medutim, kad bi nam bilo zadano, da pronademo dimenzije jezika za neku
odredenu frekvenciju, postupili bismo na slijede¢i nacin:

Neka je [ udaljenost diferencijala d/ od mjesta upetosti, nadalje M,
masa 1eaka, a M, masa zastavice na vrhu. Reducirat ¢emo masu M, na vrh
pomocu jednadzbe:

L L 4

Jmasa na cm x d/. /* =masana cm JPdl = masanacm x L L? =M, % =
0 0
| = Ml red L%
Prema tome je
M
Ml red — TL .
Ukupna masa na vrhu, dakle, je
Ml

Prema Mohru saznat ¢emo otklon, Kkoji nastaje na vrhu jednostrano upete-
grede uslijed vrSne sile P, ako krivulju momenta savijanja te sile, nacrtanu na

istoj slici u sredini, pomnozimo s te tu reduciranu krivulju, prema istoj

1
Eg’
slici dolje, shvatimo kao fiktivni teret, koji opteretuje gredu, s time, da joj se
sada mjesto upectosti nalazi tamo, gdje je prije bila sila P. Moment savijanja
tog fiktivnhog tereta na mjestu upetosti biti ¢e numericki jednak otklonu.
Pritom je E modul elasticnosti, a J*) moment tromosti presjeka oko njegove
osi savijanja. Radi toga je:

PL L 2L  PL’

Eg 23 —3Eg "

Kako je s druge strane—D— =h, to iz toga slijedi, ispadanjem sile P, da je:

Pomocu ove jednadzbe moZemo za zadani materijal, duZinu i oblik presjeka,
pronaci dimenzije presjeka jezika, koji ¢e imati odredeni D. Vlastita frekven-
cija jezika bit Ce:

3Eg 3'V Eg .
(__%_ ) 2nLf L(M, + 3M,)

Pritom nismo uzeli u obzir guenje, ali buduc¢i da je ono vrlo maleno, moze
se zanemariti.

Uredaj u naSem uhu, t. zv. Cortijeve niti, nalik su na prednje jezike.
Cisti- sinusov ton uzbuduje prakti¢no samo jednu, t. j. rezonantnu nit, dok

nesinusoidalan zvuk, koji se rastavlja na svoje harmoni¢ke komponente, uzbu-
duje istodobno viSe niti.

*) MehaniCki moment tromosti oznacen je, dakle, istim slovom kao i verzor struje.
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13. SVITAK SA ZELJEZOM U SERIJSKOM TITRAJNOM KRUGU.
DOBIVANJE FREKVENTNE KARAKTERISTIKE PO METODI
W. PETERSENA

Opéenito, proucavanje takvog kruga spada u poglavlje o krugovima s
nelinearnim _parametrima, jer L nije viSe konstantno, nego ovisno o struji.
Medutim, ipak ¢emo na ovom mjestu iznijeti metodu W. Petersena, koja po
nadinu obradivanja spada ovamo, budu¢i da zanemaruje izoblienja struje, koja
se smatra kao sinusoidalna, dakle, moZemo je predstaviti kao i kod krugova

Slika 209. Slika 210.

s linearnim parametrima pomoc¢u verzora. U pojedinom se sluCaju krug, naime,
smatra kao linearan, s pripadnim linearnim L, koji vaZi samo za taj slucaj.
Ako se amplituda struje promijeni, vaZit ¢e drugi, opet linearni L, toga slucaja.

Prethodno ¢emo objasniti sl. 209., koja prikazuje eksperimentalno dobi-
venu frekventnu karakteristiku za sliénu problematiku, i to za mehani¢ki titrajni
krug, u kojem nelinearni koeficijent elasti¢nosti D pera postaje ve¢i kod pro-
duZenja, odnosno kod veleg puta, t. j. pero postaje rastezanjem kruce.

Kod konstantnog D dobili bismo poznatu crtkanu frekventnu karakteri-
stiku puta 4 (odnosno u blizini rezonancije u drugim jedinicama i brzine V)
s rezonantnom frekvencijom

1 1/D
fFﬁVM‘

Medutim, kako sada D kod porasta amplitude A4
takoder raste, znali, da f, odmiCe nadesno, jer
izraz pod korijenom postaje sve ve¢i. S porastom
frekvencije u blizini vrha krivulje put viSe ne
raste tako naglo kao prije, nego sve viSe zadrzava
istu vrijednost, a s njime i D, odnosno f, Kod
dosegnu¢a maksimuma puta, t. j. kod horizontalne
tangente na krivulju, put ne mijenja svoju vrijed-
nost, a s njime ni f,. Kod daljnjeg povecavanja frek- Slika 211.

vencije, presli smo f, i uslijed toga put, radi uda- '

ljenja iz rezonancije, postaje manji. No ¢im je put postao manji, putuje f,
natrag nalijevo, jer je D postalo manje — tom Cinjenicom smo kod iste
frekvencije jo§ vise ispali iz rezonancije. Prema tome, na smanjenje puta dje-
luju dva faktora, t.j. 1.) povecanje na$e narinute frekvencije i 2.) odmicanje f.
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Radi toga ¢e nastupiti nagli prelaz — obruSavanje — krivulje iz @ prema
b. Ako bismo poceli snimati krivulju s po¢etnom velikom frekvencijom, te je sni-
zivali, dobili bismo taj nagli prelaz — sada porast — od ¢ do d, te bi opet f
odmicao najprije nadesno i zatim se vracao nalijevo. Petlja a-b-c-d nastaje
zbog tromosti titrajne mase M, i to podrudje nije stabilno.

Dobili smo, dakle, nagnute frekventne karakteristike kruga. Isto takve
nagnute frekventne karakteristike, dobit ¢emo kod naSeg kruga, koji ima svitak
sa Zeljeznom jezgrom, t. j. nelinearni L(7), $to bi u mehanickoj analogiji
odgovaralo nelinearnoj masi M (v).*)

Ako narinemo sinusov napon Esin(wt - o) na svitak sa Zeljeznom
jezgrom, vrijedit ¢e jednadZba:

)]
Esin(wt + a) = wdd—z + 7 Ry

ako je R,, omski otpor svitka. Pojav ¢e u poletku biti prelazan, a nakon
praktinog nestanka prigu$ne komponente postat Ce stacionaran. Ako je omski
otpor vrlo malen, &tav ¢e narinuti napon biti priblizno jednak induktivnom
padu napona, t. j.

Esin(ot+ o) = E sin(wt+a)=w P

te ¢e radi toga u stacionarnom stanju, t. j. partikularni integral, s dovoljnom
tocnos$¢u biti:

O =— Eicos(wr—k o).
w W

Tada stacionarnu struju moZemo dobiti na poznati nacin pomocu krivulje
histereze, §to je ucinjeno na sl. 210. Ona ne ¢e viSe biti sinusoidalna, ali Ce
njeni ekstremi nastupiti istodobno kad nastupaju i ekstremi toka ®. Kako
smo ve¢ naveli, to izobli¢enje ¢emo zanemariti, i struju smatrati sinusoidalnom.
Na sl. 211. nacrtali smo ovisnost amplitude toka ®,,, od amplitude struje I.
Kako je E, = w Py, lako se moZe nacrtati i E, u ovisnosti od I, i ta kri-
vulja ¢e, naravno, za svaki eventualni novi ® biti drugacija. Na istoj slici
nacrtana je i reducirana krivulja

L WD o

w

Ta je krivulja univerzalna, jer je neovisna od ®, te, kako nema zasebnog
naziva, obiljezili smo je naprosto kao funkciju struje s F([). Razumije se, da
krivulju E, = f(I) moZemo dobiti i eksperimentalno, mjerenjem. Ona bi se
tada donekle razlikovala od navedene, budué¢i da bismo instrumentom, koji poka-
zuje efcktivnu, odnosno srednju vrijednost struje, morali zakljuCiti na druga-
&iju amplitudu, nego $to je to maksimalna vrijednost izobli¢ene struje. Kad se
omski otpor svitka ne bi mogao zanemariti, onda bi se stvar znatno kompli-
cirala, jer uslijed nesinusoidalnog omskog pada napona, ne bismo mogli

*) D i M djeluju u formuli za frekvenciju u suprotnom smislu. Medutim, naSa para-
lela ipak vrijedi, jer — izuzev§i kod malenih struja — povecanje struje djeluje u suprotnom
smislu na L (i), nego §to povecanje puta djeluje na D (a).




206

govoriti ni o priblizno sinusoidalnom induktivnom padu napona e, Medutim,
i u tom slucaju proslijedit ¢emo nasim zapodletim putem, pa C¢emo, prema
sl. 212. smatrati, da je i tada stacionarna struja sinusoidalna, $to znaci, da je
za struju amplitude I ,,njen pripadnic¢ L konstantan, t. j.

E‘r’ == (0L1115 E = (':'Lgfzﬁ 1t 'd.

L,

\ o
fw __\ S
\ 0 p .1 I’= 1k
98=5¢ i
¢ Ry s Ec=ltgB=ly E=IMgB=lki s
Slika 212. Slika 213.

S ovakvim pojednostavnjenjem mogli smo nacrtati verzorski dijagram
predoCen na toj slici. Otpor Ry, mogli smo prethodno odrediti kojom poznatom
metodom, te prema tome, poznamo hipotenuzu ¢ i katetu IR,,, pa moZemo
Konstruirati pravokutni trokut, t. j. verzorski prikaz.*)

.
P
Ind. sluéaj /
E~E,-E,
JE, !
€. jE o
r
) Kap. slucaj
| /
JE - E-EE,
vk} IR jE o] Y -jE
¢ 7.
Slika 214. Slika 215. Slika 216.

Na sl. 213., lijevo, nacrtana je pomenuta krivulja E, =f(I). Ako u taj
crtez Zelimo unijeti i kapacitivni pad napona I — o o ¢emo povuci pravac kroz
; - 1 7 : @ . .
ishodiste s tgfizm—ﬁ, te Ce ordinate toga pravca predstavljati E,.. Na istoj

slici, desno, nacrtan je isti dijagram, ali karikiran, t. j. nije upotreb'jena ista
jedini¢na duZina za ordinate i apscise, te je I' = k1. U tom slu¢aju tgp’ — e

. w
*) Na slici 212. nacrtali smo verzore struje, za koje smo pretpostavili da su realni,
horizontalno, radi boljeg uporedenja sa sl. 213,
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1
RoC
Medutim, verzorski dijagram na sl. 212, o kojem smo upravo govorlh, ne
mozemo Kkarikirati, jer bi se tada 1zgub10 fazni kut izmedu struje i napona,
koji bismo mogli pronaci tek pomocu preraCunatog tangensa.

Ako imamo titrajni krug prema slici 214., njegov verzorski prikaz bit ce
prema sl. 215. Ako sada — kako smo naprijed spomenuli — zanemarimo
omski otpor, za induktivni slucaj, budud¢i da svi verzori leZe u istom pravcu,
vrijedit ¢e E=E,—E, a za kapacitivni slu¢aj E = E,—E,. Pripadne ver-
zorske prikaze vidimo na sl. 216.

Na temelju prednjih objaSnjenja, odnosno pojednostavnjenja, pristupit
¢emo konstrukciji krivulja, koje pokazuju ovisnost stacionarnih amplituda struje,
te amplituda kapacitivnog i induktivnog pada napona, od C, koji ¢emo mije-

da bi ordinate kosog pravca kroz ishodiste bile %7 = E,, kao i prije.

Kap. podrucje N
E=£-E

7
tg/ﬁ“;f

Slika 217,

njati od slucaja do slucaja. Radi toga nacrtat ¢emo, prema sl. 217., nasu kri-
vulju E, = f(I), ali ¢emo je joS i negativnho zrcaliti nalijevo od ishodista.
U udaljenosti OM = E, nacrtat Cemo horizontalu. Ako kroz M povucemo
zraku, Ciji je tgf = %’ onda ¢e okomite udaljenosti njenih to¢aka od na-
vedene horizontale predstavljati E,. kod doti¢nih I. Potrazit ¢emo sjeciSta te
zrake s obim krivuljama E, = f(I), koja sjecita daju traZena rjeSenja. Vidimo,
da ¢emo nalijevo od ishodista dobivati kapacitivna rjeSenja kruga, t. j. E = E,—E,,

a nadesno induktivna, t. j. E=E,—E, Kod C=0, t.j. kod B = ;, bit ce

E,. predstavljen duzinom OM, odnosno E,. = E. Dakle, sav se je raspoloZivi
napon utrosio na kapacitivni pad napona. Struja je nula. Kod povecanja kapa-
citeta kut 3 postaje sve manji. Dobivamo na pr. kapacitivno rjeSenje u tocki 1.
Kod daljnjeg povecanja kapaciteta, a prema tome jo§ manjeg kuta 3, dolazimo

do kapacitivnog rjeSenja 2, ali je sada moguce i induktivno rjeSenje 2’. Struja
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u tom induktivnom slutaju ima vrijednost m. Kod daljnjeg povecavanja C
imamo kapacitivno rjeSenje 3 i dva induktivna, t. j. 3’ i 3". RjeSenje 3" je
labilno. Na pr. pretpostavimo, da struja u tocki 3’ ima, iz bilo kojeg razloga,
tendenciju porasta — dakle, valjalo bi se odmaci nadesno od 3”. Tamo bismo za
pokri¢e padova napona kod istoga C, trebali narinuti napon (e,—b,), koji bi,
dakle, bio manji od naSeg raspoloZivog napona E. Znaci, da ¢e taj na§ raspo-
lozivi, a sa (a,—b,) samo djelomitno konzumirani napon, prouzrociti daljnji

porast struje, t. j. jo§ vele udaljivanje od 3". Kod umanjenja struje, dakle

N
&
&

¢

£ kap. poa.l

s !
3 ’ £, kap. pod |
L -Elnd pod)

Slika 218.

kod pomicanja od 3’ nalijevo, trebali bismo narinuti napon (a,— b,), koji bi bio
vedi od raspolozivog napona E. Prema tome, struja Ce padati jof viSe, jer
raspolozivi napon ne dostaje, da odrzi tu jatinu struje. Tocka 3’ je stabilna,
jer bismo kod pomicanja nadesno trebali ve¢i napon, a kod pomicanja nalijevo
manji napon od raspoloZivog E, i radi toga ¢e se struja uvijek vracati u vrijed-
nost totke 3. Kod C = oo struja ima vrijednost #.

Na sl. 218. lijevo, nacrtane su traZene krivulje, t. j. pokazana je ovisnost
I, E, i E, od C, iz svih moguc¢ih rjeSenja slike 217. Desno, gore, jo§ je jednom
odvojeno nacrtan dijagram ovisnosti I od C, i to na uobicajeni nacin, t. e
sve su amplitude nacrtane iznad apscisne osi. Vidimo, da je ta krivulja nag-
nuta nadesno. Ispod te krivulje nacrtan je ponovo i dijagram ovisnosti E, od
C, koji je, naravno, isto tako nagnut. Radi uporedenja ucrtana je u nj i ovi-
snost E, od C kod konstantnog L. Labilni dijelovi navedenih nagnutih krivulja
su crtkani. Na slici lijevo vidimo, da je i krivulja ovisnosti E. od C takoder
nagnuta.

Kad bismo htjeli na opisani natin na¢i frekventnu karakteristiku, t. j. Ju
ovisnosti od ®, za svaki novi ® morali bismo crtati novu krivulju E, = f(I), $to
bi bio mu¢an posao. Medutim, moZemo postupiti na slijede¢i nacin:

Uzmimo najprije kapacitivan slucaj, t. j.

1
E=E,—EB,=I—

- Er.)
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ili
L R )

® o'C o
Analogno bi za induktivni slucaj bilo:
E _ E, I |

w ) w'C

Prema sl. 219., umjesto prijadnje krivulje E, = f(I), nacrtat ¢emo veé spome-
nutu univerzalnu krivulju, t. j.

&:w(pmax:F(I)s
)

Koja je neovisna od w. Umjesto prijaSnjeg tgp = o0’ sada ¢emo crtati zraku,
©
Ciji tangens nagiba iznosi tgp — o @ umjesto prijadnjeg konstantnog E, za
w

svaki ® vrijedit ¢e kvocijent —-. Razumije se, da ¢emo sada za svaki w,
(O]

umijesto jedne tocke M, imati drugu tocku, kroz koju ¢emo navedene zrake
povlaciti do njihovog sjecidta s krivuljom F(I). Inate nema nikakve razlike
prema prija$njem postupku. Na sl. 220. nacrtana je nagnuta frekventna karak-
teristika 7 u ovisnosti od , kod ¢ega sada struja kod © - oo konvergira prema
nuli.

Kap. podrudfe

Slika 219. Slika 220.

- Neka na$ titrajni krug ostane netaknut, te ¢emo mijenjati amplitudu na-
rinutog napona kod stalne frekvencije. Zelimo znati, kakva ¢e u svakom slucaju
biti struja po fazi i veli¢ini, a da kod toga uzmemo u obzir omski pad napona
uslijed otpora R, kao i uslijed otpora svitka R,,. Razumije se, da kod toga vri-
jede i nadalje sva prija$nja pojednostavnjenja, obzirom na to, da ¢emo struju
smatrati sinusoidalnom. Postupit ¢emo na slijedeéi nadin:

Prema sl. 221., lijevo gore, nacinit ¢emo prenosivi crte ili drvenu

napravu s dva kraka, koji medusobno zatvaraju kut, ¢iji tangens iznosi

1
wCR’
Prema tome, ako na jedan krak, koji ¢emo smjestiti u smjeru struje, nane-

; e 1
semo IR, okomica do drugog kraka iznosit ¢e I oC" Na tom drugom kraku

]_4 b, Svarc: Elektri¢ni titrajni krugovi
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oznadit ¢emo brojke, koje pokazuju doti¢ni I u Amp. Na naSoj slici nacrtani
su krakovi, na pr. za C= 10 i 20pF. To je verzorski dijagram kruga s kapa-
citetom i omskim otporom.

Na istoj slici, lijevo dolje, nacrtan je na$, veC poznati, verzorski dijagram
kruga s induktivitetom i omskim otporom svitka. I ovdje su, na doti¢nim
mjestima krivulje, napisane vrijednosti struja u Amp. Na slici, desno, vidi se
sada citav postupak. S radiusom E, ¢ija duZina odgovara amplitudi narinutog
napona, opiSemo kruZnicu, te u njeno sredidte O postavimo ishodiSte naSih

o1R _ 02R

smjer struje

N2 r
e 1Y or struj
¥ = &33)?1 = }EL sm]er-:f‘u}e_
A P, 08
08 7]
26 07 033R,, | y
o 08 a3 % smyjer struje
21
%)
" % 2 1=0,33Amp
Q
N) e
smyer Si'f‘ujé‘
QbR

Slika 221.

4

krakova. Namjestimo sada drugi verzorski dijagram tako, da je kod obaju ver-
zorskih dijagrama smjer struje — koji smo inace uzeli po volji — isti. Tada duz
kraka, na kojem je oznaena amperaZza, pomiCemo ishodiSte drugog verzorskog
dijagrama, zadrZav$i smjer struje, dok kod pomicanja ne naidemo na poloZaj,
kad je brojka na kraku ista kao i brojka oznaCena na krivulji, i to u mjestu,
gdje krivulja sijeCe kruZnicu s radiusom E. Na slici je to kod 0,33 Amp. Ta
brojka daje traZenu jalinu struje. Spojnica navedenog sjecista s O, daje verzor
napona ¥, i prema tome imamo i fazni pomak izmedu struje i napona.
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14. DJELOVANJE NARINUTOG SINUSOVOG NAPONA NA KRUG S
DVA PARALELNA OGRANKA, OD KOJIH JE JEDAN INDUKTIVAN,
A DRUGI KAPACITIVAN

a) Samo induktivni ogranak sadrZi omski otpor

«) Proucit ¢emo rezonantnu struju kruga prema sl. 222. Bududi da
kondenzatori, koji se prakti¢no upotrebljavaju, imaju malene gubitke, koji se
mogu zanemariti, to ovakva shema odgovara stvarnosti. Struja ¢e biti:

é
g ==
EZ:ab
- gdje je Z,, impedancija izmedu tocaka a i b. Dalje slijedi:
1 R,;* 4 o*L*

= o mg :—ﬁRL —JjoL+joCR} +(02L2)
L

1
R, +jw

Al m
1
/
/

+J' g .J.‘
K
8 A

N=jEwl

Slika 222, Slika 223. Slika 224.

U nadim krugovima, koje ¢emo promatrati, guSenja su slaba i radi toga
R*< o'l

Prema tome, s dopustenim zanemarenjem bit Ce:
1

zab = RL

o' L?

;
wC—

+ ( mL)

Za slucaj rezonancije, Z,, mora biti &isti omski otpor, §to znadi, da u nave-

denom izrazu mora biti:

1

W=0 = ———:

0 VL
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Tada vrijedi:

w L L
Za =Z¢1 — L . .
A= ST T GRS

Na sl. 223. nacrtan je verzorski prikaz kruga za taj slucaj.

Pomocu rezonantne struje lako mozZemo odrediti struju kod nekog dru-

; R oy . 3 :
gog . Prema sl 224. struju I, =E C—?l—’ nanijet Cemo na negativou stranu

realne osi. Nalijevo od A, nanijet ¢emo jEwC, i iz B povu¢i zraku kroz O.

- .. v W . . E . v
Gdje ta zraka sijeCe polukruznicu s promjerom R’ nalazi se vrSak verzora
L

9, Pribrojivéi k g, struju g, dobi-
vamo verzor struje J. Da je postupak
b ~% opravdan, vidi se iz slijedetega:

" Posto je, uz predpostavku da je
vy E=U+LRy  faza verzora napona jednaka nuli,

E=J,(R,+joL),

odnosno E g ol
Slika 225. Slika 226. R~ Tt

0}' 0 —J'

’ . 3 . . E -
to ¢e &, biti jedna kateta pravokutnog trokuta s hipotenuzom &> 1 pre

L
ma tome vrh verzora J, mora biti na nacrtanoj polukruZnici. Iz trokuta
O A B je vidljivo, da je
EoC EoC wl

8=, T LCR TR

Sto je tangens faznog pomaka izmedu napona i induktivne struje. Znadi, dakle,
da s G, oznaleni verzor ispunjava oba potrebna uvjeta induktivne komponente.

Kod kruga prema sl. 225., t. j. kad bi valjalo uzeti u obzir unutrasnji
otpor generatora R,, a uz istu pretpostavku kao i prije R,*<< »’L®, opet bi
u slucaju rezonancije moralo biti

Lap = Zap= CR,’
dakle, Cisti omski otpor. Rezonantna struja I, koju smo stavili u realnu os,
mora biti, naime, u fazi s E, a prema tome i s U, budu¢i da je

E—IR,=U,

$to prikazuje sl. 226. Iz istofaznosti I, s U onda slijedi ista vrijednost za 3,
kao i prije.

@) Da bismo pronasSli frekventne karakteristike kruga prema na-
vedenoj slici 225., preinaCit ¢emo prethodno izraz za 7, kako slijedi:

1 L 1

Zo= "R Y o ey R .
' ' L : M T

( ) W'”"’uc(':u o) wprtiecy
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Budu¢i da Zelimo proucavati frekventne karakteristike samo u podrudju, koje
je od prakticne vaznosti, t. j. u blizini rezonancije, gdje je
R, R,
z =~ a2
o'L* oL

to ¢e nadalje biti:

1 1
L = = %

R, . 1
maC(an +;'v)_l moC(g-l—;'v)

Y ; 1 s g g
Oznalit ¢emo izraz R,w,C = —. Izraz za struju bit Ce:

Pe
- g & B & B
TR AT 1 1 1 1 1 1 o
e, ©,C T 1 »,C | ee g
e moC(~+J'v) YRV L moednl®
PL PL
o I
o 1
1 1 oL ; %
oo - =] -
mnc Pe (1 )—I—‘Ua (i)l_l_ P
Pr Pr
Prema tome je amplituda struje:
[— Ew,C
1 2 2
1 oL v
=t |+ |
g ( . ) _+__ ,02 (__) + 7)3
Pr PL
_ Ew,C _
11
g Fioos I
("_) tory Ty
pg (.._..‘) _l__ ,vl (_) __I_ ‘U‘.'I
PL PL

wyl . g i . : :
*) R"—;— je faktor kvalitete onog serijskog kruga, §to bi ga Cinila petlja obaju ogranaka,

kad bi pod narinutim naponom postojala sama za sebe. Podrazumijevamo li, medutim, pod Ry,
omski otpor, koji u serijskoj sprezi s induktivitetom L predstavlja konkretni svitak, onda je
taj izraz i ,,faktor kvalitete svitka® kod frekvencije w, Analogno i kod kondenzatora izraz

RooC je ».faktor kvalitete kondenzatora** kod frekvencije «,, ako pod R podrazumijevamo
c Wy

omski otpor, koji u serijskoj sprezi s kapacitetom C predstavlja taj konkretni kondenzator.
Predstavimo 1i svitak, odnosno kondenzator, adekvatnim paralelnim spregama, tormule za
doti¢ne faktore kvalitete glasit ¢e recipro¢no od navedenih,
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Pad napona U bit ce:

g 1
Y= T L= - —
..... c . y
1... _1__}_ pran .95' _J' ¥ @ (Pf- +}D)
o0 o (e (L
I Pr ]
U= o -
- 1 Té e -~ — —— 2 ...i_ g T
1 o 2
Pe (_ ) + o (_) + 2 l PrL J
PL Pr

Pz-,- F_)L-
o E
T\ L\
B i | el A 2——+1
V(Pg) [(PL) 1 ] e ¢ PL J
! U

Ind, =— | —=Kap.

7N

7] v 0 v

SL. 227. prikazuje frekventne karakteristike za struju I i napon U. Kod
‘prve  konkavnes¢ krivulje, obratno nego kod serijske ,konveksne«, za
9 < 0 struja je induktivna, a za » > 0 kapacitivna.

y) Sada ¢emo promotriti granicne s lu¢ajeve frekventnih karakteri-

istika. Neka je R, =0, odnosno L: 0. Iz prednjih jednadzbi slijedi:

g

————
I = —_B"_E_a—_—_— = E(&)OCV (1—') |- v

Pr
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U sludaju rezonancije, t. j. kod » = 0, slijedi:

R, CR,
L~ G

I, =Ew,C T

Napon U = E. Frekventne karakteristike pokazuje sl. 228.

Neka je R,>, odnosno i‘:‘}

; . V2 g 1 . ;
U formuli za § u nazivniku moZemo prema — zanemariti ostale veli-

Pe
¢ine, koje su niZeg reda, te pisati:

g 89C _ g0,C _ €

1 RcoC R
Pe

t. j. konstantno.

U: - S — ——

E 1
R

Bocl()re o c]/( )+o

Frekventne karaktenstlke prikazane su na sl. 229. U rezonanciji kod » = 0,
bit ce:

1 oL &
U = ‘[o 0 — Iu ]
»,C R, CR,
§to je vec poznato.
u
/ S
u
\ E
I
£
L
/I 0 v gt v 0 v
Slika 228. Slika 229.

Kod drugog slucaja, t. j. R,>, treba upozoriti na slijede¢i idejni nedo-
statak, koji je nastao uslijed zanemarenja u izrazu za struju. Budu¢i da smo

dobili, da je I = -§-~, to bi slijedilo, da je g R, = &, odnosno uvijek bi bilo

g
U = 0. Medutim, tocno vrijedi jednadzba IR, + U = ¢ s time, da frekventna
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karakteristika struje uistinu egzaktno nije pravac, nego kao i prije uleknuta
krivulja — iako vrlo slabo, tako, da je u rezonanciji amplituda I R, omskog
pada napona najmanja. Uslijed toga, tada je amplituda U najveCa, usprkos
toga, §to se u rezonanciji J, R, i U sastavljaju algebarski u napon ¥, a izvan
rezonancije to se zbiva verzorski, §to pogoduje, da amplituda U ispadne veca.

Jo$ je jedna stvar od vaZnosti. Uslijed toga $to je R, zanemareno prema
o'L? kao i zbog drugih pribliznosti tokom dedukcije, rezonantna struja ispala
je ujedno i najmanja struja. Medutim, kod to¢nog postupka to ne bi bilo tako,
nego bi najmanja struja nastala kod nesto vece frekvencije, nego Sto je rezo-
nantna, i prema tome imala bi kapacitivni pomak prema narinutom naponu,
koji bi pomak zavisio od veli¢ine R, i R;.

8) Prividni faktori kvalitete p, i p,. Faktor kvalitete serijskog

131L e : : 3 X
kruga P o je karakteristicna veliCina, koja karakterizira glavna svojstva

tog kruga, t. j. oStrinu rezonancije i rezonantno nadviSenje. Ta su svojstva
— kako znamo — implicitno sadrzana i u Ccinjenici, da je nesklad na grani-

: Ry

_~ [

- - Twyl

; T W
L. 2.4f'——-cpi 0 ﬁ,

o -

b

Slika 230. ‘ Slika 231.

cama Sirine pojasa jednak recipro¢nom faktoru Kkvalitete. Strujna i naponska
karakteristika sadasnjeg kruga kvalitativno su istovrsne krivulje kao 1 serijska
frekventna karakteristika, samo je strujna karakteristika sada obrnuta, t. j. kon-
kavna. Da bismo sve te krivulje, t. j. onu serijsku, kao i ove sadasnje, mogli
ocijeniti s jednog jedinstvenog stanoviSta, potrebno je, da glavna svojstva
sada$njih krivulja izrazimo adekvatnim veli¢inama, koje ¢emo analogno nazvati
»prividnim faktorima kvalitete« p,, odnosno pg,. Te ¢emo veli¢ine saznati na
temelju navedene Cinjenice, koju, naravno, radi istovrsnosti krivulja smijemo
primijeniti, t. j. da je nesklad na granicama Sirine pojasa ‘jednak recipro¢nom
prividnom faktoru kvalitete. Za strujnu karakteristiku to ¢e biti kod I = IDV2,

U
a za naponsku kod U = v—_i
2
Ako smo verzor napona stavili u realnu os, opleniti izraz za rezonantnu
struju glasit Ce:
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Prema tome je:

1
—=
_1 o ] Pg PL ~
Y ] 2 2
1 oL
E—" + = 1 f; + 112
g (__)__!_wﬁ (__')—i_'vz
Pr Pr
1 2
LT
LR S
I, 1 2 2
1 n o v
PRaEe R M IO
)] 1)+
PL Pr
Kod el |/ 2, bit ¢e +ov= : s time, da vrijedi onaj predznak s kojim je
I

—  pozitivno. Rad1 toga je:
Pr

I 2
(ﬂé) P (?ii)_ o
I 1 E 1 2

D -—

1 P Pr
- S— . T— 2
1\? 14?2 1A% 142
Pg (‘ 0 ‘) _}— (_) (H—) + (m)
PL Pr PL Ps

S neSto raCunanja iz ovoga slijedi:

L1\
o1 (11
]/ + Pz PL (PgPL)

Iz ove jednadibe dobit ¢emo upotrebljive vrijednosti samo onda, ako je izraz
pod korijenom pozitivan, t. j.

2
1 21 l — (_1_{) =0,
Pe PL Pe P

L <0, (112).

vE

Minus ne dolazi u obzir, jer kako nema negativnih parametara u krugu, ni
pr» kao ni p,, ne moZe biti negativno. Radi toga slijedi:

2, < 241p,,

Pe
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odnosno
ooaL

R,0,C s 2413

L
ili R,< 2,41 —--
Prema tome, ako Korijen u nazivniku u izrazu za -—— postaje jednak nuli, onda
1 ; - . ; EE . .
— postaje neizmjerno, dakle, u tom slucaju bi tek kod neizmjerno velikog

I o
nesklada v, struja poprimila vrijednost IDV2. To znadi, da se struja ne pove-
éava ako izademo iz rezonancije, nego da prakti¢no ostaje konstantna. To

vrijedi tim viSe, ako korijen, te prema tome i . postaje imaginarno. Kod
1 i !
— =0 postaje
Pe
1 1 R L
— = =2, odnosno p,= Do
Pr PL moL RL
_ . : 1
S1. 230. pokazuje ovisnost ™ od
I
11
B
fopp0,C
Analogno ¢emo postupiti za e Rezonantni pad napona U, bit ce:
L1
E E
 f P S =

1 ”(1)2 ] 11
- S e BT
(F&); (P_) [_P_L i TR
U 1 1 3
(_.‘- --+1)

Kod U:—UT" bit ¢e + -v:-l—. Prema tome je:

Pu

iy 1y’ 11
o (T (o282
oY e NP Pr Po/ 1 Pefr  _ 9
A T |
V2 .(Pg P T l)

2(1——1-}—1)—2 l—l-*--l 1
!_ o C\Pe P Pz Pu . (_1_) _

Pr,
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1\’/1)\° 11 1 1.
e ) Mo et 1
_R‘___.F f— g L = — == — y— -~

(i) i PL+Pg PL(1+PLP£)

Pe Pe

L

_._1 1+mDL 1 __i n R, C
PL( R, Rgmoc) PL R,

Kod R, = oo postaje P—l—z pi’ a kod R,=0 postaje «. Sl. 231. prikazuje
U L
ovisnost — od R,.
Pu

Iz prednjeg vidimo, da je kod R,= 0 faktor kvalitete za strujnu karakte-
ristiku najveci, i upravo jednak najve¢em faktoru kvalitete za naponsku karak-
: e G e e % . L TR
teristiku, koji se ali pojavljuje kod R, = oo, t. j. }E— Iz ovoga slijedi, kod
L
promjena R,, da svaku S$irinu pojasa, koju moZemo posti¢i prema izvjesnoj
sstrujnoj karakteristici, moZzemo posti¢i i prema odredenoj, njoj obrnuto jedna-
koj, naponskoj karakteristici.

-
&2
n
B
n
=

2
3 \/
P — e 4 Ry

7] v

<
<

' Slika 232.

¢) Istrazit ¢emo sada Sirinu pojasa, i to najprije za struju, t. j.
7elimo saznati pojas frekvencija izmedu obiju struja IDV 2 . Na mjestu, gdje je

I =1,|2 uzevsi negativni v,, vrijednost e s —, tj.
\ I

I S L e I o L
0, 0, 2m)'f.f, 1ot

_ GG h 20 —h) 20— ),
L, - L £,
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Analogno bi bilo za pozitivni v, kod ®,, odnosno f,, t. j.

L _(h+f)(—F) _ 20, —1)

o: 1.1, L

Iz obiju prednjih formula slijedi:

1 _G=h+th—f) _fL—h _ Ak

1 fn fn fo ’

odnosno
af =
T

Sirina pojasa frekvencija Af, izmedu obiju vrijednosti U = !_2‘! dobila bi

o ocx . . . 1 . 2]
se na potpuno isti nacin, s time, da bi umjesto — valjalo uvrstiti —-

Pr Pu
Tada bismo dobili, da je:

L
K e 0
Jo Pu

Sl. 232. prikazuje pripadne frekventne karakteristike za struju I i napon U
oznatene istim brojem, ako se mijenja R,, pocevdi od nule do veoma velike
vrijednosti. .
b) Oba ogranka sadrZe omski otpor

®) Rezonantna struja kod nejednakih omskih otpora. Prema
sl. 233. bit ce:

1 1
I=I+I.=%¢ (k;—-im e -'—"*-*-—l*—) =

Re joC
|
" R,—joL c T wC
a R+ o*L? " 1
RC +mﬂcﬂ

Ako imaginarni dio izraza postane jednak nuli, onda ¢e &g biti u fazi s g 1
govorit éemo o rezonantnoj struji. Tada ¢e, dakle, biti:

J
—Jjol owC N
Rivorr T 1 "
R+ e

Ako kod prvog adenda brojnik i nazivnik podijelimo, a kod drugog pomnoZimo
s w, bit ¢e kod v =0, ili ® = =

s
R:-JL . Cl =0
L 2 2
a tol Rootmm



221

——, a u slu¢aju ® = oo, bila bi g .
R, R,

Medutim, te dviie rezonantne struic nazvat Cemo ,,rezonantnim stluiama u
Sirem smislus, jer u sluCaju postojanja jedne ili druge takve stru;e nisu po-

trebna oba ogranka, nego samo jedan, dakle, prazni ogranak moZe se naprosto

U slucaju w =0, bila bi struja g, =

5 3
Zcfﬂ
I Te T
Re Re oo
W
)
[ L c Ig-
T il
Re
*.] 0 _J'
Slika 233. ° Shika 234.

odbaciti, te bismo tada jednom imali serijski krug s R, i L, drugi put s R, i C.
»Rezonantnu struju u uZem smislu¢ nazvat ¢emo onu struju, kod koje u obim
granama teku komponentne struje, dakle, kad je J = T+ Twe kod Cega
su Gy 1 e razliciti od nule. S indeksom (0) oznalili smo pripadnost
komponenata rezonantnoj rezultanti.

Imaginarni dio naSe jednadZbe nakon kradenja s j, moZemo pisati:

2 1 2
¢ + MEIJ_SC_ SLC (R o ‘L ) 0.
1 1 /R4 oL? §
WC wC ( oL ) &' =0,
1 R, + o L2 R.? 4 o°L? .
wC~ 2oL = V( 2L ) R
odnosno rijeSeno po o: '
R
0 = el g
B CLR—L*

Minus pred korijenom smo izostavili, jer frekvencije brojimo samo pozitivno.
Ukoliko bi ® ispalo imaginarno, ne bi uopée postojala ,,rezonantna struja u
uzem smisluc. Sl. 234. prikazuje verzorske dijagrame svih komponentnih
induktivnih i kapacitivnih struja kod ¢ =E, t. j. s fazom jednako nuli.
Medutim, ako je ® iz gornje formule realno, onda bi rezonantnu struju u
uzem smislu dobili uz taj © s

R, . Ry \,
R} 4 o*L? |

1
R, + w* C?

g, =8
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odnosno, jer je tada prema uvjetu rezonanciie

I AL oLt
Ré+oe= ch ’
to slijedi:
R, +R,0'LC

To= 6 Ry oL
B) Rezonantna struja u slucaju jednakih omskih otpora.
Prema tome je
R

R,=R,= 5

Obje ,rezonantne struje u $irem smislu« kod ® =0, odnosno @ = co, zado-
bivaju istu vrijednost, jer je

& & _2¢ .

T 0 =
S R je oznaten omski otpor petlje obaju ogranaka.

Da saznamo ,rezonantnu struju u uzem smislu¢ moramo naci rjeSenje
opéeg rezonantnog uvjeta, koji smo naveli prije, t. j.:

R * 2re . R ’ 2re ’ -
L {g) e )+ (%)
+ _— —_— =

wC  20L 2oL 2
2 2 - 2 2 2
%-—-1—0)21,3 -I:——msz Ij +- e* L —R——-—-m L
=~ 2eL T/ | 26 |7 26L T zaL

Iz ovoga slijedi, ako vrijedi minus

odnosno s analognom oznakom prema serijskom krugu
1
VZC

Ta frekvencija ¢e, uz izvjestan L i C, uvijek postojati.

[ —

Drugo rjeSenje slijedi, ako vrijedi plus, t. j.

1 R . 1 _(RY
wC~ 4oL ' ILCT _21")'

To bi bilo, ako promatramo samo petlju, $to je Cine oba ogranka prema
sl. 235., grani¢no aperiodi¢ki slucaj toga serijskog kruga, t. j. o, = = 3.
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Osim toga dobiveno rjeSenje moZe se jo$ pisati:

R_-Tﬂi it Lg/E
2 VT 3 RUVET®

Upada u odi, da se kod ovog rjeSenja ukida w, dakle & moZe poprimiti
bilo koju vrijednost, a da struja ostane i dalje rezonantna. Taj se naroditi
slucaj, koji ¢e, naravno, postojati samo kod navedenog rasporeda parametara,
zove yotporni¢ka rezonancija«.*) Medutim, taj se slucaj nikako ne kosi
ni s prvom navedenom alternativom, jer kako ¢e struja biti sada rezonantna
kod svakog ®, biti ¢e dosljedno i kod

1
(1) — —
Y NIC
AE
.jﬂ
::Jé g’ ,//"_z‘z-\«x
P2 v RN
L 4o :
L] \g
1 g_l_?_ o
vic 2L 0\‘ o
+j g o -
Slika 235. Slika 236.

Vrijednost rezonantne struje dobit ¢emo, ako u formuli za slucaj nejed-
nakih omskih otpora uvedemo

R
R,=Ry=5
t. j
R
R o Rowe Rasn
2 T I
'-C]n — é’ R T — (é’ “-_E?-“ = _Il_ — g TR 1.___ iy

T L 28

-~ RESTE I

*) Krug se, naime, opéenito ponasa kao da sadrZi samo omski otpor.
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Kako vidimo, struja otpornike rezonancije ima istu vrijednost kao i
rezonantne struje u $irem smislu, $to je i razumljivo, jer te struje postoje kod
svakog moguéeg rasporeda parametara, dakle, i kod otporni¢ke rezonancije, u
kom je pak slu¢aju struja uvijek ista, bez obzira na .

Komponentne struje kod prvog slu¢aja rezonancije, t. j. uz o, bit ce:

._C](n)l, TR oy T R e ety
: ] R 1/L
. S - S S
T e = R, 1 R . =R 2
2 Tje,c It T

Iz gornjega slijedi, da je Iy, = Ipys verzori su simetri¢ni obzirom na &, a

njihovi vrici nalaze se na obim polukruZnicama promjera _R_é, Stavimo i ¥ u

realnu os, to ¢e verzorski prikaz biti prema sl. 236., gdje su nacrtana dva
rezonantna slucaja za dvije razli¢ite kombinacije L i C, uz isti R. Najveca
moguéa rezonantna struja bit ¢e kod L0, ili C— oo, ili L0, uz isto-

. . . ., 4E
dobno C-— oo, dakle kod p =0, i iznosit Ce R
-~
-
E ) £
I;--‘g ;',,g-‘_:
.. & S
R i - \\
‘ ‘\__‘- ‘X \\‘ W\
2E .
R ¥ (_)-u -
o o '3\
0‘,‘ /T
, ; *J 0 J + 0 -
% 0 7 { / y
Slika 237. Slika 238. Slika 239.

Najmanja moguéa rezonantna struja bit ¢e kod L-—»co, ili C-0, ili
L— oo, uz istodobno C—0, dakle, kod p = co, i iznosit ¢e nula.

1 . . > G
Struja kod p= —, t. j. kod otporni¢ke rezonancije kod nepromjenjenog
P=3

R, nalazit ¢ée se, prema tome, upravo u sredini izmedu maksimalne i mini-
malne rezonantne struje, $to prikazuje sl. 237.
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Vidimo, dakle, da je izraz kod p = djeliSnica rezonantnih struja, i to

ne samo po n)lhOVO] vehcn'u, nego — kako ¢emo kasm]e saznati — 1 po
njihovom znatenju prema svim drugim nerezonantnim strujama.

Komponentne struje u slucaju otpornicke rezonancije, t. j. kod 5=

&l AL on .
=]/E" odnosno C = R bit Ce:

, ]
T oL="p —
—+4JjolL
2
g é g B % B gjoL
O¢—"R 1 R 1 ~ R R l—_R( R)
I = LG e Sy ==, o L -
>tiec 27 4 2Vajer 2V +3
J O
R
2 . '
= -ﬁj O)Lg )L
-
é’- -:édw
L P ¥ .\:,%
O ab-gb-
e b
ot ot 38 O‘; 4
AN
._%bj‘\p QJ( %@»
o Y )
0
Slika 240. Slika 241.

Iz ovoga slijedi, da su sada prema sl. 238. komponentne struje medusobno
okomite, i radi toga je razumljivo, da je uzev$i & = E njihova rezultanta uvijek

jednaka -ZR—E. Medusobno okomite komponente, koje bi ispunjavale i uvjet

medusobne simetrije, dakle, i uvjet za prvu alternativu rezonancije, prikazane
su na sl. 239. Kako je i tamo g = E, bit Ce:

E E

g ML=y - == e —
R R L
—+ gL Al I/ s

15 B. Svarc: Elektri¢ni titrajni krugovi
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Budu¢i da fazni kut izmedu struje i napona 1znosi e apsolutne vrijednosti

realnog i imaginarnog dijela kompleksnog otpora moraju biti medusobno jed-

_ . R /L ’ ; ; s .
nake, t. j. il s §to je, medutim, uvjet otpornicke rezonancije.
=

Ako bismo prema sl. 240. izmijenili redoslijed parametara u jednoj grani,

dobili bismo Maxwellov most. Uz uvjet, da je 5 =l 5> bit ¢e komponentne
struje 9w 1 J'e¢ — kako znamo — medusobno uvijek okomite, i most

¢e tada biti uvijek u ravnoteZi. Sl. 241. pokazuje verzorski prikaz, te je
prema njemu vidljivo, da su tocke M i N na istom potencijalu.

Uvjet za ravnoteZu mosta upravo je okomicnost struja J ‘oL 1 ' oo
jer se tada trokuti, koji su sastavljeni iz padova napona i narinutog napona,
kao pravokutni trokuti s istom hipotenuzom i jednakim o$trim kutovima, me-
dusobno pokrivaju.

Medutim, da bi struje bile medusobno okomite, nije bezuvjetno potrebno,
da oba omska otpora budu jednaka. Ako je njihov odnos prema jednadZzbi

L ; s A . :
R, R,;= ok onda je okomicnost ve¢ postignuta. Tada imamo uz ¥ = E:

E E . E ;
g, = i PRy . —

1 i 1
Ret+ioe R®RCVjec

5
C

Prema tome, i u tom slutaju kod svakog & postoji okomicnost struja &, i T
dakle, i ravnoteZa mosta. Razlika prema mostu s jednakim omskim otporima
sastojala bi se u tome, $to sada vanjska struja I = I, J, nije konstantna,
nego se mijenja sa svakim ,i ima prema naponu izvjestan fazni pomak, dok

; ; ; ; . e ., 28

je kod mosta s jednakim omskim otporima Konstantna, t. J. R s fazom nula.
) Promotrit éemo sada sve moguce verzorske dijagrame struja

kod jednakih omskih otpora. Do sada smo se, naime, bavili samo

rezonantnim strujama, a sada ¢emo prouciti i ostale nerezonantne struje, koje
nastaju pod raznim okolnostima.

Opéeniti izraz za struju glasi, kako je ve¢ poznato,

1 1 | 1
] £ S v I SR S AN I
3 T 2 T7eC 2 T8y, 2 T weCo,
. 1 1 B 1 1 B
 E S S ey ¢ S S
- t+180, B Jqé'z “'-2"“"‘.? 0 e A
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E i) E-ED

Ako taj izraz pomnozimo sa
ViVt

)72Vt

- 'E RVE—}-j(z#L) B
Vo o e )

Ako uvedemo V% = aq, te (zu— —l—) — p, dobivamo:

P

dobivamo:

Ra-+jov
R'a*+2jRav -+ 4’

g=4%a

odnosno ako prodirimo nazivnik s »° —9° bit ¢e u nazivniku kvadrat brojnika
plus 2* - 4. Radi toga je, konatno:

Ra-{—w + v +4

Ra+;*v

Ako u ovu formulu stavimo » =0, dobit ¢emo na$§ poznati izraz za
rezonantnu struju.

Kako vidimo, uvodenjem odnosa a = V%, smanjili smo broj promjen-

ljivih veli¢ina od cetiri na tri, t. j. R,a i v, ili 2, jer sa 2 moZemo izraziti v.
Mi ¢emo proudavati verzorske dijagrame struja na tri nacina i to 1.) kod ne-
promjenljivog R, mijenjaju¢i 2 od 0 do oo, uz &vrsti a, a, a, i t. d. izatim
miienjaiuéi a od 0 do oo, uz Cvrsti 2, 2, 2, i t. d. 2.) kod neprom}enl;wog
a, mijenjaju¢i 2 od 0 do oo, uz Evrsti R1 R,, R, it d,izatim, muen]ajum
R od 0 do co, uz Cvrsti 2, 2,, 2, i t. d. 3.) kod neprom]cnljlvog 2 mije-
njajuéi a od 0 do co, uz Evrsti K. R R, i t. d., i zatim, mijenjaju¢i R od

0 do oo, uz Cvrsti a, a, a, it. d.

Kod svakog od ta tri nalina dobit ¢emo, prema navedenom, po dva
jata krivulja, koja, poloZena na crteZu jedno preko drugoga, daju svako rjeSenje,
koje zadovoljava za dvije povoljno odabrane veli¢ine, ali tre¢a veli¢ina je kod
toga za Citav crteZ uvijek ista. Znali, dakle, kad bismo htjeli pronaéi struju za
svaku povoljnu kombinaciju svih triju veli¢ina, t. j. da rjeSenje kruga bude
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univerzalno, trebali bismo neizmjerno mnogo crtéza. Medutim, kasnije ¢emo poka-
zati moguénost takvog univerzalnog rjeSenja na samo jednom crteZzu uz dva
jata Kkrivulja.

Zbog lak$eg promatranja, prednju formulu ¢emo malo preinaciti. ProSirit
¢emo brojnik dodavanjem i istovremenim odbijanjem istog broja, t. j.

Ra .. . 2 R 2
g — 484 Ra+jv  4%a 2 4 Ra ' 2 Ra _
J = R'& +2Rajv+4 2Ra’. Ra . 2
2 TI'T Ra
Ra 2
2¢ "2 Ra
=R 1+W'2" jre
2 TRa T/

Budu¢i da napon stavljamo obi¢no u realnu os, pisat ¢emo E umjesto &.

Jv(za v>0) =~— | —+= jv (2a v<0)

|

(—kzg' = fzg) Jje pozilivno

odnosno Ra>2

1 (&1“2_)
Ra, 2 ,: 2 Ra
- EE*J”\
Ra 2
/ N\ 2
_ T
2 Ra Slika 242.
b 0 -

Drugi adend u zagradi ima kod 2 =0, uz Ra - oo, ekstremnu vrijed-
dnost 1, dok kod © =0, uz Ra—0, ima ekstremnu vrijednost — 1. Znaci da
tada nastupaju uz ¢vrsti R i ekstremne vrijednosti svih struja, koje su ujedno i

P g . 4E
ekstremne rezonantne vrijednosti, t. j. R odnosno 0.

1) Prvi slucaj: R se ne mijenja, Kod nekog ¢vrstog a,, a, a,
i t. d. mijenjamo z od 0 do oo, odnosno » od —co do -+ co.

Drugi adend u zagradi navedene formule predstavija inverziju pravca

{Ra 2 . . . . : ¢ ..
5 -+ Ra + 7o), t. j. kruZnicu, s time, da se svaka invertirana vrijednost

- b4 v . . . . . Ra 2 W 4 .
jo§ mnozi s istim brojem, t. j. s (—2__"}_27)’ dakle, zadrZava isti kut, a
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kako se sve vrijednosti mnoZe istim faktorom, znadi, da opet dobivamo kruz-

nicu prema sl. 242. Kod toga smo pretpostavili, da je (825_%3_) pozitivno,
odnosno
Ra:RV%—=-é—>2 ili p<—é--

TocCka kruznice, oznatena s A, odgovara » =0, dakle, rezonanciji u uZem
smislu. Tockama kruZnice treba pribrojiti 1, §to znadi da kruZnicu treba podiéi

. . . T w8 2E »
za 1 iznad imaginarne osi i onda sve pomnoZiti s R te tako dobivamo sl. 243.

Jvilza v20) =— = jviza veg)

(% - 42) se negativre ‘
odnosno Ra <2 |

Slika 243. Slika 244,

*

Toctka A" odgovara toki A, t. j. rezonanciji u uZem smislu. Vidimo, da
je ovdje rezonantna struja u uZem smislu najveta moguda struja. U opoziciji
od A’ nalazi se totka B, koja pokazuje rezonantnu struju u Sirem smislu

=2 koja je sada najmanja moguca struja. Totka C oznaluje neku nerezo-

T

Kod Ra =2, odnosno p = -1—, vrijednost drugog adenda u zagradi uvijek
=3

je nula, i prema tome kruZnica je degenerirala u jednu tocku, odnosno vrijed-

nantnu struju kod povoljnog © ==

nost svih struja jednaka je R §to znaci, da postoji otporni¢ka rezonancija.

Kod nekog drugog Ra < 2, odnosno p > é—, postaje (%1'—};2;) nega-

tivno. To zna¢i, da mnozimo invertirane vrijednosti to¢aka pravca s negativ-
nim faktorom, i prema tome je kruZnica, koja predstavlja drugi adend u
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zagradi, postala negativna (prema sl. 244.). Daljnje operacije su iste kao i prije,

t. j. pribraja se 1 1 mnoZi s gé-, tec dobivamo sl. 245. Ovdje je rezonantna

struja u uzem smislu najmanja moguca struja, a njoj u opoziciji je rezonantna

Slika 245. Slika 246.

struja u $irem smislu, koja je sada najveta struja. Imamo, dakle, dva podrucja,
1 . . o . . ’ ’ .

£ 3. 0 s kad je rezonantna struja u uZem smislu najveCa moguca struja,
\ 1 ; ; :

te zatim p > 50 kad je najmanja

moguca struja. Djelinica tih dvaju
podrudja je otpornicka rezonancija.

Na taj racin dobili bismo prvo
jato krivulja, koje su, kako vidimo,
kruznice. Drugo jato dobili bismo,
ako kod nekog Cvrstog 2, 2,, 2,1 t.d.
i v, v, v, i t. d.) mijenjamo
a od 0 do oo. Sl 246. prikazuje
dvije takve krivulje.

Imo”

Oba jata, poloZena jedno na
drugo, pokazuje sl. 247. UneSena
je struja kod Ra = 1,5, te z = 1,6,
a na istom krugu Ra = 1,5, koji
je i posebno nacrtan, vidi se smjer
porasta 2 od 0 do . Ako vrijed-
nosti amplituda unesemo u koor-
dinatni sistem u ovisnosti od 2,
dobivamo sl. 248. ' Slika 247.
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Kod Ra>2 struje su kod 2<<1 Kkapacitivne, a kod 2> 1 induktivne,
dok je kod Ra <2 obrnuto, t. j. kod 2<1 su induktivne, a kod z >1 su
kapacitivne.

R . . (R 1 " 5 R :
Izraze (§~ -+ _7mL) i (— +ﬁof) mozemo pisati kao (7 -+ jszL) i

R 1 R . 1/L\. (R 13/L
(?—}-ﬁw-;ﬁ),odnosno kao (?—I—} z]/b—) 1 (?—J-}-.;l/a—).l(od Ra—c,

t.j.L—0 ili C— oo, ili ako oboje vrijedi, imaginarni adendi za oo ~ 2 ~ 0 iznosit
o=

Kod Ra~0, t j. kod L— o ili C—0, ili ako oboje vrijedi, imaginarni
adendi za oo > 2z > 0 postat ¢e neizmjerno veliki, i prema tome ée vanjska
struja imati vrijednost nula.

¢e nula, i prema tome ¢e vanjska struja imati vrijednost

R=4,68
Rag-=oo

kap. ind.

Ra=2p

£~
[

5 ! Ra=1

Ra=2

Slika 248.

i Ra-=(

ToCka oznacena s Ra =2 u sl. 247. nije sjeci$te svih krivulja konstant-
noga z (osim 2 =0 i 2= o) s kruZnicama konstantnoga Ra, nego je ,,izvors
iz kojega obostrano ,izviru« krivulje konstantnoga z. Ona je, medutim, ipak
sjeciSte svih krivulja konstantnoga z s onom kruZnicom, koja je i sama
degenerirala u to¢ku, t. j. za Ra=2, odnosno za otporni¢ku rezonanciju.

~ Treba jo§ objasniti konturnu kruZnicu Ra—oco, te Ra—0. Izraz
R E—’ kod nepromjenljivog R==0 ide prema oo kod C—oce, ili L0, ili ako

vrijedi oboje. Kod C-—>co bio bi I, uvijek u fazi s naponom i jednak

2E . : o £
=’ dok bi se vr$ak od J , nalazio na polukruZnici prema sl. 249., lijevo. Prema
tome, vrsak od J nalazi se na gornjoj polukruZnici. Pritom je o, = ﬁ-——_—»fo,

Q
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2 A
odnosno z = -:}— — o0. Kod L0 je J,= TQE’ dok se vr$ak od g, nalazi na

n - - . - . .
polukruZnici prema istoj slici, desno. Pritom je ©,— co, odnosno z—0. Tocka
A vrijedi za C— oo, uz istodobno L—0.

1zraz RV? ide prema nuli kod C—0, ili L - oo, ili ako vrijedi oboje.

Kod C—0 je J,=0, te imamo samo ¢ ,= J prema sl. 250., lijevo. Pritom

i
!

2k
R

L

..J'

N
i -

& o

Slika 249. Slika 250.

je » —>co, odnosno z—0. Kod L-»co imamo samo I o= prema istoj
slici, desno. Pritom je ®,—0, odnosno z—> co. TocCka 0 vrijedi za C—0, uz
istodobno L — oo.

¢ 1/nC

Pojedini krug vrijedi za neki Cvrsii a = T =Var U prvom slucaju
. 1 1 . ;
je v,=———> a u drugom ———— — “  Prema tome bismo u koordinatnom
yCL n\|CL n
sistemu, u ovisnosti od kruZne frekvencije, dobili za oba sluCaja dijagrame
prema sl. 251, t. j. u drugom
slu¢aju nastupaju iste vrijednosti
I !
: kod 0’:’, kao u prvom slucaju kod
0,
& Na sl. 247. nismo bili sa-

svim dosljedni, jer smo KkruZnice
umjesto s a oznacili s Ra, no
kod toga je uzeto, da se veli¢ina
— R a mijenja radi promjene veliCine
a, dok je R uvijek isti. Medutim,
Slika 251. ako bismo strujuizrazili u iznosima

1

|

I

i
Wz

n

% za bilo koji R, t. j. ako je reduciramo na tu vrijednost, onda nas verzor-

ski dijagram postaje univerzalan, jer tako reducirana struja zavisi o umnosku
Ra i v.
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2.) Drugi slucaj: a se ne mijenja. Kod nekog ¢vrstog R, R,
R, i t. d. mijenjamo z od 0 do oo, odnosno » od — oo do -+ co.

Izraz u zagradi naSe preuredene formule dat ¢e potpuno istu sliku kao
kod slucaja 1.), dakle, snop kruZnica vezanih u to¢ki vrijednosti 1 iznad isho-
dista. Kruznice za Ra > 2, imat ¢e to¢ku za v = 0 iznad te totke 1, a mak-
simalna vrijednost to¢ke za » =0 iznosi 2. KruZnice za Ra < 2 imat ¢e tocku
za v =0 ispod totke 1, a minimalna vrijednost tolke za v =0 je 0.

-—-_._.___“-4_3____“‘-

smyer £

|
|

010

Slika 252.

; g 5 2E ; -
Medutim, kod mnoZenja s faktorom R’ nastupa razlika prema sludaju

1.). Dok su se tamo sve kruZnice mnozile s istim faktorom, jer je R bio
nepromjenljiv, sada se svaka kruZnica mnoZi sa svojim pripadnim faktorom

2E 2E 2E . - v @ g : -
R’ R’ R\ t. d., te prema tome viSe ne ostaje ista slika vezanih kruZnica
1 2 3

u jednoj tocki u drugom mjerilu, nego se te kruZnice sada razaspu kako to
pokazuje sl. 252. KruZnice za Ra <2 leZe jedna unutar druge, a posljednja
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je ona za Ra=2, koja je degenerirala u toCku Ea = % , budu¢i da je tada

_CH 2 w . W . . . X3
855 Y o igg To¢ka za rezonantnu struju u uZem smislu je najniza tocka,

a totka za rezonantnu struju u S$irem smislu je njena opoziciona, t. j. najvisa
to¢ka kruZnice. Na slici nacrtan je kod kruga Ra = 1,29 smjer ophoda od
z2=0 do 2= =, te oznalene tocke za 2=0, 0,3, 0,8, 1, 3, 8 i co.

/ a=01298"

N
-l

-J
Slika 253. Slika 254,

Krunice za Ra>2 nalaze se sve ispod totke Ea, i nisu jedna u
drugoj. Njihova najvia totka je rezonantna struja u uzem smislu, a njoj u
opoziciji je najniZa to¢ka, t. j. rezonantna struja u Sirem smislu. Ovdje dobro
vidimo, da iako rezonantne struje u $irem smislu postoje kod svakog Ra, to kod
svakog Ra ne postoji ujedno i otpornitka rezonancija, nego samo kod Ra = 2.
U slucaju 1.) nije ta ¢injenica tako uotljiva, ba$ zbog toga, Sto je snop kruz-
nica vezan u jednoj tolki, i zato smo tamo naglasili, da je ta toCka ,izvor<,
t. j. da tamo sve krivulje z ne sijeku kruZnice, osim jedne kruZnice, koja je
degenerirala u tocku.

Sa strane je u uveéanom mjerilu nacrtan krug za Ra = 2,58, koji zbog
prenatrpanosti nije na glavnoj slici oznaten brojem, da bi se vidio isti smjer
ophoda kao i prije, pocevsi od 2 =0 do 2 = co.

Drugo jato krivulja dobili bismo, ako kod ¢vrstog 2,, 2,, 2, i t. d. mijenjamo
R od 0 do . I to je jato vidljivo u gornjoj slici. Dvije krivulje konstantnog z,
za izvjestan a, zasebno su nacrtane na sl. 253. Sve te krivulje konstantnoga 2
sijeku se, naravno, u tocki otpornicke rezonancije, koja ih dijeli u dva podrudja.
Puno izvuceni dio tih krivulja sije¢e kruZnice za Ra < 2, a crtkani dio kruz-
nice za Ra > 2. Medutim, kako se to naroc¢ito -dobro vidi na ve¢ spomenutom
uveéanom crtezu za Ra — 2,58 na sl. 252., taj dio linija konstantnoga z sijeCe
svaku pripadnu kruznicu dvaput. Unato¢ tome, ne moZe do¢i do zabune koje
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sjeciSte vrijedi, jer uz logi¢ni smjer ophoda, koji se nadaje sam od sebe, toc¢ke
moraju slijediti u progresivnom slijedu — kod nas je taj slijed 0, 0,3, 0,8,

1, 3, 8, .

Na sl. 254, prikazane su u koordinatnom sistemu amplitude struja u
ovisnosti od 2, za neke vrijednosti Ra prema sl. 252.

Slika 255.

=2£"™

Ovaj verzorski dijagram ne moZe

jedan z.

2
B,

Ako analogno kao kod ver-
zorskog dijagrama u prethodnoj
to¢ki kod sadasnjeg verzorskog di-
jagrama na sl. 252. struju izrazimo
u iznosima veli¢ine Ea, onda i taj
verzorski dijagram postaje univer-
zalan, jer tako reducirana struja
zavisi o umnoSku Ra i v.

3.) Trec¢i slucaj: 2, od-
nosno v, ne mijenja se. Kod
¢vrstog R, R, R, i t. d. mije-
njamo a od 0 do oo, a zatim kod
¢vrstog a,, a, a, i t. d. mijenja-
mo R od 0 do o. Obje vrste
krivulja, koje su nam vel poznate
kod prijasnjih slucajeva, vidimo
na sl 255, 1ito za =16 (&
=9 =1).

Ovdje su rezonantne samo
one struje, kod kojih je Ra= 2, t. j,
kad nastupa otpornicka rezonan-
cija, koja daje rezonantnu struju
za svaki nesklad. Prema tome, ne
¢e na pr. tocka B vrijediti za
a2=2Q'*1 i R,=2Q, nego za
a,=2Q7" i R, =1Q, dok ée za
a,=2Q7" i R, =2Q vrijediti
tocka D.

biti univerzalan, jer vrijedi samo za

SI. 256. prikazuje u koordinatnom sistemu ovisnost amplituda struja od
R, za a,=1Q7", kod konstantnog nesklada z = 1,6 prema sl. 255.

Slika 257. prikazuje konstrukciju izraza za struju. Poceli smo konstru-
irati nacrtav$i najprije (Ra--jv). MnoZenjem njegove inverzije s (2°+ 4),

——. Pribrajanjem (Ra--jv) te invertiranjem zbroja i

714

. . "+ 4
m Y SR A
dobivamo izraz Ratio
mnozenjem inverzije s 4 Ea, dobivamo kona¢no verzor struje
9 =4Ea
Ra+jv+

Ra+jov
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3.) Univerzalni verzorski dijagram struja reduciranih na
rezonantnu stru]u kod jednakih omskih otpora. U toku naSeg pri-
jaSnjeg izvodenja opcenitog izraza za struju, doSli smo do slijede¢e meduformule:

/icﬁ/- eael, 1
frm— | Qr‘f,Q-" ‘-Ea——r——-.{’ .

0 15 28 3R W PR +J

Slika 256. Slika 257,

Uvodenjem —pl—z R l/%, te dijeljenjem brojnika i nazivnika s 4, bit ¢e dalje:

1 .
1 ——i—_}‘U
(> AR S
() ()
J® 20 =z
Buduéi da je rezonantna struja — kako nam je poznato — dana izrazom
90:_Tg s
R, 2
R )
to Ce biti:
1 2
- —+Jjo i ;
g gt + _ (L4t
— : ; S . . —
I, e 1 & _ 5 14 4¢*+ 2jpv
e 2p
1 4jpv



Dobili smo, dakle, formulu, koja sadrzi samo dvije veli¢ine, koje se mi-
jenjaju, t. j. p i ». Sada ne dobivamo struju, nego odnos —-. Znaci, da je sa-

Cuvan fazni kut izmedu struje 1 napona, budu¢i da je g, u “fazi s &, a kako
nam je izraz za g, poznat, lako moZemo u svakom slu¢aju izraCunati J, od-
nosno vrijednost amphtude  §

A
v‘p‘a
A
t-f\
8
A
33
Slika 258. Slika 259.

Za promatranje preinadit ¢emo dobivenu formulu dodavanjem i oduzima-
njem istog broja u brojniku, t. j.

. 1

1+ 4 '-2 v 2 -
G + 40"+ 275p --*+2p %—;pv
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To je u principu ista formula kao i za g u odsjetku y.). Prema tome Ce,
kako to pokazuje sl. 258., verzorski dijagrami odnosa struja i ovdje biti kruz-
nice, i to medusobno vezane u toki za v=0, odnosno z=1. U toj tocki
vrijednost izraza za bilo koji p iznosi 1, $to je i razumljivo, jer rezonantna
struja, podijeljena sama sobom, mora u svakom slucaju dati 1.

i~

05 ¢ -

R e

Slika 260,

Za p = 5 vrijednost izraza za bilo koji v bit ¢e takoder 1, t. j. kruZnica
degenerira u to¢ku, jer kod otporni¢ke rezonancije svaka je struja rezonantna.
Nadalje opet vidimo, da je vrijednost kod p= — djeli8nica dviju grupa kruz-

1 2
nica, ‘t. j. kod p<—2— rezonantna struja u uzem smislu je najveca, a kod

1. g ‘ ) p
P> -2— J€ najmanja moguca struja.

Kod v = + o, bit ée —g— = % +2p% koji izraz za p—0 ide prema
1 . . . . y v & S
5 To je najmanji moguci oudnos —‘-g—, $to se vidi i na navedenoj slici, a

L - . . ol - - .
vrijedi za rezonantne struje u $irem smislu. Kako se na slici rezonantni nesklad
T

1]

odnos ! U slucaju rezonancije je

1 _Vf
. wC I C

nalazi u realnoj osi, odnos je Da vidimo poblize kad nastupa najmanji

o L=
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Prema tome, ako je L vrlo maleno, ili C vrlo veliko, ili ako vrijedi oboje,
t. j. L vrlo maleno uz istodobno C vrlo veliko, reaktivni otpori obaju grana
bit ¢e maleni prema omskim otporima tako, da ¢e se rezonantna struja u tim

: § - . . 4 ;
ekstremnim slucajevima priblizavati svom maksimumu ——g— Struje kod v =
= & oo, 0dnosno rezonantne struje u Sirem smislu imaju, kako znamo, uvijek
jednaku vrijednost, t. j. T Prema tome, u tom sludaju, t. j. za p— 0,

odnos tih struja prema rezonantnoj struji ide prema 5

Na sl. 259. prikazana je krivulja za z — konst., ako mijenjamo p od
0 do oo. Ucrtan je i smjer, kojim te krivulje slijede jedna za drugom od z — 0
do 2z = .

Sl 260. prikazuje odnose -}I— u koordinatnom sistemu, za razne ?l,

o
prema verzorskim dijagramima na sl. 258., u ovisnosti od z.

¢) Smanjenje rezonantnog otpora

Na sl. 261., lijevo, nacrtan je krug s dva paralelna ogranka, kakav smo
proucavali pod tockom a.) ovog poglavlja, t. j. jedan ogranak sadrzi samo

v i S
R _L e,
Ry (== ¢ ¢
Q)

T
Slika 261. & l‘ ¢ i

kapacitet, a drugi svitak, koji ima i omski otpor. Ako zamislimo da se taj
svitak sastoji iz dva svitka, to ¢e jedan od njih sadrzavati L,1i R, a drugi
'L, i R, Uz uvjet, da je R*<w’L% znademo, da je rezonantna frekvencija

a rezonantni otpor

RC (R, +R)C'

Na istoj slici, desno, napon & nismo prikljudili na krajeve svitka, nego
na krajeve jednog dijela toga svitka.



240

Sada ¢e biti:

1?2 ;
Analogno kao i prije R}!<€ 'L, odnosno R, < (wL,——=|. Radi toga ¢e
a a b b

wC
biti:
[ R, R, . 1 1
g_é{;ﬁa!_‘az }_ mL—_'I_—_z }(COLG-JF;L_.I)}
l ( b wC ) ¢ wC J
U sludaju rezonancije bit Ce:
L T R
w,L, I |
R
odnosno
w 1 3

'~ Vo +Ly

dakle, isto kao i onda kad je ¢ bio prikljuten na krajevima cijelog svitka.
Kako je pri rezonantnoj struji

1 3! | 2

(_GQZ )= P

b C
to slijedi:
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odnosno rezonantni otpor bit Ce:

. a a

R,+R,  CL,+L) RatRy) 2

el O 1 ) P I fL.\3
CR( )

o

. .. . G s I
Rezonantni otpor smanjio se je sada prema prijaSnjem u odnosu (f)

d) Mehani¢ki uredaj, koji ima istu frekventnu karakteristiku
kao i elektriéni krug s dva paralelna ogranka

Sl. 262. prikazuje dva jednaka titrajna sistema, koji su medusobno zao-
krenuti za %3 kako bi njihov uzbudni motor — Sto smo VeC objasnili kod

serijske rezonancije — za vrijeme ¢itavog okretaja bio jednoliko opterecen.
Pod pretpostavkom, da su ojnice mnogo dulje od krivaje r, te da je kut

Sistem [
Y(brzina)
ojhe'car? —
L1k e
: T
Sistem [ »
(%]
Slika 262. Slika 263.

zaokretanja motaka A4 B malen, totka A, kod konstantnog broja okretaja
motora, imat ¢e brzinu, koja ¢e biti harmonic¢ka funkcija amplitude V, gdje je
V —rw konstantna obodna brzina Cepa Kkrivaje. Razumije se, da Ce i sve
ostale totke motaka A B imati brzine, koje su iste harmonicke funkcije, ali

16 P. Svarc: Elektriéni titrajni krugovi
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manjih amplituda, srazmjerno svojim udaljenostima od uporiSta B. Ako pove-
¢amo ® na w, povecat ¢e se u istom odnosu i navedene amplitude brzina,
ali na svakoj motki lako moZemo naéi onu tocku C, koja ima upravo istu
amplitudu V, koju je prije imala to¢ka A.

Citav uredaj treba zamisliti tako, da djeluje u horizontalnoj ravnini, da
bi se §to vise isklju¢ilo djelovanje gravitacije na titranje masa M. Titrajni
sistemi, ovjeSeni o tolke oznalene s C, sastoje se iz pera D*), mase M i
otpora R. Izmedu tolke C, koja je pomiCna, i pera, ugraden je kod oba
sistema dinamometar oznacen s Din.

Kod nekog malenog pocetnog « uz malenu amplitudu brzine V, ncka
C i A padnu zajedno. Dinamometar ne ¢e pokazivati, da djeluje velika sila,
jer je taj poletni w znatno manji od rezonantnog w,, i radi toga masa M ne Ce
jako rastezati pero D. Ako povetamo brzinu okretaja, morat ¢emo se s C
pomaknuti prema upori§tu B, jer Zelimo, da to¢ka C ima uvijek istu ampli-
tudu brzine, t. j. V. Dinamometar ¢e pokazivati vecu silu, nego prije, a naj-
veéu, naravno, kod najveeg istezanja pera, t. j. neSto ispred rezonancije, koja

D : . .
nastupa kod w, = V?VI Kad bismo — analogno kao i kod serijskog kruga —

promatrali, radi uporedenja, na Cepu krivaje brzinu i silu, koje motor pro-
izvodi, opazili bismo, da su oni i sada opéenito u medusobnom faznom pomaku.
Medutim, ovdje, obratno nego kod serijskog kruga, kod malenih , t. j. prije
rezonancije, sila prethodi brzini, pri rezonanciji je naravno i ovdje s njom u
fazi, a poslije rezonancije kod velikih & zaostaje za brzinom.

Amplituda P sile iza rezonancije postajala bi sve manja, a kod o-— o,
t. j. kad bi se totka C neizmjerno priblizila to¢ki B, bila bi jednaka nuli.
U tom ¢&asu bi, naime, masa M mirovala, jer ne moZze titrati neizmjernom
frekvencijom, i prema tome se pero ne bi rastezalo, dakle, dinamometar ne bi
pokazivao nikakvu silu.

Sl. 263., gore, pokazuje tako dobivene dijagrame, t. j. brzinu i silu u
ovisnosti od frekvencije. Odnose tih dijagrama kod svakog « moZemo svesti,
prema istoj slici dolje, na konstantnu amplitudu P. Na pr. za totku 2 bi
to bilo 42:45=4'2":4’5". Na taj natin dobit ¢emo istu frekventnu karak-
teristiku kao $to je frekventna karakteristika struje kod elektri¢nog titrajnog
kruga s dva paralelna ogranka, koja nam je poznata iz prethodnih promatranja.

15. POJAM VEZANIH KRUGOVA

Krugovi, kojima su izvjesni parametri, ili dijelovi tih parametara, zajed-
ni¢ki s jednim ili viSe drugih krugova, zovu se vezani krugovi. Najmanji broj
vezanih krugova ¢ine radi toga dva kruga. Kao vezane krugove, u potpunom smislu
rije¢i, smatrati ¢emo takve, kod kojih svaki sadrzi i induktivitet (kod mehani-
¢kih krugova masu) i kapacitet (pero). Bez prisutnosti omskog otpora, bit Ce
pojavi nepriguSeni, a uz omski otpor priguSeni. Sadrzi li koji od vezanih
krugova, ili oba, samo po jedan od parametara L ili C, onda su to ,,degene-
riranic¢ vezani krugovi.

*) Tim slovom ovdje i ubuduée ne mislimo samo oznaciti doti¢no pero na slici, nego
mu i pridruZiti koeficijent elasti¢nosti D,
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Parametri u zajedni¢kom veznom dijelu predstavljaju ,,vezanje«. Vezanje
se u nacelu postizava induktivitetom (kod mehanickih krugova masom), kapa-
citetom (perom), otporom (mehani¢kim otporom), ili bilo kojom kombinacijom
dvaju razli¢itih parametara, kao i, konacno, svim trim parametrima.

q‘é‘u* S "U'g'ﬁ‘
Ly Lz
-21_ c Le c _-32
g lgrg) . “T*g.
‘@*95]’ B

PN iz

Lﬂ L?ﬂ'
o Bt 4
g e ¢lc. 1'% C'Tz:

_E:T C,:I-Q;

Slika 264. Slika 265.

Krugovi, kojima ¢emo se baviti, i koji su prakticki najvazniji, imaju
veliki p ==Ve s malenim R, a vezanje im je induktivno, ili kapacitivno,

ili kombinacija obojega, t. zv. mjeSovito vezanje. Otporni¢ko vezanje nije
uobitajeno, budu¢i da bi se, zbog malenih R, u veznom dijelu nalazio tako
maleni dio energije, da taj ne bi dostajao za efikasno vezanje.

Kapacitivao i induktivno, kao i mjeSovito vezanje, zove se jo§ i vezanjc
energetskim rezervoarima, jer su kapacitet i induktivitet rezervoari cnerglle,
koju mogu vratiti natrag. Najvaznije vezanje je induktivno vezanje, t. j.
transformator.

Kao mjera za veli¢inu vezanja nekog kruga uzima se odnos energije u
veznom parametru prema cjelokupnoj 1stovrsn01 energiji toga kruga — dakle,
prema zbroju energije te vrsti u vezanom i nevezanom dijelu toga kruga.
Ukoliko, prema tome, u vezanom dijelu ima viSe raznovrsnih parametara,
dakle, i viSe vrsta energije, bit ¢e i viSe takvih odnosa, t. j. viSe raznovrsnih
mjera vezanja za taj krug, koje se navode zasebno svaka za sebe. Te mijere
nazivamo ,koeficijentima vezanjas doti¢nog kruga. Da ih odredimo, moramo
zamisliti, da smo vezane krugove prethodno ,,razvezalit, t. j. medusobno odije-
lili. To je, naravno, samo zamiljeno stanje, jer se pritom uzima, da vezni
dio postoji istodobno u svim razvezanim krugovima.

Sl. 264., gore, prikazuje dva vezana kruga bez narinutog napona, a ispod
njih su nacrtana njihova razvezana stanja.
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Koeficijenti vezanja sistema I bit Ce:

5 2_ Lmzt i le
L S - SR ey
t 1 ; a 1 s AL
_2_Lme i & 2 Lm 4 ! N
1,1 1
k o 5_ 7 Ci'.‘. . Ci—::
| kap T 1 N 1 l_ 1 . 1 = 1 +_1_ .
2 A C; 2 o Cll‘l Cl‘.: Cw

Analogno su koeficijenti vezanja sistema II

le
%“Zzgwg;
1
C..
kzl(up = | —! 1 -
6.7 T,

Koeficijenti vezanja mogu imati vrijednost od 0 do 1. Kod vrijednosti 0 znaci,
da nema veznog clementa te vrsti, a kod vrijednosti 1 znaci, da izvan veze
nema elemenata te vrsti.

Mjera za velicinu medusobnog vezanja obaju sistema, zove se ,,faktor
vezanja« obaju krugova, koji je jednak geometrijskoj sredini doti¢nih koeficije-
nata vezanja, t. j.

Kiud. = Vklillﬂ k;:i-
Kkan = Vk: lap km

Vrijednost faktora vezanja ide od 0 do 1. Ako je jedan koeficijent
vezanja jednak nuli, onda je kod zatvorenih krugova s parametrima vecim od
0, a manjim od o, i drugi istovrsni koeficijent jednak nuli, buduci da u
srednjem, t. j. veznom dijelu, nema takve energije.

Vezanje u zatvorenim krugovima, kod kojeg su svi moguc¢i faktori
vezanja, t. j. Rymas Ryxap 1 R,op jednaki nuli, zove se ekstremno slabo vezanje.
Ako unesemo taj postulat u diferencijalne jednadZzbe vezanih krugova, automatski
¢e izazvati raspadanje diferencijalnih jednadZbi na samostalne diferencijalne
jednadzbe nevezanih krugova. Ako se energija nalazi samo u veznom dijelu,
onda se takvo vezanje zove ekstremno Cvrsto vezanje. Doticni faktori ve-
zanja imaju tada vrijednost 1. Ako taj postulat unesemo u diferencijalne
jednadZzbe vezanih krugova, izazvat c¢e automatski stapanje diferencijalnih
jednadzbi u jednu diferencijalnu jednadzbu.

Narocito treba upozoriti, da se na pr. dva vezana kruga bez prisutnosti
narinutog napona, prema sl. 265., ne mogu pretvoriti u serijski krug pronala-
Zenjem nadomjesne impedancije, jer se ne mogu primijeniti operatori jw,
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odnosno ———, budu¢i da ovdje struje i naboji nisu harmonicke funkcije. Kod
w

narinutog harmoni¢kog napona to se moZe uliniti za stacionarno stanje, ali
nadomjesni parametri za svaki novi @ imaju drugu vrijednost, jer su ovisni o .

16. UVODNO OPCENITO RAZMATRANJE O NEPRIGUSENIM
VEZANIM KRUGOVIMA BEZ PRISUTNOSTI VANJSKE NARINUTE

SILE (NAPONA)

a) Eksperimentalna opaZanja kod mehaniCkih sistema

Sl. 266. prikazuje titranje dvaju mehanickih
U pocetnom polozaju, koji je oznaCen crtkano

vezanih simetri¢nih sistema.
na dnu slike, desnu masu

izvukli smo rukom iz poloZaja mirovanja do mjesta A. Polozaji mirovanja
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Slika 266.

oznadeni su dvama vertikalnim pravcima, dok sistemi titraju, naravno, uvijek

u istom horizontalnom pravecu, t. j.

tamo, gdje piSe ,,Momentani poloZaj.

Prema tome, horizontala papira, oznaCena s I, nalazila se je u pocetku upravo
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u ,,Momentanom poloZajus. Lijevu masu pridrzavali smo drugom rukom u
njenom srednjem poloZaju. Istodobno smo ispustili obje mase. Pisaljke pricvr-
$¢ene na masama nacrtale su dva treptaja. U pocetku se je Citava energija
nalazila u desnom sistemu, i to u obliku potencijalne ,,energije pera«. Lijevi
sistem bio je ,prazan®, t. j. njegova masa nalazila se je u sreditu i nije
imala nikakvu brzinu, dakle, derivacija njenog puta po vremenu bila je nula.
U poloZzaju II vidimo, da je sva energija preSla u lijevi sistem, te se njegova
masa nalazi u to¢ki B, ali nema brzine — znali, da Citava energija ima opet
oblik ,energije pera¢. Desni sistem je prazan, t. j. masa je u srediStu bez
brzine. U polozaju III imamo opet poletni poloZaj, t. j. desni sistem ima
¢itavu energiju, a lijevi je prazan. U medupoloZajima, na pr. u poloZaju 1,
imaju oba sistema energiju — lijeva masa se, istina, nalazi u srediStu, ali
derivacija njenog puta po vremenu nije nula — dakle, lijevi sistem ima Kine-
ticku energiju ili ,energiju mase«. Desni sistem ima obje vrsti energije, jer
se njegova masa nalazi u tolki «, 1 osim toga ima i brzinu. Isto vrijedi i
za polozaj 2. Medutim, treba odmah naglasiti, da se takva potpuna izmjena
energije dogada samo kod izvjesnih odnosa parametara, te da do potpune
izmjene energije, makar i kod simetri¢nih sistema, ne treba doci ni kod takvih
naro¢itih pocetnih uvjeta. O tome ¢emo govoriti pobliZe kasnije.

U opcenitom sluéaju nesimetri¢nih sistema, kod povo!jnih pocetnih uvjeta,
dobili bismo sl. 267.

Da bi postojala potpuna izmjena energije izmedu obaju sistema, ti sistemi
ne moraju biti istovrsno gradeni. Na pr., prema sl. 268., imamo dva raznovrsna
sistema. Prvi sistem, ako postoji sam za sebe, Cini masa M, ako titra samo
gore, dolje, 1 pero D, t. j.

d*a
de

M +Da=0,

a drugi sistem, ako postoji sam za sebe, Cini ista masa M, ako se samo
okreée, naprezu¢i pritom isto pero na torziju, t. j,

d*y _
9'85-74"1904/—»0:

kod Cega je 9 moment ustrajnosti mase oko osi vrtnje, ¢ je kut zaokreta
mase, a D, je koeficijent elasti¢nosti torzije. Istovremena vrtnja i uzduZno
gibanje mase Cini dva vezana sistema, gdje je vezni element pero, jer tada
njegovo naprezanje zavisi o kombiniranom djelovanju obiju vrsta gibanja.

; ; Gy iy . ‘a ; . .
Naprotiv, vrtnja mase ne mijenja niSta na izrazu M G kao Sto ni uzduZno
' d® 5 S & .
d;:p' U naroCitom slucaju, t. j.
da smo upravo pogodili pravi odnos parametara krugova i poletne uvjete za
slu¢aj potpune izmjene energije, opazit ¢emo u izvjesnom Casu, da se masa
ne okree, nego titra samo gore, dolje, a zatim nakon nekog vremena, da se
samo okreCe ne gibaju¢i se pritom gore, dolje.

Da smo kod prvog eksperimenta upotrebili povoljne sisteme, kojima
bismo mijenjali parametre od slucaja do slucaja, uz iste naprijed opisane
pocetne uvjete, dobili bismo treptaje, kojima bi se frekvencije i amplitude
njihovih harmonic¢kih komponenata mijenjale od slucaja do slucaja.

gibanje mase ne mijenja niSta na izrazu g
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Medutim, ako bi kod bilo koja dva vezana sistema s Cvrstim parame-
trima mijenjali samo pocetne uvjete, opazili bismo, da se unato¢ tih promjena
svaki njihov novi treptaj u prvom i drugom sistemu sastoji od dviju nepromjenje-
nih frekvencija, a mijenjaju se samo amplitude komponenata, koje su izmedu
prvog i drugog sistema u izvjesnom medusobnom odnosu. Prema tome, sva-

N

vy

1%

V)

Slika 267.

=1 n

«

kom vezanom sistemu pridruzene su
vezne frekvencije, koje ovise samo o
parametrima svih medusobno povezanih
krugova. Isti poletni uvjeti izazivaju
kod razli¢itih Kkrugova razli¢ite vezne
frekvencije i razli¢ite amplitude kompo-
nenata, dok razli¢iti pocetni uvjeti iza-
zivaju kod istih krugova razli¢ite ampli-
tude uz nepromjenjene vezne frekvencije.

Slika 268.

Kod jednostavnog neprigu$enog kruga bez narinutog napona imali smo
samo jednu vlastitu frekvenciju, dok kod dva vezana kruga imamo dvije vla-
stite frekvencije, kojima istodobno titraju oba kruga.

Slika 269.

Slika 270.

Frekvencije dvaju vezanih simetri¢nih krugova zvat ¢emo ,glavne titrajne
frekvencijess i obiljezavat ¢emo ih velikim grékim slovom omega, t. j. Q,, i
Q,.. Konatno treba spomenuti, da je pod naroCitim poletnim uvjetima kod
vezanih sistema, bili oni simetri¢ni, ili nesimetri¢ni, uvijek moguce izazvati
* titranje samo jedne vezne frekvencije, i to prve ili druge — odnosno, drugim
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rije¢tima, moZemo pronaéi onakve pocetne uvjete, kod kojih ¢e amplitude,
bilo prve ili druge vezne frekvencije, istodobno u oba sistema (koje stoje,
kako smo ve¢ spomenuli, u medusobnoj &vrstoj zavisnosti) biti jednake nuli.

b) Mehanic¢ka analogija elektri¢nih vezanih krugova

Neprigu$eni kapacitivno vezani elektri¢ni krugovi nacrtani su sa svojim
mehani¢kim analogonom na sl. 269. Ako su elektri¢ni krugovi bez energije,
t. j, sprazni, dakle svi kondenzatori bez naboja, a struje jednake nuli, to u
mehani¢koj analogiji zna¢i, da su sva pera u nenapetom stanju i sve mase
bez brzine. Proutavati ¢emo samo takve sisteme, Kkoji su za vrijeme svog
mirovanja bili prazni, dakle, pera su im bila nenapeta, a utitravanje, odnosno
dovodenje energije, uslijeduje, kao S$to
je to oznaCeno na elektricnoj shemi,

5 ol | ‘25 serijski, na pr. putem istosmjernog
Y -qiT e , '2;?'6"’ izvora napona E, i E, uz dovoljne ot-
A 0, el & pore, da dobijemo aperiodicko punjenje,
e Ble 2| it te zatvaranjem sklopki K, i K, po svr-
Ly ! ' Senom punjenju.

TN | SO S—

Po posljedicama bi tome u mehani-
¢koj analogiji bilo adekvatno, kad bismo
prema donjem crtezu kod praznih
sistema rukom pomakli mase M, i
M,,, kod ¢ega bi se oba sistema snab-
djela energijom, i onda istovremeno
ispustili obje mase. Kod takvog dovo-
denja energije, zbroj ,putevac svih
pera, dakle, zbroj svih produZenja (uze-
tih na pr. pozitivno) i skra¢enja (dosljedno uzetih negativno), bit ¢e uvijek
jednak nuli, odnosno u elektri¢noj shemi zbroj svih naboja mna izvucCenom
dijelu (a prema tome i na crtkanom) na sl. 270. bit Ce jednak nuli.

Kod paralelnog dovodenja energije prema sl. 271., gore, ne bi, naravno,
naboj izvudenog dijela (a prema tome ni crtkanog) bio jednak nuli, i otvara-
njem sklopke K, t. j. isklju¢enjem napona E, ne bi na taj nacin, na pr. kod

Iy A iy
Cy Cao
Mo 0 [Mhe Dy Mo
e Ele Etn _@/mw@zmnm@_ L D .
- |
T,,- Vi Va

Slika 272. Slika 273. Slika 274.

Slika 271.

svrienog nabijanja svih kondenzatora, uopée doslo do titranja. To bi u meha-
ni¢koj analogiji znacilo istovremeno stiskanje svih pera, dok se sistemi pomocu
nekog povremenog guSenja ne bi umirili, dakle, sva pera bila bi pritisnuta
istom silom, prema donjem crteu na istoj slici. To bi znacilo skracivanje
distancije d, a ne kao na prije navedenoj slici 269., gdje je ta distancija
ostala uvijek ista, i radi toga je stiskanje na jednom mjestu bilo popraceno
istovremenim produzavanjem na drugom mjestu.
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Kao $to se vidi na sl. 269., gore, kroz L, i C, protiCe ista struja. Ana-
logno tome, brzina mase M, i ,brzina« pera D, na istoj slici, dolje, jednaka
je. Pod ,,brzinom¢ pera smatrat ¢emo promjenu njegove duzine s vremenom.
Isto vrijedi za L, i C,, odnosno M, i D,. Struja kroz C,, je u prvom
sistemu (7, —¢,). U mehanic¢koj analogiji, u prvom sistemu, v, koje je pozi-
tivno, a djeluje na pero D,, u tocki 1, rastezat Ce to pero, dok ¢e pero D,
— na koje djeluje u totki 2 — stiskati. Rastezanje s jedne, a stiskanje s
druge strane, djeluje na masu istoznac¢no. Naprotiv ¢e v,, koje djeluje na D,
u toc¢ki 3, rastezati to pero, t. j. djelovati protivno o, te e radi toga ,,brzinac
pera D, obzirom na prvi sistem biti (v,—w,), Obzirom na drugi sistem, po-
zitivno v, rastezati ¢e D,,, a stiskati D, . Medutim ¢e v, — kako ve¢ znamo —
stiskati D,,, te ¢e radi toga ,brzina tog pera u tom sistemu  biti (v, —,),
odnosno struja u elektricnom analogonu (z,—17,).

Ako na pr. M,, zadrzimo rukom, S§to bi znacilo, da je M,,, odnosno
L,, postalo neizmjerno veliko, dobili bismo razvezano stanje prvog sistema, i
obratno, ako je M, odnosno L, , postalo neizmjerno veliko, razvezano stanje
drugog sistema.

Slika 275.

l srednfi polezaf

|srednjr' poloiaj

Na sl. 272. prikazani su induktivno vezani nepriguseni elektricni krugovi,
Bilo bi sasvim pogre$no, kad bismo postupili automatski, i formalno preinacili
mehani¢ku analogiju za kapacitivho vezane Kkrugove prema sadasnjoj situaciji,
te smatrali, da je sl. 273. analogon induktivno vezanim elektricnim krugovima.
Odmah je vidljivo, da na pr. u elektri¢noj shemi kroz C,, teCe ista struja kao
i kroz L,, dok je, naprotiv, u mehanickoj slici ,,brzina« pera D, diferencija v,
i v, t. j. brzine mase M,, i mase M,,. Ako M, postane neizmjerno veliko,
imali bismo u mehanickoj analogiji dva nezavisna titrajna kruga, a u elektri¢noj
shemi bi kod neizmjernog L, nastao jedan titrajni krug s L, C,, C, 1 L,.
Elektri¢ni analogon nacrtanim mehani¢kim vezanim krugovima bio bi prema
sl. 274.

Mehani¢ki analogon induktivno vezanim neprigu$enim krugovima bio
bi prema sl. 275.

Ovdje su na masama M, i M, montirane zuplaste motke r, odnosno
r,. Kotur K, moze se slobodno kotrljati u horizontalnom smjeru, dok se kotur
K, moZe samo vrtjeti oko svoje Cvrste osovine O. Oba kotura, koja zami§ljamo
bez mase, medusobno su povezana zup&astom motkom 7, Naravno, i motke
su bez mase. Na koturu K, prikladno je pri¢vrS¢ena masa 4M,, koja radi
saonica s-s moze izvoditi samo translatorno gibanje. Brzina mase 4M,, je
v, —7 1 (d2a1 d*a,

X S m
~1 2 odnosno njeno ubrzanje je —— |~ — =5
? ] ] ] dlz dtz

3 3 ), ako su a,, odnosno a,
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putevi, t. j. udaljenosti masa M, i M, od poloZaja mirovanja. Prema tome
je sila mase 4 M, jednaka:

d’a, d’a,
A, [2(dz dr”)]‘
d’a, d’a,’
Ta se sila rastavlja na svoje obje komponente M, g - — Fra od kojih jedna
djeluje na motku 7, a druga na motku r,. Prema tome bi prvi sistem imao
diferencijalnu jednadzbu:

d'a, d'a,  d'a,\
M PO + Dlu a, + M ( dr drz_") = 0.
1

Cra N p Cza

I 2
Lo . gf—m Lz
|
Slika 276. . S Hao
& : 1::1 L

=

- Komponenta, koja djeluje na motku r, prenosi se koturom K, na motku 7,
ali pritom mijenja svoj smjer, t. j. predznak, i prema tome diferencijalna

jednadzba drugog sistema glasi:

d2 d’a, d*a,
M, 5% LD, a + M, (dI a—)zo.
Zamjenom mehanickih veli¢ina korespondentnim elektri¢nim, dobili bismo diferen-
cijalne jednadzbe induktivno vezanih elektricnih krugova. Energija mase 4 M,
bila bi:

1 v, —uo,\* 1 .
2 4 (J 2 ) =7 Mal® =205

¥ - . . - l . . a2 .
§to u elektri¢noj shemi odgovara izrazu ?Lm(zl—zz)n Ako bi L, odnosno

4 M,,, postalo neizmjerno veliko, onda bi se u mehanickoj analogiji kotur K
samo okretao na mjestu kao i kotur K,, i imali bismo jedan titrajni krug s dvije
mase i dva pera ,jednake brzine u seriji, $to bi odgovaralo i elektri¢noj
shemi. Razvezano stanje, na pr. prvog kruga, dobili bismo, ako bi masa M,
postala neizmjerno velika, t. j. ako bismo je rukom pridrzavali. U tom slucaju bi

; ; , . v ;
kotur K, mirovao, a masa 4M,, gibala bi se brzinom --2--‘-, dakle, sila te mase
bila bi:
1 d’a, d’a,

Magge =2 Mege
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Ta sila ima hvati$te na osovini kotura K, t. j. u teZiStu mase 4 M,,. Na prvi

: . ; ; ; d“
sistem djelovala bi, medutim, samo sila M, ——* R koja bi, 0b21rom na tocku
zahvata kotura K, i motke r,, imala isti moment kao i sila 2M ,——" d = bududi

da im se krakovi odnose kao 2:1.

Sl. 276. prikazuje jo$ i kombinirano vezanje, t. j. kapacitivno i induk-
tivno vezanje kod neprigu$enih elektri¢nih krugova.

c) Glavne titrajne frekvencije

Pretpostavit ¢emo, da imamo dva simetri¢na sistema, koja su ve-
zana elasticitetom, t. j. perom. O¢igledno je, da takvi sistemi, iako su
vezani, mogu, prema sl. 277., proizvoditi Ciste sinhrone sinusove titraje
jednakih amplituda, kod &ega se veza uop¢e ne napreZe, dakle, uopce ne,

neg por. neg poz. 2. neg. pozr.

%mw@nm@mv% gfmmd)mm@mm
3 : ID,Q i E % EM ;] [

ket® ks

Slika 277. Slika 278.

dolazi do izraZaja. Frekvencija titranja bit ¢e Q, = Vﬂ’ odnosno za elek-
tri¢ni analogon Q,, = T To je kod naSeg slucaja prva ili polagana ,,gla-

vna titrajna frekvencija«. Glavne titrajne frekvencije, kao $to smo nave li
oznatit ¢emo velikim slovom, dok indeks ,,k« znali, da se radi o vezanom
titranju (od kopula, t. j. veza), a indeks ,,s¢ znaCi sinhrono titranje. Drugi
sinusovi titraji jednakih amplituda bili bi antisinhroni titraji prema
sl. 278., t.j. mase proizvode uvijek jednaka, ali suprotna gibanja. Ako proma-
tramo zasebno titranje prve ili druge mase, bit ¢e amplituda puta pera s
koeficijentom D, (a radi toga i njegova ,,brzina«) dva puta veca od amplitude
puta pera s koeficijentom D, odnosno mase M. Prema tome c¢e frekvencija
titranja iznositi

D 2D,
Q= '—"T:' >
odnosno za elektri¢ni analogon
1 | 2
Qfm — 70 cw- >
L

i to ¢e biti kod naSeg sluCaja druga ili brza ,,glavna titrajna frekvencija.
Indeks ,,a¢ znaci antisinhroni titraj.
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Kasnije ¢emo dokazati, da simetri¢ni sistemi mogu proizvoditi samo takve
titraje jednakih amplituda u obim sistemima, i to kao $to smo vidjeli, bilo
sinhrone, bilo antisinhrone, ili obje vrsti zajedno.' Uostalom, ve¢ smo opcenito
naveli, da je odnos amplituda partikularnih titraja iste frekvencije prvog i
drugog kruga stalan. Razumije se, da se amplitude sinhronih i antisinhronih
titraja, koji mogu zasebno postojati, ne mnalaze u nekom odredenom odnosu,
te stoga nisu opcenito medusobno jednake, iako je pod mnarolitim poletnim
uvjetima i to moguce.

Ve¢ smo naveli, da i povoljni nesimetri¢ni sistemi proizvode kao svoje
partikularne titraje Ciste sinusove titraje. Medutim, takvi sinusovi titraji ne ce
opéenito biti glavni titraji, jer ¢e im amplitude u prvom i drugom sistemu
biti medusobno razli¢ite. Prema tome, kod povoljnih krugova Ce i kod sinhro-
nog titraja sudjelovati veza, i to tako, da ¢e na sistem: s veCom amplitudom

ViV

Slika 279.

2]
[srednji pobotay srednji poloZaj’{

puta djelovati u istom smislu kao i vlastito pero, a na sistem s manjom
amplitudom u protivnom smislu od vlastitog pera. Kod antisinhronog titranja
ne ¢e se sudjelovanje veze obzirom na jedan i drugi sistem moci izraziti s
2D,,, nego ¢e se djelovanje pera D,,, obzirom na sistem s manjom amplitu-
dom puta, ocitovati jace, nego bi odgovaralo toj dvostrukoj manjoj amplitudi
puta ovog sistema, a obzirom na drugi sistem, djelovanje pera D,, bit e
slabije, nego bi odgovaralo dvostrukoj vecoj amplitudi puta drugoga sistema.

Veé bismo ovdje naveli, da je to sasvim izvanredni slucaj, da vezani sistemi,
bilo simetri¢ni, bilo nesimetri¢ni, titraju samo s jednim svojim partikularnim
titrajem, i da opcenito proizvode istovremeno oba partikularna titraja — S§to
smo, uostalom, opisali ve¢ na pocetku ovog poglavlja u toc¢ki a) na mehani-
¢kom primjeru. :

Nije bezuvjetno potrebno, da sistemi budu simetri¢ni, kako bismo mogli
proizvesti sinhroni ili antisinhroni glavni titraj, ali samo simetri¢ni sistemi
mogu proizvesti oba glavna titraja. Da to dokazemo, pretpostavit Cemo nesi-
metri¢ne sisteme, za koje ¢emo u prvi mah uzeti, da proizvode oba glavna
titraja. Tada bi bilo:

Q — Dm - Dgn‘_VOEDm_
ks T Mm o M:m St [J',Mm 3
te nadalie m D_l;_ : D—w_—f_—_2 Dl; ﬁ:{__z_D;
I(2.‘.‘([ = F-—A/I___ B ."'M — = 70( M—— L o
9 20 10 *

Iz posljednje jednadZbe slijedi o =1, odnosno D =D,, i M, =M,, t. j.
imamo simetri¢ne sisteme. Naprotiv, kod nesimetri¢nih sistema moze biti na pr.

D D,

10 S 18

lel B Mao ’
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dakle postoji sinhroni glavni titraj €,, a drugi partikularni titraj bit ¢e opée-
nite vrijednosti, t. j, ne ¢e biti Q. Isto tako, moze slucaino biti

YBF20, /DD, g
M

a prvi partikularni titraj nije Q..
Kad bismo imali masom (induktivno) vezane simetri¢ne sisteme, tada bi
sinhroni glavni titraj, t. j. bez sudjelovanja veze, glasio kao i za elasti¢nu

VezZu _D_.
o) 5

Medutim, taj ¢e titraj sada biti brzi glavni titraj, kako ¢e se to odmah dalje
vidjeti.

Ako, prema sl. 279., obje mase proizvode antisinhroni titraj, t. j. gibaju
se jedna prema drugoj, tada se masa 4M, giba brzinom —Ziﬂ:ﬁ, %
kao i mase M. Sila mase 4 M, jednaka je 4Mu?{é—,
djeluje sila ZM-”%;_' Drugim rijeCima, kod antisinhronog titranja, kad oba
sistema proizvode Ciste sinusove titraje, izgleda, da je svakom D i M pridosla
masa 2.M ,, te je

ka?

a na svaki sistem

o= VT/I—TDQ M
12

Buduc¢i da je nazivnik toga izraza veéi nego kod sinhronog titranja, znati, da
je Q,, sada polagani glavni titraj!*) To je i razumljivo, jer povetanje mase
znaCi usporavanje procesa, za razliku od elasti¢nog vezanja, kad pero D,, pot-
pomaze akciju pera D jednog i drugog sistema i time ubrzava proces. Ovdje
smo prvi put uocili veoma vaznu Cinjenicu, da je djelovanje induktiviteta (mase)
i kapaciteta (pera) u veznom dijelu medusobno suprotno.

Analogno sistemima s elasticnom vezom, i ovdje samo simetri¢ni sistemi
proizvode oba glavna titraja.

Kod kombinirane veze, t. j. kod prisutnosti elasti¢nog pera i mase, bit
¢e, shodno izloZenom, glavni titraji, i to sinhroni

D
QA‘S —_ VM‘ h ]

£) es _D+_2D1,_

ke M+2M,
To ¢e nam potvrditi i kasniji analiti¢cki dobiveni izrazi. Ovdje se, medutim,
ne moZe opcenito re¢i, koji je od glavnih titraja, t. j. sinhroni ili antisinhroni,

odnosno antisinhroni

. d* v ; . g s
*) Sila 2M12—d§ moZe se shvatiti i tako, kao da je svakom D i M prido§la masa M.,

i p ; . . da " ;
koja ima dva puta ve¢u brzinu, nego li mase M, t.j, ZE{Z’ odnosno dva puta veéu promjenu

) . d oy %
brzine po vremenu, t. j, 2—5-:-;. Analogno kod elektri¢nih krugova kroz L,, tefe dvostruka

struja svakog sistema.
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brzi, a koji je polagani titraj, jer to zavisi od medusobnih odnosa parametara.
O tome ¢emo govoriti detaljno kasnije. I ovdje samo simetri¢ni sistemi pro-
izvode oba glavna titraja.

Prema izloZzenom, $§to ¢emo kasnije jo§ detaljnije dokazati, kod simetri¢-
nih elektri¢nih sistema, u slu¢aju sinhronog glavnog titraja, kroz vezu ne Ce
tedi nikakva struja, a u slucaju antisinhronog glavnog titraja te¢i ¢e dvostruka
struja pojedinih sistema. U opcenitom slucaju, dakle, kod simetri¢nih elektri¢nih
sistema, kad postoje oba titraja, kroz vezu e, naravno, te¢i opet samo dvostruka
struja antisinhronog partikularnog titraja. Prema tome, kod simetri¢nih elek-
tri¢nih sistema, ukoliko kroz vezu teCe struja, moZe to biti samo ¢isti harmo-
ni¢ki val, a nikada kombinacija dvaju valova raznih frekvencija.

Kod povoljnih vezanih elektri¢nih sistema, kroz vezu ¢e u svakom slu-
&aju tedi struja, t. j. ako je titranje samo sinhrono, ili samo antisinhrono, ili ako
istodobno postoje oba titraja. U prva dva slucaja bit ¢e struja veze harmo-
ni¢ka funkcija, a u treCem bit ¢e treptaj, t. j. kombinacija obaju partikularnih
harmonickih struja.

d) Pojam simetriranja nesimetri¢nih sistema

Simetriranje je zamiSljena operacija, kod koje se svaka razvezana strana
nesimetri¢nih vezanih sistema nadopunjuje izvan veze simetri¢nim parametrima,
i na taj se nacin dobiju dva para pripadnih simetri¢nih sistema. Na sl. 280.,
gore, nacrtani su nesimetri¢ni elasti¢no vezani sistemi, a ispod toga oba para
njima pripadnih simetriranih sistema. Analogno bismo postupili i kod sistema
vezanih masom (induktivitetom), ili kod kombinirane veze.

Bg H” Des M?.O
My Dy Mo Dy
Slika 280.
Dz Mo Dsa Mo Dy

Razumije se samo po sebi, da se kod svake promjene jednog ili viSe
parametara originalnih nesimetri¢nih sistema, automatski mijenjaju jedan ili
oba para pripadnih simetriranih sistema. Pripadni simetrirani sistemi imat ¢e

— kako ve¢ znamo — samo glavne titrajne frekvencije
D D, +2D
Q =l/ 10 Q. — V._m_iu,
ko MIO, te e Mll:l

odnosno kod najdonjih sistema na navedenoj slici bit ¢e glavne titrajne fre-
kvencije oo T
Q,s:]/ e !.Z.azl/_u._%”’"__w.
* MID * Mﬂ{)

Kasnije ¢emo pokazati, da se stvarne sinhrone i antisinhrone frekvencije nasih
fizikalno zadanih nesimetri¢nih sistema nalaze u granicama, koje ¢ine oba para
glavnih frekvencija njima pripadnih zamiSljenih simetriranih sistema.
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17. KAPACITIVNO VEZANI NEPRIGUSENI ELEKTRICNI KRUGOVI
BEZ NARINUTOG VANJSKOG NAPONA

a) Opéi integral titrajnih diferencijalnih jednadZbi
Prema sl. 281. bit ¢e za prvi sistem

dg 1L

wip tooh T e (¢,—¢,)=0,

12

a za drugi sistem

d’qg, 1 I o
LNF 1= C; q, + C—m(gg q)=0,
odnosno
| 4 1 1
d2g1 C—w Clz i =i
aF T T L, B L AT
1 | 1
¢, G, T, G,
at—r, e, 40
Izraz
1 1
By " O
.| _ === (‘}1 5
Llﬂ
odnosno
1 i 1
QOL . 91 = %

20

gdje su o, i ©, vlastite

nepriguSne frekvencije prvog i drugog razvezanog
kruga. Prema tome slijedi:

1
d* C
B g g meBigaitl 0
10
1
ag . C—
_a_ﬁg & w,"q, — 'Lm 4, == II)

¢
Iz II.) dobivamo: |
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Unijeto u L), daje:

L, Td% , d’q, . (d’q . C
20 RO il B SIRC (it 2 I - R
1 [ o, ds# @ ( de @y qz)] L 9.

ar

)

iz

(c.)
4 C—l.a

d'g,

7

Cro Cap

*—szfl 9 | ‘% %

" o dq, -
—_— + (0),; Jr- (I)i-) —d% —{‘ (t)l“ (02-_ - L L'—H"' q, = 0.

-~ * Ij.
‘9%
L C. L
”quﬂD .

Slika 281, Slika 282.

Buduéi da su diferencijalne jednadZbe za prvi i drugi sistem jednako gradene,
to ¢e i opéi integral za g, biti istog oblika kao i za ¢, i u nastavku naSeg
izvoda umjesto g, pisat ¢emo g¢. Kao $to vidimo, dobili smo homogenu dife-
rencijalnu jednadzbu 4. reda. Za tri vezana kruga dobili bismo jednadzbu 6. reda,
jer svaki novonadosli krug, koji ima sve parametre, povisuje jednadzbu za dva

reda.

S postavkom g = e’ “*’, gdje indeks k< oznaluje vezu (kopulu), dobi-
p

vamo karakteristi¢nu jednadzbu:

u}‘

1 2
ol—o (0 + o))+ | 1— 6‘: o o =0
) vLIDLZU ml 0.)2
1 1
G S Co —
VL, L, o o Lo 1 _1__1_
. VL L, Co Cul/Cu_Cn
10720 Lm Lau
— e
_ Cs _Ca
B T 1 1T 1 R
. TE, LT
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1. j. faktor vezanja. Prema tome Ce Cetiri korijena karakteristiCne jednadzbe biti:

o+ of
d @pgs = Wy =k |/ — 3 B

m]:z_l_ 0)02 e 1 : 2 2_.' ':—"' T 2
= 4 ]/hi-_ i 2 'E‘V(m: —w,) + 4Kkap ®,” 0,

Prema tome, op¢i integral glasi:

g (6’1 e" Wt + gze_” J ot }_ ga ef Opql __i.- f;," e ] @t i

g = (,(cos w4 jsine, 1) + 6,(CoS w,, £t —jsinw,, t) +
+ G (cosm, t -+ 7sinew,,t) + ¢,(cosw,, t—jsinw,,t) =
= (6,4 6)cosw,, t +7(6,— &) sine, t + (6, + 6,)cos @y, t +
+71(6,— 6,)sinw,, ¢,

Da bi op¢i integral naboja, koji je fizikalno realna veli¢ina, zadobio oblik
siausa, poistovjetit ¢emo pravac titranja s imaginarnom osi, i tada ¢e, naravno,
dobiveni izraz biti imaginaran. Prema tome, mora biti:

(¢,+ 6,) te (¢,+ 6, imaginarao,

odnosno

(6,—6, te (6,—6€, realno,

Taj uvjet bit ¢e ispunjen, ako je

G M N ' P R
61 P 2 ..JI. ? 2 % ga — 2 :' ] i 2 ;
M . N P R
gﬁ e ] —2~ } ? —2~— 5 1e 6‘ = — ._2_ .}_ } ?2__,

sto prikazuje sl. 282.
Radi toga mozemo pisati:
qg=Im[fNcosw,,t -+ jMsino, t 4 jRcosw,,t +jPsinw,,t].

Ako ispustimo Gaussovu ravninu, to ¢z, obziroin na pravac titraaja, biti:

g, = AISin(m-’M ¢+ f‘P) + AQSin(mku t+ X.)’
te analogno
q, = B sin(w,,t -+ 8) ++ B,sin(w,,t + €).%)

*) Ova dva opca integrala napisali smo po obliku, t. j. kvalitativno, kao analogna, no
treba ih jo§ medusobno i kvantitetivno ,,zakvaditi‘, kao $to su to i njihove diferencijalne
jednadZbe, $to se u nastavku i &ini.

]7 D. Svarc. Elektriénl ititrajni krugovi
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Analogno kao i kod simetri¢nih sistema oznacili smo ovdje polagani titraj
indeksom ,s¢, a brzi titraj indeksom ,,a, ali nasu slutnju, da se uistinu radi
o sinhronim i antisinhronim titrajima, nismo proveli do kraja, jer bi tada B,
morao imati protivan predznak od A4,. To e, medutim, kasnije uslijediti samo
od sebe. Kao $to se vidi, frekvencija w,, dobije se, ako u izracunatom izrazu
za frekvenciju vrijedi pod korijenom diferencija, a w,, ako vrijedi zbroj.

Vidimo, dakle, da prilikom vezanja, oba sistema gube svoju vlastitu
razvezanu frekvenciju, ali zato svaki dobiva dvije vezne frekvencije, koje se
temelje na razvezanim frekvencijama obaju sistema. Umjesto harmoniCkog titraja
u razvezanom stanju, nastupa sada treptaj.

Opéenito su nam u ¢ =0 poznata Cetiri pocetna uvjeta, t. j. ¢,(0), ¢,(0),
7,(0), te 7,(0), koje ¢emo wuvrstiti u Cetiri jednadzbe tih veliCina. Izrazi za
struju bit ¢e vremenske derivacije naboja. Medutim, potrebne su nam jos
Cetiri relacije, buduc¢i da opceniti integrali sadrze ukupno osam Kkonstanti,
t,j. A, A, B, B, ¢ ¥ 9, te ¢ Radi toga uvrstit ¢emo nadene opce
integrale u pocetne diferencijalne jednadZbe, i to na pr. u prvu diferencijalnu
jednadzbu. Dobili bismo

0 =L, [—wi 4 sin(w,t+ ¢)—wi,dsin(w,,r -+ )]+
1 . . 1 ;
o [A,sin (0, 0+ ©) -+ Aysin (gt + 0] + o [4,sin (041 + @)

10

+ A4, sin(co',mr -+ ) — B, sin(w,,t + 8) — B, Sin (@, ¢+ g)] =

» X 1 : l .
= —L, i, 4 sin(w,t 4+ ) C A, sin(wt + ¢) + rom A sin (@t + @) —
10 12
1 . " . 1 .
= B sin(wyt + 8)—L, 0 A,sin(wy,t 4+ )+ ol A, sin (o, 4 x) +
12 10

1
-+ E_A“ sin(w,,t -+ ) — —5—— B, sin(w,,t 4 ¢).

12 12

Cetiri izraza, koji sadrZe w,, su sinusove projekcije Cetiriju verzora jednake
frekvencije, od kojih tri imaju isti fazni kut ¢, a Cetvrti fazni kut 8. Analogno
su ostala cetiri adenda, koji sadrie o,, sinusove projekcije Cetiriju verzora
jednake frekvencije, od kojih tri imaju fazni kut y, a Cetvrti fazni kut e.
Kako verzori jednake frekvencije daju rezultantni verzor iste frekvencije, bit
¢e opcenito:

0 = Gsin(w,, ¢ + «) + Hsin (o, t + f).

Da ta jednadzba vrijedi u svako vrijeme 7, mora biti G =0, te H =0, §to je
moguce samo onda, ako su poligoni komponentnih verzora zatvoreni, t, j, ako
daju rezultante jednake nuli. U mnasem slucaju, gdje po tri Komponeatna
verzora imaju isti smjer, mora i njihov Cetvrti komponentni verzor imati taj
smjer, jer se inace poligoni, koji su degenerirali u odsjeak pravca, ne bi
mogli zatvoriti. Ta spoznaja znali dalje, da je

m:(P:S,



i osim toga, da je

(—Luot + oo+ o) A= B0
odnosno za ostala Cetiri verzora,
P=x1=s
te:
(— L 0l + 5110- n cl—m) Az—-é;Ba =0.

To su dakle cetiri dodatne relacije.
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Da smo opc€e integrale uvrstili umjesto u prvu u drugu titrajnu diferen-

cijalnu jednadZbu, dobili bismo adekvatne relacije

L
G“Lm“ﬁ*“é‘ %
20 12

odnosno za ostala Cetiri verzora y =, te:

@ =29, i osim toga

1

+_JB,16ﬂa=m

1

] 1
—L, o}, + —— + — ) =l —0.
( a0 ﬁj;l + (-:20 i (—;12 B2 J]z A'.‘.’
Prema tome ¢e biti:
L o}, ] |
Bl . i —Cln_ 3 -Clz _— — Wy '_Ed 0-)12 O "‘I— (01
Al . — 1 R i l ‘ 1_ k]kap (’)12
rom 1 C. el
CIBLIU_ I ‘] 1 5
92_.._&3,
dodano
dodano
1 T, tel
_1_ ClaLaa L | _-1
- cm_ N, C, Cm e mgnk?kﬂp —F
1 1 - (’-’EJ + 0)2-.: - mis + w; B

1*



260

1 |
R 2
ga B Llomka }' Cm '+‘ Cm N _‘(’O;a _i‘ (-'3'12 '_'mz_f.z_:i_ mlz L
Az N : _1__ L 0"12 klknp
‘1 1 ) Cm Ca
C,L, 1 . 1
Su__ Cn
dodano
dodano
1 . 1
LI I O
1 Gl 1 . 1_ 2
—— . Cl.z e (;_2!1___ “12 _____(")iéf._’_k_bp —
N — L. o} - 1 f I | _(0?“ f‘ 0)22 N T Wy w: g
o Czn (“lz

Da bi titraji s polaganom frekvencijom w,, bili sinhroni, mora :4-‘- biti pozi-

: g s g o - i L B
tivno, a da bi titraji s brzom frekvencijom ,, bili antisinhroni, mora "".f
. - . W - - L ad B 2 2
biti negativno, kao §to smo to — ne dokazav§i jo§ — i mnaznacili. Da

vidimo, da li je to uistinu tako!

Prethodno ¢emo se sjetiti, da smo za manju frekvenciju, za koju vrijedi
pod korijenom diferencija u izracunatom izrazu veznih frekvencija, pretpostavili,
da je sinhrona, t. j. ©,, dok smo za vecu frekvenciju, za koju vrijedi zbroj,
pretpostavili, da je antisinhrona, t. j. ®,,. Prema tome, iztaz o*-— w},, $to
dolazi u brojniku izraza --4—1, bit ¢e kako slijedi:

1
. , e
. w4+ (0 —o?) .
L. 1 T ', AT 1 ‘—2’ = s 2 2 _—
(01 [—-- 2 ]/ 4 l Kkap (')1 (’Jz :| =

. ) T AN 3
W —o W, = — W, & "
— ik 2 2 ..J_. I/_(..__.:l___.4:. = .:_). + Kk.ap (0[" 0)!2'

2 2
Taj je izraz uvijek pozitivan, bilo da je —* 2--‘---2-- pozitivno ili negativno. Time

smo dokazali, da uistinu postoji sinhroni titraj, i da je to polagani titraj!

LT % B, . e i 2
U brojniku izraza ~ imamo o — 0}, Sto je jednako:

2



261

. . g e
W —w (0,"—

1 2 2 2 2

= —V 1 —|—Kk’ap 0, w,"

2 z
N . : . Lo —w .. - ; i
Taj je izraz uvijek negativan, bilo da je —* 3 % pozitivno ili negativno. Znadi,

dakle, da je brzi titraj ujedno i antisinhroni titraj!

Do istih rezultata dosli bismo, da smo razmatrali adekvatne izraze za =3,

B .y . a -] 2 Al
odnosno —‘;1-3, u kojima dolazi w,* umjesto .
2
Sada na temelju gornjih rezultata moZemo konadno pisati:
9. = A1Sin (wks L+ tp) -+ Ag sin (mku £ X.)’
9, = F, 4,sin (o, t + ¢) —F, A, sin (o, t + %),
Wieg ? s
vremenska Slika 283.
linija
te prema tome dostaju nasa Cetiri pocetna uvjeta, jer — kako smo veé¢ naveli —

derivacijom po vremenu dobivamo jo§ dvije jednadZbe, i to za i, odnosno i,
te moZemo iz njih izralunati Cetiri konstante, t. j. A, A, ¢ i x. Sl 283.
pokazuje pocetne poloZaje verzora prvog i drugog kruga.
b) Granice veznih frekvencija
Pretpostavit ¢emo prema sl. 284., da u sistemima postoje samo parti-
kularne i to sinhrone struje, koje su za > ispred svojih naboja, t. j. P, =
Tt . r . . - -
= |- 5 Neka je I, > I,. Tada ¢ée prema Kirchhoffu za prvi sistem vrije-
diti jednadZba: ‘

0=1L, w1 cos(w,, ®,) _?1_;.... I, cos (wy 2+ ¢)—

ks 10

(L, — 1 o5 (g, £ + ) =

mks Clz
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1 1 1 I.—1
leomksI:COS(mksz +t?1)_'w (C - G II > )ILCOS(wksE+q)1)'.
ks

10 12 1

Prema toj jednad’bi moZemo shvatiti kao da imamo jednostavan krug s L,
i u seriji dva Kkapaciteta, t. j. C,, i C, - 7 : 7" Radi toga ¢e biti:
1 H

1 1" I.—1I

1 2

__C—_C_Il

Buduéi da je (I,—I,) pozitivno, znali, da je

1
> 6L

107710

mks

Za drugi sistem vrijedit ¢e jednadZba:

1
c Is cos (W, t + @) —

ks 20

0 :L'IU &)kl IQCOS((D;;,Z + (pl)_. o

1
o (I, — 1) cos (0, + ).

ks 12

Prema ovoj jednadzbi, bit Ce:

1
Wp; < -
’ Czc L:o
h“fuﬂﬂf@n' . ﬂ iy -!,sm(wut* y=lysinleoggte k) L=l sinfwt+ X)
"cva CJI
JEOF Dk
Slika 284. Slika 285.

iy o 1 ; § & 1 ;
Iz dosada$njih rezultata slijedi, da se wj, malazi izmedu o Ak 5

10710 207720

Ako je I, = I,, onda e biti:

mkszcmL =CL EQEJ‘
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1 1
A Y ._I.- LSS
; s ., . T .
Nadalje se vidi, da je w}, manje od 91-“?— E‘E,budua daje —* 7 I pravi
1 1 10 1
. : c. o Loes
razlomak. Isto tako je manje i od ———291—”, buduci da je 2 7 L. negativno, od-
20 2
nosno i radi toga, jer je — kako znmamo — manje i od ——
CSCILN)

Neka prema sl. 285. u sistemima postoji samo partikularni antisinhroni
titraj. Pretpostavit ¢emo, da je I, > I,. Za prvi sistem vrijedit ée jednadzba:

1
N Ia cos (wka o x:) -
ka 10

0= Ly, 4, I, o8 (004, + ) —

U, (— 1)) o8 (00 + 1)

Wyq Ly,

Za drugi sistem vrijedit Ce:

1
v (_ Ig) Cos ((’)ka E X;) e

mka csn

0= Lzu Wy (—Id.) COS((O;M L+ X1) -

1
©py C'_la‘ (_ I( - Ia) Cos (mkn t+ XI) |

Iz jednadZbe za prvi sistem slijedi:

1 1. I, + Ia 1 2
2 Czﬂ " Cte Is Ez: ¥ _C?
m£{| - e > = -,
1120 0
1 " 1 1 + 1
Nadalje se vidi, da je w}, vec¢e od —--iL——C-‘-"'- iod —--”—L—--Q‘l, bududi daje 5_}__&,
kao 1 Ii T I’: veée od 1. * 20 3
I, |
Za slucaj jednakosti L= I, bit ée:
1 _] 2 1 } 2
Cw @ T
oly= =t = e O,

10
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Prema tome, uzevsi u obzir i grani¢ne slucajeve, moZemo pisati:

. 1 LY 1 |
o ((“ I.* @ 7) = EeR ((I c;nL')’

107710 20720 20

Kako vidimo, vezne frekvencije su ograni¢ene s glavnim frekvencijama sime-
triranih sistema kao i razvezanim frekvencijama. Sl. 286. prikazuje razne
slucajeve, koji mogu nastupiti prilikom simetriranja kapacitivno vezanih nepri-
gudenih sistema, te podru¢ja u kojima se nalaze w}, i ®},.

3.1 2
1 Te'la o lz; £ =
Z”"v L” : L 1 1 1 2 Wiy
: ,- &, &t ;
Caolao ILIB e L | w,? d
[V ' ;| - — : t—m--—--—l—-——-.I :
Cls Glyg ' 1 l_V_’I
‘*-’x.s' "’m’
E‘)v’ ‘-’rl
1 ! ;
i (..lz/2 ; “‘-’xs' “-’t‘ ,
&J‘.: - 9“2 \ __‘A;_, — i wml = ﬂml
xa

Slika 286.

Ukoliko mijenjamo parametre vezanih sistema, mijenjat Ce se, razumljivo,.
wjs 1 W}, ali istodobno i njihove granice, jer ¢e se mijenjati i pripadni sime-
trirani sistemi, a prema tome i njihove glavne titrajne frekvencije.
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¢) Simetri¢ni sistemi
Ako imamo dva kapacitivno vezana i medusobno uskladena sistema, t. j..
e i *
W, = 0, = 0¥),

to ¢e biti:

w® w* 1 S B Y B . 5
(1)?!,(. kg =7 _:;_ — F 2_' V(m-_ ‘0-)~ -+ 4'{<kapc’J W = &).- -+ Klmpm >

odnosno

Ops ke = O (1 F Kk,p)'}.

’ L '3 ’
c =Cop 4 {
T = vremens ka

[
1 0 linja

Slika 287. Slika 288.

Ako, prema slici 287, imamo dva simetricna sistema, onda je:

1
o
Kka[) _i__l’?_]—
= TE,
Prema tome je:
1 l n 11 1 - L
; |1 Ca CTL T e, T,
Wi kg = W 1 3F ._1._.___.. . 1 — ‘_L 12 . : e
T, T L.
odnosno
1
e
cTe,
O =\ T = £

*) Kod prigu$enih krugova oznalivat ¢emo parametre, koji su jednaki u obim krugo--
vima s indeksom ,,raz®“. O tome, medutim, kasnije.
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To zna&i — kako smo to ve¢ naveli u poglavlju 16. tocka c.) — da simetri¢ni
sistemi mogu proizvesti samo glavne titraje. Ta Cinjenica se mora pokazati i

kod odnosa E i B, , kako slijedi:

A A,
1 1 1
B, TrIETT TG 4
4, 1 -
Gy
odnosno
1 4 2
€ 'C, . 1 1
s, T "tete
A 1 -

Prema tome opéi integral glasi:
ql TR A‘l sin (g)‘ies‘c ‘l" (P) + Az Sin (Qka 4 "l' X.)’
U ‘AQ sin (ka t -+ tp) - Aa sin (Qka -+ X)

Na sl. 288. nacrtan je verzorski prikaz simetri¢nih kapacitivno vezanih nepri-
gusenih sistema.

d) Po jedan primjer izazivanja zadanih poletnih uvjeta

«) Kod nesimetri¢nih sistema neka je u t=0-..9,=¢q/),
g, = ¢,(0), i, =1,(0)=0, te i, =7,(0)=0.

G000 ey .
Ly Ly L L -
-¢0) y ” +q(0-3,0) +32|’0J -g,10) +g,10)
- = - =
vg 0 " % Teg 09,0 40] % +q 0 g C" T-g@ c-|-
~ o, >~
K, K, K, *ﬁ
—EPun——=—{&F EF
R, ) DJ%L
Slika 289. Slika 290.

Praktitno bismo po¢etne uvjete izazvali prema sl. 289. djelovanjem napona

B q, (O) 41(0)"—% (0)
=20 L 6060,

10 12
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te napona

_ QB(O) Qs(o)—Q1(0)
b="c. T ¢

a0 13

na prw, odnosno na drugi sistem, te istodobnim zatvaranjem sklopki K iK,
po svrSenom punjenju. Tada bi u =0 bilo:

4,(0) = A4,sin¢ 4 A, siny,

4,(0) = F, 4 sino—F, 4,siny,

%, =0 = w,,4,cos¢ + o, A, cosy,

de t=0

% =0=w,F,A4,cos¢—w,,F,A,cosy.
dr t=0 v : )

RjeSenjem tih Cetiri jednadZbi, dobili bismo A, 4, ¢ i y, a time bi bilo
potpuno odredeno g¢,, g,, 7,, te 7, u svako vrijeme z.

B) Kod simetri¢nih sistema, neka je u &asu r=0...q =g, (0),
4,=¢,0)=0, 7, =7 (0)=0, te 7, =17,(0)=0

8
©
Q
/‘%
m:'[ - Q vremenska

0) gf0f0 lnja

Slika 291,

Prakti¢no bismo te pocetne uvjete izazvali prema sl. 290. djelovanjem napona:

ql(O) 4,(0)
- L

12

te istovremenim zatvaranjem sklopki K, i K, po dovrSenom nabijanju. U =0
tada bi bilo:

q,(0) = A4, sing  4,siny,
0 = A sing—A4,siny,
0 =Q,, 4 cosp 4 Q,, 4, cosy,
0 =Q, 4 cosg—Q,, A4, cosy.
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Iz tre¢e i Cetvrte jednadzbe slijedi:

COS@ = COS Y = 03 OdrIOSﬂO Q=7 :.—112—

Radi toga prva i druga jednadzba glase:

q, (0) = Al -l— Ae’
0 = d—A,;

0
odnosno = A= q&%l

Prema tome bit ce:

—4,(0) . ( Tt) .9 . (o ,._ ?r)
- sin Q..+ —) + 5 sin (Q,mr I 5>

_ 4. . ﬂ)# 9.0 LT
gy=="3 sm(Q.k,r - 5 Sin (Qhr J- —2—),

$to je prikazano na sl. 291.

e) Potpuna izmjena energije izmedu obaju sistema

U poglavlju 16., to¢ki a.) imali smo mehanicku analogiju elektricnih
simetri¢nih sistema, koje smo promatrali u prethodnoj tocki d.) primjer f3.)
ovog poglavlja, s analognim pocet-
nim uvjetima. Kao $to smo tamo ' .
naveli, ni u ovako naroCitom slu- &
¢aju ne mora do¢i do potpune 327/ TN
izmjene energije izmedu obaju ¥ %
sistema. Da vidimo pobliZe o ¢emu \ C\"
to ovisi! , i

Promotrit ¢emo u tom smi- P \
slu najprije povoljne nesimetri¢ne 2 0
sisteme. Oba sistema sadrZe opce- ; 7/
nito dvojaku energiju, t. j. ma- ]

. ) 1
gnetsku L-% i elektri¢nu E_qz'

Medutim, u nekom casu je vre-

menska linija, prema sl. 292., oko-

mita na smjer amplitudno i fazno P
promjenljivog verzora (g, -+ &) =
koji je rezultanta verzora gf, S
amplitudom A4, te verzora g/, s
amplitudom 4,. Kako projekcija %

promjenljivog verzora na vremen-

sku liniju oznafuje momentani Slika 292.
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naboj ¢, to u tom casu sistem sadrzi samo magnetsku energiju. Obratno, kad
je vremenska linija okomita na promjenljivi verzor (jo,, of, +J O 5f.)> Cija
projekcija oznaduje momentanu struju 7, sistem sadrzi samo elektricnu energiju.

Kako znamo, jednostavni neprigudeni sistem sadrzi uvijek istu Koli¢inu
titrajne energije, t. j. zbroj magnetske i elektricne energije je konstantan.
Naprotiv, jedan vezani sistem, koji titra istodobno s dva harmonicka titraja,

S

Slika 293, ; Slika 294,

t j. treptajem, moZe pod izvjesnim okolnostima biti potpuno ,,prazan¢, t. j.
bez magnetske i bez elektri¢ne energije s time, da se sva energija nalazi u
drugom sistemu. To je moguce u dva slucaja, i to:

1.) Ako je prema sl. 293, amplituda A, - An, a njihovi verzori g, i g,
upravo su u pxotufan, dok se vremenska lllll]d poklapa sa smjerom g¢f , ili
o, Takav blm,a] moze nastupiti kod narocitih pocCetnih uvjeta, ali kod nesi-
metri¢nih sistema amplitude B =F 4 i B,-—F,A, u drugom vezanom
sistemu ne Ce, naravno, biti mcdusobno ]ednake, jer bi to onda bili simetri¢ni
sistemi.

2.) Ako je prema sl. 294. amplituda ., 4, = w,,4,, a verzori jw, gf, i
Jo,, </, nalaze se u protufazi, dok se vremenska linija poklapa sa smjerom
jednoga od njih. (Istovremeno postojanje A, = A4, u protufazi, te w4, —
=, A, znaci, da imamo dva jednaka harmonicka verzora iste frekvencije u
medusobnoj opoziciji, Cija je rezultanta uvijek jednaka nuli).

U na$im simetri¢nim sistemima, koje Zelimo sada promatrati, imat ¢emo
u pocetku situaciju prema sl. 295., t. j. prvi sistem sadrzi samo elektri¢nu
energiju, a drugi je prazan. Da energija u cijelosti prede iz prvoga u drugi
sistem, situacija nakon nekog vremena ¢ mora biti upravo obrnuta, t. j. kod
prvog sistema, uz horizontalni polozaj vremenske linije, verzor gf, mora se
nalaziti u protufazi s verzorom gf,, a kod drugog sistema oba verzora moraju

v < 1 b ; . 5 : : . Q. —Q
biti u fazi. Opcenito su, medutim, moguca tri slucaja, t. j. omjer —5’—(5— &
. v X - e m— . - (Qﬁu ,Qh) o ""I.'.a' .
izrazen najmanjim mogucim cijelim brojevima, dakle kao ~ "¢ ——"2" -, gdje je

Q,, o
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- T ; - . . . ... heparno
o' najveta zajedniCka mjera brojnika i nazivnika, moZe biti Lol

neparno . parno paae
neparno ~ neparno

Vrijeme ¢ odabrali smo upravo tako, da je verzor gf, kroz to vrijeme

. e Q,.—Q, = ; ;
opisao kut, koji je jednak St ) 7. Kod toga, razumije se, izraz ispred
o 8
7 bit ¢e bez dimenzije, jer on oznaduje samo jedan broj iz omjera. Vremenska
linija opisat ¢e kroz isto vrijeme kut, koji je jednak — —** 7. Kod odnosa
neparno .. neparno ' i ; ; « ;
—, ili — , opisat Ce verzor gf, neparni multiplum od 7, a istovre-
parno neparno
Q
9
M —
4 ; 0 \ it
e A A, linfja
\-.__/ SZK}A1
Prvi_sistem
N /a8
St
’Q"! E coeds
q;;m 3 )\_-_Qmaa
,f / s \ vremenska
‘:\ = - i’;'ne}b
Drugi sistem
Slika 295.

meno ¢e vremenska linija opisati prvi put parni, a drugi put neparni multi-
plum od —=. U oba slucaja bit ¢e ispunjen uvjet za potpunu izmjenu ener-
gije, jer ¢e vremenska linija do¢i opet u horizontalan polozaj (iako u drugom
slu¢aju protivnog smjera, nego u pocetku), a verzor prvog i drugog treptaja,
koji se okrece, imat Ce protivan smjer od svog pocetnog smjera.

" arno ; ;
Medutim, kod odnosa _PAMO  okrenut ée se verzor prvog i drugog
neparno
sistema za parni multiplum od =w, dakle, imat Ce isti smjer kao u pocetku,
dok c¢e se vremenska linija okrenuti za neparni multiplum od — =.' Ako

; : 3 (e — L)
uzmemo polovinu vremena, to ¢e se u slucaju, da je et g postalo nepar-
_ o

no, oba verzora sada okrenuti u protivan smjer, ali vremenska linija ne c¢e
biti horizontalna, nego vertikalna, jer ¢e se njen kut, koji je prije bio neparni
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'multiplum od —m, sada raspoloviti. SI. 296. prikazuje taj poloZaj, te je vidljivo,
da se prvi sistem nije ispraznio, jer 7, == 0, te prema tome ne postoji potpuna

o i . t L. " :
izmjena energije. Ako bi oba verzora nakon —, - i t. d. do$la u smier
J 4’8
_QHS
_— i,
l@"‘
%
* \\
L
Prvi_sistem Rushy ‘
$ /
g "% r;‘
S ral
§~ A
| _—" =
Ay=A —$ks
T A
/%
/'_"_"“"n.‘_.
n/ A0
Drugi sistemn 2eshy
L |
__///é“s
Ruahz| O _
o Slika 296.
R
HE
§

protivan njihovom poCetnom smjeru, onda bi vremenska linija opisala samo jednu
Cetvrtinu, jednu osminu i t. d. neparnog multipluma od — =, dakle, nikako ne
bi bila u horizontalnom polozaju. U slucaju, da je navedeni omjer iracionalan
broj, ne bi takoder nikad do$lo do potpune izmjene energije.

f) Neke primjedbe o postavljanju poletnih uvjeta

Obi¢no su kao pocetni uvjeti zadani g,(0), ¢,(0),
. s dg . q
0) =2t 5 8
1, (0) 73 L 7,(0)

Kod zamjenjivanja tih opcenitih simbola odredenim brojéanim veli¢inama,
treba uociti slijedece: .

Pocetno fizikalno stanje krugova zadano je, i radi toga ne zavisi od nas.
Medutim, od nas zavisi, koji ¢emo smijer kod obilaska pojedinog kruga sma-
trati pozitivnim, a koji negativnim. Pomoc¢u tih smjerova, ¢iji smo, dakle, pred-
znak povoljno odredili, moZemo izraziti stvarno pocetno fizikalno stanje
broj¢anim veli¢inama, jer ¢e upravo o tim odabranim smjerovima ovisiti pred-
znaci tih na$ih brojcanih iznosa.
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Zadano nam je pocetno fizikalno stanje krugova prema sl. 297. crtez a),
-gdje su oznateni naboji svake plote, kao i stvarni smjerovi struja u pojedinim
granama, te njihova amperaza. Odabrane pozitivne smjerove obilaska oznacili

Lw 74 034 La
e % ==
0,24
4eif s 1x10 “As -5%40*A
=, | o I =" P
4t s ) AsT 5%10 s
Lo 07A 034 L
- ETLIR
02A —
. A .
4x10) ‘AS ‘I’ 1240 ‘:45 ‘51?‘91‘45
==( =, T b= é
s 10 | o 2 Tsutp™as
- \--._._/
Lo - ‘m 03 Lao
B 7 1) | S
S 024

10 As 110 *As -5x10%s ¢
! I )
=Cap =(y

3 - C w
~4ut) s et s | o = |5'10f45
.. ~— )
bo 014 034 L
O — Y0
——— 024 o~
4xt0 4s [ ) 110" 4s| i -5x0%s )
I R A e “o T
Slika 297. L : P T y
. . i g . woas w QM
'smo na ostalim trima crteZima kruZnim strelicama. Uz definicije 1, = o od-

S |- T e . . i
nosno 1, :d—z-, bit ¢e pocetni uvjeti za crtez b) na navedenoj slici:

Za prvi sistem

q, (O) == =zt e 10 4 AS,

7,(0)—gq,(0) = 1x107" As,
i,(0) = 0,1 A,
i (0)—i,(0) = —0,2 A.
Za drugi sistem
g,(0) = —5x 107" As,
2,(0)—¢q,(0) = —1x 107 As,
L(0)= 03A,

L(0)—17,(0)= 02 A:
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PocCetni uvjeti za crteZ c¢) na navedenoj slici bit ce:

Za prvi sistem
7,(0) = —4 x 107* As,
7,(0)+¢,(0)= 1x107* As,
i,(0)= 0,1 A,
i,(0) 4 #,(0) = — 0,2 A.

Za drugi sistem :

2,(0)= 5x107* As,

2,(0)+¢,(0)= 1x10™* As,
1,(0) = —0,3 A,

1,(0) +7,(0) = — 0,2 A.

Pocetni uvjeti za crteZ d) na navedenoj slici bit ¢e:

Za prvi sistem
7,(0)= 4 x107" As,
q,(0) 4 ¢,(0) = —1 x 107" As,
1, (0)=—0,1 A,
,(0)44,(0)= 0,2 A,
Za drugi sistem
2,(0) == —5 x 10~ As,
2,(0)+¢,0)=—1x 107" As,
,(0)= 0,3 A,
,(0)4+7,(0)= 0,2 A,

Rezultati dobiveni pomocéu tih poletnih uvjeta, bili bi, naravno, fizikalno
jednaki, ali bi se razlikovali po predznacima, no s time, da svaki vrijedi za
doti¢ni pozitivni smjer obilaska, za koji vrijede i pocetni uvjeti, koje smo
upravo upotrebili da pronademo te rezultate.

Kako izgledaju zadani pocCetni uvjeti elektrinih krugova kod njihovog
mehaniCkog analogona?

Nabijanje elektricnog kondenzatora strujom pozitivnog ili negativnog
smjera, analogno je u mehani¢koj slici stezanju ili rastezanju pera, jer se ono
tada napinje i prima energiju. PraZnjenje elektri¢nog kondenzatora analogno je
vratanju pera u nenapeti poloZaj.

Na sl. 298. crtez a), gore, prikazani su zadani poletni uvjeti, te su
ucrtani i odabrani pozitivni smjerovi kod kapacitivno vezanih neprigusenih
elektri¢nih krugova. Na istom crteZu, u sredini, prikazani su njihovi mehani¢ki
analogoni, ali bez energije, Ciji se pozitivni smjerovi u oba sistema podudaraju

18 D. Svare: Elektriéni titrajni krugovi
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a)

punjenje

+i,(0) *"‘"‘“"’f e+ i (0)

-~ 1l | -
+q,(0)"'-q,0) -g,0)" +q,(0)
)

')
L I: N

Sistem( bez energije

é

poz.  neq.=— ! = poz.

punjenje ‘ flooc‘el‘m' uvjeli ‘ prainjenje
s [rel02ei0)
+a,(0} 2+Q1 (0) -a, 0 ) a _32 ) }

c)
' Lk PrOiETE (o)
+9,(0)"-g,(0)

(1

Sistemi bez energije

+ ‘.‘!

+g{(oﬂ£§;rm |
X!
|

fﬁm“(?mt) “)ffimﬁ*jé
neg. =— | =

!
-y (0 *E,T{}J:J

| 0
5000 ) T0U500 () BT000 Y, 000
poz. === reg. neg ==~ poz A poz.=—]"=neg. poz.=~|>neg.

b)

4(0) punjenje P“”.;:‘:’”J‘f' -,(0)

= Il o2
-g,(0) "+g,(0) *q,0) =g, (0)

( [\ ;J;v

Sistemd bez energije

neg. =<' ~"™poz.  poz. < | % neg.

n

punjenje | Poéetni uvjeti ‘

punjenje

2025000

~a,{0)% -g,/0) ~a,(0)% ~g,(0)

d)
pmznjen_;e_i}{w viyl0) punjenje

Sistemi bez energije

-

. praén‘;}en_;bi Pocetni uvjeti l praznjenje praznjepje | Poéetni uvjet | punjenje f
7 | T rwl02+00) (T vl0)2-i,00) i~v;(0)2-i,(0) +1,(0)2 +1,(0)
-a,(0)2-¢,(0) +a,l0)=+¢,(0) +a,(0)2+g,0) +azb;92(0)
Slika 298,

s gornjim odabranim pozitivnim smjerovima elektri¢nih krugova. Obzirom na

to, da ¢emo struju definirati kao z:ﬁ, promatrat ¢emo kod oba sistema

lijeve ploce, jer na njih pozitivna struja donosi naboj. Medutim, na tim plo-
¢ama nalaze se ve¢ podetni naboji, i to na lijevoj plo¢i sistema I nalazi se

q, = q,(0),
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t. j. pozitivno, a na lijevoj plo¢i sistema II, nalazi se

4y = "4, (0)’

t. j. negativno. To se vidi na istom crtezu dolje, gdje je

a,(0)24,(0)

naneseno u pozitivnom smjeru od poloZaja mirovanja prve mase, dok je

—a, (0)2 -4, (0)

naneseno u negativnom smjeru od polozaja mirovanja druge mase. Isto tako su
unesene i pocetne brzine u skladu s pocetnim strujama, t. j.

2, (024, (0), te o,(0)~i,(0),

i to oboje kao pozitivno. Struja # (0) puni prvi kondenzator, i analogno, v, (0)
rasteZze korespondentno pero, dok naprotiv struja z,(0) ispraznjava drugi konden-
zator, i analogno o,(0) vraca doticno pero u srednji poloZaj.

Na crtezu b) promatrat ¢cemo kod sistema I, obzirom na odabrani pozitivni
smjer, lijevu plo¢u s negativnim pocetnim nabojem — g, (0), te negativnhom strujom
—1,(0), koja puni taj kondenzator, a kod sistema II, gdje smo odabrali obratni
pozitivni smjer, promatrat ¢emo desnu plo¢u takoder s negativnim pocetnim
nabojem — ¢, (0), te negativnom strujom —Z,(0), koja takoder puni svoj kon-
denzator.

Na crteZu ¢) promatrat Cemo, obzirom na ovdje odabrane pozitivne
smjerove, kod sistema I desnu plo¢u s negativnim pocetnim nabojem -—g, (0),
te pozitivnom strujom ¢ (0), koja prazni taj kondenzator. Kod sistema II,
s obratnim pozitivnim smjerom, promatrat ¢emo lijevu ploc¢u s pozitivnim po-
¢etnim nabojem ¢,(0), i negativnom strujom —1z,(0), koja takoder prazni svoj
kondenzator.

Na crtezu a) kod sistema II, i na crteZu c), takoder kod sistema II, u
pocetku je kondenzator nabijen, ali razli¢itog polariteta. To se ocituje i u
mehanickoj analogiji, jer je korespondentno pero u crtezu a), dolje, rastegnuto,
a u crtezu ¢) dolje, stisnuto. Medutim, iz toga ne bismo smjeli zakljuciti, da
¢emo na crtezu b) kod sistema II, i na crtezu c¢) kod sistema I, Ciji
kondenzatori jmaju isti polaritet, u mehanickoj analogiji dobiti istu sliku. To
se, uostalom, tamo i vidi, jer je na crtezu b) doticno pero stisnuto, a na
criczu ¢) rastegnuto. To je ipak sasvim ispravno, jer se istovrsni smjerovi
elektri¢cnih polja, koja se nalaze u raznim sistemima, u mehani¢koj analogiji
raznovrsno pokazuju, t. j. kod jednoga sistema kao stiskanje pera, a kod dru-
gog kao rastezanje. To se vidi i na crtezima c) i d), gdje je na jednom i
drugom prikazan ba$§ takav slucaj, t. j. idu¢i vanjskom petljom imaju oba
elektri¢na polja na svakom crteZzu isti smjer.

g) Odredivanje glavnih frekvencija pomoc¢u struja

U simetri¢nim elektri¢nim vezanim sistemima vrlo lako moZemo pomoéu
struja odrediti glavne titrajne frekvencije. Po$to su sinhrone struje po jacini
jednake, to, prema sl. 299., gore, u veznom dijelu ne ¢e te¢i nikakva struja,
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. S . C
pa radi toga imamo pred sobom obi¢ni serijski krug s 2L i 5 odnosno

| Ve

G=
o=

L ——] Cﬁ L

sinhrone struje

Itz g o

- 2? -
2 | i
Iz
L L Lag
L L = C,, 10 12
~ 3

an.h'.s.-hfv‘one struje

Slika 299. Slika 300.

Kod antisinhronog slucaja zbog jednakih struja moZemo, prema istoj slici, dolje,
spojiti toCke istog potencijala 1 i 2, i imamo obi¢ni serijski krug s 5 2CiC,,

odnosno

11 1 2

2cte, |/©

Sz,m _ - —-—£ = — ._.l_l_ e
2

18. INDUKTIVNO VEZANI NEPRIGUSENI ELEKTRICNI KRUGOVI
BEZ NARINUTOG VANJSKOG NAPONA

a) Opéi integral titrajnih diferencijalnih jednadZbi

Prema sl. 300. bit ce:

d'q, . ¢, d*(¢,—¢q,)
boge T, T g =%
d q, q, d® (qa = ‘?1)
Lzo d£2 "|" Czo +L1n d&a I 03
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dq, ¢ d’q
(Lw + Lu) dr -C—:o_ 12 d—zeg = 0,
d’g, d’g,

. SR —
(LG +Lm) dta +q Lm drz 03

g 11, &g,
de’ C]O (Lm =+ le) ' Lw i Lm dz? ’
d2q2 1 er del
@ T @, F Ly T L L,
d’g ; d’q
EI'EJ.E . i w, g, — kt ind E{’a = 0: I)
dzqn ; d2qi
d[2- '—} W, gy~ ki!ln(l ai_z =), | II.)

Iz I1.) dvostrukom integracijom slijedi:

1 Oy

qlT:___ __gz %— QEdtdt+Clr+CS )
k‘l]nd k"lnd

Uvrsteno u I.) daje:

— _:l_. d“q ._l._ .__.(IJZ*?.“ qz ,+_ (_,_)I:)‘lr_.._q_z___ _I_ _.Eg: = ffqz d[ dt + 2 _{02- Cl ¢ +

2 ind 'd-E:r kZI;(l k?llld k?!nd k?iﬂd
B T d’q
T
2in

Dva puta diferencirano, te bududi da je

kl ind k?in(l = Kiz:ld:
slijedi:

d'q, . d'g, . d’q : . d'q
de T gp TOgE tore s —Kiage =0.

Buduci da su obje diferencijalne jednadZbe, t. j. ona za g, 1 ona za g,, jed-
nako gradene, to ¢e im op¢i integral biti istog oblika, te naprosto mozemo
pisati ¢, t. j.

d 5 . B &
[1 —-}'{fnd]—d-;‘ii + (0, -+ o, —dz_‘f + " 0,"qg=0.
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Pomoc¢u postavka
g = 6!,
dobivamo karakteristiénu jednadzbu:
[1 —Kiglo)— (" + o,)o + o 6, =0,
iz koje slijede obje vezne frekvencije, t. j.

. 0 4w’ w,” - PO o,

] 2 1 2 1 2 1 2

Wjs s Wy = T —R2) + SV ] S R
( ind ) 2 (1 ind ) ind

S B 7 ey e E— —
+ W, 0, =k V'l T lm’ _24_ i > V(m]“ —o,") 4K/ mz“J-

ind

Ovdje smo (obratno nego kod kapacitivno vezanih krugova, a prema analogiji
kod simetri¢nih induktivno vezanih krugova) brzi titraj, dakle, onaj, koji se
dobiva zbrajanjem izraza pod Kkorijenom, oznacili kao sinhroni, a polagani, Kkoji
se dobiva odbijanjem izraza pod korijenom, oznacili smo kao antisinhroni titraj.
Kasnije ¢emo i sasvim egzaktno dokazati, da je ovdje o, > o,,. Opci integral
glasit ce:

‘ql = A1 sin (mksr =+ "P) -+ Az sin (mka ¢+ X)’
te analogno

q, = B sin(w,, t + 8) 4 B, sin(w, ¢ - €).
Ovdje nismo do kraja proveli naSu misao, da uistinu postoje sinhroni i anti-
sinhroni titraji, jer bi B, moralo imati drukdiji predznak od 4,, Sto Ce kasnije
slijediti samo od sebe.

Ako opée integrale stavimo u prvu titrajnu diferencijalnu jednadzbu,

dobivamo:

L [— i A, sin(wgt + ©) — wpe A, sin (@, t -+ x)] + C}_ [4,sin (o, t 4 @) +
=+ A: sin ((")ka -+ X.)] } Lm [_' (n)ﬁ_, Al sin ((’)ks t 4 ‘P) I "')}:u Az sin (mim' i X.) #+
+ o}, B sin(w,, t 4 8) + wj, B,sin(o,,t + )] = 0.

Poredano po ,, 1 ., daje:

. A, . :
—L o}, A,sin (0t 4+ @) + =-sin(wt 4 @) —L, 0f, A sin(o,, ¢ -+ ¢) +
C

10

; : iy o
+ L, 0}, B sin(w, ¢+ 8) —L, wi, 4,8 (0, t 4 x) 4 (T”- sin(wg, & -+ ¥)—

—L,, 0} 4,sin(o,,t+ ) + L,, wi, B,sin (mkﬂ_i +¢€) =0.
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Da bi ova jednadzba vrijedila u svakom Casu, mora biti ¢ =3, odnosno
X=¢€ i zatim:

—L, w4 g‘ —L, ol A + L,wi B =0,

10

A
—L,, o}, A, + CE —L, 0}, 4, -} L, o, B, =0,

10

Iz ovih jednad’bi slijedi:

1
L L))o}, ——
Bl _ ( i + l”) ’ Cm T (033— (013 _—
EEE S = =,
A L, wj, R1 1na @}, !
; |
L,+L,)wp—
B, _ _( v ]l - Co _ Oha—0} -
A: Lm(r)za kl ind m.!'zf: :

Da smo upotrebili drugu diferencijalnu jednadzbu, dobili bismo istovrijedne
izraze, t. j.

Bl - kqil’ldmki

= MR,
A, o),”—m

Bn kﬂlndﬁ)ﬁa

. R, -
A, wp—o} ?

Da bi titraj s w,,, t. j. s brzom frekvencijom, bio sinhroni, mora F,, odnosno
(wis— ") 1 (0}, —o,%),

biti pozitivno, a da bi polagani titraj s «,, bio antisinhroni, mora — B
odnosno

(Wie — ") 1 (W}, — ®,%),

biti negativno. Da vidimo!

. | "+ o’ 0t —wh®
Wy — mlg = I _:_ i;_g [ _2 _____ I I/(L_—z —) ‘{_ I<md (") (.t) ‘I

2(1 K __l_n_d) : l_ —f- o, *—2w _—|—2Kmdm
2(1 uld) - iﬁmd 3 2

VST o] m L[t 0 2K

f_ -l/( 2 ) + K‘“d Wy mz] - l—HKi.l—.‘ld [ 2 +

Y anrer]
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Taj je izraz uvijek pozitivan, bez obzira da li je (—o’+ w,") pozitivnho
ili negativno. Prema tome je brzi titraj uistinu ujedno i sinhroni titraj. Ana-
logno je:

SR 2 2K? 2 z___ .21 T
m:’m—"’lﬁ = 1 _1 3;[ ki 2+ Lk TR l/(m1 2‘_&)2') + Kina ")12 maa] =

1 — o+ o, . o, — 0%\ .
= I—Kl‘n_c{ [- ‘2_|:..,._2_ |- Ki"nd W, "”"’l/(—"'é—'?'_) e Kihd ®, (‘)2—] '

Da bi to uvijek bilo negativno, mora biti:

0 —o,’

2 2 2
Vs Kiworor

'_'(.02——|— ‘-'Jn: 2 2 ’
( 5t Kindml) < ("'L'Q

—_— 4 0w’ . N . 0 —on\’ . —_
(———'1—2"’——1) + (— o, + 0, ) Kingo," + Kjao," < (1 5 “") + Kina 0, 0,".

'—Kiznd '(led -1~ i4nd 0.)14 < 0.

Ta je nejednadzba ispunjena, jer je K<< 1. Prema tome smo dokazali, da je
polagani titraj ujedno i antisinhroni titraj.

Slika 301.

Do istih rezultata do$li bismo, da smo upotrebili izraze, u kojima dolazi
(wp, — ©,%), odnosno (wg, — ©,%).

Prema tome, moZemo pisati:
q, = A, sin (0t + @) + A, sin(w,, t + %)
q,=F A, sin(w,t+ @)—F,A,sin(wg,t + %)

S1. 301. prikazuje verzore prvog i drugog kruga.
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b) Granice veznih frekvencija

Pretpostavit ¢emo, prema sl. 302, da u sistemima postoje samo sinhrone
struje 1 neka je I, > I,. Tada ¢e za prvi sistem vrijediti:

1 P I! Cos (mks 2 + (Pl) +

mks(‘m

0= Lm Wy Il. cos (wks ¢ (Pl) -

+ Lm Wy (Il — Ia) cos ((‘)Ics L + 501)
Iz toga slijedi:

1
Q)Ls = IOI p— !
Lm 3 Lls 11 =
Za drugi sistem vrijedi:
1
0 =L, w,1I,cos(w,.,t+ @) T I, cos (e, +,) -
ks 20

+ L, ., (I,— I,)cos (w,, z + ¢,).

Iz te jednadzbe slijedi:

1
an Cu
of, = — e
IE_ Il.
. Lan i le' "}:—
G=hsin(wy t+9)  ip=lysin(w,,t+¥) G=hsinfes,t+Z) (=~ sinfey,t+ %)
b 1
870 Cza Cm czo
EL-}Q sz Lm éifa ) sz Lzo
Slika 302. Slika 303.
Budu¢i da je ‘7-v-“- pravi razlomak, a —2—7 ' negativno, to znali, da je
1 2
Wiy < ———» te dalje, da je o}, > — . Kod I, =1, bit Ce:
C.L, G Ly, ! #
i 1 1 ;
Wy == _CT == C—L - = gks-

107710 20720
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Osim toga vidi se, da je:

1 . 1

C C

0)3 L | IR (,_)2 N
e Lw ~ Ln ’ e an = Lu

2

Sada ¢emo pretpostaviti, da u sistemima, prema sl. 303., postoje samo antisin-
hrone struje, i neka je I, > I,. Tada Ce za prvi sistem vrijediti:

Oeed . T ocostoy,. t . )— o O I, cos(wy,t + %) -+
Yia 10

<+ Ll'.: Wy [Ia - (_... I‘)] COS ((‘)ka t+ X.l)'
Za drugi sistem bit Ce:

1
0= L'.’,n Wy (__ Iﬂ) Cos (i')a’.‘u L- l_ Xi) e (0 B C- (....... Id) COoS (wka t + 11) '_{_

ka 20

-+ Lu Bl Ia — I:I) COS ((')ka -+ XJ.)

[z tih jednadzbi slijedi:

1 1
W} C; ' C:)
hg = ————— 2 — = )

I A1 gl
Llu _i_' L a_ & L,’ —!—- IJ % S

13 Is an 18 I‘

4 4
1 1
W > A odnosno wj, < I 3L

U slu¢aju da je I, =1, bit Ce:

1 1
m= — —aj‘_l__“___. e —_CEE . h
e LG ¥ 2L1:; B Lzu T 2L1-a oo
1 1
Nadalje se vidi, da je w©j, manje od q*"——-, i manje od —E-z—“L—-
Lll) + Lll Lao + 13
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Prema tome, uzev$i u obzir i grani¢ne slucajeve, moZemo pisati:

1 1 ) g ( 1 1
- <= < — -
i (CIOLI.U ’ CzoLzo = Ok = T Cqum Ccu 20
1 1
, = max 6’_“ Ca
b= Lw + Ll", Lzo + Lu:
1 1 1 1
min CJ" g e C”-— < W, = Max Cu s = Can
L 0 + 21‘12 LG + ‘Lw B o Llu i 2L12 Laa + 2L1'.:

. & 1
o~
_CL_ bl SRR 1
Lp*el 12 L'l ! EnLu C\)fz
i ‘I I —
| i 4 1 1 [ :
I s [l
I Cao Cow 2 : 1 ! :
] i e —
! Lap*2ly, Lap*lsz | Caol-zo : w;? i
! * 1 T |
I | |I | Ir I !
! ! | ] i i '
, c;;. — — - s i y 5 I - __;;
= 2
ka s Wha "Ry Wis
2
Gy w.‘
——
- P i N
H ' | i
F 1 | I 1
2
~ i : .' : i :
f t 1 H
1 ! ) 1 \ . I
I H | | “ I 1
[ ] 1 ] | i !
R ] ! | it i -
e ? L [e] 2 2 v
ka Ky =964 Wy [

Slika 304.

Slika 304. prikazuje neke slucajeve, koji mogu nastupiti kod induktivno
vezanih nepriguenih krugova. (Kod simetriranja induktivno vezanih krugova
®,’, odnosno %, ne leZe u sredini kvadrata pripadnih glavnih titrajnih frek-
vencija, kao $to je to kod kapacitivno vezanih krugova).
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¢) Simetri¢ni sistemi
Ako imamo dva uskladena induktivno vezana sistema, bit Ce:

W, =0, =0
1 stoga

(‘)2: a=™ 37 prz - = d
koke ™ 1T —Kig 1 —Kia 1 £ Kina

N 2 3
oy - SR
Wis, ka =(D(1 :FKmﬂ)—%-

Kod simetri¢nih sistema je C,, = C, = C, odnosno L, = L, = L. Radi toga Ce
biti

Kind =i e s
i nadalje

oo ‘V_F(T-_F Lm)

S

Prema tome je:
> = (l F L )_é- N !
L+L.]  VCTFL) |/LHL.FL,
L+L,

ka*

1
L+L)er—¢

- % S )
1
fwer

1 1

B
A

= e

B, E+llemizry ¢ ]
A, " 1 o
* C(L+2L,)

Prema tome je kod induktivno vezanih simetri¢nih krugova, analogno kao i
kod kapacitivno vezanih simetri¢nih krugova:

q, = A,sin (¢ + ) + A,sin (. 2 + x)
4, = Al Sin(ka ¢+ (?) _AzSin (Qﬁ:a ¢+ X)
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Na sl. 305. vidi se verzorski prikaz simetri¢nih induktivno vezanih neprigu-
zenih krugova.
Kod pocetnih uvjeta, ako je u

b= q;l:gl(o)"
ga:(}’
t=0
$, =0,

vremenska
linyja

Slika 305.
bilo bi analogno kao i kod Kkapacitivno vezanih simetri¢nih krugova:

_q,(0) . TC) q,(0) . ( 1
qlstxn(Q‘,,r+§- —|—~—:?—~sm sz+—2—),

_ 49 ( W)_ql(Ol. ( 'rc)
g, =—5—sin me—i—-éu 5 sin QM£+? -

d) Odredivanje glavnih frekvencija pomoéu struja

Neka u simetri¢nim sistemima, prema sl. 306.,
gore, teku samo sinhrone struje. U veznom dijelu
ne Ce tada te¢i nikakva struja, jer se obje sinhrone

| ~ struje medusobno poni$tavaju. Radi toga je:
¢ ¢
) b i - 1 1 _
% % e = T Ver
_ l/—2~ 2L

sinhrone stryje

— Ako u obim sistemima teku samo antisinhrone struje,
£ prema istoj slici, dolje, tada ukupni kapacitet iz-

nosi 2C, a ukupni induktivitet %—i- Lo

Prema tome ée biti:
' Enz';;}';}?;;}uﬁ 1 1

g L P

o Vzc(%-ﬂm) T VeZxi2Ly

Slika 306.
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19. UPOREDENJE VEZNIH FREKVENCIJA USKLADENIH KRUGOVA
KOD KAPACITIVNOG VEZANJA S VEZNIM FREKVENCIJAMA KOD
INDUKTIVNOG VEZANJA

Kod kapacitivno vezanih uskladenih krugova, t. j. kod

(x)l =W, = W,
dobili smo za vezne frekvencije formulu -
1
Ops, ha = (’)(I I Kkap')ua
a kod induktivho vezanih uskladenih krugova formulu

-1
Wis, ha = (‘)(1 T Kiml) .

T T I
'” “ B0 G000 —H—"-J';j[‘j'ga'u'a'gﬂ
Cy C L L, . C L, L
0 L 0 12 20 Li 0 12 c.;k;w(‘l' —%Kmp) "“"ka“m(f'é[ Ku,«)
I 73} ;
o3 i !
\ .' | .
T 1 ]
i i
Gornji razvezam krugovi vezani kapacilivno : P .
— 1 it
l Ly Ly Lin l Opa™ “-‘(1 2"(._.,;) u“—m{‘f 2!{"‘()
L Co ‘ Ci;
T T -J- Pazi! Ovaj prikaz frekvencija na brojnoj crti
' ne odnosi se na simetrirane sisteme, nego na oba

naznalena uskladena sistema, koji su jednom vezani

bornf mfl"emlm regon Vef'a:{md””wm kapacitivno, a drugi puta induktivno istom jatinom.
4 ;lr V7 g__t Frekvencije nisu prikazane u kvadratu — kao 3to
A 2 E smo to ¢inili pri simetriranim sistemima — nego u
La Ele  originalnoj vrijednosti. Granice tih frekvencija su,
naravno, frekvencije njihovih pripadnih simetriranih
= - ] krugova.
1
Cy - Ly, |
Kkap = — kil’ld = — = K'{-:a‘:la
l/ ( 11 ) ( L, +___1_) V (Lo + Lup) (Lyo + L1a)
CID cm Cﬂo Cl!
Slika 307.

Kod slabog vezanja, bit ¢e, prema tome, po Mac Laurinovom razvoju, koji
¢emo prekinuti kod drugog Clana, za kapacitivno vezane uskladene krugove:

i
Wps fg = W (I T ?Kkap) )
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a za induktivno vezane uskladene krugove:
1
W, kg = O (I + ‘Q'Kind) :

Ako imamo, dakle, dva uskladena kruga, koje moZemo slabo vezati, jedamput
kapacitivno, a drugi put induktivno, tako, da bude

Kkap = I'(iml = K3

dobit ¢emo u oba slucaja iste frekvencije, naravno, s time, da ée kod kapaci-
tivnog vezanja polagana frekvencija biti sinhrona, a brza antisinhrona, dok ¢e
kod induktivnog vezanja biti upravo obrnuto. Te odnose pokazuje sl. 307,

Ako bi kod krugova na navedenoj slici bilo C,,=C, = C, te nadalje
L, =L, =L, imali bismo simetri¢ne krugove.

U tom slu¢aju bi bilo:

- | I_"_I__l‘

C _ s Loy
E+L, " V LEF3L°

t. j. sinhroni titraj kod kapacitivnog vezanja jednak je antisinhronom titraju kod
induktivnog vezanja, odnosno

L 2 /1 1
c'C; |/ C"C,
L+L, E

t. j. antisinhroni titraj kod kapacitivnog vezanja jednak je sinhronom titraju
kod induktivnog vezanja.

KRasnije ¢emo vidjeti, da kod uskladenih krugova sa slabim vezanjem,
koji sadrze osim kapaciteta i induktiviteta jo§ i omske otpore, kod narinutog
vanjskog napona, kojemu uz istu amplitudu mijenjamo frekvenciju, najvece
struje nastaju u blizini nasih gornjih w,, i op,. Medutim, buduéi da ¢e te naj-
veCe struje, prema navedenom, kod kapacitivnog vezanja nastati upravo kod
istih frekvencija kao i kod induktivnog vezanja, ne ¢emo modi iz eventualnog
eksperimenta zakljuciti na vrstu vezanja. Tek kod ¢vrstog vezanja, kad je
faktor vezanja iznad 0,3—0,4, opazila bi se razlika polozaja tih istaknutih
frekvencija najveéih struja, ako bismo jednom upotrebili kapacitivno, a drugi
puta induktivno vezanje.
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20. KOMBINIRANO VEZANI NEPRIGUSENI ELEKTRICNI KRUGOVI

BEZ NARINUTOG VANJSKOG NAPONA

a) Opéi integral titrajnih diferencijalnih jednadZzbi

Prema sl. 308., bit ce:

d’ d d —

" d' ; C.l?.
d*g, d’q, & ql) &8
war oot (dz )t e =
d’q, ( ] 1 ) d’g, |
i £ P el B Rl 0,
(LIO + Llﬂ) dt'z E_ Clu + Cl2 q 12 dza Cls 2
d’q, 1

d'g, 1
Lot L) G+ (g + ) o —Lugs

1 1 1
. e
szl dzqz CIS CID Cls o
H?_ —I"' 0)1 q1 Ikl ind d—fz Lm + ng 1 1 qa_o,
(“71; N, Posljednji adend pomno-
L zili smo i podijelili s istim
1 1 1 brojem.
%, . d’g, Co Cu Cpn, _
ar -+ , q, kzmd dar Lzo _1_ Lm 1 1 ql_O: J
C20 Cls
d® d® .
T _q'z} —I“ fJJ q1 kl ind qa klknp 0‘)1 QQ = 0’
de de
d® d’
—q: _i“ m qo k? ind qg k2knp(’) q, = 0
dr dr

Uz postavke g, = Ge’“, te ¢, = D e/, i kracenjem s & %, slijedi:
—— ('sz 6 s 2 (’312 6 -+ kllud mka @ - kl kap mlz @ = 0: I)
¥ D 0T D 4 Rirni0n B — Biray 0 8 = 0. IL)
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Ovdje ¢emo se malo zaustaviti, da opravdamo na§ postupak. Kako se
vidi, pretpostavili smo, da su eksponenti obaju partikularnih integrala medu-
sobno jednaki, t. j. jo,z. Ako bismo pretpostavili razli¢ite eksponente, te
napisali, da je

q, = t-ejmklta
odnosno

jwpot
q, = Pt ke ’

diferencijalne jednadzbe, uzevsi opcCenito, ne bi bile zadovoljene, jer se ne bi
mogle svakog cCasa izjednaliti s nulom. Ako bismo, naime, u te jednadZbe
uvrstili navedene partikularne integrale s razli¢itim eksponentima, ne bismo
viSe mogli kratiti zajednickim faktorom, te bi slijedilo:

(—wi + %) G ont 1 (R11na Oka — By ap 0,%) D/ B21 = 0, IIL.)
(_' W0 -+ mgz) @Cf @kt + (k?ind Wy — kﬂlm.p {‘)22) ti’ej B 0. IV')

L
8 :
ol ) 9e, % Slika 308.
S D Cr

Iz IIL.) i IV.) vidimo — kako smo naveli — da te jednadZbe, uzevsi opéenito,
ne mogu uvijek postojati, jer oba verzora, koja se okreéu razli¢itim frekvenci-
jama, a mnoZena su realnim brojevima, ne ¢e u svakom sluc¢aju dati rezultantu
jednako nuli. Medutim, u jednom specijalnom slucaju, t. j. kad ti brojevi sami
postaju jednako nuli, te ¢e jednadZzbe moci uvijek postojati. To ¢ée biti kod
slijede¢ih Cetiri relacija:

(—opn + 0" =0, 1.)
(R11na ©re — Ry kap wla) = 0, 2.)
(— ol + 08 =0, 3)
(R21na 041 — Rayap @,") = 0. 4.)

Iz druge i Cetvrte relacije slijedi:

1 1
Ce C,,
1 F- l 11
2 :1'- cm 2 1 2 Zfl_z é;o 2 1
Who = "—“1'[—" W, = Eﬂ I'—, te Wp = - I W, = C I
— <1312 S ‘12412
Lw + Lm Lu e Lau

19 D. Svarc: Elektri¢éni titrajni krugovi
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Uzevsi u obzir jo§ i prvu i trecu relaciju dobivamo:

1
im;}]:iO)kgz_—b(’)k:j:ml _tm—-iv_a__L__

Iz ovog rezultata vidimo, da smo pravilno postupili, te da i za taj specijalni
slucaj vrijede nasi postavci s jednakim eksponentima, t. j.

q; — b'cfcok!’ te gg — @e?mkt .
Da nastavimo, gdje smo se zaustavili!

Eliminiranjem konstanata ¢ i 9 iz jednadzbi I.) i II.) dobivamo karakteristicnu
jednadzbu:

2 H 2 2 2 2 2
((-')1 = mkz) ((0_:.; — W, ) aac (kl kap @), — kI ina Oy )(kzma Oy — k;‘! kap ¢y )
Dalje slijedi:
0)5;4 (1 N kl ind k_‘ Iml) (')J., ({’) "}_ 0) R kl ind k 2kap ¢ kl ind kl kap (" ) +

+ (‘); (')3“(1 kl kap "’k w) — Vs

(JJ; (1 . Kii‘ld ) - 0),': ((');_I“ - | (02:' - k] ind ki’ kap (')3“ _ k"l ind kl kap (')1—) - |"

o0, (1l —Kgp) =0.
Prema tome, kvadrati veznih frekvencija su:

(0 _I_ (') - _k] ind }_?2__1:911 J“lud kl imp
B = 2—Kn)

5 l / l ©," —| (“.)"_‘_Hj- k]_i_,lg'kzmp o); — R3ina k'l-_._iﬁ’-‘l'l (._3}:' J"*‘ 0)12_05; ( I—Tk;;)_ .
20l —Kpa) (1 —Kiha)

U ovom sludaju postupili smo drugacije, nego dosad, jer smo veznu frekven-
ciju, koja se dobiva pribrajanjem izraza pod korijenom prvom adendu, oznacili
indeksom kb, t. j. kao brzu frekvenciju, dok smo onu, koja se dobiva odbija-
njem toga izraza, oznacili indeksom kp, t. j. kao polaganu frekvenciju. Nismo
ih oznatili indeksima ks, odnosno ka, jer sada i brzi i polagani titraj moZe
biti i sinhroni i antisinhroni. 'O tome ¢emo kasnije podrobno govoriti, ali ¢emo
ovdje ipak navesti, da ¢e u slucaju, ako je

1 max(l 1
G ""L_(,I)

brzi titraj biti antisinhroni, a polagani sinhroni, dok ¢e u slucaju
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polagani titraj biti antisinhroni, a brzi sinhroni. U sluéaju

11 Lo 1 1
C L.~ H =PI S“CL.°

=> >

107710 Cl 2 LIB CEO L2IJ C!ﬂ Llﬂ 127712 20720
bit ¢e oba titraja, t. j. i brzi i polagani titraj, sinhroni, a antisinhronog titraja
uopCe ne Ce biti. Ako u posljednjim formulama umjesto znakova nejednakosti
nastupe znakovi jednakosti, onda e postojati samo jedan titraj.

Na isti naCin kao i kod Ccisto kapacitivnog, odnosno é&isto induktivnog
vezanja, moZemo i ovdje dokazati, da su fazni kutovi treptaja u izrazu za g, je-
dnaki faznim kutovima treptaja u izrazu za g,.

Prema tome ¢emo, bez ikakovog naglaSavanja da se radi o sinhronim ili
antisinhronim titrajima, opéenito pisati:

g, = A sin (0t + @) + A,sin(w,, 2 + %),
q, = B sin(w,t + @) + B,sin (6, + 7).

Iz pocetnih’ diferencijalnih jednadZbi dobit ¢emo na poznati nadin jo$
slijede¢e odnose:

2 2 2 2
B; - Wpp — O, . k21na mk!}—kikap w, +F
g = i 2 2 — L4
Al klmd mkb—klkap (-01 ml:b—@g

e 2 . 2
_-Bg i F':'!:.(; _ (-'31 e kzm:l ('}-'"'ﬁ = ki’ kap "-'__)_2_ - F
A, Ry Oy — Rixap 0, Wy — 0, :

Ako ¢ i ispadne pozitivno, onda je titraj s frekvencijom w,, sinhroni titraj,
Fa

a ako ispadne negativno, onda je antisinhroni. Isto vrijedi i za TR obzirom
na titraj s frekvencijom w,,. Ako postoje sinhroni i antisinhroni titraji, tada

¢e kod pozitivnog E—*-, vrijednost }71:' biti negativna, i obratno. Medutim —

kako smo ve¢ naveli — oba odnosa 1%nogu biti pozitivna.
Ako u gornjim formulama stavimo
kl kap = k2knp =% Kimp = 03
dobit ¢emo formule za induktivno vezane krugove, a kod
klintl = k?lml = Klnd - 0:

dobit ¢emo formule za kapacitivno vezane krugove.
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Za uskladene krugove bit Ce:

1 1 1 1
€. e ©tE;

10 12 20 12

LIO + L.‘li N LEO + LII,

odnosno iz toga

1 1 1 1
(&: -+ 6;) (Lao + Lm) = (é;; + (—‘j;) (Lm = Lm)'
Prema tome bit Ce:

1 1

L C, L C.

= 1 _'k'zlndklkunz Lao + L
+6\_

kllndk2kap=L i L
10

Oznaéimo lj. k] ind 8 a, k?lnd S b, k:kap S C’ i k?knp S d, tada ée, dakle, biti:
ad = bc.

Posto je o= w,'= ", prelazi formula za vezne frekvencije u oblik:

o 20'—ade’—bcw V 20 —adw’*—bcw’ || (1l —cd)
Ll 2(1 —ab) -

2(1 —ab) 1—ab
_ o(2—ad—bc) n
 2(1—ab)
Lo V4-}—a“d*+b‘“’c“—4ad——4bc+2abcd__ 4(1—ab)(1—cd)
4(1 —ab) 4(1 —ab)’ a
mz
=mﬁ[2-—~2adi

+ V4 +a'd’+ b'c*—4ad—4bc+2abcd—4 + dabt dcd— 4abcd].
PoSto je prema navedenom a*d* 4 b°c* =2abcd, to slijedi nakon kratenja s 2:

w?

Whb, kp = T—3ab [1 —ad+ Vab 4+ cd—ad—-—bc] =

- 1_ 5[l —ad+Yab+ cd—2ad].
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Diskriminanta ¢ée biti:

1 1
- Lw Lna a; b_m .
ab+cd—2ad= +L13L20+L1n+ i _|_i i T
Cm Cu Cnu _l_a;
1
_2 Lla Cm -
10+L1a__1_+i
Czo C:s

L;:(El_ + E.‘L) (6];; + E:l;) + é;g(Llu—}—.Ln) (Lo +Lsy)—2 é“’_:(Lau‘l'Llu)(—C‘l*-l- (_?1_)

w G
(L,+L)(L,,+L,) (Cim g5 511:) (5};; + Cim)

Radi navedenog uvjeta uskladenosti, moZemo odmah napisati drugi korijen
toga izraza, t. j.

eV EF LT T LI~ (g + ) (e + )

Lt L) (g, +57) |

20 12

odnosno

T e

VT, +L) (c_'l‘ + C—,l—) V(E_ c )(L10+L )

20 12 20

Sada moZemo pisati:

2 Y
mkb,kp = (_I-:_‘md) [I i kl ind k2kmp o

kl ind Vkﬂ ka ]
kf} a V — k 1 L —
kap k?[nd l1ind kikgp
w* i vki’kan kﬂklp kl ind kl kap — Vkl ind kl ind k?kap k21nd
kl ina k?kﬂ.p o=

(1 “K!l'i_d-j vk;;;d kl kap

Budu¢i da je

R\ 1na kmm;} = k?md klkap »
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slijedi kona¢no:

mn

(')kb kp = m [1 — Ry 1na kznp o ‘ Kku.p —Kina H

b) Granice veznih frekvencija

Da bismo pronali granice veznih frekvencija, postupit ¢emo kao i prije
prema sl. 309., t. j. pretpostavit ¢emo, da postoje samo sinhrone struje. Tada
za prvi sistem slijedi:

: i Il cos (wka ¢4 np:) - m.i,s 10 I; Cos (mka t + fPl) -
o, C

10

1
'+ mksLn(Il'_"In) Cos (mkst JF‘ <Pl)_- “_(’;;'C_(IJ.__ In) COs ((’om ¢ ‘P1) =0

]

Prema tome, bit Ce:

+ 1 I, —1,
o c ¥
s = 5
I I
FL AT
w L
Analogno bi bilo za drugi sistem:
1, 1 Gl
Ch Gy 14
Wy, = —— 1% _ 2 _
12 — 1,
L, + Lm 1
’ 2
wrhsintagt* ) Gelysinfw, t+f) iehsinfwgt* %)  toksinlw,t*X)
L ILN
Lw Llﬂ
L‘!?
== C
Gy -|-qu -l- 20
Slika 309, Slika 310.

Za antisinhronu veznu frekvenciju prema sl. 310. dobili bismo za prvi
sistem:

1
C I, cos (w,, t + Xo) + ©ra Ly Iy C08 (00, 2 4 x,) +

a 10

Wy,

1
G i ("'"kaLm (Is + Ia.) cos (mkat + X1) — o. C (Is -+ Ia) Cos (mku L+ xl) =0
: ka 12
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Prema tome Ce biti: ‘
1 I,+ I

c'):a Sy Cm CIB i&l

I
Lm i Lllﬂ 5 i

3

Ciklitckom zamjenom, obzirom na drugi sistem, dobili bismo:
1 L+1

13

L. _.'__“5(?

Cza za C12 \Cza C-;z 1‘70 L
Lag Lyp+Lyy Lzo'*Zsz lfgﬁ =c"’k2a ai

Slika 311.

Te dobivene izraze za wj, i ®;, promotrit ¢emo najbolje graficki prema
sl. 311, i to tako, da ¢e nam wj, biti predstavljen kao tga, a o, kao tgf.
Za ovakvo prvo promatranje, odabrani su takvi krugovi kod kojih je:

1 1 1
Tl = (c L’ cmLm)

“1312 1010

i osim toga I, > I, odnosno I, > I,.
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Na navedenoj slici, lijevo, gore, izvedena je konstrukcija za wj,. Poéevsi od O,

nanijeto je u horizontalnom sn#eru L, i okomito na nj c Budu¢i daje I, > I,, to

, I —1, .. . . . L

ce 2 7 =a biti pozitivno i manje od 1. Ako na zavrSetku od ¢~ Danese-
1. W . . a re o p 10 W

mo horizontalno duZinu @l,, i na ovu vertikalno co doc¢i ¢emo do tocke P.

12

Ako to¢ku P spojimo s O, dobili smo kut «, ¢iji je

tgo =2 1 —q,,

-, te zatim od kraja

Analogno, na horizontalni L,, nanijet ¢emo okomito
W . 1 L) - . - o - 20
duzine ol odbiti duZinu oo der je b= ---2----} —* negativno, uz |a| <|b|. Na
2 12

20 3
dobivenoj tocki, nanijet ¢emo nalijevo 4L, Dosli smo do totke R, koja

spojena s O daje isti kut « kao i prije, t. j.

1 i b
c."'C. \
tgo =018 — ¢,
. Lzu—["bLm :

Iz crteza proizlazi, budu¢i da su a i b uvijek protivnog predznaka, da
1

e

kut « mora lezati izmedu kutova, Ciji su tangensi ——— 1 —~——
ClﬂLlﬂ C2(I LZD

krak horizontala iz O, a drugi donja odnosno gornja crtkana linija.
_ 1 v . | -
Ako na vrh od ¢~ hanesemo duzinu L,,, te okomito na nju o dosli
10 . . . o 1 - 12
smo do tocke U. Analogno, nano$enjem tih duZina na ——, do§li bismo do

20 1 1
totke V. Spajanjem totke U s O, dobili bismo kut, koji, uz > 5
i CIQLJ.'E C!DLU}

mora biti vedi od kuta «, buduéi da je a < 1. Isto tako mora i kut, koji dobi-

,» biti ve¢i od kuta «, jer je b ne-

- 1 1
vamo spajanjem O s V, uz >
Cl‘.‘.'LI.Q CsoLG

gativno. Radi toga je:

1 n 1 1 4 1
10 Cla Cen 12

Lll] + L12 ’ L!O _]_ L12

Wi < Min

Da slika ne bi postala nepregledna, nacrtali smo desno novi crte?

za konstrukciju ©j,. Razumije se, da su parametri ostali kao i prije.

i i A e . ;
Budu¢i da je I, > I,, to Ce "—4—-—‘—=m biti ve¢e od 1, ali manje od 2, dok
I+ I T 1 G g ; :
e ‘}r * —n, biti vete od 2. Na - nanijet ¢emo horizontalno mL,, i
10 )
dalje vertikalno -, i dobiti totku S. Na _— nanijet ¢emo horizontalno nL ,,

e’ C

12 20
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i dalje vertikalno i, i dobiti tocku 7. Kut dobiven spajanjem 7, odnosno
12
S, s O, bit ¢e kut B, a

1 m 1 n

N N A ERN.

th - Cni Clz _ Gau Cle
Lm + lez Lzu + nL:z

= Whge
Budu¢i da su m i n veéi od 1, to ¢e kut B, uz

1 ( 1 1 )
——— > max 5 >
C.L, Cilis CzoLzo

biti veéi od poznatih kutova, koji nastaju spajanjem U, odnosno V, s O. Radi
toga je: -

1 1 1 1

Oy "Gy G’ Gl

10 12

Llﬂ + L12 ’ LZ(I + L12

W), > max

1 o ; A : 2
Sada ¢emo na il ina Cl— nanijeti horizontalno 2L,,, te dalje vertikalno o

10 2 12
pa tako dobivene tocke s;oaojiti s O crtkanim linijama. U prvom smo slucaju
dobili veci kut od £, a u drugom manji. Radi toga je kut § izmedu tih kutova, t. j.

1 2 1 2
0. G. . GL.T 0,

10 12 20 12

1 .
LIO —1_ 2L12 L20 + 2L13

Wi, leZi izmedu

Konac¢no iz konstrukcije slijedi, da, uz

1 ( 1 1 )
—— > max
CI2L12 CIIJLI.U ’ Caﬂ‘Lau ’

mora biti 8 > a, jer je m > a, odnosno n>b. To se vidi iz prvog crteZa,
gore, lijevo, gdje smo ucrtali kut B, radi uporedenja s kutom .

Kutovi « i £ moraju, naravno, biti manji od — -, jer njihovi tangensi
moraju biti pozitivni, da ®,, i v,, budu realni.

Dobivene rezultate nanijeli smo na brojne crte dolje, lijevo, gdje su
odvojeno nacrtane veli¢ine za svaki sistem, i.vidimo, da se nadi konkretno
izabrani sistemi s kombiniranom vezom, ponasaju slicno kao da je veza samo
kapacitivna.*) Potreban uvjet, da dobijemo takav rezultat, bio je — kako
smo to ve¢ u pocetku ovog poglavlja naveli — da je

> o)
e A ’ .
Cle'a CwLw CzuLzo

Sta to ukljuduje?

*) Broj¢ani odnosi frekvencija su ipak razliditi, nego kod &isto kapacitivnog vezanja!
Sli¢nost je samo kvalitativna,
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2 Lo fijedi st G
Clﬂ LI! Cl(l Llﬂ ’ L12 clll :
a iz 1 SR C
> ————, slijedi 22 > 2.
CIGLII C:ll] L‘Z.O Ll% CSD
Kao $to je poznato,
L 1
Kija = - S = =
V(Lm T Lm) (le =+ Lzo) V (1 + _}:"ﬂ) (1 - _L_E)
LIS L12

I-y”Iz =a <O
L
L=l
af L=p-- 0<b<1
2
lal>1b]
E‘{

+ 20— 7 :
¢ Lm Lga '[5_]4=m v 2>m>1 2L12 ¥ U Z —
1.2 4.1 3 7 = 2

Lw Cop |c10+012 1wk -‘GI—I"=n' cen>2 019,7/-%22? Psom Ca
f-fa"ZLﬂ- Lfofl-fz Ceo ; / * ,/m{_ 12 \1 C,z
| Lm | 1 72 12
2 —_—
ha! 1.2\, ; Ly
CZD C-;g é;0+c_ﬂ
20"l
L2o*L12 0 L Lo

Slika 312.

Na temelju gornjih nejednad?bi slijedi, da na§ uvjet ukljuluje, da je
Kiap > Kinges ali obrat ne vrijedi, t. _j. ne mora Cinjenica, da je Ky > Kings

. 5 & ; ; C G i ; L C

sadrzavati i gornji uvjet. Naime, < moZe biti znatno manje od -, a =™
, L, . Gy . Lu Gy

samo malo veée od L—”, i tada je, takoder, K,,, >K,4 a gornji uvjet nije

12
ispunjen!
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Ako je
I 1 _ 1
012 Llﬁ CIU Llﬂ C!O L2IJ ’

onda je

L, _Cu

LIB CLO
odnosno

L, Cy

L‘.I.S C’EO
a

Kksp = Klnd-

Iz konstrukcije vidimo, da je tada kut a=f, t. j. o, = w,, dakle sistemi
titraju samo s jednom frekvencijom, $to znali, da mogu postojati samo disti
sinusovi valovi, a ne treptaji.

Pregledno napisani rezultati za ,,kapacitivni¢ slucaj, uzevsi u obzir i gra-
nice, glase:

1 | ) 1 1
min( ' )gm‘,gmax( ),
Cll:l Llo, .Czo L!l} ; CI.U LIU’ C20 Lzu
1 1 1 } 1
Wi, < min (Cln + Clz _c’!o Cu)
ks = Ty s 3
LID + Lli{ L!D + Lll
1 2 1 2 1 2 1 2
min C—“'+C—“ . C’:‘{Ha‘d— < W, = max E’:+E;, C—”-{-C" 5
Ll(} + 2L12 LEO + 2L12 a ‘= LlU + 2L1‘2 LED + 2L12
1 1 1 1
B Llll + Ll L?.IJ _I_ L12
Ako je
# < miﬂ( : L )
CI2L12 CII]LIO’ c20L20 ’
onda je
C, C.
W Mt W o
L12 Cll) Llﬂ CED
dakle,
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Takav slucaj nacrtan je na sl. 312., a parametri su sada izabrani tako, da je

I,<I,a I >1, Prema tome, sada je a<0, dok je b<1, i pozitivno.
i . we 1 1 :

Nadalje je |a| > |b|. Opet wj,=tga lezi izmedu ali sada su
X o o G CIOLI C"DL20 o

kutovi, odredeni spojnicama to¢aka U, odnosno V, s O, te horizontalom, manji

od kuta «, t. j.

1 " 1 1 + 1
®»). > max 10 Cl'z Gau Cm
. Lw + Lm ’ Lao + L ’

Budu¢i da je i ovdje I, > I,, kao i kod prvog slucaja na sl. 311., to je
opet #>2, a 2>m>1. Kut  je radi toga opet izmedu kutova, Ciji su
tangensi

1 + 2 1 2
Cu -—-‘—“ odnosno -4-6"“ i Cy :
L,+2L, L,+2L,

wean

odnosno OU, a drug1 horizontala kroz O, i rad1 toga je:

1 1 1 1

5 ._I_, 3 RS __}_ Gy
. . | C c, C C
W, < min | =2 i 12

§ TN S N

Prema tome je takoder, a > [3.

Rezultati gornjih konstrukciia prikazani su na brojnoj crti, dolje, lijevo,
za svaki sistem posebno, i vndnno, da se ovi sadas$nji sistemi s m]esovxtom
vezom, ponaSaju slicno kao da im je veza samo induktivna.

Pregledno napisani rezultati za ,,induktivni¢ slufaj, uzev$i u obzir i gra-
nice, glase:

(1 1 2 1 1
mm(c e L)g“’ﬁféma"(clL G.L )

207720 07710 207720
1 1 1 1
o S ot B, GO |

L!D + Lm L2ll + Lﬂ

1 2 1 2 1 2 1 2

N ool ool ) D— (54"512, a.'c,
Lll:l + 2L12 LQD + 2L12 h N Llo + 2L12 20 + 2‘LI.2

( 1 g 1 1 i |

. |o, e, e, "e,

e \ Llij } le : LG + Lw
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Treba napomenuti, da su prednji odnosi i veli¢ine, t. j. a, b, m, n, sin-
hrona i antisinhrona vezna frekvencija, potpuno definirane parametrima krugova,
te da ti parametri dozvoljavaju radi toga samo jedan pravac kroz ishodiSte, na
kojem leze totke P i R, i drugi pravac, na kojem leZe tocke S i T, te da,
eventualno, daljnjih rjeSenja nema. Odnosi komponentnih amplituda struja
—i‘f-, te —1‘3- isti su, kao i odnosi doti¢nih komponentnih amplituda naboja.
Prema tome mo¥emo po volji pretpostaviti, na pr., amplitude struja I, i I,
dok I, i I, slijede tada same od sebe. Za podlogu naSih prednjih crteZa za
amplitude struja upotrebili smo konkretne podatke, da bismo mogli odmah
pristupiti pronalaZenju granica veznih frekvencija. Medutim, iz sl. 311. i iz
sl. 312. moZe se, barem kvalitativno, lako razabrati, uz @ i b, koji moraju biti
protivnog predznaka, kod Cega pozitivni broj mora biti manji od 1, te uz m
i n, od kojih je jedan broj izmedu 1 i 2, a drugi veéi od 2, da su nacrtana
rjeSenja kod konkretno zadanih vrijednosti parametara, jedina moguca rjeSenja.

Varirali parametre bilo kako, ali pridrzavaju¢i se uvjeta, da je
1 - ( 1 1
l:‘ L > ’ ClD Liﬂ, CZD LED) ’

127712

odnosno

uvijek ¢emo u prvom slucaju dobiti slicne vezne frekvencije, kao da je veza
samo kapacitivna, a u drugom slucaju, kao da je samo induktivna,

Razumije se, da sisteme, koji su vezani Cisto induktivno, ili Cisto kapa-
citivno, a sadrze L,, C,, L, i C,, koje smo promatrali prije sistema s mje-
Sovitom vezom, moZemo proucavati na temelju sada$njih crteza. Kod ¢isto
kapacitivne veze je L,=0, dakle je = Radi toga je ispunjen uvjet

-

127712

107710 207720

. .. - . .. 1 1 .
Trokuti, koji se nastavljaju na kraju duZine ——, odnosno —-——, degeneriraju u

C C
vertikalnu duZinu. Kod ¢isto induktivne veze jlg: (Tr:O,iradiatoga je 67;_:_-0,
te je, prema tome, " e
! < min ( : 1 )
clsLu Cme’ CaJLG ’

a trokuti degeneriraju u horizontalnu duZinu.

L ]
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Kod krugova vezanih cisto induktivno, ili Cisto kapacitivno, pojmovno je
sasvim toc¢no definirano, koja je grana vezna, t. j. ona, koja sadrZi samo
induktivitet, odnosno kapacitet, za razliku od ostalih dviju grana, koje sadrZe
obje vrste parametara. Kod mjeSovite veze su, medutim, sve grane pojmovno
jednakopravne, jer svaka sadrzi obje vrste parametara. Radi toga se pojavljuje
problem, $to se dogada, ako umjesto jedne izvjesne grane drugu granu
pocnemo smatrati kao veznu granu*.) Razumije se, da se kod tog ne smije
fizikalno ,,niSta dogoditi¢s, ali ¢e, obzirom na naSa razmatranja, nastati razlika.

Pretpostavit ¢emo, prema sl. 313., gore,

iste krugove, koje smo tretirali na sl. 311,  cipr——si,
5 e,
- v—g
1 1 1 Co Lo] 2 uaj
T BT BT 2
CmL’m C’zuLzu CloLm "i‘:
‘-3 =
i ; : o
te smo ucrtali i amplitude struja I, > I,, od-
nosno [, > I, kao i smjerove struja u t=0. G s———,
Da bismo grane medusobno bolje razlikovali, iz- (lh-h) ==
vukli smo onu s L, i C,, tanko, onu s L, @L@ CHDE._»
. . * 12 T2
i C, debelo, a onu s L, i C,, dvostrukom ~o
crtom. Zbog navedenog uvjeta, krugovi se
ponaSaju kao da su vezani kapacitivno, t. j. gl g
sinhrona frekvencija je polagana, a antisin-
hrona brza. Ako sada kao veznu granu Zelimo oy I
smatrati onu, koja sadrzi C, i L, krugovi “pr———1,
¢e se ponaSati kao induktivno vezani, jer je o
; o 0,
¥ -
1 . ( 1 1 ) 1
——— < Mmin (——, =——] 3
C"uLm CzuL:(} Cllez
Prema tome ¢e brza frekvencija sada morati Slika 313.

biti sinhrona, a polagana antisinhrona. To je

uistinu tako, Sto se vidi i na navedenoj slici u sredini, gdje smo u crteZu grane
zamijenili, ostaviv8i struje u njima, naravno, iste kao i prije. Vidimo, da je
sada polagana frekvencija, t. j, prijasnja sinhrona, postala antisinhrona, a brza
frekvencija, t. j. prijasnja antisinhrona, postala je sinhrona!

Medutim, dosada namjerno nismo govorili o tre¢em slucaju, t. j., da se
reciprotni ummnozak kapaciteta i induktiviteta vezne grane, nalazi izmedu
takvih umnozaka ostalih dviju grana. Uistinu, kod konkretno zadanih sistema,
uvijek mozemo izbjeCi taj slucaj, jer kao veznu granu moZemo smatrati onu,
Ciji je reciprotni umnozak kapaciteta i induktiviteta najveéi, ili najmaniji,
izmedu sve tri grane, te odrediti, na pr. konstrukcijama, obje frekvencije,
koje Ce, naravno, u oba slucaja dati isti par brojka, s time, da ¢e im znacenje
biti razlicno, t. j. jednom sinhrono, a drugi put antisinhrono, kako smo to
upravo pokazali.

*) Kod vezanih krugova s narinutim naponom i odredenim potro$acem, vezna je grana,

i u slu¢aju kombiniranog vezanja, to¢no definirana. "



Buduéi da je u tre¢em slucaju na pr.

Lw Cle Lea C1
L— < C a L— = 5

12 10 T 12 a0
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gdje indeks 12 oznatuje veznu granu, to kod takvih krugova moze u pogledu

faktora vezanja biti

Kka.p Kind

Na navedenoj slici, dolje, nacrtan je taj slucaj, jer je kod naSih krugova

a mi sada kao veznu granu smatramo onu s C, i L, Vidimo, da se sada prijadnje
nepromuen]ene struje u van]sklm granama, poka?um kao dvije sinhrone stru;e
obaju sistema i radi toga Cemo njihove frekvencije oznaliti sy, 1 g, s time,
da su to, naravno, naSe ve¢ poznate, brza i polagana flG‘kVCﬂCl]a Na na$em
crtezu u ¢asu ¢ =0 oba para sinhronih struja medusobno su istoga smjera, ali
mogu biti medusobno i protivnog smjera, §to ovisi 0 poetnim uvjetima i

parametrima obaju sistema.

Da ne mijenjamo naSe uobilajene formule, u kojima su parametri vezne

grane oznalivani indeksom 12, pretpostavit ¢emo neovisno od sl. 313.

1 - 1 - 1 ) -
CIOLID CI"L12 ) CBOL‘&D’
odnosno
’ L%ﬁ Ly, 51 Ly L-o £
E.70. e 0D, G

1 m 1 1 n
wi — Cu_ Gy _ Cu_ O
SR O ST AR (N

s time, da su m i n pozitivni brojevi.

Iz prednje jednadZbe slijedi:

10

ey g2,
C -+ m C“_| C

- n—Lﬁ =1.lpn
C C C

10 10 18 20 12

12
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odnosno

L?.O L:e) (Ll‘a Lm . Lll:l LEI}
e S 6‘)—6:— G,

13 20 10

Ako u prvoj zagradi zamijenimo minuend manjim brojem E,—‘—’, a u drugoj sup-

" . L, N ) 20, :
trahend veéim brojem —%, postala je lijeva strana jednaka nuli, $to je kod po-

. - . . 10 . - .. . .. . . - . .
zitivnih m i # manje od originalne vrijednosti prije supstituiranja. Radi toga je:

0 < _L..'.!E s £JEE , odnosno .'.L_'."E < .{:1_'!,

C C C C

20 10 10 20

Slika 314.

dakle, upravo protivno pretpostavci! Iz toga slijedi, da je nemoguce, da
postoje dva pozitivna broja m i #, odnosno, ne moZe postojati antisinhrona
frekvencija, nego obje frekvencije moraju biti sinhrone, t. j.

1 i a, 1 n b,
mz — __(_:_m_ Cu i Cao Cm ,
L Llﬂ + alLli L!D + bl Ll!!
te
1 a 1 b,
— 4 e N — 4 ==

C C C

C 0 12 20 12

mz.r, = ! =
Llo + aaLln Lao = bs Lla

s time, da su a, i b,, odnosno a, i b,, protivnog predznaka.
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Na na$oj konstrukciji na sl. 314. takoder se dobro vidi, da je nemoguce
da kod
1 1 1
ol Cokn” Cok

107710 20720

postoji antisinhroni titraj, To bi, naime, znacilo, da se iz O moZe povu¢i pra-
vac, koji bi sjekao oba deblje izvudena pravca, Ciji tangensi nagiba iznose
C %% , s time, da bi im se sjeci§ta nalazila uzlazno iznad to¢aka 4 i B, te
da b1 kod toga m, ili #, imalo vrijednost izmedu 1 i 2. Naprotiv, sinhroni
titraj je sasvim lako mogu¢, te je nacrtan kvadrat polagane sinhrone frekvencije

Wy, = 1,
kod ¢ega je 0 <b, <1, dok je a, < 0.

Kod druge, t. j. brze sinhrone frekvencije, bilo bi upravo obrnuto, dakle,
b, <0, dok 0 <a,< 1. Ovo slijedi iz spoznaje, koju Cemo kasnije dokazati, da
vezne frekvencije moraju biti s obje strane intervala, ogranienog s , i w,.

Osim negativnog dokaza, dat ¢emo i pozitivan dokaz!

Karakteristi¢na jednadzba za mjeSovito vezane nepriguSene krugove glasi,
kako znamo:

(0,7 — 0) (0" — ©,7) = (Rixcap ©," — R1ina ©4°) (R21na 0" — Rgicap ;).

Zam1]en1t ¢emo mjesto brojkama u clrugom faktoru s lijeve i desne strane,
i na desnoj strani izluciti &, ynqR9inas t J-

k k

2 2 2 g 1 kap a 2 2 kap 2 Py

(0, _(‘)k)(mz _“)Ic):kllndkﬂ;na(k 031_(9;;‘;)(}e m,——mk)-
lind 2ind

1
kl kap 0.2 — C Lm + Llﬂ w2 = 1_ .

! 1 L 1 C,.L
T

kl ind 19 1212

1
kikapwa: C— L12+Leowz: 1
,_I_

k? ind __1_.
C,
Prema tome slijedi:

(0, — ") (0," — 0,*) = Ryyna Roina (E‘Tm — "-’xn) '

12

20 ®. Svarc: Elektriéni titrajni krugovi
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Buduéi da je desna strana uvijek pozitivna, to znaci, da je

o, > max (0’ ,),
ili, da je
w,* < min(o® 0%,

odnosno u grani¢nom slucaju, kad je desna strana jednaka nuli, da je jednako

S ili o Prema tome, kvadrat veznih frekvencija «,® nalazi se, svakako,
izvan intervala, ograni¢enog s o°, i % Dalje imamo:

11 1 I Cu 4
Ty Bl Culy_ 1 T,
1 Llu + Lr’ ;L_m 4 1 - Cl-.-.l"m_lflr_n o |
Lm LIE
1 1 [ 0.
i Oa Gy, e Gale 1 G
; Lan ¥ Lls ; _"[_‘__f.'_u + 1 Cr-Li:: f‘;n el 1
Ll: Lts
Ako je
1 1 1
e e T .
Cw Llo cw Lle Cﬂu Lzo
onda slijedi:
Cl-: ~ I‘m Cm _- E’_zn
ém g L::: j Cau h Ll; |

Prema tome, u tom slucaju, a u vezi s prednjim formulama, bit Ce:

) 1 o
W > C'—L— >0,

127123

Svojedobno smo nasli, da odnosi partikularnih naboja, koji su jednaki odnosima
partikularnih struja*), glase:

2 a 2 2 & 2
Bl Wpp— O, B Whp— O . Wy — W,

A kl ind wl:b - k] kap ('}12 kl ((-'Jfrb kl kap & 3) k (m;b 1 )
ind R s 1ind e =
kI ind ! C L

127712

*) Medutim, odnos suma svih partikularnih naboja prvog i drugog kruga, nije jednak
odnosu suma svih partikularnih struja prvog i drugog kruga. To sve vrijedi i za prigusene
krugove bez narinutog napona.
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B, _ op—el  op—of R e
A; kl ind (t)jz'};, i k] kap mlﬁ k (mu . k] kap » :{) k ((D: ns 1 )
1 ind kp k1 ind 1 lind P CHL“
1 s 4 2 4 B 1
Ako pretpostavimo, da je wy, > o}, onda je wj, > I odnosno, ako
12 12

jer kvadrat vezne fre-

pretpostavimo, da je w;, < o,°, mora biti wj, < I
: 12713
kvencije mora biti izvan intervala, ograni¢enog s o 1w’ i radi toga je
B, .. -

- uvijek pozitivno.

1

! o o
Lt Cala v
wl, ] w! W)y w;: ) w! Wiy ""':,a g w? ""’:o o
(wia) (k) (ehy) (o)
Slika 315. Slika 316.

Analogno, ako pretpostavimo, da je wj,> ", onda je i wj,> o
127713

odnosno, ako pretpostavimo oj, < ®,*, onda je i Wy , 1 radi toga

< P —
k. okl . i . s Cn_! Lm
je 5 uvijek pozitivno. Znaci, dakle, da su sada oba titraja sinhrona.

2

Pravi medusobni smjeStaj frekvencija prikazuje sl. 315.

Ako je ¢ manje od o i o, prema sl. 316. lijevo, onda to znaci
2712

po formuli:

Clz
1 g, 1!
‘912 e 1u ,
ClzLL:s__‘[_‘x_u o i
Llﬁ
da je
Cl" Ll
i, 10,
C.l(l 12
a prema formuli
Clﬂ
R i
: ‘_5;21;&'& + 1’
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da je

odnosno

12712

1 . 1
——— < min (m ---———) :
C L Clo Lll) i CEO Lﬂﬂ

Analogno, prema sl. 316. desno, ako je C lL vete od ' i o slijedi:
18718
S T s
Clk LIB CID LID ’ CQU L20
U tim posljednjim dvama slucajevima postoji — kako znamo — sinhroni i

antisinhroni titraj. Kod toga je

. . 1 :
u prvom slucaju < Wgps @ u drugom G Wkbs

1
CI2L12 12712
$to se lako moZe uoditi prema na$im konstrukcijama na sl. 312. i 311.

Preostalo nam je — §to smo nagovijestili — da dokaZemo, da se, prema
sl. 315., vezne frekvencije nalaze obostrano od intervala, ograni¢enog s ), i
®,, 1 u slucaju, kad recipro¢ni umnoZak veznog kapaciteta i induktiviteta leZi
izmedu reciproénih umnozaka kapaciteta i induktiviteta obiju vanjskih grana.
U tu svrhu posluzit ¢emo se ve¢ poznatom slikdbm 313. Gornji i srednji crtez
na toj slici prikazuje — kako znamo — one sluajeve, kad je reciproCan
umnozak parametara vezne grane veli, odnosno manji, od oba takva umnoska
vanjskih grana, a donji crteZ prikazuje slucaj, kad lezi izmedu njih. Vezne
frekvencije su u svim slucajevima iste, jer time, $to pojedine grane naizmje-
ni¢no smatramo veznom granom, ne mijenjamo fizikalno stanje tih grana. Kod
gornjeg crteza, bit Ce:

1 n 1
w = Cuo (:-’3
' LID + Llﬂ,
dok je
1 n 1
w a i Cﬂll 9& .
? L'2|) + Ll:t
Kod srednjeg crteza, bit Ce:
1 1
c, ' G,

[
P
-]

iy
+| +
iy

-
=2
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dok je

1 1
_+__
z_Czo Cw

) = —— .
* LEU+LID

Pomoc¢u sl. 311. i sl. 312. dokazali smo, da se naSe nepromijenjene
vezne frekvencije u oba ova slucaja nalaze obostrano od intervala, ogranidenog
s @, 1 o, koji vrijede za pojedini slucaj, ili, $to je isto, da se doti¢ni , i o,
nalaze unutar intervala, koji je ograni¢en nepromijenjenim veznim frekvencijama.

Kod donjeg crteza bit ce:

dok je

dakle, po jedna frekvencija prvih dvaju sludajeva, i, prema tome, obje
leZe, naravno, unutar intervala, ograni¢enog nepromijenjenim veznim frekven-
cijama, odnosno vezne frekvencije leZe i u ovom slu¢aju obostrano od intervala,
ogranienog s ®, i , To razmicanje frekvencija uslijed vezanja uocit ¢emo i

1.4 1,2 |~
_L{_-ﬂ_ :,on Cor _C:o Cn |
Lzo “a Lyp*l,s _Lz_u"‘?‘r-lz
.' A Lol 05
Co Ci 2. Lo Co Co
% LotZly "4 1L, Lo
s
Crlyy
Slika 317.

kasnije kod prigusenih krugova bez narinutog napona, ako su vezani preko
energetskih rezervoara, dakle preko kapaciteta, induktiviteta ili njihove kombi-
nacije. Stoga moZemo opcCenito reéi, da pri energetskom vezanju vezne frekven-
cije leZe izvan intervala ogranienog s o, i w,, koji je za njih »tabus,*)

*) Sva prednja razmatranja i konstrukcije imaju i &isto prakti¢nu svrhu, jer ¢e se kod
krugova s malenim omskim otporima, potevii od izvjesne vrijednosti vezanja, kod narinutog
vanjskog napona, najveée struje pojaviti kod obiju frekvencija, koje su blizu ovim sada$njim
frekvencijama neprigudenih krugova, koje na temelju prednjega moZemo, barem kvalitativno,
lako odrediti, Prednji pak zaklju¢ci o sinhronim, odnosno antisinhronim frekvencijama, omo-
gucit ¢e nam tada — kako ¢emo to kasnije pokazati — da zaklju¢imo o faznom pomaku
izmedu struje prvog i drugog kruga.
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Oznac¢imo 1i kao obi¢no vezne elemente indeksom 12, a elemente u obim
vanjskim granama indeksom 10 odnosno 20, tada Ce pregledno napisani rezul-
tati za slu¢aj dvaju sinhronih titraja, uzevsi u obzir i granice, glasiti:

ZO 20 10 10 20
1 F 1 | F 1
(I)“_, l'l]ill ety [k s
I["”lr: ('I ('-:n (11

o1 t
C, "€y G, T C.,

I‘ll) I Li'.z ’ “L:u _: 1‘

: I
Ojp = max |- -+

Sl. 317. prikazuje simetriranje sistema za taj slucaj, te je vidljivo, zaSto sada
antisinhroni titraj ne postoji. Antisinhrona frekvencija nalazila bi se, naime,
izmedu antisinhronih frekvencija simetriranih sistema, dakle, u intervalu izmedu
®, 1 o, u kojem intervalu, medutim, ne moZe postojati nikakova vezna

frekvencija.

¢) Odredivanje glavnih frekvencija pomocu struja i simetri¢ni sistemi

Sinhroni titraj, kod kojega u simetri¢nim sistemima kroz vezni dio, prema
sl. 318. gore, ne tee nikakva struja, imat Ce frekvenciju:

1 1

sinhrone sfruje Qﬁ‘s — ] VC L

221[,

Antisinhroni titraj, prema navedenoj slici,
dolje, kod kojega su, radi jednakih struja, tocke
A i B ekvipotencijalne toc¢ke, imat ¢e frekvenciju:

_ 1 1 T . 3
anhsinhrane struje Q R,‘“ _I- CT; C |_ C
ke _L _| L - L —I— 2L12 .
: 2 13

Siika 318.
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Razumije se, da bismo te izraze dobili i iz naSe opcenite formule za ., ako

bismo uvrstili:

1 1
2 3 . _C i (—\L
0')1 = . = - —
) L e le
I
kllnd — k?{nd - Klnd = _L_, _f_l‘gL_ g
__1__
Eixap = Raxap = Kyap = 1 - 1
cCTC

Iz prednje formule za €, koju moZemo transformirati, t. j.

La®

. ACL
1 Bt G

12

Teet VGL ]Jl 21_‘13.‘\

vidimo, §to smo ve¢ i naveli, da ée za slucaj

1 1 2CL
ol o odnosno - & Qs
- 12

glavna frekvencija , biti ve¢a od glavne frekvencije €., a u slucaju

| 1 20GL
?3,_1; <-Er odnosno (_f;_' <2L,,

biti manja od QMT U slucaju

1 | 2CL
C‘]sz = (:‘L 3 OL{HOSHO "E—:l; = 2Ll2’
bit Ce
1
Qka = Slks = e
yCL

To znacli, da ¢e sada sistemi titrati samo jednom frekvencijom, $to smo

i prije uocili.
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Ako je kod simetri¢nih krugova, na pr., Q,,>Q,., onda ¢e biti:

1
i TG
B, _ L T4l ,
A, T L™
LIZ l . Clﬂ Cl‘.!
LiL,CL 1 1 L+L,
e,
1, 2 1
cte, T
B, _ Lrol, Lbls ... 3
A, 1,2 1T
& Ll'a C Cl'.i'__ Clﬂ C C].ﬂ
EFL L4232, 1. 1 ELE,
cC'C

Op¢i integral ¢e, prema tome, glasiti:

L AISil'l (chs t —l_ (P) -l—' Aasin (Qﬁ:a -+ X)’
g, = A,sin(Q,,t + ¢)— A,sin(,,t + ¥)-

21. OPCI INTEGRAL TITRAJNIH DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI
PRIGUSENIH VEZANIH ELEKTRICNIH KRUGOVA BEZ NARINUTOG
VANJSKOG NAPONA

UL~ 000 —
-~ "] 2%13;22 ?
; o
K, ) 2 K (&
23 ’3;32__ H_F
:?T-C7Z
) o - D, P
VSRR RARR My [ u?ffi(:’o’@ﬂ“ﬂ M. L
i 5 g ! 3
Slika 319. Ry }l— o @ ql- %
- .[_ - J—Elr...,_.._ iv, —{__Hq | v —[_ ——%
sredn)i paloZay ',...a_._l Ry ‘-.d-J

srednji pa!afaj

Ako prema sl. 319., gore, u izvjesnom Casu, koji ovisi o pocetnim uvje-
tima, zatvorimo sklopke K, i K,, imat ¢emo pred sobom dva vezana elektricna
sistema bez prisutnosti narinutog napona, u Kojima Ce energija titrati priguseno.
Oznadene su struje, odnosno mnozine elektricitete, u nekom vremenu ¢, nakon
zatvaranja sklopki.
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Na navedenoj slici, dolje, prikazan je mehanicki analogon gornjoj elek-

tri¢noj shemi.

Vrijedit ¢e slijedece diferencijalne jednadzbe:

di, ¢,— . d(i,—i
_|_Rm 1+L103%+M+R13(’1—%)+L d(i,—1)

12
C,, C, dr

kR dz, 94 S d (ia C 1‘1)
Czo o Rsoz = = Lzu dr + Cm + Rm (32 z1) + Lls T )

1 1 ; di,
O =4, ('C_ + C_) + Bt Rm)lx + (L + Lla dr

10 12

(@ 4

12

1 1
0= d, (C"‘ 7 C_) (Rzu e Rm); < (Lza 3 Lla) dt

20 12

di
'— (Ej_” o i Rmzl T Lla "cﬁ'l') ’

12

Ozna¢it ¢emo vrijednosti prvog, odnosno drugog razvezanog kruga, kako

slijedi:
R, -+ R,=R,. R, + R,=R,
L,+L L, +L,=L,.
Nadaije je: _
g, = %—1, odnosno 17, = % :

Prema tome, bit ée:

_ 1 dq, d’q, ( q, dg, d’q,
Uy C, + & T L C, +Rug + L, ds )
0 1 +R, d.q2 d’q dg,

9% (4 g %y p Y%
~E : Tl e (C13 +Rug, + Lugp )’
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1 d ds 1 d . &
“Z[z':fr Ry dr"‘]q‘_ [( F Ry gt L a;f] 9
= 'a“ =4,

1 d RE 1 d d
0 | % TR ds ‘Ls'dﬁ_] 2. _—l(*. F R“'dr_" + Ly, drz__lq'
=l -_slam

Operatorske izraze u zagradama oznacili smo s a,, a,, a,, te a,, ali kako je

a,, = a,, nase diferencijalne jednadzbe glasit Ce:

0= a,q,—a, q::’

0 — (I;,‘,_: q_,_ e alg QI'

Kako su postavci za rjefenje tih diferencijalnih jednadzbi, slicno kao kod nepri-
guSenih krugova u poglavlju 20., ¢, - ey odnosno gy e Del', to je operator

e . i
q4i = p°. Prema tome cCe biti:

s B odnosno
dr Py

1 "
a,= o +pR,+ 5L,

()1
1 "
Ay = +pR,+ p°L,,
: 1 .
a,, = C. - PR“, -+ p Lm'

Karakteristicnu jednadzbu gornjih homogenih linearnih diferencijalnih
jednadzbi, dobit ¢emo izjednadenjem determinante sistema s nulom, t. j.

D=

all
T al: CZ..»
To je jednadzba Cetvrtog stepena s Cetiri rjeSenja za p. Da smo imali n petlji,
od kojih bi svaka imala sve parametre, dobili bismo jednadzbu 2#n-tog stepena.
Prema tome, op¢i integral, s time, da se g¢,, odnosno g, ,zbivajuc na
pravcu titranja, glasi:
17 i , 1yt g i 7 iyt
g, = Glef"l £ t-zeh Ao (jsef’a 4 Gleh .

=D+ D, 1D e D, e,
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Budu¢i da su koeficijenti karakteristi¢cne jednadzbe, t. j. naSi parametri,
realni, to njeni korijeni mogu biti, ili svi realni, ili su samo dva realna, a
ostala dva konjugirano kompleksna, ili, konacno, mogu postojati dva para
konjugirano kompleksnih korijena. Realni korijeni mogu biti medusobno razli-
¢iti, ili neki od njih, dapaCe 1 svi, mogu biti medusobno jednaki. Isto tako
oba para konjugirano kompleksnih korijena mogu biti medusobno razliciti, ili
jednaki. Svi realni k{)rijeni, kao i realni dijelovi kompleksnih l-:orijem, mordju
biti negativni, jer bi se¢ inace pmuem s vremenom pi‘:,l“lt.'l\!’lll, sto nije moguce,
jer izvana nec pridolazi energija, nego naprotiv, energija izlazi sve viSe iz
titrajnog procesa, u obliku topline. Ako postoje samo realni korijeni, tada se
procesi u svakom krugu sastoje iz dva aperiodicka, ili -grani¢no aperiodicka
titraja, dok se kod dva para konjugirano kompleksnih korijena sastoje — kako
¢emo pokazati — iz dva oscilatorska prigusena titraja. Buduc¢i da istodobno
mogu nastupiti dva realna i dva konjugirano kompleksna korijena, znaci, da se
tada procesi sastoje 1z jednog aperiodickog, odnosno granicno aperiodickog, i
jednog oscilatorskog prigusSenog titraja.

Da u obim op¢im integralima osam nepoznatih konstanti reduciramo na
Cetiri, Sto je u skladu s naSa cCetiri pocCetna uvjeta, postupit ¢emo u nacelu isto
kao 1 kod neprigusenih krugova, iako formalno nesto drukcije. Tamo smo,
naime, opce integrale izrazili tako, da smo po dva partikularna integrala sjedi-
nili u sinusov val, te se je, prema tome, svaki op¢i integral sastojao iz dva
sinusova vala. Tako izrazene opéc integrale, unijeli smo u cijelosti u pocetne
dlfemnuyﬂnc* jednadzbe, iz cega je tada slijedilo, da su dva fazna kuta prvog
opceg integrala, jednaka dvama faznim kutovima drugog opceg integrala, i osim
toga dobili smo odnose amplituda prvog i drugog opceg integrala. Takvo racu-
nanje bi ovdje — narocito ako se radi o kompleksnim korijenima — bilo
dosta nepregledno i razvuceno. Radi toga ¢emo se ovdje zadovoljiti s time,
da C¢emo prona¢i opcenite formule odnosa konstanti partikularnih integrala,
iz kojih ¢emo formula moc¢i zakljuciti kako se kvalitativno odnose ampli-
tude i fazni kutovi obih opc¢ih integrala.

Ako unesemo, dakle, prve partikularne integrale u pocetne diferencijalne
jednadzbe, dobit ¢emo:

Gt —a D e
a,, @Le’“” —a,, ¢, e =0,

Prema tome slijedi:

>

Ako bismo u diferencijalne jednadZbe unijeli druge partikularne integrale,
dobili bismo za odnose njihovih konstanti, na izgled, naravno, iste formule,
t §s
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ali se treba sjetiti, da je u prvom slucaju odnos

1 2
E_ +P1R1-.= +p1 Lm

12 12

1 :
ma+p1R1"+p1 L1 B
a, 1 T a1 I
% C_ —|—le13 _‘_pIBng " _C: +p1Ra +p1 La

12

dok bi kod odnosa konstanti drugih partikularnih integrala mjesto p, valjalo
staviti p,, kod odnosa konstanti tre¢ih partikularnih integrala p, a kod odnosa
konstanti Cetvrtih p,.

Prema tome, opcenito mozemo pisati:

Vel hy ot ] b 7 t v
g, =8, + 8. + £,e" 4 e,

2, =F,6,e" 4+ F 6,e" +F, 6,e" +F 6.

Odnose konstanti napisali smo opéenito ¥, F,, F,1F, kao kompleksne
vrijednosti, a razlog ¢emo odmah razjasniti. Ako se radi o realnim korijenima,
onda su, prema gornjim formulama, i ti odnosi realni. No ovakvi nas sluca-
jevi ne ¢e zanimati, jer titrajni krugovi, koji su vaZni i s kojima se najvise
susreCemo u visokofrekventnoj technici, izvode oscilatorske titraje, jer imaju
slaba guSenja. Kod ovakvih krugova Kkorijeni karakteristicne jednadZbe su
konjugirano kompleksni, t. j.

D= aa‘b +j(’)ukb e Skb —H'V (l)f;;, “ﬁ’

Pr=—0—J Wy = — O —1 v Oy = Sjp >

b= _Skp ““I‘j(*)akp = Skp +7 V mfp “"‘8;;;:

= —8—Joy, = —-Skp—j\/?o_}jp_; 8;‘,
Indeks & odnosi se — kako znamo — na brzi, a indeks p na polagani
titraj, indeks & oznaluje, da se radi o veznim veli¢inama, dok indeks d znaci
— $§to je takoder vel prije upotrebljavano — da su krugovi priguSeni. Indeksi

b i p kod guSenja ne znaCe naravno, da se radi o ,brzom¢ i ,,polaganom¢
gusenju, jer su guSenja slaba ili jaka, nego znali pridruZenost brzoj ili pola-
ganoj frekvenciji, kod ¢ega moze biti

=
8?:_{)"5' Skb'

Ve¢ se iz ovakvog oznacivanja moZe naslutiti, da je svakoj veznoj frek-
venciji pridruZeno. i naroc¢ito vezno guSenje, dakle, guSenje, koje je izraZeno
posebnom formulom, koja sadrZzi parametre obih vezanih krugova. U sasvim
specijalnim slu¢ajevima, medutim, moZe se dogoditi, da se u doti¢cnim formulama
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dijelovi parametara obih krugova tako medusobno odbijaju, da u kona¢nom
rezultatu izgleda, kao da se to vezno guSenje sastoji samo od dijelova parame-
tara jednog kruga. To su zapravo grani¢ni slucajevi.*)

Budu¢i da su, dakle, korijeni kompleksni, bit ¢e i odnosi

takoder kompleksni. Odmah vidimo, da ¢e &, i ¥, biti konjugirano komplek-
sni, jer su i p, i p, konjugirano kompleksni, odnosno, da ¢e F, i &, takoder
biti konjugirano kompleksni radi p, i p,.

Radi kontrole primijenit ¢emo naSu sada$nju formulu za ¥, &, &, i
F, na nepriguSene krugove, unijev§i za sve omske otpore R =0, te za

by =],
ps = =] Wpp s
pa 2} mkg 3
pq = —'} wkp J
Tada ¢emo dobiti:
1 " 1 a
' : __I__ . m;b L .-1._. Ik] kap ml‘a - m):b Ikl ind ’
Cl:l = Ciﬂ 1 1 o Ll.'a
LT TN

1

*) Izrazi za prigudne vezne frekvencije o ® 41p? pokazuju, da i te frekvencije

preko neprigudnih veznih frekvencija ,,vuku lozu®“ od neprigu$nih razvezanih frekvencija,
koje su njihov ,,zametak.

Prema navedenim formulama, njihova geneza polela bi tako, da bi najprije postojali
razvezani nepriguSeni krugovi, u kojima bi se pojavile razvezane frekvencije «wy i ©, Vezanjem
dodli bismo do nepriguinih veznih frekvencija 0, 1o, 2 koje sadrZe u sebi razvezane nepri-

guSne frekvencije @; i s, kao i dinjenicu vezanja, t. j. faktor vezanja. Prigu$ne vezne
frekvencije ,,, i o, » slijede dalje iz neprigu$nih veznih frekvencija o, i ® kojima

. phs : kb Ep?
pridolazi jo§ momenat gulenja.
Naravno, da bismo navedenu genezu mogli zamisliti i na drugadiji nadin, t. j. da

bismo nepriguSenim razvezanim krugovima s frekvencijama o, i w, pridodali omske otpore,
i tada bismo dodli do w, i wy. Te priguine razvezane frekvencije preile bi vezanjem kru-

gova u prigudne vezne frekvencije o, , i akp® Razumije se, da bismo u ovom drugom
slu¢aju dobili za o ap 1 O akp nefto drugacije formule, u kojima bi se nalazili w, i @y i
faktor vezanja, koji bi bio drugadiji, nego u prvom slu¢aju vezivanja jo§ neprigusenih krugova,
ali te bismo formule lako preinalili u prijainje formule, ako bismo w, izrazili kao
Vtoﬁ—&l_”, odnosno ;4 kao V;.o?:——&é.

Analogno kao i frekvencije, i oba vezna guSenja sadrfe u svojim formulama svoje
szametke®, t. j. razvezana gufenja obaju krugova 8, i 8, kao i <&injenicu vezanja. Treba
napomenuti, da, radi eventualno znatno veceg guSenja, izraz Vm;b-—Sf,;: 0, MoZe ispasti i
manji od izraza sz ',,-—Sfp =0 10 i da bi tada valjalo mijenjati indekse & i p priguinih
veznih frekvencija,
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dakle, nasu ve¢ poznatu formulu. Isto tako bismo dobili prijasnju formulu i
za odnose partikularnih polaganih titraja kod

F=F,
bvo;edobno smo kod neprigusenih krugova pravac titranja pom(w]etlll ]

1mdgmamom osi, te smo tada za mnozinu elektricitete u prvom krugu, t. j. u
izrazu za opci integral

WETS —joyt PV TY SS Vit
ol o 8 - R L P

pokazali, da ¢, 1 ¢, kao i ¢, 1 ¢, mom]u biti simetri¢ni obzirom na imagi-
narnu os prema sl. 282. Da se dobije izraz za mnoZinu elektricitete u drugom
krugu, kod svakog para oba simetri¢na verzora treba pomnoZziti istim realnim
brojem, no s time, da je kod jednog para taj broj pozitivan, a kod drugog
negativan, i tada ¢e jedan par umnozaka biti u fazi, a drugi u antifazi s prvot-
nim verzorima, odnosno, drugim rije¢ima imat ¢emo sinhrone i antisinhrone
titraje.

Op¢i integral za priguSenc krugove glasit ¢e, medutim,

i = Rogee Y n (=8 — )t : — 8, Fj )t
q,= 6, ¢€ S Fioap)t | ¢ &b TTOuR (€ kp T Oarp)t |

+ 6, P T Carp,

N S PR (=8 — oy o (B b gt
g, =F ¢ e Fiogp)t 372(,23( ) “""‘-b“—l—?a(,se( kp TiOarp)t |

<r 9-4 (_}ade(— sﬁ.p _”"n‘!m) .'-

&

g = e %! ['(,'le" ©arp ' L. E;‘nemjmrﬂ‘h!] +e” Opp ¢ [g.js e/ Canp ! + €, e_f“’ak.o’],

— &, 72l | waN o —j ol -
q, =¢€ ;‘,bt[g“lulefmaﬁa —]—?2626 }w‘”‘b]—l—‘

+ e _851’ lgp e;m“p + g- j(‘)d“,!].
g, =¢€ Ok [(L + 6,)CO8 Wyt + 7 (6, — 6,)Sin 0y, z] +
-8, t|rs it ;
+e ke [([ st ,1) COS Wy L +7(¢,—6,)sin Dgep z]‘

Da bismo dobili sinusove titraje, poistovjetit ¢emo pravac titranja s imaginar-
nom osi, i tada izraz za mnozinu elektricitete mora postati imaginaran.
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Radi toga ¢e biti: :
¢, -+ ¢, imaginarno,

¢, -+ ¢, imaginarno,

¢,— ¢, realno,

6, — 6, realno.

Prema tome

. M N
(91:-2-- —|—}—2":
M N
by= Ty = 27
. ' SR
('-‘a__"'j" o }"'2"-3
P .

bo=—" +i

Znaci, da su ¢, i ¢, kao i ¢, i ¢, simetriéni obzirom na imaginarnu os.
Prema tome, slijedi:

4, = Sm [e—*‘&-o [/ N cos wyy, t -+ j M sin Oup L]
4 e Pkt [/ Rcos wy,,t - j Psin Ogip t]} :
Analogno, za drugi krug bit dCe:

&% =Im [e* %k ! [/ N, cos 0y, t "i‘ JM sinoy,, 1] +
+e Cut; R, cOs 0y, t - 7 P, sin oy, z]] :

Kako smo ¢, odnosno ¢,, pomnoZili s konjugirano kompleksnim broje-
vima &, odnosno &, to ¢e i umnodci ¢, F, i ¢,F, biti simetri¢ni obzirom
na imaginarnu os, iz Cega 1 rezultira navedena formula za g, ali M ne ce

. . . N ("] . . . vege . . ] .
biti jednako ATI §to bi bilo, da smo ih pomnoZili s istim realnim brojem.
1
Analogno vrijedi i za ¢, i ¢, u odnosu na umnodke ¢, F, i (¢, F, Iz toga
slijedi, da sada viSe nemamo sinhrone i antisinhrone titraje, jer prvotni verzori
i navedeni umnosci nisu kao prije medusobno u &istoj fazi, odnosno u Cistoj
antifazi.



320

Na sl. 320. prikazani su prvotni verzori, zatim odnosi, kojima se oni mnoZe,
.a naznacene su i logaritmiCke spirale umanjenja verzora.

Slika 320.

Ispustiv§i Gaussovu ravninu, moZemo, dakle, kona¢no pisati:
g, = e %! A, sin(wg,t + @) + e %! A, sin ez, + %)

g, = e %" B sin (wgt 4 8) 4 €7 %" B, sin(wy, ¢ + €).

22. SIMETRICNI PRIGUSENI VEZANI ELEKTRICNI KRUGOVI BEZ
NARINUTOG VANJSKOG NAPONA

a) Izrazi za vezne veliine. Slu€aj narocitih potetnih uvjeta

Prema sl. 321., bit Ce:

Cl = Ca = Cra.?.s
L1 = Lg = Lraz:
R, =R, = Rp,.

Indeks ,raze¢ zna¢i u razvezanom stanju.

Prema tome je:

. ¥ ) Rias . Psanz-

a.=Qa.—=a=-
11 22
Ciis

Karakteristicna jednadzba radi toga glasi:

a'—a,' =0,
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Iz ovoga slijedi

(a _ al.:‘.) = O’
i nadalje

(a+ alz) = 0,

t. . dvije kvadratne jednadZbe. Iz prve se dobiju korijeni p, i P, a iz druge p, i
ale

A . . . TR
b, Odnos partikularnih integrala od g, i ¢, iznosi opcenito ~M ili —2, odnosno
¥ v . V. a .. a 12 I
u nasem slucaju simetri¢nih krugova, — ili —%. Prva dva odnosa bit ée:
a
13

Q

Fo—F =1

To slijedi iz prve kvadratne jednadzbe, gdje je a=a,. Prema tome u ovom
naroCitom slucaju postoji Cisti sinhroni titraj. Treéi i éetvrti odnos glase:

F, =iF e,
To analogno slijedi iz druge kvadratne jednadzbe, gdje je a = —a,. To znadi,

«da je drugi titraj Cisti antisinhroni titraj.

roalie e b}
o Rﬂ
\

iy &y
L
72

9

Slika 321,

Kod priguSenih simetri¢nih krugova imat ¢emo, iznimno, kao i kod
nepriguSenih krugova, sinhroni ili fazni, i antisinhroni ili antifazni titraj, koji
¢e radi toga biti glavni prigu$ni titraji. Njima pridruZena vezna gusenja
nazvat ¢emo, takoder, glavna guSenja i oznacit ¢emo ih velikim slovom. Radi
toga ¢emo kod simetri¢nih priguSenih vezanih krugova pisati:

g, =¢ Hra! A, sin (.t + @) e Hia! A, sin(Qg, t + %)
gy =" " A 8in Q1+ 9) —e Mt A sin(Qppa £ + )

Diferenciranjem po vremenu dobili bismo struje 7,, te 7, Odmah se vidi,
da ¢e struja u srednjem ogranku, kao diferencija tih dviju struja, potjecati
samo od antisinhronog titraja, dakle, sadrzavat ¢e samo jedan prigudeni
:sinusov val.

Sada ¢emo poblize razmotriti glavne prigusne frekvencije i njima pri-
druZena glavna gusenja. U tu svrhu, najprije ¢emo rijesiti jednadzbu

a—a, =0,

‘21 B. Svarc: Elektri¢ni titraini krugovi
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1 2 1 2 .
sz + pRmz + y2 Lrnz_"'é_l;_pRm —P Lla = 0.

1 1 2
(*“—‘_'_' — ‘C“.—“) +p (Rraz T Rm) +p (‘Lrnz - Lm) = 0.

Crae 12
1 . 1
i anz o Rt's : Craz 6; [ Rru.z = ng ] ’_
=30l 'V Tm=L, L2@m—Lyl~

AT (R | I
-+ l/ _( 2L) i_ﬂkg_[_JQdka::_ﬂka +JVQI-:J_HA':‘-

Rmz— Rl, . -a.r;: o C;; [ Rraz'""' ng ] )
p —_—— ___.__.__-J .. S Pt —— —
! 2 (Lmz_Lm) L., -—-L1,_, 2 (Lraz_"Lm)

R g4 1 R \* ) o
= ‘ZT"_'J <L (“_z‘f) = —Tos — T Qupe = — Mo —1 Vqu_ﬂks-'

Vidimo, da se u kona¢nim formulama za p, i p, nigdje ne pojavljuju ele-
menti veze, $to ponovo potvrduje, da se radi o sinhronom titranju. Kod

1 L 1
[ Rraz — Rm :r > _a:z_ Cm
2 (Lm.z _"Lu) Ly — Lm

imali bismo aperiodi¢ki slu¢aj, odnosno kod njihove jednakosti graniénb aperi-
odi¢ki slucaj, koje medutim — kako smo ve¢ jednom naveli — ne ¢emo ovdje
pretpostavljati. Ako omski otpori postaju jednaki nuli, preslo bi

1

gl I S e
* VoL

u Q

dks

t. j. u glavnu sinhronu frekvenciju neprigudenih krugova.

Druga jednadZba glasi:

a+a,=0,
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t. .

1 1
sz“ = pRru - szrnz -+ 6_:’ -+ PR“ + ps L;g = 0.

1

1 1
P . R“’zhl_&?ﬂ___l__ sz +C-H_'n_[ Rraz+R13 :I’__
Y 2 (Lmz + Lm) } Lra.z + Lm 2 (Lraz + L]_g) -
1 2
— — ..._'Fiz_R“‘- ; Eﬁ * C: " R %+ 2 R:z s_
T 2@ +2Ly Y Iz, T 2@y |T
= _mﬂi:rx +.}‘Q(M'a :"—ﬂkn +-’ VQ;a_ﬂ:_:'
_ RutR, |/ G T [ RutR, 1.
p‘ - 2 (Lraz ;’_ ngj“ ] Lrn.z + Lm :?'(Lmz ‘|' le) o

SR ff‘(k” _“_? Q{tk({ = ﬂf\'ﬂ _'.)1 VQA_'; '_;ma_:

Ako omski otpori postanu jednaki nuli, €Q,,, prelazi u neprigus$no €,
U pogledu veznih gusenja, iz njihovih izraza se vidi, da moze ‘biti

b %P1 .

Oba vezna gudenja bit ¢e jednaka, ako je

Promotrit ¢emo sada narociti sludaj

poletnih uvjeta, koji smo obradivali
i kod neprigu$enih kapacitivno vezanih kr '

ugova, t. j. u casu

dg, .

r:‘(-}"'431:‘9'1(0)" -aq?am|J:II_-0.
B dg, o

q‘-—O, -a t—o‘——za-—o.
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Prema tome, bit Ce:

q,(0) =06, + 6, + 6+ Co
0 =6,+ ¢,—06y— Gy
0 =p, 0, + 0,0, + D00+ Dl
0 =p,6, 4P, 6ya—Ds0s—Pulu

Iz ovih jednadZbi slijedi:

g e BB OO
8 2 P, pz. * 2 pl_P!
A 7.(0) _ 2 « EAC I
» 2 pa_pa ’ ? 2 pa_p»s

Izrazi za naboje i struje u vremenu / glasit Ce:

= i i el
iR
=D o 2 bl M)
g, = 7,(0) [_ =} ﬁ:’i&n_s o~ Hs i Qardt . ﬂa-f + 7 Qags o His =i Qaid t
2 2 27, 2783,

— Mea =7 Qaka (~ Hpu+i o)t . — Mo =+ 782x0 (— My =i 0ra r] |
2.? Qdkn- 2} Qdka

Pretpostavit ¢emo vrlo slabo gusene krugove, t. j.

'HM < Qdks’ te ﬂkn =< Qc’-kn b
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pa Ce uz ta zanemarenja u brojniku razlomaka, dalje slijediti:

q :2@ ¥og My t ei Qapst + e—jﬂdkgf 2 e—ﬂka‘ e;’ Qd_,m: J e—jnﬁ,ar '
1 2 2 2

ql — glé—o). [e_ ﬂks ; Ccos QrH;s t -1_ 'Z{Im Cos tha ]
Analogno je

qazﬁ[ kst cos Q1 —e  Fralcos Q1 ]

Kod slabo vezanih krugova bit ¢e R, L, maleno, 1 radi toga ¢e biti:

: 1
: cl‘.!

R :
ﬂks ~ f‘gim — TL_ = f‘g‘*)

Prema tome, u tom sludaju, t. j. za slabo guSene i slabo vezane simetri¢ne
krugove, moZemo kona¢no pisati:

1) S g ™ . )]

g s g_lg e~ At _sm (Q‘mz -+ T) -} sin (de r T’Z—)J 4
¥ (1) T ; 7]

g, = giém) ek qsm (Qd,:s t 4 7) —sin (Qa,m t 4 T)J .

Za struju Ce biti:

_ 4% (O)[ His + Qs & Ao +i Qe His + Qi Ay =i Qg t _
' 2 27 Qs 27 Q.

_ Hia+ Qine (1, +ifgt . ket Qe (20— i0g40 t],
2 Qd}m 2j Qdka

Zanemarivsi J[;, prema Qj,, odnosno [J};, prema Q3 bit Ce:

£ == g_lgog [e_ Aps t (_ Qdks S}Bh_.)'}g]dks t_) + e‘-‘ﬂk“ ¢ (_ Qdka Slnh]jgdka I)] .

g == qi-(@ I:e—' His ¢ (— Q‘,“.s sin Q-dks t) -+ e ™ Mra ! (= Qu:ka sin Qdka I[)] ’

*) Tako smo u poglavl;u 5. to¢ki a.) ovog dijela oznatili i mjeru gudenja.
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Kod slabog vezanja, analogno kao i kod mnoZine elektricitete, moZemo staviti
ﬂyn = ﬂka = ﬂ)
te ¢e dalje biti:

: ©0) _ 1. ; ;
b 55 gl”é—) ™ Q5N Qg £ + ) + Qe Sin (g 2 -+ ™).

Analogno bit ce:

g, = gl_é‘(')_) ¢ A [Qare 5in Qg  + 70) — Qe 5in (Qyp 2 + )]

Iz dobivenog rezultata slijedi, da su u ovom narolitom slucaju struje i
mnoZine elektricitete priguSeni treptaji, dakle, dobili bismo sliku analogno slici
266. samo s time, da se doti¢ni treptaji s vremenom prigusuju, t. j. da se

pf‘e{pOSfGV()@m 'Qdka)gdn Qgim i _ﬂ.\_
i 29,0
& Il s
éz/ 20 g~ |\e
g o 53 2 q] & wemensia
TN = e o e
Mowe gt TE
1
I|
~l [0
‘\\\ IDL 2 9“" \‘l.l
!
I
!
!
/
!/
//’
Y I
Lot
Slika 322. -yl
';‘?qa'ﬂdhs

nalaze unutar pozitivne i negativne eksponencijalne krivulje s negativnim
eksponentom umnoska guSenja i vremena. Sl. 322. prikazuje stanje prigu$nih
verzora u t=0. Tolka A, koja je vrh ,mirnoge¢ verzora amplitude
0) y ) B . e ;
%ﬂ)e At giba se s vremenom u smjeru strelice, jer taj ,mirni« verzor biva
sve manji. Isto tako je crtkano oznaceno, da se i ostala dva verzora, koji se
okre¢u kruznom frekvencijom (Q,,, —Q,.,), smanjuju po logaritmickoj spirali,
ali se pritom mora zamisliti, da se te spirale pomicu, paralelno same sebi,
zajedno s to¢kom A. U faznom pomaku za m nacrtani su verzori struja. Vrh
»mirnogs verzora, oznaen s D, giba se u smjeru strelice.
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U prednjem narocitom slu¢aju izvrili smo aproksimaciju, koja je — kako
smo istakli — kod slabog vezanja i slabog guSenja dopustena, te smo oba
vezna gusenja izjednacili, i to kao da glavno antisinhrono guSenje ima istu

i : ; - . R . . ;
vrijednost kao i glavno sinhrono guSenje, t. j. ——-. Nadalje smo u istom smi-
g g ) 5L J

slu zanemarili /i, prema QZ,, i Ji. prema Q.. Radi toga smo i dobili
rezultat, da su prigu$ni komponentni verzori struja okomiti na svojim pripad-
nim komponentnim verzorima mnoZine elektricitete, iako oni, uistinu, medu-

. - T
sobno zatvaraju kut vec¢i od 5

b) Utjecaj jaine vezanja na vezne veliine

«) Opcenite primjedbe. Ako razvezane simetriCne krugove, koji
imaju, naravno, jednaka guSenja i jednake priguSne frekvencije, potnemo vezati
sve jate, pocevsi od nule, to ¢e se frekvencije opCenito — kako se to vidi 1
iz njihovih formula — sve viSe medusobno kontinuirano razmicati, a isto tako

i guSenja (izuzev§i na pr. navedeni sludaj kad se guSenja ne mijenjaju, t. j.

R
.. ) . - . lz - .
mije se, da pritom, kod bilo kakvog vezanja, razvezano stanje ostaje
nepromijenjeno, dakle, ne mijenjamo parametre pojedinih krugova, nego te

parametre samo sve jate medusobno ispreplic¢emo.

. - i 2 3 L
- kad vezanje pojatavamo tako, da odnos = ostane uvijek jednak “‘) . Razu-

Slika 323.

Prije nego predemo na razmatranje, kako jaCina veze utjeCe na vezne
veli¢ine, potrebne su neke opcenite primjedbe.

Slika 323. prikazuje razvezane simetri¢ne priguene krugove. Kod nesi-
metri¢nih krugova, koje ¢emo proucavati poslije simetri¢nih krugova, sve
razvezane veli¢ine sistema I oznalit ¢emo opcenito, kao i dosada, indeksom 1,
a sve razvezane velitine sistema II, indeksom 2. Medutim, ako ¢e pojedine
razvezane veli¢ine sistema I biti jednake istovrsnim veli¢inama sistema II,
onda ¢emo ih za oba sistema oznaliti zajedni¢kim indeksom ,raze. Ovakvo
oznad¢ivanje mozda nije potpuno opravdano, jer su i veli¢ine s indeksom 1 12
isto tako razvezane, kao i one s indeksom ,raz¢. Medutim, budu¢i da smo
zajedni¢ki indeks ,,raze uveli ve¢ kod simetriCnih sistema, to ¢emo tako i pro-
slijediti, da uvodenjem nekih novih — iako mozda i malo logi¢nijih — indeksa,

¥ ne bismo suvise komplicirali simboliku.
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Za oba na$a razvezana simetri¢na kruga, vrijedit ¢e nama poznata karakteristi¢na:
jednadzba prigusenog serijskog kruga:

Taa

. 1
P Lmz + PRraz |' _C i 03

te ¢e, uz pretpostavku da postoji oscilatorski titraj, biti:

Ruw A 1T [ Bl s
Pyo==— 2m 4] V—(’:"Lz [HZL;] = Dran S l/mraz Oraz =

= sz ijmamz'

Buduéi da ¢emo promatrati uopée samo slabo guSene krugove znatne oscila-
tornosti, koji su od velike praktiéne vaznosti, a kod kojih se prigusna vlastita
frekvencija ., vrlo malo razlikuje od neprigu$ne vlastite frekvencije @y, tO
je dopusteno, da naSe polazno stanje, t. j. kod vezanja nula, bude okarakteri-
zirano sa: ( :

Pl.‘z == 8r:lz :1‘.‘}‘{01-‘12-

Uzimajuéi to kao polazno stanje, uistinu, Cinimo malo zanemarenje, ali s druge
strane, time znatno olak§avamo razmatranje formula, u kojima dolaze istovre-
meno te dvije veli¢ine, t.j. O, 1 Opny U raznim funkcionalnim odnosima. Ako
bismo u te formule unijeli egzaktnu vrijednost frekvencije, t. j. diferenciju
kvadrata pod korijenom, samo bismo nepotrebno zamaglili glavna rasudivanja.

B) Cisto kapacitivno vezanje. To znati R,=L,,=0. Vezne
frekvencije sa zanemarenjem J[j,, odnosno JJ # ., prema prvom adendu pod.
korijenom, bit ¢e kako slijedi:

| 1
Ciue Eo
.= Moo B S
e Lraz ng
prelazi u
. N V™
Craszz Cu Ll'az B " Cu ’
1 i 1
gl Cr;: Cu 2
a e o ka
F Lrn.z +L12
prelazi u

T T 1fie G
?:;E_ZL;”—%— | c_az_Lru_ " _C;ﬂ
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Kvocijent
1
craz 6:_
Cm = 112 = kl kap — k?]-m.p - Kkap-
Craz

Pounjemo s vezom od nule. Tada je C,, vrlo veliko prema Ci,,, koji, kod
povecan]a vezanja mora, naravno, uvijek ostati isti kao i u pocetku. Mi ne
mijenjamo C,,,, nego samo vr$imo podjelu kapaciteta na C i C,, prema formuli

1 1

T O

= konst.

Maksimalno vezanje bit ¢e postignuto kod C = co, a C,,=C 1 onda ¢e biti:

Ikllmp = k?knp = Kkap = ].

_ ‘Qdkj szﬂ‘kd Qdia szd‘.ks
wfﬂl l l ':‘Jrn:

.‘ Ky | K | : K, Kong
L *2‘-'-9 e wm:_'_;"& - T Wy, 2"‘0' i Cray £ ==
& o
Slika 324. Slika 325,

Bududi da promanarno samo slaba vezanja, pocevs§i od nule, to, prema.
Mac Laurinovom razvoju izraza

(l :f' Kl{nl))%l

koji razvoj prekidamo kod drugog ¢lana, moZemo pisati:

- - K )

Q;u;s == (J.)mzv 1 “""Kkap = Wiy, (1 - ___5_11) *
i K "

Qaka:wmzvl -i' Kkap raz(l + 2k D)'

Bududéi da je Q,,,>Q,,, opet vidimo, da uvodenje kapaciteta ubrzava titranje..
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raz

Reas — Ry, relazi u —2%
el ¥ s

A= 3L

= 81'nz.°

R
Ry + Ry prelazi U - = pas-

A= 3Tm T L) 2L

Iz prednjega slijedi zakljucak, da se kod tisto kapacitivnog vezanja, koje je
slabo i poc¢inje od nule, frekvencije simetritno razmi¢u nalijevo i nadesno,
proporcionalno faktoru vezanja, a guSenja ostaju nepromijenjena, t. j. Ores
prema sl. 324.

v) Cisto induktivno vezanje. Sada ¢e biti:

Kod izraza za frekvencije izvrdit ¢emo ista zanemarenja Kao i prije, t. j.

Cox G
Q Pl = 2 —ﬂis
ax Lraz_‘Lig

prelazi u

—1 S

Cos: 1 W V 1
Lo—L, e m T ™
1 Craz Lr&z(l — —-—L::z ) i
= mrnz(l —"Klnd)_ i'

Ako izraz

(1 _Klncl)_%

razvijemo po Mac Laurinu, i prekinemo razvoj za maleni K, kod drugog
.¢lana, bit ce:

1
Qdks = Wraz (1 + ?Kind) :

Analogno slijedi:
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prelazi u

1

Craz = 6 V ]'
Lraz +L12 B I + Klud ’
odnosno za maleni K,,,,

1
Qaka = Qg (1 = "i'Klnu) .

Vidi se, buduéi da je Q,,,>Q,,., da uvodenje induktiviteta usporava titranje.

. Rraz - Rm
Ao = 3=y
prelazi u
RI‘&Z | RI'H-Z

2 (Lraz _Lm) - ( Lls 7
2 Lraz 1 _'i;")

L : ;
odnosno kod malenog —*., imat ¢emo:

T&Z

Rraz Lu - LI!
Aw=17... (‘ % Z;;") = Oen (‘ + L) |

Analogno slijedi:

prelazi u
Row  ~° B
2L+ Ly Luf1+ L)
_ Lis
odnosno

ﬂku = Sraz‘.(l —'_I_l!l)'

raz
Iz prednjeg vidimo, da ¢isto induktivno vezanje, koje pocinje od nule,

K ina

2
velikog @y, ONO je zamjetljivo makar i uz maleni K;.a. Razmicanje gudenja
1znosi + 8, King, 1 kraj malenog 3,,, i malenog K,,q, ono je malena veli¢ina
drugog reda, i radi toga prema sl. 325. prakti¢no zanemarivo.

razmice frekvencije i gu$enja. Razmicanje frekvencija iznosi -+ e, , 1 Kraj
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3) Cisto otporni¢ko vezanje. Sada ¢e biti:

1

Kod izraza za frekvencije postupit ¢emo kao i prije, te e uz ista zanemarenja

1
_C‘T:lz y Clg 2 e 1 o
Qs = Dose _—; — s preci u I/C;};mz = Wraz
odnosno
I T
o Cras i Cs ra  Preci u V_——li =0
dka — _I;r'u & Lm ka P sz me = Wraz:
U pogledu guSenja bit ¢e kako slijedi:
R..—R R R R
s CNSE SR azi e L
A= Ly T VB Al ™ 2l

Rl‘ﬂz Rm ____8 ng
B T 3L T By’

R .
e =7+——>< prelazi u

Kod ¢isto otporni¢kog vezanja sa slabim gudenjem, frekvencije Ce uvijek
ostati nepromijenjene, t.j. @, a promjena ¢e nastupiti samo u guSenjima, koja
¢e se razmicati proporcionalno R, prema sl. 326.

Fu
R

Slika 326.

Fb
Lx3

Prema tome, sada Ce se opéi integral sastojati iz zbroja dvaju verzora
iste frekvencije, t. j. ., ali razli¢itih guSenja, i ta kombinacija daje jedan
verzor, koji je moduliran amplitudno i frekventno (odnosno mozemo shvatiti
kao amplitudno 1 fazno).

Kona¢ni zakljuc¢ak za simetri¢ne krugove glasi:

Kod slabo gusenih simetri¢nih titrajnih krugova, kod slabog vezivanja
dvaju takvih krugova pocevsi od nule, preko induktiviteta ili kapaciteta, nastupa
razmicanje razvezanc frekvencije proporcionalno faktoru vezanja, ‘a guSenja
ostaju kao u razvezanom stanju. Vezanjem preko otpora frekvencije ostaju
nepromijenjene kao u razvezanom stanju, dok se gusenja razmicu proporcionalno R ,.
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23. USKLADENI PRIGUSENI VEZANI ELEKTRICNI KRUGOVI BEZ
NARINUTOG VANJSKOG NAPONA

a) Preuredena karakteristi¢na jednadZzba

Uskladeni sistemi su vrlo vazni u uredajima slabe struje. Prema sl. 327.
bit ¢e za razvezano stanje:

1 1 - 1 1 n 1 L 1
G e T C. G T’
Rm + Rls = R;‘-‘ ‘Rzu I R12 = Rz’
LIO_I_LIZH__LI’ Ls.:p_i Lm:Lz’
1 o
??I.L_ e CzLa — e
- = —‘:8 .
T —% 2L, =%

Kao uskladene, definirat ¢emo takve sisteme, kojima su neprigu$ni
W, = O, = 0,,. Kao 1 prije, promatrat ¢emo slabo guSene vrlo oscilatorne

—’UU\J]HHA
L ﬁm Cfo Czo Pan Lfﬂ
Cp
I pe T
Ly
Slika 327.

krugove, kod kojih je §°<Zw/,, odnosno d,) <wn,. S tim ograni¢enjem oba
korijena karakteristi¢ne jednadzbe za razvezani krug I, bit ¢e, kako nam je
poznato,

- 81 -~ ..? l/('-‘)rzaz _'81?: o —— 81 :l:? Wrazs

i analogno za razvezani krug II, t. j.

— 8,k 0 =8} = — 3, j oras.

Proucavat ¢emo opet samo slaba vezanja, koja ¢emo kontinuirano pojacavati,
pocevsi od nule.'Kod vezanja nula, karakteristi¢na jednadzba glasila bi:

a,a

2220"
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kod cega bi bilo a,=0,1 a,=0, te bismo dobili ¢etiri naprijed navedena
korijena za razvezane krugove. Uvodeéi vezanje, karakteristina jednadzba
glasit Ce:

2
A, Ay, —ay, = 0,

kod cega a oCinje rasti od nule. Radi toga ¢e i naSa nova Cetiri korijena
2 CSER Gy POCTNE . T il

poceti zadobivati vrijednosti, koje ¢e se kontinuirano udaljivati od navedena

Cetiri korijena s vezanjem nula.

Opcenito ta nova &etiri korijena imat ¢e radi toga oblik:
P= —3_1.: ij(mraz "F" Aﬁ))

te ¢e se 1 prvo i drugo vezno guSenje, osobito kod pocetnog vezanja, nalaziti
tik uz §, odnosno 3,, a naravno, isto tako i obje vezne frekvencije Uz .

Znamo, da je karakteristicna jednadZba, jednadZba Cetvrtog stepena s
nepoznanicom p. Analiziranje ovakve originalne jednadzbe ne bi bilo shodno,
jer njenom analizom ne bismo mogli zakljuciti kakve vrijednosti zadobivaju
posebno vezne frekvencije, a posebno vezna guSenja, buduc¢i da su te velicine
implicitno sadrzane u p. Mi ¢emo stoga upotrebiti adaptiranu karakteristi¢nu
jednadzbu, u kojoj ¢e p biti rastavljen na svoje adende, dakle ¢e ta jednadZba
sadrzavati kao nepoznanice odvojeno vezna guSenja i vezne frekvencije. Kod
toga ¢emo zanemarivanjima, koja ¢e biti dopustiva, §to viSe pojednostavniti tu
jednadzbu, da razmatranja budu Sto laksa.

Budu¢i da nam je, dakle, po strukturi poznat opceniti izraz za korl]en
karakteristicne jednadZbe, upotrebit ¢emo ga i izgraditi pomocu toga izraza,
»idu¢i od konca prema pocetkus, samu jednadZbu. Ponajprije treba dobiti
izraz a,,. U tom izrazu osim p dolazi jo§ i p°. Bit ¢e dakle:

P =8, (0 + A =08"—0r— A" F27, 0 F 278, A 06— 2 0, A 0.

Ovdje su 3, i Aw malene veli¢ine, a w,,, je velika, i radi toga ¢emo zanemariti
veli¢ine niZeg reda prema veliCinama viSeg reda, t. j.

pz = raz — mrazA o F 2} 8 Wraze

S tim vrijednostima, te ako jo$§ prvi i drugi ¢lan pomnoZimo s —EL, bit ¢e:
a, +pR, + L—-I—i—l—[—-S +j(w —}—Aoo)]Ri
C p .p CI L1 i j raz 1 LI
-+ ['_" m:az —2 Wray A  F 2}. 8:: mraz]Ll =
2 R 2 R, 2 . R 2
‘=Ll(w,.,,z "L i :I:jmmL 5 ]AmZT—H raz — 2 Oraz A O F 273, wm)

=L (05;—28,8, £ 270,08, 27 A 03, — oy, — 2 Wy, A 0 F 27 3, ;).
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Zanemarivsi opet umnoske malenih velitina, slijedi:

a, =L [—20 A0+ 2]0,,(8,—3,)] =20, L, [— Ao +7(3,—38,)].
Analogno je ciklickim zamjenjivanjem:

@y =L, [—20 A0 & 2] 0gg, (3, —8,)] = 2 0, L, [— A £ 7 (3,— 3,)].
Prema tome, naSa karakteristi¢na jednadzba glasit ée:

),y — ama =2 &)mle ['_ Aw :I:j(sa — Sk)] 2 mrazLa [_A w i}'(ss'—' 8#)] == a112: 0,

11 "2

te konacno

2
alﬂ

mz:' =(Req:}9m.

Aw'—(3,—3,)(5,—8,) FiA o, + 8, —28,) =

Prema tome, jednadZba se opcenito sastoji iz realnih i imaginarnih adenada.
Proucavat ¢emo samo takve slucajeve vezanja, kod kojih ¢e imaginarni adendi
biti tako maleni, da ¢emo ih moéi zanemariti, t. j. jednad’ba ¢e tada sadr-
Zavati samo realne vrijednosti.

U tu svrhu razmotrit ¢emo najprije sve mogule sludajeve vezanja, t. j.
1.) Cisto kapacitivno vezanje, 2.) Cisto induktivno vezanje, 3.) kombinirano
kapacitivno i induktivno vezanje, 4.) ¢isto otporni¢ko vezanje i 5.) kombinirano
vezanje sa svim trima parametrima. '

Kod Ccisto kapacitivhog veZzanja, bit Ce:

(o)
al': — Cm

ddge Ll 4w, £ &y ’

dakle, realno.

Kod ¢isto induktivnog vezanja, bit ée:

o alez - (pa Lm)a o [(— mr’az —2 Wraz Aw I 2} 3.&: mf&z) L!.'e]l3 —_
4w, L L, 4, L L, 4wh, L L, B

= 4;:1’[4 [0f; +4A 6" —438,° + 40, Aw £ 7 (40, 0 + 8Aw8k)]'

Ako zanemarimo veli¢ine niZeg reda, na$ izraz bit ce:

3 2
E)mz Lm

T 4L L’

2

dakle, opet realno.
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Kod kombiniranog induktivnog i kapacitivnog vezanja, bit Ce:

2 [ 42 1 2__ 1y 2 2 Ly, 1 ’_
a;z = (p ng '_I_ q) "_P L]_g +2P C + (C___) ==

12 12

= (— Oz — 2O AO FJ28), poy)’ L) + 2(— 0}y — 2 0pp, A0 F

L 1% ) L 1\?
FJ28, 0s) =2 + ( -- ) =~ (—0f 'Ly + 2(—ofs ) 3 + ( )
k )C12 cm ) 12 ( T 3) Cn C

12

Prema tome, sad ce biti:

l ]
(ET\_ - (’):az ng)
LL =~ donLE,

a,,

4w,

t. j. realno.
Kod cisto otporni¢kog vezanja, bit Ce:

a,,’ (PR

4o L L, 4ok, L L,

Rt R
= (— Wy — s & By W) g I e,
T e i e 7 Sl %
dakle, realno, ali negativno!

U slucaju kombiniranog vezanja sa svim trim parametrima, ne bismo
mogli zanemariti sve imaginarne c¢lanove, jer izmedu njih ima veliCina istog

reda, kao Sto je najveéi realni ¢lan. Radi toga ovaj slutaj — koji medutim
nije od nalelne vaZnosti — ne ¢emo ovdje proucavati. Proucavat ¢emo samo

prva Cetiri slucaja. Kod ta cetiri slucaja promasli smo, da je desna strana
jednadZbe realna, a prema tome i imaginarai adend lijeve strane mora biti
jednak nuli. Znaci, dakle, da imamo dvije jednadibe, t. j.

Ao —(3,—38,)(3,—3,) = Re,
A(:)(Sl - 32—"280 = I m=0.
Da imaginarni izraz postane jednak nuli, postoje tri moguénosti, t. j.
1) Aw=0, a (3, +3,—23,)+0,
2) Aw=0 i (3 +93,—23,)=0,
‘te, konacno,

3) Aw*0, a (3,+393,—28,)=0.
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Proucit ¢emo najprije te alternative kod vezanja preko energetskih rezer-
voara, t. j. Kkapaciteta, induktiviteta i njihove kombinacije, kod Cega je R,
pozitivno. Energetskim rezervoarima smatramo takve elemente, koji mogu vra-
titi u njima pohranjenu energiju. Iza toga proucit ¢emo prilike kod vezanja
preko otpora, kad je ‘R, negativno.

b) Utjecaj jaline vezanja na vezne veliCine kod energetskog vezanja

) Aw=0, a (3,+93,—23,)+0. Prva alternativa znali, da se frek-
vencije nisu promijenile, t. j. oba kruga, koja su uskladena, zadrzala su, i

el Zﬁ LR el \/(?Q)z_ﬁe ]

&— d \ d,+d, &y =4,
2
Slika 328.

nakon povecanja veze iznad nule, svoju razvezanu frekvenciju oy, (=
Karakteristi¢cna jednadZba reducirala se je na:

s W
81 82 - (81 i 82) 81»' o 8&‘2 s CRe = 0?

Op12 = §'1—+—82- -+ V( By —; 82)~_ 81 82‘—‘(?233

3,48, 5 —8,\" . 3, +3, T o
e a (C B e (R

kod cega je:

a raz)'

§ il I

Kao 3$to vidimo, dobili smo dva vezna gus$enja, koja, naravno, nisu vise
ista kao i kod razvezanih krugova, iako se djelomi¢no temelje na vrijednostima
3, odnosno 3,. Ona ovise i o

Wl o Pl
o e M
4 mraz L1 Lg

t. j. o vezanju! Ta guSenja nismo oznacili indeksima kb i kp, nego s k1l i k2,
budu¢i da ovdje nema brze i polagane frekvencije, jer su frekvencije jednake.
SI. 328. prikazuje pomicanje veznih guSenja iz njihovih pocetnih vrijednosti,
t. j. iz razvezanih guSenja.

292 D. Svarc: Elektri¢éni titrajni krugovi
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Op¢i integral za naboj imat ¢e sada oblik:

g, =4A, e %k ! gin (Orazt + @) + A,e™ %2 ¢ gin (0raz + 27)s
te analogno za naboj g,.

Kako ¢e dugo vrijediti ova prva alternativa? Ocigledno tako dugo,
dok izraz za vezna guSenja ostane realan, jer kompleksni izraz za guSenje uka-
zuje, radi imaginarnog dijela, na promjenu imaginarnog ¢lana korijena karak-
teristi¢ne jednadzbe, t. j. ®, dakle, protivho predpostavci. Znaci, tako dugo,
dok je

3=

odnosno, dok je apsolutni iznos diferencije razvezanih guSenja
18, —38,|>2)"Re.

Izraz 2]/@;3_ raste, naravno, s vezanjem, pocevsi od nule, i kod situacije, kad
je 2Vf7€g postalo jednako |8, —3,|, dostignuto je t. zv. ,kriticno vezanje<,
koje ¢emo u nastavku posebno proudavati za svaku vrstu vezanja. Medutim,

tada je diskriminanta postala jednaka nuli, a oba guenja su se izjednaclila, te
1znose:

3, +
Spr2 = - 1—2—2 = 0,
Nastupila je druga alternativa!
S -+ 38 i 3 : 5
B.) Aw=0, a 8,9 = 3 2 =3,. Op¢i integral, kod te sasvim narolite

alternative, imat ¢e oblik:
—8 i —85,.t =
g, = A, e % "sin(pant + @) + A, % sin (ran t 4 X)s
odnosno u verzorskom obliku
q, == 3m [ﬂle(_sﬁ: i 0raz) -+ ﬁae(_a;‘c""j“’mz) IE:I i gm [Ile(""sk"i'j“’mz) !] )

gdje je
(ﬁll 'l_ -gfe) = 11‘

Vidimo, dakle, da je op¢i integral postao obi¢ni priguSeni sinusov titraj.
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v.) 8, = 9, :’2- % , Aw#0. Kod daljnjeg poveéavanja vezanja ne mo¥e se

viSe odrZati druga alternativa, nego nastupa treca, t. j. vezna guSenja ostaju i
dalje jednaka

3, + 3,

3 :Sk, a Aw+0.

Karakteristi¢na jednadZba sada ¢e glasiti:

5, —3d

2

-

1

Am“z—( 2)3—}-%6;,

+Aw

1
=3
>

Slika 329,

Dtkp Dotkp

Iz te formule proizlazi, da ¢e se povelavanjem vezanja iznad ,kriti¢noge
vezanja, kad je, dakle,

2)/ Rie > 5,—3,],

W

'frekvencijc poceti simetrino razmicati prema sl. 329. Radi toga ¢e sada opéi
integral naboja glasiti:

g, = A,e % sin[(0ge, — A ) £ + @] + A, e % " $in [(0gay + Aw3) 2 + ] =
= e %" [A,8In (wyy, 2 + @) + A, 8i0 (04 4 £ + X)]-
Dobili smo prigu$eni treptaj!

3.) Kriti¢no vezanje. Koliko ono iznosi?

1.) Prema dosadaSnjem, kod ¢isto kapacitivnog vezanja je:

@ (&)
E'Re . Cm Cn m:az

T 4ol L L T 40l L L o
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Kako je zbog uskladenosti krugova

Oy, = e 3
K Llcl chz
to ¢e biti:
o (o)
wl’ﬂf — m az
CRe = (Cm = Clz b
4L pp 1 P
Ll Cl ! ! LEC!3 1 2
odnosno
1
—— ()
O — C Iraz
2 I/(Ee = 1 —_— = Kka.p Wraz

Prema tome ,kriti¢no vezanjes« dostignuto je, kad je
[81_83] :Kkapl{rltmmz:
ili ,,kriti¢ni faktor vezanjas iznosi:

D],

raz

Kknp krit = -

2. Kod ¢isto induktivnog vezanja

odnosno

»Krititno vezanjess je dostignuto, kad je

Isz — S,[ = Kina krit Orazs
ili ,kriti¢ni faktor vezanja iznosi:
|D]

K.lucl krit =
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3.) Kod kombiniranog kapacitivno-induktivnog vezanja, bit ée:

1 . 2
] (‘GT'-_“‘J)I:IIZ ng)
. f.}ee iy 12
4wr, L L,

odnosno
1
o ' S
raz 1 L
2 Re*" I 10 = Oyyy —_— | =
]/ Oraz V L L C12 ml‘gaz I/ Ll Lz V Ll Ls
X
1 i L,
= Das 1 a 1 - / = (pgy e — | =
o A N N, 1 7y ) L VL_L VL.L,
I/Llct I/L?.Cs CI Ca

= Mgz J Kk:\p — Kina r .
»Krititno vezanje« dostignuto je, kad je
‘ 81 - 83 ‘ s | (Kka.p = Klncl) krit } 3
ili ,,apsolutna vrijednost kriti¢ne diferencije faktora vezanjas, iznosi

' D
| (Klmp - Klud) krit‘ —. ‘ ] .

Wy

I ovdje primje¢ujemo, da kapacitivni i induktivni elementl djeluju u vezi jedan
protiv drugog.

¢) Utjecaj jaCine vezanja na vezne veliine kod otporni¢kog vezanja

Preostaje joS, da se pozabavimo sluajem Ccisto otpornickog vezanja. Pro-
nasli smo, da je tada

R — —_

t. j. negativno.

Prema tome bit Ce izraz za vezna gu$enja kod prve alternative uz
A= 0 | o

3 49 YTDNE
. Opr2 = —1';'—"1 e V(g) —Re,
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uvijek realan, buduéi da je diskriminanta uvijek pozitivna. Nadalje vidimo, da

. - s i ; 3 —3
je apsolutna vrijednost korijena uvijek veéa od ‘—‘7-2—[ To prema sl. 330.

d;z CL +cé (ﬁf
2
4, 4=
5 b = . SO S
i z 7 :
D) mp, 1 D)2 Y.
m\[2) % — [2)~8s '
o ‘51"52
T2
Slika 330.

znaci, da se gulenja 8y i ). uslijed vezanja medusobno razmicu, a frekvencije
ostaju uvijek nepromijenjene, t. j. g, jer je — kako znamo — razmicanje
frekvencija, t. j. Aw #+ 0, moguée samo uz uvjet, da je

(3. +3,—28,) =0,

$to, medutim, ovdje nikad ne nastupa.

Konacni zakljucak.

Energetsko vezanje. Ako se vezu dva slabo guSena, uskladena, ali
inace razliCita elektri¢na kruga, pocevsi od ekstremno slabog vezanja, u sve
jaCoj mjeri, oni ¢e ponajprije zadrzati svoje jednake vlastite frekvencije

1 1
V Llcl - V LQC§! ’

Wyay =

dok ¢e se njihova pocetna razli¢ita guSenja sve viSe priblizavati zajednitkoj

srednjoj vrijednosti w Kad je faktor vezanja (kod kombiniranog vezanja

apsolutna vrijednost diferencije kapacitivnog i induktivnog faktora vezanja)

- 1 111 11 cc I 31-‘ 82’ a H
dostignuo svoju ,kriti¢nu vrijednost %L, oba vezna guSenja upravo su
Uraz

se sastala u toj navedenoj srednjoj vrijednosti. Kod daljnjeg poveéanja faktora
vezanja (apsolutne vrijednosti diferencije kapacitivnog i induktivnog faktora
vezanja) oba guSenja ostaju kod te srednje vrijednosti, a frekvencije se sime-
tricno razmi¢u pocéevsi od prijadnje zajednicke vrijednosti i, za + A o.
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Otpornicko vezanje. Ako se dva slabo guSena, uskladena, ali inace
razli¢ita elektri¢na kruga, pocevs§i od ekstremno slabog vezanja, vezu u sve
jacoj mjeri, njihova pocetna guSenja sve Ce se viSe simetricno razmicati, a fre-
kvencije ¢e zadrzati zajednicku vrijednost .

24. MALO NEUSKLADENI PRIGUSENI VEZANI ELEKTRICNI
KRUGOVI BEZ NARINUTOG VANJSKOG NAPONA

a) Preuredena karakteristi¢na jednadzba

Ako oba kruga imaju razlicite, ali vrlo blize razvezane frekvencije o, i o,
prema sl. 331., izmedu tih frelcvencua postojati ¢e neka ,,srednja frekvencua“
W, t. ]

1]

s Ly Wy Wy
o v : i
O (JJO I —2 G I %'{_c'-'o" 4 %w h
h e o )

Slika 331.

Kod toga je a<<1, dok su oba kruga vrlo oscilatorna, t. j. ©, i ®, su
veliki, a guSenja slaba. Prema tome, bit ce:

- [m - = ), ('1 —_)
Gl 2 1 2

1 1

ol [m -+ bl ] = Gyt (1 = ;‘)2'

[ ST~
S
. e

Radi toga je:

1
ClL;—-—(ﬂ — 0L W
--1 ] - ot ¢
c.L,~ ™ tee
1 1
L Yog

«odnosno
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I ovdje cemo ,izgraditi¢ karakteristiénu jednadZbu ,,idu¢i od njenih
korijena prema njenom pocetku<. Korijene ¢emo pretpostaviti s

p=—238,+j(0,+ Aw).

To je opravdano, jer i sada promatramo opcenito samo slabo vezane krugove,
a budud¢i da je o, vrlo blizu njihovim razvezanim frekvencijama, vezne frekven-
cije ne ¢e se mnogo razlikovati od w,.

Ako, analogno kao i u prethodnom poglavlju, zanemarimo umnoske i
kvadrate malenih veli¢ina, bit Ce:

P=[—%=xj(w,+A0))=—0'—20A0F 253, 0,
1 5 1 R, .\
allza—!—PRl—l'P Ll—Ll(@:E;'!‘PL—l—{—P) =
=L, (0, —ao’+p28 + ") =L {0, —ae®+ [—5, £](0, + Aw)] 23, —
— 0, —20,A0T 273, 0.

Ako, dosljedno, opet zanemarimo malene veli¢ine, bit Ce:

a, =L (—ao’+2jo,8 —2w, A0 F2j8,0,)=

=2w,L, [—

0(.0.}0

2

i.j(Sl——-Sk)—Aw]. .
Analogno ¢e biti:

1
azg — -(_;__

2

1 R 2 2 1 2
FPRAPL = L +2 70 +8) =L(of + 0] 1293, 4 )=
=L2 {"")02 s fJ("{""02—'_ 2[_8.?» j:.Ji((‘uo =+ AOJ)] 82—0)02—'20)0A0J + 2}-83:(’:'0} =~

W,

: -ij(Sg—‘o‘k)—Aw]-

~L,(c0,+2j0,8,—20,A0F2j3,0)=20,L, [

Karakteristi¢na jednadzba glasit Ce:

xw, . i i 2 s — — aI:
[_ D i}(Sl—"Sk)—Am] [— 2'--_l2](82 Sk) Aw]-‘ 4oL L: 2

a 1

odnosno
2 2
oL (1}0

4

A —(3,—8) (3, —8)— " g0 75 |3, 4 3,—28) A0 —(3,—3) ] =

a 2

- 12 )
4o LL,

Q 1
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Izraz na desnoj strani jednad’be ne ¢e se mmnogo razlikovati od izraza
2

a T Eo g S

W‘ELT— » koji vrijedi za uskladene krugove, jer je o, blizu tamo$njem e,q,.
Pz 1 2 - ’ . . . - - -

Prema tome, taj Ce izraz kod energetske veze biti realan i pozitivan, a kod

otporniCke veze realan i negativan. Kombiniranu energetsku i otporni¢ku vezu

‘' ne ¢emo promatrati ni ovdje. Kao i kod uskladenih krugova, karakteristi¢na

jednadZba u promatranim slucajevima raspast ¢e se ma dvije jednadZbe, t. j.

2

Aot —@,—3)(3,—3)— 2 =Re,

0(.(1.)0

2 =3m=0.

(81—{_32_28&‘&(’)_&(81_82)

b) Utjecaj jatine vezanja na vezne velifine, ako je 3, =3,
Prema tome je
(3,—393,)=D =0, odnosno 3, =3,=23,,.

JednadZzba zs imaginarni dio postaje ista kao i kod uskladenih krugova. Opet
postoje tri alternative, i to:

1) Aw= 0, da (31.37_ 4 sz —2 Sk) + 0,
2)) Aw=0, i isto tako (3,4, + 8;a,—29,) =0, te konaéno
3.) (Braz + 8raz—29,) =0, dok Aw *0.

Prva alternativa Aw=0, te (3,,,-} d,—28,)+0, uvritena u jed-
nadzbu za realni dio, daje:

- (Sraz - 81’:) (81‘32 B Sk) S a Z)D = CR €,

odnosno

2 2

akl,ﬂzsraz:}t l/ —Re— (x:‘)u .

Druga alternativa Aw=0, i 3,,, = 3,9, uvrStena u jednadzbu za
realni dio, daje:
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Treca alternativa 8,,=28;,9 te Aw+0, uvrStena u jednadzbu za
realni dio, daje:

;.. 2

¢ - | o
m;“m:%e, odnosno A w = :i;l/%e—l— e

Ao — 3

Kod cisto energetske veze, prva je alternativa nemoguca, jer bi

.diskriminanta izraza za vezna guSenja, uz pozitivno ‘Re, uvijek bila negativna,
odnosno guenja bi bila kompleksna, $to bi znalilo promjenu imaginarnog ¢lana
korijena karakteristi¢ne jednadZbe, dakle, protivno pretpostavci. Tre¢a alterna-
tiva uvijek je moguca, budu¢i da je diskriminanta izraza za A uvijek pozi-

. . , v * o, . .
tivna, a samo Aw je vele, odnosno manje, od -+ - 5 Druga alternativa nije

moguca, jer ‘Ke ne moZe biti negativno. Znac¢i, dakle, da su kod ecnerget-
skog vezanja gus$enja ostala 3,,,, a frekvencije se medusobno razmicu.

ENERGETSKO VEZANJE NTPORNICKO VEZANJE
L%
Prva taza Kriticna_veza Re=--7—
e s S
o w, a0, Oy
o (S o iz&,. e 0’~2wa o Wire o l ‘dkp . axal o o a‘:p Kb
w,' €, :‘v‘: ?—"'E '*‘—u
.‘ R R A
S e o =T
o B PR | e | K

Nadkriticna veza
jan d 6&2!

raz

S o
] Lot
L
w; “*P:C“';"“wdm w8
'Y__ _ e oty :
5 -
Slika 332,

Kod ¢&isto otporni¢kog vezanja, kod negativnog “Re, vrijedit ée, ako se
veza pojaava pocevdi od nule, najprije treta alternativa, sve dotle, dok je
diskriminanta pozitivna. U tom intervalu ne vrijedi prva alternativa, jer bi

onda &, bilo kompleksno, $to bi bilo protivno toj alternativi, t. j. da je
2 2

Aw=0.Kad je ‘e postalo jednako —?E—z)i » doSli smo do ,,kritiCnog veza-

nja<, te je nastupila druga alternativa. Kod daljnjeg povecavanja veze vrijedi
prva alternativa, jer je diskriminanta za vezna guSenja postala pozitivna, a ona
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za A o negativna. Negativna diskriminanta za A & ukazuje na uvecanje realnog
dijela korijena*), Sto je ali u protivnosti s tre¢om alternativom. Znac¢i, da kod
otporniCke veze, u poCetku, kod nepromijenjenih gusenja 3,,,, nastaje primicanje
frekvencija sve do w, kad oba titraja imaju jednaka guSenja i jednake frek-
vencije, dakle, kombiniraju se u priguleni sinusov titraj. Kod daljnjeg pojaca-
vanja veze ostaju frekvencije , a guSenja se polnu razmicati.

U sl. 332. prikazani su navedeni odnosi.

Ovaj slutaj je — kako s¢ to vidi i iz spomeaute slike — upravo
»protuslucaj uskladenim krugovima s razli¢itim guSenjem 3, i J,, koje smo
opisali u prethodnom poglavlju 23. Treba samo medusobno zamijeniti rijedi
»energetskic i ,,0tpornickic, te oznake frekvencija s oznakama guSenja, i obr-
nuto, da se dode do slike, koja bi vrijedila za uskladene krugove s raznim
gudenjima.

c¢) Utjecaj jaline vezanja na vezne veliine, ako je 5, + J,

Ovdje ¢emo promatrati odnose «.) kod veoma slabog vezanja, B.) kod
slabog vezanja, i v.) kod jateg vezanja (koje, medutim, u poredenju s &vrstim
vezanjima, jo§ uvijek spada u opcu kategoriju slabih vezanja, za koju i vrijedi
preuredena karakteristicna jednadZba, gdje smo u tom smislu i izvr$ili izvjesna
zanemarenja).

«) Veoma slabo vezanje. |Re|<|D|.

Zbog veoma slabog vezanja, vezna guSenja malo ¢e se razlikovati od
guSenja razvezanih krugova, te e biti: '

3 =39, -} A,
re =8, + AJ,.

Karakteristicna jednadZba vrijedit Ce, naravno, ako u nju uvrstimo te
izraze umjesto opCenitog izraza §,. Uvrstit ¢emo naprije 3;,. Tada ¢e za ima-
ginarni dio biti: :

B+ 3, —28) Ao —@,—3) 2" = Tm =0,

1

(8, 48, —200, BABYAg—D i;’_ el

oW,

(—D—248)Aw—D-22e —0.

Sa zanemarenjem malene veli¢ine 2A3, prema D, slijedi:

oW oL €
3 . =0, odnosno Aw=——_"2.

—DAw—D-
w—2D 7

*) Ispred izraza za A dolazi, kako znamo, j, dakle, u slu¢aju negativne diskriminante
dolazi j%, i prema tome postaje ta vrijednost realna.
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Prema tome ¢e uz prvo vezno gusenje 8y, iznos A, koji se pribraja kK o,
biti ———2-"—. Njihov zbroj bit Ce, dakle, w,. ZnacCi, da je o, ujedno ®gyy,»
a vezno guSenje Oy je pripadno 3.

Ako taj rezultat uvrstimo u izraz za realni dio, bit Ce:

a

(__ ‘?t;i)i—' [81 — (81 + A 81)] [82 e (81 =} A 81)] - 343); =R e,

odnosno

e [—AY][—~D—AS) =Re.

Zanemarivéi opet A8, prema D, bit Ce:

2 9
—DAS, ="Re, ili A81=___5e..
Analogno ¢emo postupiti s 3. Tada ¢e biti:
oW
[81“‘}'83_2(82*‘"Asz)]&(ﬂ'—“D—- ° —=0.

2
Dalje slijedi:

DA(oHDE;i: 0.

Iz ovoga dobivamo:
o6

A(o — _.2_‘_ '

7Znadi, da i druga frekvencija o, ostaje nepromijenjena, te bismo umjesto ®
mogli pisati ®,,, a umjesto 3, toj frekvenciji pripadni §,,.

Uvrdteno u izraz za realni dio karakteristiCne jednadzbe, daje

( 0‘; )2._[81—(83 + A, — G, + A8 —= :"'"" s O
odnosno
CR!Q
s

DAS, = Re, ili AS,=

Ako je 8,<8, bit ¢e D negativno. U tom slu¢aju, kod energetskog
vezanja uz pozitivno ‘Re, izraz za A3, bit ée pozitivan, a za AJ, negativan.
Kod §, > §,, odnosno kod pozitivnog D, bit ée izraz za A3, negativan, a za A9,
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pozitivan. To znali u oba slucaja, da ¢e se vete guSenje umanjivati, a manje

uvecavati, dakle, oba guSenja se primi¢u. Kod otporniCkog vezanja s negativnim

‘Re, bilo bi upravo obrnuto, t. j. gusenja se medusobno razmicu. Frekvencije
p ) )

Energetsko vezange ) Otpornicke vezanje
o Gy Cady Co Ly
T 1 T T
o M e o
ka dis Jm d;g
g 4, 5 5,
— -— — —
Slika 333.

ostaju u svakoj prilici neizmjenjene. Te odnose pokazuje sl. 333. Iz samog
gornjeg izvoda ne vidi se, medutim, pridruZenost pojedine frekvencije ve¢em
ili manjem guSenju. Ta pridruZenost mora biti poznata iz razvezanih krugova,
gdje je k o, pridruZeno 8, a k , pripadno §,, te moZe biti § 285,

B.) Slabo vezanje.
DZ
4

|Re| <

Do sada smo sve promjene veznih veli¢ina promatrali pocevsi od neuskla-
denog razvezanog stanja, koje je bilo ,,poetnos stanje, te postepeno pove-
Cavali stepen vezanja. Medutim, sada ¢emo kao ,,podetnos odabrati stanje sa
veC postignutim Zeljenim stepenom vezanja za gornji uvjet

& D?
‘Re[ <“Z'9
ali kod uskladenih krugova frekvencije w, dakle, kod « =0, i pojacavati
neuskladenost do «. |
Kod uskladenih krugova, uz gornji uvjet, kako znamo, ostale su frekven-

cije nepromijenjene, t. j. , a vezna gudenja iznosila su:

5.+, 1=
= LS e . Sl 2 g Re *
(E}:ﬁ} 2 + ) VD 4 e )

Kod gusenja, ispod indeksa, pripisali smo ,,(x = 0)<, da se sjetimo, da se to
odnosi na uskladene krugove.

Kod « # 0, iznosit ¢e

Y= LA =% LT L K,
(= 0) 2 2

_*) Ovdje smo, obratno nego u poglavlju 23., veée gudenje obiljeZili indeksom 2, a
manje indeksom 1, $to je dakako, svejedno.
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odnosno

3, + 9 1
Sk = Opg + Adpg = _1";‘ B ?VDE —4Re+ AS)o.

(e =10)

Uvrstit ¢emo §,, u izraz za imaginarni dio Kkarakteristicne jednadZzbe, t. j.

5 48 —2 (B0 LypTam, « As)|Ae—D
| 5T

oW,

3 ==K

Zanemarivsi AJ;, kao adend, slijedi:

(VF —4R ;) Aw=D=3,

odnosno

Daw,

A aaas i —
v 2]/1)“—4'799

Taj rezultat, uvrSten u drugi dio karakteristitne jednadZbe, daje:

( Dow, )‘3_ [Sl_ (kSL-; 8, __.__;_]/Da__4f}ae + Askl)] [8’——

2D —4Re
8,43, 1 ym 2. e oo
—( 3 -—7VD —4 Re—|—A3“)] = 2 — €.

Dalje slijedi:

o} [D'—(D*—4Re)] [D llr—“*’—, - D
4(D'— 4Re) H[7+7 D_4R8_A8“] [ 7t

+ _%_I/m—llsm] = (Re.

Zatim imamo:

o, Re

D'—4Re

- —}‘—(D‘—4%e)—-—A3M]/E—-4"Re s

D* -
+ (Askl)l_‘T = (}ee-
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Ako (A3;)* zanemarimo kao adend, slijedi:

Lol R 4 A% | D —4%e—o,

odnosno

o m‘%e
(D* 4729)%

Ky s

Ako bismo, analogno, u imaginarni dio uvrstili 8,,, dobili bismo:

Da ,
Aw =
2D —4Re
Energetsko vezange (Re poz)
Wegnp Sutid
W, ), Cle
L_ L ol e, S Aed, 4-5
2 2 ]
Id;‘ £ Jﬁf d;:l J“l
4, («=0) («=0) %
— 7 T t—
,E"_ a‘af """i :‘"'“ﬂd.kz -
! (neg) {poz) !
I
= \f z_ L Re Ifpt = M
Vo Re- To-e2e% | ZV° “Re 04 %"

Otpornicko vezanje (Re neg)

dea,. o ’fu‘daal
o, o, o,
= —
: L e, oL e, :
d,, RS N T R dz
4 : )
“:5,: d, % (4=0)
' T ?
>-AJM --{ b Ay =t
(poz) !  f? e G(' ! tneg)
" U, ” CJ, —]
Slika 334,

odnosno, uvrstivsi taj rezultat, te izraz za 8,9, u drugi dio karakteristi¢ne jed-
nadzbe, slijedi:

o, Re

(D' — 4R et

Adyy =
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Izraz
(D*—4 Re)
je prema pretpostavci pozitivan. Kod energetske veze, uz pozitivno ‘Re, bit ce
=)
manje od D, a kod otpornitke veze, uz negativno ‘Re, bit Ce taj izraz veli

od D.

Kod Re =0, t. j. kod veze jednako nula, bilo bi razmicanje frekvencija

o,

5 t.j. imali bismo nase po-

pocevsi od @, prema dobivenim formulama i

etne razvezane frekvencije @, i ®,. Kod a =0 bilo bi to razmicanje nula, t.j.
imali bismo uskladene krugove, gdje se — kako nam je to poznato iz prethod-
nog poglavlja — kod vezanja, koje je ispod ,kriticnoge, jednake frekvencije w,
ne razmi¢u. Kod « +0, te povetanju veze, imamo za energetski slucaj razmi-

. - s i ¥ ; : R0
canje frekvencija pocevsi od o, koje je vee, odnosno manje, od i ~—2—°—, a

o O,

za otporni¢ki slu¢aj manje, odnosno vece, od + - To, drugim rije¢ima,

znadi, da ¢e se u energetskom slu¢aju naSe pocetne frekvencije », i w, medu-
sobno razmicati, a u otporni¢ckom slucaju primicati.

U pogledu gusenja bit ¢e kod energetske veze A8, koji se iznos pri-
braja k

negativno, a Ay, koji se iznos pribraja k

S 438 N

8;‘.2 R - 2 - —VD"'—'4%€,

(o= 0) 2 2

pozitivno. Kod otporni¢ke veze bit ¢e obrnuto, t. j. A8y bit e pozitivno, a
A3, negativno. Gornje odnose kod vrlo malenog « prikazuje sl. 334.

Gusenja se za vrlo maleni o kod energetske veze primitu, a kod otpor-
ni¢ke veze razmicu, iako to nije tako intenzivno, kao kod uskladenih krugova.
Frekvencije i gudenja mijenjaju se istodobno, a ne kao §to smo vidjeli kod
‘dosadas$njih slucajeva, da se je najprije mijenjalo jedno, a tek onda drugo.

v.) Jace vezanje,
| "Re‘ = x
Za taj slucaj ne mozemo upotrebiti prethodne jednadZbe, jer za energet-

sko vezanje kod

§ D?
<
€=
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postaju izrazi za Aw i AJ,,, neizmjerno veliki, buduci da nazivnik doti¢nog
izraza, zbog zanemarenja, koje smo ucinili tokom dedukcije, postaje jednak nuli.

Medutlm, postupit ¢emo kao i kod prijasnjeg slucaja, t. j. nase ,,poletno
stanje bit ¢e uskladeni krugovi frekvencue ®, § postignutim Zeljenim stepe-
nom vezanja, koji odgovara gornjem uvjetu

] > 2,

te ¢emo tada neuskladenost povecavati od « =0 do zadane vrijednosti «.

Kod uskladenih krugova s energetskim vezanjem, uz gornji uvjet, guSenja
bi se medusobno priblizila na zajedni¢ku srednju vrijednost

3 3
! —; L= 8:n-ed-

(e =10)

Uzet ¢emo upravo tu vrijednost, kao polaznu vrijednost za naSa vezna guSenja.
Prema tome Ce biti:

Bk = Ssruﬁ "+" Ask

(o= 0)

Uvrstit ¢emo to u imaginarni dio karakteristitne jednadZbe, t. j. u

Ao, + 8 5,

Prema tome, imamo:

5 [31 +8,—32 (ﬁl_*; % Ask)] .

Iz ovoga slijedi:

oW

AwA3, = —D22 —b.

Prema tome ¢e biti:

b

Radi toga je:
b
3 = Byua +

{ae=10)

23 B. Svarc: Elektriéni titrajni krugovi
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Uvrstit ¢emo taj rezultat u realni dio karakteristi¢tne jednadzbe, t. j. u

A(’Jz'—'(al_sk)(32_8k)— z :’o = Re.

Radi toga slijedi:

s (i (g )] - e

, (D b D b W e
A"’_(___)(_T_Am)“ bl

D"’ b o’ w®
X s — I
e i v e

b : D o w
2 - PP [
Aw ( e 7 + y ) 0.

Stavit ¢emo, da je:

i o',
4 —21 =q,
2

B
(.E N i
¢—73

Prema tome, iz gornje jednadzbe slijedi:

._a 1/a .
Am—zj—V4+b.

Minus pred korijenom nema smisla, jer bi tada Aw, a prema prije navedenoj
formuli i AJ,, postalo imaginarno, $to je nemoguce, Uvrstit ¢emo to u izraz za

. s
(Ask) =— Ao’
i dobiti:
“ di_yi+@
:__ b‘ 2 4 o a ag 4
(A8k> - __-bg i _‘2_-‘"“ VT‘I‘“b-

« /7
‘7+V7+b



Kod energetske veze, t. j. kod pozitivnog “Re, bit ée, uz

D2
R _u) 0
( € 4 => U,
vrijednost
2 2 2 2
a> m:’“ , odnosno %>m—;)°——
Izraz

a* ,
VT+b
2 2

biti ¢e, zbog &, u jo§ veloj mjeri veéi od . ;’ 2

a a o,
*?+VT+“

2 2
.. i o’ w
biti svakako veéi od 0

manje, od 4 a;)“.

energetske veze medusobno udaljivati.

Kod otporni¢ke veze, t.j. kod negativnog Re, ali uz

\'Ye]>£_;,

mozemo pisati:

0

"

gdje je B > 2. Prema tome, dobit ¢emo izraz:

a @ D? o, D? o\ Lo,

7+V—4-+b—-—8--3+ 2t ( TR+ 5
o’ o, ot Dz_ o' o,

- LA +l/ —(4—2B) + 250

Kad bi bilo (4 —2p) =28, onda bismo pod korijenom imali

o5

355

. Radi toga Ce njihov zbroj

» @ Ao, koji se pribraja k w,, bit ¢e vele, odnosno

To znacti, da Ce se razvezane frekvencije w, i w, uslijed
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. . . . o’ w . e
dakle, &itav izraz za Aw® bio bi jednak 4" , 1 prema tome, dobili bismo

t. j. nalazili bismo se upravo u razvezanim frekvencijama o, i ®,. Kako je,
medutim, uz B> 2, izraz (4—20) <2p, to je onda i Citav izraz za

A Lo
o' < 7}
To znadi, da ¢ée se kod otporni¢kog vezanja frekvencije medusobno priblizavati.

Izraz za

D2 azma

2 a _._“__-‘2 C)Ee 0
(Ask):_'2+V +b_—T+_3__ 8 +

+

_ Re D* & moe)“ L Re D* o’ o,
+V— A T A TR B S

733 20&(0 Re 2D*Re 2D”o¢“m:+cx‘m; D¢
- 6 T e 64 T4

) . ) 2 72 ) 2 .'}ee X
Kad bi pod korijenom umjesto S T stajalo ) onda bi

radikand bio upravo
Re D' oo, :
=z tgt s
2

a Citav izraz iznosio bi %— U tom slucaju bilo bi A3,;9, koje se pribraja k

Byrea s jednako ;1:7, t. j. nalazili bisrno se upravo u razvezanim §, i 9J,.
(o= 0)

Medutim, kod cnergetskog vezanja, uz pozitivno ‘Re, na$ ¢e radikand
ibiti manji od

('.Re DB 0(2 moa)’
R R

i radi toga Ce sada biti:
D:!
(A 8::)2 T
To znac¢i, da se kod energetske veze guSenja primicu.

<
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Kod otpornitke veze, uz negativno ‘Re, radikand ée biti vedi od

i radi toga ¢ée sada biti:

(")ee D? mzmuz)2
2 Tyt

2

2 Da
(Ad,)' > ¥

To znaci, da se kod otpornitke veze gu$enja medusobno razmidu.

Energetsko vezanje

Otpornicko vezanje

g Chtied Dutkp “arp
-m, ), w, Wy o <y
A »— H . L
L—-—%‘f’l s el dzh‘" -—--; E___d-;‘"u 0(;"0 _.__.j 1
d;f ind d‘k! JH d;rgd' d:kz
1 *=0) ) 6, («=0) & L
—— —— D — —_—
Slika 335.

Navedeni odnosi prikazani su na sl. 335.

25. JAKO NEUSKLADENI PRIGUSENI VEZANI ELEKTRICNI
KRUGOVI BEZ NARINUTOG VANJSKOG NAPONA

Oba kruga su ,vrlo oscilatorna, slabo guSena i slabo vezana. |Za razve-

zano stanje stavit ¢emo za

kod ¢ega smo aproksimirali

a za drugi krug

prvi krug
pl.? — —81 :i:jml!

1
W, = —

- Ve,

== Wy

Psa=—208,+jw,

1
C'l LB

= Wys.

“=y

Zbog velike oscilatornosti je ®,>8,, odnosno ®,>3§,. Bududi da ¢emo proma-
trati samo slaba vezanja, to ¢e, pocevsi od nule, p;, prije¢i u vezni

Pri2 =Pi2a+ Apios
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a p;4 u vezni
Pisa = Psa+ Apss
gdje su Ap;, i Aps, malene veliCine i glase

Apa=—A3 tjAw,
odnosno
Ap.‘-]A = ——A32 :E_?A (.02.

Kao i dosad proucavat ¢emo samo energetski vezane krugove, i krugove

s Cisto otporni¢kim vezanjem, t. j. one kod kojih je a,” realno. Opceniti izraz

1
A, = (E— + Dy Ru + pk2 Lm) ’

12

mozemo, naime, u ovom kvalitativnoin razmatranju s dovoljnom to¢no$éu
aproksimirati kao:

C

12

| :
(_ :*: } ml,g Rla T m;,? ng) 3
budu¢i da su, prema naprijed navedenom, 3;,, te Ap .34, malene veli¢ine u
odnosu na ;.
Sada ¢emo ,,izgraditicc karakteristi¢nu jednadZbu, i to najprije za
Pire = P12+ Apie.

Izraz a,, kao funkciju od (p,s -+ A p, ), odredit ¢emo pomocu Taylor-ovog
reda, koji ¢emo zbog malenog Ap,, prekinuti kod drugog ¢lana, t. j.

df(p12) RN

a, =f(pra+Api2) =f(Pr2) + Apie dp.,

1
f(p12) = T + PR, + pio L, =0,

bududi da su obje vrijednosti p;, korijeni te jednadzbe, koja je karakteristi¢na
jednadzba razvezanog prvog kruga.

df (p12) . _ : _ R,
dP},Q —R1+2PI.2L1—”R1+2( Slijml)Ll_Rl 2 2L1

L +2jo,L, =

=+2jw,L,.
Radi toga je:

a,, = =+ 2} m1L1API,2'
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U izrazu a,, nadomjestit ¢emo, zbog malene medusobne razlike, p;;, s
P19 te zanemariti malene velidine, t. j.

1
a,, =

22 E- + (— 81 £ mx) Ra + (_' 81 =4 | ml)a Ln ==

1 ._SIR2 " jo,R

5 == 2 5.2 ] —w.?| =
L"(CQL, I, & P FAdey o?)

~ L, [0, F2j0,0,—3,)—oj]

Prema tome, karakteristi¢na jednadzba s p,,, glasi:

al': . . _ al'.!a
a,, = a—” =+ 2j 0)1L1Ap1’2 - Lz [(u): + 2.}.(’)1 (81 _82) — mlz] ’
odnosno
A _— aua e
Pro= 2jo, L L [0 F2j0,0,—8)—a
. :i: al:
- : - 2 2j o, (8, —3,)
2jo, L, L (00— o) [I ¥ co;‘(— o, ]

Bududi da je po Mac Laurinu za malene veli¢ine « izraz

1
l Fa

~ (1 + o),

a drugi izraz u uglatoj zagradi u nazivniku je malena veli¢ina, to uz
(8,—3,) = D moZemo pisati:

Apyg =

s ja,’ [ J2 “’;2].
+2(01L1L2(0):'—'(o12) 1:]:"32_ *

23 0)1

Imaginarni dio ovog izraza bit ¢e +jAw, a realni —AS, te je radi toga:

2

S s
Ao = oL L (e —ah’
odnosno
altD
AR s 12 _,
8‘ Ll Lz ((x): - mxz)d

kod &ega se vrijednost a,’ izratunava unijevsi u izraz frekvenciju o,



360
Potpuno analogno bilo bi za

Prsa=Dsa+ Apss .
kako slijedi:

df (ps, 4)

dps s =+2j0, L Aps,.

@, = f(Ps4+ Dpss) =F(Ds4) + Apss—— ——

1 . . e .
a, ='6_+(_85:t}m3)R1+(_83 :tjma) leLl[ml :szmi(sﬁ_sl,)_mg]:

=L [0,®+2jw,(3,—3,)—a,’].

Karakteristi¢na jednadzba s p,;4 glasi:

a.t @y
azzﬁ"&:: :l:z_?mLAp34 Ll[mlaiz_f&)n(sl—ss)—m:],
odnosno
- Apsy= - a;m ; " N =
j2w,L,L [—(0," F2j w0, D—w7)]
= F alaa
j20,L,L (0} =0 |15 315"-3]
ij D
=+ 2w,L, L (co 2)[ ]
Radi toga je sada:
al.?.2
A D= 2 w2L2L1((’J:_m12) ’
te nadalje
AS — a12 D

2 2 2y2 ?
L,L (0, — )
kod &ega se @, izratunava unijevsi u izraz frekvenciju w,.

Ako je na pr. w,> w,prema gornjim formulama kod energetskog vezanja,
dakle, uz pozitivno a,°, vrijednost za A w, bit Ce negativna, a za Aw, poz1t|vna
— frekvencije se razmi¢u. Kod otpormcke veze, t. j. uz neganvno a,
bilo bi upravo obrnuto, t. j. frekvencije se pribliZavaju.



361

Uzevsi na pr. 8, > 3,, dakle pozitivno D, to ¢e kod energetskog vezanja
A3, biti negativno, a ASJ, pozitivno — gusenja se primi¢u. Kod otpornitkog

vezanja bilo bi upravo obrnuto, t. j. guSenja se razmitu. Te odnose prikazuje
sl. 336. Sada razmicanja nisu simetri¢na!

Energetsko vezanje Oipornicko vezanje
Doy Clunp 1 Sakp

l e @y l w, wy

= jom— = i-—

,:Z‘:: eyt 'z‘—_;j iy

dea A dee et

% d, 4 d,
— — — pm—
— Ad, — 44, = T b,

Slika 336.

U slucaju jednakih razvezanih guSenja 3, =3,, bit ée¢ D =0. Tada éemo

i kod energetskog i kod otporniCkog vezanja imati samo premjeStanje frekven-
cija, dok ¢e guSenja ostati ista kao i u razvezanom stanju.

26. STACIONARNO STANJE DVAJU USKLADENIH VEZANIH
ELEKTRICNIH KRUGOVA POD UTJECAJEM NARINUTOG
SINUSOVOG NAPONA

a) Izraz za krivulje frekventnih karakteristika naboja i struja

Jednadzbe obaju krugova, prema sl. 337., glase:

€=a,,q,—a,,9,

0=a,9,—a,4q,
gdje je, kao i prije

a11= al.t:-l—PR]_ —i_P’LL’
= ! R o
aga__é:+p g+p 7%
a, — 1‘—|— R *L
12—C—m P 1a+p 12°

Op¢i integral gornjih jednadZbi sastojat ¢e se iz partikularnog stacionar-
nog rjeSenja i iz priguS$nog rjeSenja, t. j. rjeSenja pripadne homogene diferen-
cijalne jednadZbe, koje smo proutavali u prethodnim poglavljima. Sada ¢emo.
se pozabaviti partikularnim rjeSenjem, koje ¢e u simboli¢koj formi, uz

e= %', glasiti ¢, = 0.’ te ¢,= ©,¢'°"
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Uvrstivsi partikularni integral u diferencijalne jednadZbe, dobivamo

f e b j et j et
e’ = a,, (? lejI — Gy (Q le} ’
odnosno
— , jwt jwt
0—(1“.036 aln@le ?

iz Cega slijedi:

o 8a,
Q.= a.a.—alt "’
11 2% 12
1 nadalje
@ — 8_a13
2 a
a,,8y,— 0y,

Vidimo, da se u izrazima za (),te (),, nalazi u nazivniku naSa poznata
karakteristicna jednadZba, Ciji su korijent, pretpostav1v§1 oscilatorski slucaj,
oplenito —38,, /47 gy, te —3B,, +jwy, kod Cega su kod nadih krugova
guSenja malena, a frekvencije velike. Ako bismo koji od tih korijena uvrstili u
nazivnik, on bi zadobio vrijednost nula, a () P odnosno () ,, postalo bi ne;z,m;erno
Medutim, sada postoji samo jedan narinuti j e, i prema tome ne ¢e nazivnik
nikada nestati, ali ¢e biti najmanji, ako se » nalazi negdje u blizini g, ili
wg,e Kad bi krugovi bili nepriguseni, karakteristicna jednadzba imala bi
korijene +jw,,, te £jw,,, koji su oplenito, kao i izrazi a,, a,, te a,, razli-

‘91 =G

,_fmmr\qmwpmmm-

Ry Cp ' Coo By Lo
% Ca

¢iti od nule. Ako bi narinuti jo bio jednak kojemu od tih korijena, u tom bi
slu¢aju nazivnik nestao i (),, odnosno (),, postalo bi neizmjerno. ||Nadalje
znamo, da na pr. kod uskladenih prigusenih krugova, u granicama tocnosti
dedukcija u poglavlju 23., kod slabih vezanja, ne nastaju dvije frekvencije,
nego samo jedna — nema razmicanja frekvencija, dakle, svi korijeni karak-
teristicne jednadZzbe imali bi, s dopuStenim zanemarenjem, imaginarni dio
jednak. Znac¢i, da ¢e tada nazivnik samo kod jedne mnarinute frekvencije
postati narocito malen.

Slika 337.

Kod dva vezana oscilatorska kruga, za razliku od jednostavnog oscilator-
skog kruga, mozemo, dakle, opcenito dobiti frekventnu karakteristiku naboja s
jednim, ili s dva maksimuma, ve¢ prema tome da li ti krugovi, ako su bez
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narinutog napona, imaju, praktitno uzevsi, jednu ili dvije vezne frekvencije.
(Razumije se, da strogo teoretski postoje uvijek dvije vezne frekvencije). Ako
su u pitanju dva maksimuma, onda se — kako smo upravo saznali — ti
maksimumi nalaze u blizini vlastitih veznih frekvencija tih krugova, i radi toga,
sve ono u preda$njim poglavljima, $to se odnosi na utjecanje medusobnog
razmaka veznih frekvencija, vrijedi, naravno, i sada za utjecanja medusobnog
razmaka obaju maksimuma, buduéi da ¢emo opet proucavati samo slabo vezane
i slabo gu$ene krugove. ’

Iz prethodnih poglavlja znamo, da se vezne frekvencije kod takvih kru-
gova nalaze u blizini razvezanih frekvencija, bile one jednake ili nejednake kod -
obih krugova. Prema tome ¢e se, kod uskladenih, odnosno kod¢ malo neuskladenih
krugova, vezne frekvencije, a zatim i maksimumi, nalaziti jedan blizu drugoga.
Kako je I=wQ, to ¢e i frekventne krivulje struja imati dva maksimuma,
ali, jer ¢e se svaka vrijednost od Q mnoZiti sa svojim pripadnim , to ¢ée se
frekventne krivulje naboja i frekventne krivulje struja u velikom intervalu
frekvencija po obliku znatno razlikovati. Medutim, ako je taj interval relativno
malen, onda se poetni w intervala ne e naroCito razlikovati od njegovog
posljednjeg w, i tada ¢e frekventne krivulje naboja u gruboj slici prikazivati i
frekventne krivulje struja. To ¢e upravo biti kod na$ih krugova, jer ¢emo se
uvijek radi slabih vezanja nalaziti u intervalu u blizini razvezanih frekvencija.

Kad bismo imali tri vezana kruga, svaki sa svim parametrima, imali bismo
dosljedno i tri maksimuma, kod Cetiri kruga &etiri maksimuma i t. d.

Za daljnja razmatranja pretpostavit ¢emo uskladene krugove, t. j.

2

C 2 = Wraz »

a veza Ce biti Cisto energetska, dakle sadrzavat ¢e samo induktivitet i kapa-
citet. IzraCunat ¢emo struje, koje bismo mogli nadi, naravno, i pomoéu formula

I, =jo Op te F,=jo @O,

na temelju prednjih jednadzbi za (), i (),. Medutim, posluZit ¢emo se uobi-
Cajenim putem, t. j. upotrebivii kompleksne otpore. Prema tome, bit Ce:

= 9ottt 0 b 2+ Dl om0

10 12 13

o= 5. futafotat b = ot

20 13 13" ~
Bududi da u vezi nema omskog otpora, bit ce:
Rm = R:’
Ran 2 Rz’
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i nadalje
(Lw b i le) = LL’

(LG + Ln) == La’

odnosno

Radi toga slijedi:

. I \] : : 1
¢ = 91 [Rl +7 (le— Yo )_ _gs}(ml‘m_;ﬂc

; 1 ; 1
1 ) J(lea_ mcm)-? (mLm-—- mczz)
wc) ~ . 1
Ra +J(C°Ls_ wC )

8 —9,| R, +j(oL—

Ako u brojniku razlomka pomnoZzimo dva faktora s — 1, dakle, cijeli razlomak
s —1 x —1=1, bit Ce:

1
3 . : o 1 (mcm s ’
=9 | R+ (le o)CI) E R?._!_j(mL,—' mlc )

2

9
an)

1 2 "
(mC _“‘Lm) 1

12

2 ' Rl f @ wraz) Wraz L;, (‘JPEZLB I
g o 3‘(0“13 Ll Wepy Ll +} (mrnz w + Ra + . ( W _ Wraz >
Wray Lg $ Weraz w )

L s
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kod Cega smo posljednji razlomak jo§ proSirili s

1
mraz Le
1
Wryz Lz
Dalje je:
( : © L, )
mraz
8 = 51mmL1 —_— _|-} _I__ mwmzCuVLng VLle
1 L
2
Budud¢i da je:
' 1 1
1 — Cla . .mraz Cm - iKkap,
W Wpg, Cm V L1 Lg ® Oy VLI L2 % w —1_ i =
VL,C,VL,C, vk C.T,

‘to Ce biti:

1 2
I (‘;Klmp - zKlnd)
8 =g omL, | —+jo+ T —
% o ol

U ovom rezultatu vidimo, da se kombinirana kapacitivna i induktivna
veza kod prisilnih titraja drugacije odituje, nego kod vlastitih titraja. Tamo
se je kombinirana veza ocitovala kao obi¢na diferencija faktora vezanja, t. j.
(Ryap—Kina), dok je ona sada ovisna o neskladu 2z, i prema tome je kod
razli¢itih w, takoder razli¢ita. Sada$nji izraz

1
(_ Klmp == zKimi)
2

mnazvat ¢emo K, t. j. aktivni faktor vezanja. Radi toga je:

1 . K3
=9 0Ll | —+jv+ : ) -
B — +jv

2

11 (1 1 ,,
— +.w(— + —) — 0 K2
= adn Pr Py _911 Pe ,

e _l_ l?)
Pa !
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odnosno
1
o o
/ E ey ,
L7 ol (Li a Kekt""‘"l’z)g—{— o (_1_ X }_)2
Pl Pa . Pl pn
1
2 1/ ol
. 2 1 1\2
B R S Il e s =+ 5
P, Pg Pr Pa 1 Pa
te konacno
1
B 5
7 — E Pza i
1
Oraz Ly (-l——L i o K:kt) + 2 (“—;r g zK:kt) o
1 P2 1 PB
Dalje slijedi:
1 2
— 4
0 L 1,  EC, ol :
=1= = 2 1 1 '
' 2 d % Oraz o (pLEIH‘i“Kazkt) + o* p_f <+ F-——ZK:H) + o
1 2 1 2

Ako izraz za g, pro8irimo s
1

Oraz L,
1 2
Oraz L

2
bit ¢ée:

1

! (m e C,, ) Oraz L,

I

7=

[#+ifor— )]

Oraz Ly

j( oL, YL, 1

r"')1'3'.1 )
ml’ﬂz La V Ll ) Cng mra.z La mr:\z

B

1 ;
— +jo
Pe

1
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1 YL,C,JL,C L L I 1
| ( e it = l//_"l') —J ‘_1(‘—'—Kkap sznd
—t z C"QL; VLaLl L 31 Lzlz )gi=
— 4 Jjo ~= 1w
2 p‘]
—JlV%Kakt

A
— +jv

Zaustavit ¢emo se malo kod ove formule!

Da bismo bolje uotili natelne odnose, koji se pojavljuju, uzet éemo krugove

bez omskih otpora, t. j. pL = (0. Tada c¢e biti:

‘ L, [
. _l/'zl_l ("z_'Kkap_zKlml)
'ga = : - Ty

Ako je vezanje ¢isto kapacitivno, bit Ce:
VR (k)
L \=
T.= 7

Iz ovoga slijedi, da ¢e kod malenih frekvencija, dakle, za » <0, struja g,
biti istofazna (sinhronal!) s g, a kod velikih frekvencija,za » > 0, bit ée anti-
fazna (antisinhronal).

g,

Ako je vezanje &isto induktivno, bit ée:

L
fszd
332 ____'a—_gl.

v

Ovdje ¢e biti upravo obratno, t. j. kod malenih frekvencija, za » <0,
struja J, biti ¢e antifazna (antisinhrona!) s g, a kod velikih frekvencija, za
v> 0, bit Ce istofazna (sinhronal).

Vidimo, da smo dobili rezultat, koji je potpuno u skladu s na$im razma-
tranjima, koje smo vrdili kod istih krugova bez narinutog vanjskog napona.

*) U ovoj verzorskoj formuli, K,,, moZe, naravno, biti pozitivno ili- negativno, dok u
narednim algebarskim formulama, za proratun amplituda ili nesklada, pod K,,, podrazumije-

vamo uvijek samo apsolutnu vrijednost.
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u fluksu i prelaze jedna u drugu — kompliciranije vuku
korijen od jednostavnijih. Novi ¢inioci, koji pridolaze u krug, kompli-
ciraju formule, koje, medutim, imaju svoje ,zametke« u prija$njim jednostav-
nijim situacijama. '

Proslijedit ¢emo sada ondje, gdje smo se zaustavili!

E]/ﬁ K i
r 1 By 1
§ 1 9 1 —_— =
omly N (LL ka4 ot (0 + s —2Ka) +o°
1 2 pl ]
_ EKRuq 1 -
L . - .
o L\ (CT o (o hmarad) 4o
Pl_ PS Pl 2
0. — I, EKJC,C, 1 o
' o 2 11 2 /1 1 ’ '
(_"-— +K§kt) + o (_z + ——z—'zKa'kt) + o
Pl 2 1 2

Kod p, = p, = p, Sto, medutim, uz o, = 0, = W, jo§ nije dovoljan uvjet za
simetri¢ne krugove, prednje formule frekventnih karakteristika pojednostavnjuju

se, 1 glase:

1 |
—+ 9

Lo B P .

17 ran L 1 v /2 . ?

V(e R o (r—2Kad) + o
P P
7 —_ EKu [ ’

L 1 . Y2 (2
w'MVLng (*{52— + K:Ikt) + v (F_?’K:kt) + o

dok su za naboj Q, odnosno Q,, faktori pred korijenom Ezc" , odnosno

EKu)/C,C,.
&
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b) Razmatranje krivulja frekventnih karakteristika

o) Potrazit Cemo nesklade » kod kojih nastupaju ekstremi
frekventnih karakteristika, te ¢emo doti¢ne izraze zbog jednostavnosti
prethodno kvadrirati, da se rijeS$imo korijena. Osim toga — kako smo veé
naveli — ti e se ekstremi, uslijed slabog vezanja, nalaziti blizu razvezanih
frekvencija, dakle, kod z =~ 1. Radi toga ¢emo K, svagdje u tekstu i na
crtezima, ukoliko nije izri¢ito drugaclije istaknuto, smatrati
konstantnim, t. j. kao da ima vrijednost

I (Kkap - Kind) ] 3
iako ono uistinu nije konstantno, te ¢e radi toga i na$i rezultati, dobiveni
diferenciranjem po o, biti samo pribliZni.*)
U toku daljnjih dedukcija, umjesto K, mogli bismo kod nesklada z — 1,
odnosno v = 0, sasvim egzaktno pisati

K= JKkap"'_'Klndl .

Medutim, da ne bismo suviSe komplicirali tekst dvojakim oznacivanjem faktora
vezanja, t. j. s K,y i K, pisat ¢emo i u tom sluéaju K, To je, uostalom,
sasvim tocno, jer je tada K, = K, dok je inale kod drugih na$ih promatranih
nesklada samo K, =~ K. Faktor K moZe imati vrijednost od 0 do 1, dok
faktor K, — uzev8i u obzir sve nesklade, dakle i one, koji su izvan naSeg
promatranog podrucja“z =~ 1 — moZe imati apsolutnu vrijednost od 0 do co.

Prema tome, izraz

oznacit ¢emo s M, a izraz

1
( L 4 -AE—ZK:H)
P, P,

s N. Za primarnu struju bit ée:

2 4 1 2 ]
4 I (M+UN+Z))2?)—(F—}—U)(2'DN+4‘U)

1 2

dv ~— i L' (M -+ v*N + o*)? o

*) Ako bi slu¢ajno bilo K,
morali to¢no smatrati, da je

ap = Kjye» onda ne bismo smjeli tako postupiti, nego bismo

;]

Kk&p
Koy = | (__z —szd)

jer bi, inaCe, uzevdi z~ 1, vrijednost za K, kroz &itav interval bila nula, $to nije to¢no,
jer se izvan to¢ke z = 1 veza pojavljuje.
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R .. +(2M— 2121)7)
il 2 ' e 7 0
o L M+ 0N 1 oy '

Rjefenja s » = 4 oo ne dolaze za nas u obuzir, jer Citava dedukcija vrijedi za
z=~1. U ostalim slutajevima brojnik mora biti nula, jer je tada nazivnik
konacan broj razli¢it od nule.

Prvo rjeSenje, ako smo brojnik izjednacili s nulom, glasi:

‘U]]l'l]]'] — 0-
m

Preostaje jo§ jednadZba, ako smo izraz brojnika podijelili s (—29):

fz)‘+v”—22- +N—1—2—M=0.

Py Py
Prema tome, bit Ce:
. 1 1 T
v=—— o N—seet W =
2 92 2
1 Vl (1 1 1 1 1 2
— xS (s + 2K o+ (5o + K
P, e \p! ' e, e e o M

1 2 2
P =k VK:kt (_ﬁ' s el & K:kt) .
ps P_ﬁ 91‘92 A

Minus pred korijenom nema fizikalnog smisla, jer Citav izraz za o° postaje
)

negativan, dakle, za o imamo dva imaginarna rijeSenja. Preostaje radi toga
drugo i trece fizikalno rijeSenje, t. j.

Vprim = + —I//Kakt l/K :kt +

2 2 1
g+

(2,9) Pa P1P; -E;f .

Za sekundarnu struju bi bilo:

dI}  E'Kj —QoN+4v)

dv i, L L, (M+v*N + 2%’

Dalje slijedi, po$to rjeSenja s v = + oo ne dolaze za nas u obzir:

29(N +29%)=0.
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Prvo rjeSenje te jednadzbe glasi:

Vgex = 0.
(1)
Drugo i tre¢e rjeSenje slijedi iz:
——-—f—-—- 21<:kt+27"2:0°
Py
1 1
S + 3
Vgex = ngt_‘fl—" e
2,3) 2
Za krugove s p, = p, —p, bit Ce:
Vprim = 0:
(1) i
e e Pt ..._-'-\- x l J:I
Dprim = nkt. K} akt ‘_ AT |
(2,3) P .I
Usex = 0)
m

sek == :{Z VKakt

(M + o' N + ')’ [_ 1ov¢_.,_1.:':’“ e ZM_%L:’] _ [“21,5_

Ako u izraz*)

2 2

v N . ;
d2112___ E? HE;‘F(ZM'_— . ) ]2(M—l—‘i’) N-{- )(29N-+—4U)
dv* o, L} - (M+ v' N + o)t
uvrstimo v, = 0, dobivamo:

N
c_i“ff i ( 2 2N )_ 2FE° ] N )
40" [y um=0  Om L \M ~ pf )" Mor, L ( o, M

m
Taj je izraz negativan tako dugo, dok je

N
o

*) Kod nekoliko razlomaka nisu svi adendi brojnika, odnosno nazivnika, mogli stati u
jedan red, te su tada, kako slijedi, Stampani u dva reda.

= 1.
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To znadi, za slucaj kad je p, ¥ p,, da je:

1 1 1 1 2
—+ —2_2K;kt > Pza (_“ o K:kt)

b P Pr P ’
odnosno
1 1 1 20 P
?—FP_:_ZK:M}EF-FE% akt + Kake 05
iz &ega slijedi dijeljenjem s p,°, te vadenjem drugog korijena:
1 2 b4
T~ Ka ]/I<g HAro—g ‘l" '
0, Kkt akt Pa2 0, P,

Kod malenog K, polevdi od nule, bit ¢e tome udovoljeno, te ¢e, prema

tome, tada kod @, = 0 postojati maksimum. Kod toga su ekstremi za ¥prim
o . . G e 3 ; - 2,3)
imaginarni — krivulja je samo s jednim maksimumom, prema sl. 338., lijevo. Kod

1 e 1 & o 2
— = Ky VKzIkt e
Pa Pa P1 P2

postaje ¥pum = 0. Ako povetavamo K, dalje, ekstrem kod vppm =0 postaje
(2,3) () _

minimum, jer je drugi diferencijalni kvocijent postao pozitivan, a ekstremi kod

Doms KOji se nalaze simetrino obostrano od ¥ym =0, realni su i ujedno

@3 | T = . () - A
maksimumi, jer je 3 : u tom sluéaju negativno. Dobili smo sedlastu kri-
v Uprim
(2,3)
I | "
t ! i\ 1',1 i\
) 1 I "\
7L
V|
/
\|/
0 v Vorim |0 Vprim v
Vorim (2) (3)
(1) Vorim
(1)
Slika 338.

vulju s dva maksimuma, koja je obzirom na v, =0 simetritna, prema
(0

sl. 338., desno. Radi uporedenja crtkano je naznaCena i frekventna karakteri-

stika, koja bi nastala kod nepriguSenih krugova, t. j. bez omskih otpora.
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Za sekundarnu struju bilo bi:

(M + 0N + 0y [—2N—120%] + [20N 4 42°] 2(M +

d’1;? B Xt + v*'N 4 v") (29N + 42°)
& el L. L, (M + v* N + 2*)*
Ako uvrstimo 9,y =0, to slijedi:
n
2 ( . : 2K;
2 22: 2 :kt —ZNMB_ 2 ;kt_ Plz "I‘psz_' akt)-
dv* I O M ok, L, L, (_l__l + K2 )‘*
Pr P2

Taj je izraz negativan tako dugo, dok je

1 |
o et
Bbos R
U tom slu¢aju je ekstrem kod o, = 0 maksimum, dok su ekstremi kod Vgok
imaginarni. @ 2,3)
Kod
l I
B = K,

postalo je g, realno, t. j. jednako nuli. Ako poveéavamo K, dalje, postaje
23

ekstrem kod 9y, = 0 minimum, a ekstremi kod v, su maksimumi. Krivulja je postala
(0 2.8)

sedlasta s dva maksimuma, te je simetri¢na obzirom na e = 0. Kod krugova

L
bez omskih otpora dobili bismo krivulju sli¢tnu crtkanoj krivulji na sl. 338.,
desno, s tom razlikomn, da struja kod Ve = 0 ne bi bila jednaka nuli, nego bi

imala izvjesnu kona¢nu vrijednost.*)

Medutim, te krivulje, ni primarna, ni sekundarna, nisu uistinu, mate-
maticki tofno uzeto, simetri¢ne, nego su to samo uz naprijed navedena za-
nemarenja, dakle, ako se K, smatra konstantnim. Kod neuskladenih krugova
ta je nesimetricnost u horizontalnom i u vertikalnom pogledu, naravno, jos
veca, te se moZe dogoditi, da je od dva maksimuma samo jedan izrazen tako,
da krivulja ima sasvim nepravilan oblik.

*) U prvi mah izgleda ¢udno, da je kod nesklada nula primarna struja jednaka
nuli, a sekundarna je razli¢ita od nule. To je radi toga, Sto sekundarni krug kod nesklada
nula, odnosno kod ®,,, predstavlja neizmjerno veliki otpor, analogno paralelnom spoju
induktiviteta i kapaciteta u rezonenciji. Prema tome, vanjska, t. j- primarna struja jednaka
je nuli, dok kroz obje paralelne grane, medutim, struja tede.
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B) Vezanja kod kojih jednostavne krivulje prelaze u Kkri-
vulje s dva maksimuma. Vezanje, kod kojeg primarna krivulja pocinje

dobivati sedlo, slijedi iz jednadzbe:

5
P1Pa

>

1 . 2
= Kot VKﬁkt 4 —inhe
P2 Pa

1 ) 2 2
=——7+ K + K (—E + “‘——) 5
p2 Pg pl PS

. 1 1 1 1\ 1
K ke :—(—", =+ ——) + V(—z + “ﬁ) o =g
Py By 0uPs Py

(v§,) =%

{Kalf 92)

0486

Slika 339.

w

Minus pred korijenom nema fizikalaog smisla, jer bi K, postalo imaginarno.
Radi toga je:

71 1y 1 1 1
Kakt == ‘I/V(_é _F - E ) + —& ("_2 —1_ ) ’
: Pa Pl Pz pz Pz Pl P'.:

Vezanje, kod kojeg sekundarna krivulja potinje dobivati sedlo, bit Ce:

—

1
[
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Uz p, =p, =p pocela bi primarna krivulja dobivati sedlo kod

5 2 o e s
Kam=|/l/%—— == VV5_2=0486,

e P

a sekundarna kod

1
Kall:t ==y
P

dakle, otprilike, kod dvostruko jaeg vezanja, nego primarna krivulja.

Sl. 339. prikazuje nesklade, kod kojih nastupaju oba maksimuma pri-
marne i sekundarne struje, pomnoZene s p,, u ovisnosti od (K,.p,), za odnose

. 1
922291’ Ps=Pp 1 pa=_‘rpl'

v) Odnos vlastitih veznih frekvencija prema frekvenci-
jama kod kojih nastupaju primarni i sekundarni maksimumi.
Da sada vidimo, kako se odnose neskladi v, kod kojih nastupaju gornji maksi-
mumi, prema neskladima v, koji bi vrijedili za ©,, odnosno w,,, kad bi
nadi sada$nji krugovi bili bez narinutog vanjskog napona, a pod 2z bismo podra-

Wapp Wakp

, odnosno

Taz mraz

zumijevali

Zbog jednostavnosti, pretpostavit ¢emo, da na$i uskladeni krugovi imaju

Pr=FP =P
Dakle je:
0L, Ol
R~ R,
odnosno
0 B s B,

1 prema tome je:

T

Pretpostavit ¢emo zatim takvu vrijednost za aktivni faktor vezanja, da
kod obje krivulje postoje dva maksimuma, na pr.

2
Kaey = =
P



”T‘“mzil/z" "4—n+iz—u917= ipi]/zl/ﬁ—lziz’:‘i,

T 11
vsek:iV"—z_—aj-::lz—-V3xi_, .
2,3) P o e 0

Vidi se, da su razmaci pritnarnih maksimuma znatno ve¢i od sekundarnih.

Sada ¢emo promotriti iste krugove bez narinutog napona, kod kojih za
jatinu vezanja vrijedi — kako znamo — |Ky,,— Kina|. Medutim, kako pret-
postavljamo krugove s velikim p, to ¢e K, koji smo prije odabrali jednako

2 .. . W ’ . W . . .
~_, biti maleno. To nadalje znac¢i, da ¢e se gore izratunati maksimumi sedla-

stih krivulja nalaziti blizu ¢, te ¢e biti kao obi¢no, u skladu-s Citavom
dedukcijom :

Kakf. = )Klmp = Klml | »

dakle, bit ¢e |Kyap— Kina| jednako %—-

Kod uskladenih, energetski slabo vezanih krugova, pocinje razmicanje
frekvencija kod kriti¢nog faktora vezanja, kad se izjednaCe guSenja, dakle, u
nafem slutaju odmah, jer su im razvezana guSenja jednaka, odnosno D =0.
Formula za razmicanje frekvencija glasi:

Aw= i._%VZ(Qe—DE,

dakle u nasem slucaju je

A W = i V@e 3
Kod mijelovitog kapacitivno-induktivnog vezanja — kako smo to ve¢ saznali —
iznosi:
Ora

GQ = - 4‘ (Kknp‘_“'Kin(!)z!

dakle, u naSem slucaju,

Radi toga je:
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Prema tome, uz taj Aw, izraz za nesklad za vezne frekvencije glasio bi:

P Wraz P 1 o -- 29 41 .
Ora 4 Oran 1 ) il IICER)
P P

UzevSi prema pretpostavei neSto povoljniji p, na pr. 100, dobili bismo:

v, = ~01 odnosno ____”199
1101 *T 99,

ZnaCi, dakle, da se vlastite priguSne vezne frekvencije nalaze izmedu
naprijed izraCunatih frekvencija primarnih i sekundarnih maksimuma, kod &ega je:

i < S
2, < -+ ? 3 ili v, = Kakla
-odnosno

2 L.
v, <——, ili 9, < —Kyu
P

Ako u naSim prije izvedenim formulama:

: s 2
E e’ +o

—_— - Y

2
[ 7 (‘Pl‘f- b K:kt) + o (jz_— 2 K:;Jkt) + !

§==

-odnosno

[ ERu . ,

2= 2
G)ranL1 L, (é - K;.fkt) + 2 (é‘“"‘zKa-‘kt) + ¢

koje vrijede za sadad$nji slucaj, omski otpori idu prema nuli, odnosno p prema
oo, dobit ¢emo formule za neprigu$ene krugove, t. j.

E v
b o K=o |
1e
. _._P_;Kukt_h I 1 .
. ez VL, L, ‘K:kt !
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Ove formule vrijede bez ikakvog zanemarenja, dakle za svaki nesklad s time,
da je potpuno egzakino K, ovisno o z! Vidimo, da maksimumi primarne i
sekundarne struje, koji su neizmjerno veliki, nastupaju kod iste vrijednosti, t. j-

V2,3) = :': Kal(t .
Da vidimo, $ta bez zanemarenja predstavlja ta vrijednost =+ Ky!
Kod ¢isto induktivne veze, bit Ce:
Kot = 2 Kina.
Radi toga je:

1
Y3 = z‘—_—z = - zKlnd)

: 2
22 —1= Zt & Klm‘]:

S S odnosno * = Oraz
1 F Kina’ 1F Kina’

zn

ili za maleni K4

K,
Wy, k2 = Wy (1 s _zid_) *

Kod ¢isto kapacitivne veze, bit Ce:

K
Knkt = S8
z
Radi toga je:
1 K.
Vg =~ ——_ — & kp,

. _. 1= Kkap:
o’ = (1 =+ Kkap) Oraz >

odnosno za maleni Ki,,, bit Ce:

Ky,
Wp1, k2 = Wrag (1 + 52) .

Pri kombiniranoj vezi, bit Ce:
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Radi toga je:
1

. X,
D23 = 3—? = + (—éﬁ—'szq) 3

Za'— 1 = :t (Kkap"""‘ Zszd),

zszi:ZEKmd == 1 :I:Kka;IS

zg s 1 j: Kkap
1 :I: Klnd :
odnosno
a 1 K a
(0,31, k2 = 2 L

Wraz 73— °
1 :I: Kin{!
Pomnozimo li brojnik i nazivnik s (1 F K,,4), dobit éemo:

s (1 == Kiwp) (1 F Kina) — ol (1 4 Kyop F Klﬂd_Kkamea) .
raz(l :t Kmd)(l :F Kmd) raz I._Kl'v:‘ld

w

Posto je

Kkap Kind = Vkl kap k? kap kl ind kﬂ ind >

a radi uskladenosti ve¢ smo kod neprigu$enih krugova bez narinutog napona
dokazali, da je

kl ind k! kap = kﬂind kl kap?

to je
Kkap Kind = kl ind kﬂ kap»

i prema tome slijedi:
(:J;;‘ k2 = ‘]—.__HT [l i kl ind k? kap :j: (Kkap i Klnd)] J

Vidimo, da smo u sva tri sluaja dobili nade poznate formule za vezne frek-
vencije nepriguSenih uskladenih krugova. To je razumljivo, jer su sada
frekvencije primarnih i sekundarnih maksimuma pale zajedno u nepriguine
vezne frekvencije,| koje se, kod p, = p, i postojanja sedla, analogno prigu$nim
veznim frekvencijama, nalaze izmedu frekvencija primarnih i sekundarnih mak-
simuma istih krugova, ako smo im dodali omske otpore.*)

*) Iz ovoga se vidi, da je upravo prisutnost omskog otpora uzrok, da primarni i
sekundarni maksimumi ne nastupaju kod istih frekvencija, t. j. kod neprigu$nih veznih frek-
vencija. Kosi polupraveci pod kutovima od 45° na sl. 339. prikazuju te zajednicke nesklade
primarnih i sekundarnih maksimuma, u ovisnosti od vezanja, kod krugova bez omskih otpora.
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8) Krivulje struja kod v=0. Ako u formuli za I, uvrstimo v =0,
dobit ¢emo vrijednosti amplituda primarnih struja kod frekvencije g, u ovi-
snosti od K, te e za p, * p, biti:

1

E P,

2 @nel, 1 e
(v=0) Wray L1 _i ._}_. Kjkt

Pi P2

Prema tome, primarna struja kod » =0, te Ky, =0, imat ¢e vrijednost:

E E

oml, T R’

1

t. j. vrijednost rezonantne struje razvezanog primarnog kruga.

[—‘- SR T : f1'1"90.1
| o ngumI
| -~ 2,
E B ., ““:_"_"_‘_‘: ___________
R @gT E .' -
R ) : / I(Vul)
£ ) ' p I,a 2,3
2R ) i fv=l) 1, /,
l :, (v=0) : / \
L I H : )
0486 1 T (K ) 0 i
Ko 9<0,486
L
/ I
a vP 0 vP 0 vP
1>K,,.9>0486 Koa £=1 Kone £21
Slika 340.

Vrijednosti amplituda sekundarnih struja kod frekvencije .. za p, + py-
bit Ce: .
E Kakt
I, == —— .
o emVLL T1 ., o
o P

Kod K, =0, bit ¢e vrijednost sekundarne struje kod v = 0 nula, buduci
da taj krug uopée nije uzbuden. (Prednje krivulje kod simetri¢nih krugova.
prikazane su na sl. 340., gore, lijevo).
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e) Kriti¢ni aktivni faktor vezanja i maksimalna vrijed-
nost sekundarne struje kod 2=0. Da dobijemo t. zv. K Kod
kojega nastupa maksimum vrijednosti sekundarne struje kod v =0, derivirat
¢emo gornji izraz po Ky, te izjednaciti diferencijalni kvocijent s nulom, t. j.

11 "
dI, g (ora +Kie) 2K
(vﬁo) oy Pl Pz = 0.
d-(Kakt) Wryy VLl Lz (i i “I‘ K kt)2
P1 Pq

Budu¢i da je nazivnik kona¢an broj razli¢it od nule, to izjednacdivii brojnik s
nulom, slijedi kriti¢ni aktivni faktor vezanja:

1
Kakt krit = 57—
Ve.e,
Budu¢i da je
d* 7, 1
O 1od K yeie = »
d (Ka"t) i V P10,

negativno, radi se zaista o maksimumu.

Vezanje, kod kojega sekundarna krivulja pocinje dobivati sedlo, iznosi
prema prijaSnjem:

T e, [
Kakt == : A = : LI 1 V2

= = akt krit
2 Ve.e, 2 2

Kako je izraz pod korijenom kod Py * Py ve¢i od 1, to je faktor vezanja,
kod ko;eg pocm]e sekundarno sedlo, ve¢i od Ky i Kod p, = p, = p, faktor
vezanja upravo je jednak Ky gq» te tada maksimum sekundarne struje kod
v = 0 nastupa kod istog vezanja, kod kojeg pocinje sekundarno sedlo.

Maksimalna vrijednost sekundarne struje kod v =0, te p, 4 p,, iznosi:

1

E__ Vepo _ E VPP_EVLCV V
Ona JL, L, 11 1 20, VLL " 2)LL Y RR,

p‘l Pa pl Pz

Zbog uskladenosti je
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te ¢e traZena vrijednost biti:

V é“vzf;e:'

1 2

Ova formula vrijedi i za p, = p, = p.

Kod simetri¢nih krugova kod K> Koje iznosi —, bit ¢e vrijednost
P

primarne struje kod » =0:

E_ _E
TomL, ' 2R’

dakle, upravo koliko i maksimalna sekundarna struja kod v =0, koja se kod
tog kriticnog aktivnog faktora vezanja pojavljuje, te Ce se radi toga krivulje
primarne i sekundarne struje kod v =0 sje¢i u toj to¢ki. Kod Ky < % kri-
vulja primarne struje kod » =0 je iznad krivulje sekundarne struje kod v =0,

1
a kod K, >-p— je ispod nje.

¥) Krivulje maksimalnih primarnih i sekundarnih struja
kod postojanja sedla u ovisnosti od Ky
Ako u formulu za I, unesemo o, dobit ¢emo funkcionalnu ovisnost

(Z 3
maksimalnih primarnih struja, kod postojanja sedla, od Ky, t. j.

2 2 1
E — 8 “'}' KaktVKakt "[“ I
Lo — p 0P R ,
(im) ( + Kl ) + (K ]/K bty B y (1 .
g ak ak — 7 2 |z s
w3 e, Ps ‘ | At Y T ps oy
o 1 2
—2K ;kt) aktVK akt + 3 "I" _-,i)
Pa  PiPr P2
2
' Knk VK k
Il max — - t o plps
Yoyt mrazL 4K:?
() o] 2Ky gy 4 3K

lpi

1
aktVKakt+ + __') ( z_ 2Kakt)
P1Pa Py

2
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Za p, = p,—ps bit Ce:

TP
_E (Kake p)* -
5 e et
(2,3) P-_a akt . (Kukt P)2 akt
0,486

Za Ky,= » kod koje vrijednosti pocinje sedlo primarne krivulje, pocetna

maksimalna primarna struja, kod postojanja sedla, iznosi:

1+ gty
E + 0,486y

Wrarl, g 0,486)2 [V - 4—][ : (0,486)2] =
L PR 14— | |—2
P’ ; ( P ¥ i (0,486)" e

Ep 0,8 E
omL, PR

1 1

=

4 ; g
0,486 u jednadzbu za

Istu vrijednost dobili bismo, naravno, i uvrstavanjem Ky, =

primarnu struju kod » =0, jer je prvo sedlo sabito u jednu tocku kod » = 0,

Navedena gornja jednadZba primarnih maksimalnih struja kod postojanja
sedla vrijedi, naravno, samo tako dugo, dok se K, moze smatrati konstantnim.

Prakti¢no, izraz (K— ) kod krugova s vrlo velikim p, bit ¢e obi¢no mnogo
uktp
manji od 1, i radi toga tada presna Mac Laurinu naprijed navedenu jednadbu

mozemo pisati:

i : : I _I 5
I, = _b o _= (Kake p)° e =
gy vzl o
(v[.;nm) o | 8 4 2K: + (14 72 (_ 2K: )
2,3 p; akt [ (Kakt p)_: akt

14 27 —
B ) B B PR
“omL, | 4 T 2R (K p)°

P-.:

25 Db, Svarc: Elekiriéni titrajni krugovi
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Znadi, da se kod ne§to jafeg vezanja, vrijednost maksimalne primarne

struje, kod postojanja sedla, priblizava iznosu , odnosno kod simetri¢nih

b
2R,
krugova iznosu R

Ako analogno postupimo s izrazom za sekundarnu struju, t. j. da uvr-
SHMO U 1nj Dy dobit ¢emo maksimalnu sekundarnu struju, kod postojanja

(2,3)
sedla, kao funkciju od K, t. j.

I EKakt / 1
2max = = R =
I N S D
K. 11 . B @ 11
(Pl on K"“) i 2 (pl“ i,
1 1\2
—'2K:}:1) - ,:kt_ ?}—2 Ps
B EXK g - 1 o -
- . S St — LY
Wryy leLa 1 1 . 5_3 + ?
(— g2 JKz-.zkt) - L Ry
Py Pe 3
Za p, = p, = p bit Ce iz ove formule:
) B _EILG 1YL E L
2max — o e e e s —_ = e
(‘;s%k) 2 Wray leLg 2 VLI L2 }‘?1 Cl 2 Rl. Ln

Buduc¢i da je

kao i L,C, = L,C,, to slijedi:

E]

L A (N XA



387

Radi toga je sada:

oo E
(“;gk) 2{R,R,

dakle konstantno i upravo jednako maksimalnoj sekundarnoj struji kod » = 0,
a bez obzira na vezanje!

Kod simetri¢nih krugova je:

E
]élnax :::‘Ziii"

(”sek)
2.5

Sl. 340. gore, lijevo, prikazuje za jedan konkretni slu¢aj simetri¢énih krugova
krivulie I, I, Ijmaxs t€ Iyma, u ovisnosti od (Ku.p), dok ostala Cetiri

(v=0) (0=0) ("gﬁgm) (Usffsk)

3,

Slika 341.

crteza, na istoj slici, pokazuju primarne i sekundarne frekventne karakteristike
za Cetiri razne vrijednosti (K p). Sl 341. prikazuje aksonometricki izgled od
nekoliko primarnih i sekundarnih frekventnih karakteristika struja simctri¢nih
krugova s neSto drugacijim parametrima, nego u prethodnoj slici, poredanih
jedna uz drugu po vezanjima, pocev$i od nule, pa na vise. Sve karakteristike
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&ine udubljene plohe, koje se s jatim vezanjem sve viSe proSiruju i udubljuju.
Da nismo upotrebili simetri¢ne slabo vezane krugove, ne bi te plohe izgledale
tako pravilno, nego bi bile to nepravilnije, Sto se krugovi vise medusobno
razlikuju, narotito po faktorima kvalitete. Uzevsi strogo teoretski nisu te plohe
pravilne ni kod simetri¢nih slabo vezanih krugova.

) Sirina pojasa

Sirina pojasa odnosi se na sekundarnu krivulju, jer je vazno saznati
pojas frekvencija, koje prolaze kroz vezane krugove. Bududi da kod uskladenih
krugova, uz g, # p,, za

11

o + o
R=| —— '2"—2'
imamo sekundarnu frekventnu karakteristiku s jednim maksimumom, a za jaca
vezanja, kad je vrijednost aktivnog faktora vezanja ve¢a od vrijednosti desnog
izraza, krivulju s dva maksimuma, to ¢emo imati i dvije dedukcije za Sirinu
pojasa.

Za krivulju s jednim maksimumom, bit ¢e odnos struje na granici Sirine

pojasa, uz nesklad, koji ¢emo oznaliti s v,, prema maksimalnoj struji:

L 1
I, V2
(0=0) VZ
EKakt 1
——— 1 1 . 9_ . | ]__ a -
(l):al.va;Lz (_ SHARS —|— Kﬂkt) -+ ‘Z)& (—._; + *"—2"“"2K:1kt) + ‘U;
- Py P .___91 Ps_. —
EKakt 1
. Wraz vLIini _|_ Kakt
P P2
11 . 5
1 (—— -+ Kakt)
% o Pl pE =
1 . 1
2 (Ll ka5 e ot a2 K +
Py P i P
11 | AL
— 2 &2 g Pzz - 2 ¥ lu 922 - (__1__1-- Kn ’ .
v, = % Ky 3 55 Kkt 3 = e, P, + Rkt

Minus pred unutarnjim korijenom nema fizikalnog smisla, jer bi o, ispalo
imaginarno.
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2 PI pz 1 o I 1 2 I
i :I__. : —-I- I/2 K:I ( T 9 2) 2 a"
' e e 0, Pz) * (2 P, T 2 P. + P1 P2

Za krivulju s dva maksimuma, bit ée odnos struje na granici Sirine pojasa,
uz nesklad, koji ¢emo oznaliti s v, prema maksimalnoj struji:

ERuw 1/ - I
11 : 11
o\ L, L, (___ + Kakt) e —2—2K;kt) + o
In == I = P]‘ 1 Pz
I?max VE o EKakt 1 ==
Vsek S e
R
=W I )_ P ¢ W ¢
(Pl o, 1 ) = \Kae 2
1 2lzatkt 1 | l 1
_L 291 Pa P1 Py 4'101Il 40, ke i »
2 1 1 T | 1
(oK) + 9 (s + i 2Ka) + v
Pi P 5 .
1 1 . 1 1\2 E—
a§ + ? _{'J_E _F; P " 1 1 2
vB_ j: Kakt_'_' ! 2 ..L :kt__l" .2 2 (p_p__l_ K;kt)—i—
1 Ve
1 . (1 IY*- 1 41 1\
+ 2K o+ ) — o (5 — y
1 Pg Pl. P2
e l__ 1 ) i 2_
5—2 + F 1 1\* _IE__I'E
=+ |/ Kie—"t52 :“‘(EI“LPT)"" Py 2Pz

Za p, =p, = p, bit Ce:

1 . T —
=t VKuc —1 + V2Rap) 7 2,

1.7 . —
g = * p'V(KaktP)"*"-l + 2 Kyep -
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Kako nam je veé poznato, v, vrijedi za

Kye =~
o
Kod K =0, bit ce:

'va:ii -—-1_|_V§:i0_’6j.
P P

Kod K= % bit Ce:

I . . - - - - !
Kod KaktgF, vrijedi vg. Kako vidimo, vy ima, za razliku od 9, opce-
nito Zetiri vrijednosti, jer zadnji adend pod korijenom ima predznak plus i

minus. Medutim, kod K, koje je blizu = vrijedit ¢e samo plus, buduci da

/

T’ W

Vy v, A v=0 Vs

(neg) (poz) (neg) - (poz)
Slika 342.

bi s minusom cio izraz pod korijenom postao negativan, a v imaginarno, §to
je nemoguce. Znali, da ¢emo tada _imati_ samo dvije vrijednosti v, prema

sl. 342, lijevo. Roua Ky = —1—, bit ce
- P

dakle, jednako je v, za to vezanje, $to i treba da bude, jer bi inaCe nastao
skok u iznosima $irine pojasa kod povecavanja vezanja.
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Ukoliko se K, povecava iznad —1, sedlo se spusta sve dublje. Konac¢no,

P
nastat e situacija prema navedenoj slici, desno. Tada za vz dobivamo tri rje-
$enja, od kojih je jedno jednako nuli. Tu, naime, osim plusa, polinje vrije-
diti i predznak minus treéeg adenda pod Kkorijenom, dakle, bit ce:
(K p)' — 1 —2Kyep =0,
(Kep) =1 T+1.

."rl_"_'_cz
s, —¥ ——af; —= J
v v i v v Slika 343.
treg) (neg) (poz) (poz)

Minus pred korijenom nema smisla, jer bi Ky.p postalo negativno, §to je
nemoguce. Radi toga je: :

1 Y
PR 0 R 1L T
s V2) .

Ostale dvije vrijednosti za vg, kod toga vezanja, iznose:

1]/(2,41 ) 2.41  Q— 3,1
B s il B e e LB EIRT s
¢ P o ° ta—e pp P

Kod K> 2’:1 ima vy Cetiri vrijednosti, prema sl. 343.

Sl 344. prikazuje ovisnost vrijednosti (v, p), (v p)> te (v’ p)> od (Ko p)-

Uzevsi apsolutnu vrijednost od o slijedi:

o = (O] _ _mraz - (‘)2 - mllfa?. _ fz '_'f:af — _(f +frs.:r.) (f"—fraz) ~
o "’Jraz - w mraz w fl’:i.?:f ffﬂzf
20 —fw)| _ O A
~ | 7o =5 odnosno Af = fu, |7|.

Prema tome, kod krivulje s jednim maksimumom, $irina pojasa bit Ce:

Afo: :frazlva |
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Kod krivulje s dva maksimuma, za slucaj, da je najniza tocka sedla iznad
I . . i g
2max " §irina pojasa bit Ce:

V2

AfB ﬁfru'z.] L] I'

I
Ako je najniza totka sedla upravo jednaka —~™* | dakle, kod

V2

2,41
Kakt - b
P
bit Ce:
3,1
Afﬁ :fmz 2 G
) P
. oy . : I
Ako je najniza to¢ka sedla manja od _-’*__Eléf'i, dakle, kod
2,41
Kﬂkt> . =¥
Podruéje Podruéje Podrucje
":‘i [ v.§ v,? v, ¥ v P
a
v ]
wl J/
3

i il

2
g s

08—7

Slika 344.

bit ¢e S§irina pojasa, samo za jednu stranu frekventne Kkarakteristike:

|

U — %

Afﬁfzfraz : 2

To se vidi na navedenoj slici 343.
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27. STACIONARNO STANJE DVAJU NEUSKLADENIH VEZANIH

ELEKTRICNIH KRUGOVA POD UTJECAJEM NARINUTOG
SINUSOVOG NAPONA

U prethodnom poglavlju razmatrali smo stacionarno stanje uskladenih
krugova. Sada ¢emo jo$ izratunati stacionarne vrijednosti opéenitih neuskla-

Slika 345.

denih krugova u ovisnosti od nesklada. Pretpostavit ¢emo najéeice, t. j. induk-
tivno vezanje prema sl. 345., te ¢e biti:

Rl = Rlu’ R, = R:o’
L1 = Lm + Lu’ Ls = Lau i Ln’
Cl = CID’ Cz = Czu‘

Nadalje ¢e vrijediti slijede¢e jednadZbe:

d:

Bsinor =L g+ R - [i,de—L, 32
1

di, . 1 y di,
0= Lz dr 2 Rez-.; 2 MC_::. J‘zad‘[_LmE; '
Partikularna rjeSenja su:
i, = I sin(wt—q,),
i, = I,sin(wt—q¢,—o,,).

Uvrdteno u diferencijalne jednadzbe, daje:
Esinot= L oI cos(wt—2p,) + R, I sin(wt—q)—

I
== —wé—COS(&)I—f{JI)-——-Lm « IQCOS(O)I—(pl—qu), )

0= Lzmlncos(mr"ﬂ(\ol_cpm) '+“ Rz Issin(wz—"“ﬂ_@le)_

i
_ ;_(’;;_ cos(wt—¢,—¢,)—L,wl cos(wt—q).
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Iz prve jednadibe za (wz—¢,) =0, odnosno wz= ¢, slijedi:

I
Esin(pl:lefl—-—(;&—-—Lm(ofsCOS(pm. 1.)

Za (wt—9,) = —;—, odnosno wt= (% + cpl), iz prve jednadZbe slijedi:

Ecoso, =R, I,—L,oI;sing,,. 2,)

Iz druge jednadibe za (wt—¢,—@,) =0, odnosno (wi—q,) =@, slijedi:

I
0=L,& Is——a-é—_me I,cosq,,. 3)
2
Za (0t—@Q,—@,,) = -g-, odnosno (wt—q) = % + @,,, iz druge jednadZbe
slijedi:
0=R,I,+L,wlsing,. 4.)

Dobivene &etiri jednadZbe mozemo dalje preinaciti, t. j.

i sing, = b - —-L“‘m—“- cos
TR M= R T ReC, R I
=2 _coso, = 1 ij—"'sin
Il };a1 ¢, = R:. Il Pra-

O—L“m 1 L, i‘-cos
=R, " wCR, R, I, %%
L& I
0— 1422 Ziging .
14 R, 1, sing,,

. . oL o, L, S L, i
Bududi da je }‘21 l=0p, - Rz" = 0,5 Ryind = IZ—’ Roind = _Ef’ te nadalje
;L= ! , odnosno ®,L, = , to Ce biti:

(1)1 Cl mﬁ 2
K sin _(01_1‘1(0__ 1 m_l-__mk. &i‘)_lécos
I].Rl (Pl T Rl ml lel Cl @ 1 ind Rl Il (Pl'a ’
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B o Lo g e h g,
Il Rl q’l N _1 L Rl 1 cpln
e ool o 1 o, Lgmeilcos
N mﬁ R2 © mzcz Ri mﬁ e R% 2 qjls,
) Lo, I
0=1+4+—Fkyjnq —5—2-+sing
2 " Rﬂ I'I "
Ako uvrstimo, da je 9—:21, (—(—ﬂ———(i‘) =0 ﬁ:zz, te (3——%) =P s
w, ®, o w, ©, o
bit ce:
B . 4
__.11 R sing, = p, 9, — 2,k ina P, —151‘@ CosS ¢, 5 1a.)
E I, .
ﬁcoscpl =1—2,Rind plT‘:smcpn. 2a.)
Il
0= Pr¥y— R, k2 ind Py '}'—'COS Pia> 3 a')
?
0=1 +zgk2iﬂd PaTlSlanu' 43.)
2

Iz jednadzbi 3a.) i 4a.) slijedi diobom:

COLg P,, = — P, Uy

"To je prvi rezultat. Kod toga moZe (—¢,,) biti samo izmedu 0 i =, odnosno
‘@, izmedu 0 i (—m), dakle, J, je ispred J,. To moZemo najbrze uoditi,
ako u drugu diferencijalnu jednadzbu uvrstimo partikularni integral u ver-
zorskom obliku, t. j.

0= L,_,jco gg - Rn 9, -+ —(f]_ﬁ) 33'—'.[,13}-0) 91.

Iz toga slijedi:
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Kako se kut nazivnika u ekstremnim slucajevima priblizuje k (+ —2—),0d—

T . . . v .
nosno k —5)> ukupni kut zaokretanja verzora &, u ekstremnim slucaje-

vima iznosit Ce [—2~— ( + %)], t. j. od O do m, koji ¢e polozaj biti polozaj

verzora J,.
Ako kvadriramo jednadzbe 3a.) i 4a.), te ih zbrojimo, dobit ¢emo:

I I
_I___ v1+(p-‘» 9.)

2 .3' kZmdP

To je drugi rezultat. Minus pred korijenom ne dolazi u obzir, jer su ampli-
tude uvijek istoimene, i to pozitivne. Tu dcinjenicu smo, zapravo, veé Ccutke
usvojili kod utvrdivanja ¢,,.

Ako dobivene rezultate uvrstimo u 1la.), uz

COSP,, = T———t—,

slijedi:

E . | Z,Roina P (—p.2.)
-?TR*lsm(pl:pl‘vl—zlklindPl e .

Vi (o) V(oo + 1

E 2,2 Kmdp,pn L
IIRISInCPI pl ! + (szz) .

Ako analogno postupimo s 2a.), uz

sing,,

=

—-

slijedi:

IR, T L | ,gsl, P2
IIRI o (pz 2)2 -+ 1

Dijeljenjem tih dviju jednadzbi, slijedi izraz za tge, s time, da je ¢, izmedu

Tr . Tt I ’ e . - - - . -
(— ~2—~) i 5 budud¢i da izmedu narinutog napona i njegove pripadne struje
ne moZe biti drugaciji kut. Ako obje jednadZbe kvadriramo, te ih potom zbro-
jimo, dobit ¢emo jednadZbu iz koje lako izratunamo I,

Budu¢i da su nam poznate Cetiri velicine, t. j. I, —1—‘-, P t€ @, S
. ' B - - . - l"
time smo pronasli obje stacionarne struje, za bilo kakav nesklad.
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28. TRANSFORMATOR BEZ ZELJEZNE JEZGRE U ELEKTRICNIM
TITRAJNIM KRUGOVIMA

Sl. 346. prikazuje dva elektricna titrajna kruga, vezana transformatorom
bez Zeljezne jezgre. S indeksom r oznacili smo primarni i sekundarni induk-

tivitet rasipanja, a s indeksom o primarni i1 sekundarni vezani induktivitet.

M,
W, "

i' Cm Lﬂ'-' L‘!r
e D L,
th

Slika 346. Slika 347.

Smjer primarnog i sekundarnog namota. transformatora, nacrtanog na slici,
isti je. Ukoliko bi sekundarni namot imao obrnut smjer, naznaten na sl. 347.,
to bi ovo razmatranje vrijedilo i za takav' transformator, s time, da bi tada
struja ¢, takoder imala obrnut smjer. Odnos broja zavoja primarnog i sekun-

darnog namota je —* =, i radi toga je odnos vezanih induktiviteta:
w
2

Ly w® § L
¥ ot — %, odnosno |/ 1L —n,
L'ZL' wg LQU

Bududi da se inducirani napon na sckundarnoj strani transformira kao »
puta ve¢i na primarnoj strani, a inducirani napon na primarnoj kao n puta
manji na sekundarnoj strani, to Ce diferencijalne jednadzbe krugova glasiti:

1 . . . ' di, dz,
gi= quldz + 4R, + (L, + L1, + Llu)a—Lgt,an.
1 . . di, di, 1
0= C% fzzdf o i zng + (Lzu -+ LZr “he LEU) df-. Ll v H; n :
Iz odnosa
Ll v 122
I
slijedi: ¢
|
.L-}_uﬂ e 'Ll ” _?é = M,

t. j. koeficijent medusobne indukcije. Nadalje je:

Lon™® = MY, i M =L, Ls,.
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Karakteristi¢ne vrijednosti gornjih krugova su, kako slijedi:

1 V(Lm_{-L]r;i‘:&Ll U)Cm, ' V(L20+L?r+L23)Csn,
k ; s LI v k R L‘Z v
T L+ L+ L YT Ly + Lo+ L)
e, = _!-, I/Llo _}____{‘_l-r -+ LI ‘u, 0, = _L VLsn + Lﬂ o L? -
Rlu Cm . Rau Ceo

Ako je L, =L,,, te ako oba namota imaju isti smjer, onda ih moZemo-
nadomijestiti samo jednim namotom, te tada imamo na$e uobiajene induktivno
vezane krugove. Da to postignemo, moZemo n puta poveéati broj sekundarnih

Slika 348.

zavoja, ili #» puta umanjiti broj primarnih zavoja. Kod toga diferencijalne jed-
nadZzbe moraju sadrZajno ostati iste kao i prije. Kod redukcije na primarnu
stranu, samo ¢2mo drugu jednadZbu pomnoZiti s #, i shodno pisati obje
jednadzbe, t. j.

d ’2_)
_ : di, ] n
Iid£+le10+(Llo+L"’+Ll U)—&—E'—Lgvn —a-?—

€

1
=

Ll

d (":zi) di

1

dr —_L"’—dﬁr'

—_—

0=—

() de 4 (B2) Ryt + Ly + Ly + Loy

@)

=

Te jednadzbe daju sl. 348.

Karakteristicne vrijednosti ®,, kyj,q> te p,, naravno, iste su kao i kod
originalnih krugova, jer se u primarnom krugu nije dogodila nikakva prowmjena.
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Za drugi krug slijedi:

1 1

(1]

s — =
V(L‘" + Lo, +Lau"’)% V(szn“ + Ly, n* + L,on“)%

1
B v (L?b‘ a1 Li’f =+ Lsu)can

k . . Ll v . Lﬂvnz . .
2ind = le + Lg,ﬂa + Lzonz - Lg,,nz o Lg,n“ + L”n, ==
_ L?v
- Lﬁv %+ L?r = Lan
0, = 1 (le—f—Lg,ﬂg—l—Lmﬂa) g 1 '§:[‘2t'n2+L2rnz+Lgon2) -
"R Cay R,,n’ Cu
n n

_ _L l/(LQU + L? r -+ Lm)
Rﬂi) CEU
Vidimo, da su gornje karakteristi¢ne vrijednosti i za sekundarni krug
ostale nepromijenjene. :

Slika 349. Slika 350.

Kod redukcije na sekundarnu stranu, samo ¢emo prvu jednadZbu ori-
. ginalnih krugova podijeliti s #, i shodno pisati obje jednadzbe:

e | e ) )Rm 3 1
? o C'mn2 (ln + (31?2 ‘? _l— n- dz Evud_f-

Lot Li,+Li)dEn) , &

0= Fl fz'gdr 4Ryt (Lo + Loy + Ly S D12 dCi).

i
de n  dr
Te dvije jednadzbe daju sl. 349.
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Karakteristi¢ne vrijednosti drugog kruga iste su kao i kod originalnih Kkrugova.
Za prvi krug slijedi:

o — - 1 1
1 - =T S
V(IJU Ly + I 21,)(3}0 n' VLI_“ 4 Lir + LL'QL’) c,n
n n n n n
v
V (Lm t I—-'.l_ :_-4_ IJI b‘) Cu—J
L.
k. — _L_‘:’_” B _-_n'.:"- B Li,
Hind T Lo Ie. Dig . Eg  Lpet Liptdy
Loy + 5 - 2 o 3 = s e e ~
o Ll_r —'L_ Ll v I'_ i_‘ L ,
cl AR [l ) e O W88 01 i
B _1 Lo+ ot 1 n* 4 n* n
Tal Sl VA o, ®, |/ e T
n n

YL F L L
R, -

10 10

Prema tome, karakteristi¢ne vrijednosti i za ovaj krug ostale su nepromijenjene.

(Ln-%) (Lf_-'M'”.} (Lg,'{g)ﬁi
ST T D600 TOOTTT0™

2
Ly

iCE
L D #en c
R,
o
Slika 351. Slika 352.

Cesto nisu zadane odijeljene vrijednosti rasipnih 1 vezanih induktiviteta,
nego sveukupni induktivitet primarne i sekundarne strane transformatora L,
i L,,, te koeficijent medusobne indukcije prema sl. 350. Vrlo je jednostavno
podijeliti induktivitete L;,, i Ly, na njihove rasipne i vezane dijelove, buduci
da je: '
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Prema tome, gornji krugovi s odijeljenim rasipnim i vezanim induktivitetima
izgledaju prema sl. 351., a reducirani na primarnu stranu, prema sl. 352.,
odnosno na sekundarnu stranu, prema sl. 353.

bt ()

Slika 353.

Kako, dakle, transformatorska vezanja moZemo svesti na Cisto induktivna
vezanja, svi tamosnji rezultati vrijede i za sadasnji slucaj.

Objasnit ¢emo jos djelovanje uredaja, koji je u cetiri varijante patentirao
Nikola Tesla dnec 22.IX. 1896., kao patent USA pod brojem 568.178.
Opisat ¢emo Cetvrtu varijantu prema sl. 354,

g 5
H (1) il
—=.000000000000 —— i
o £
G
=5=F
8
l
0 SRIRCS
e =
Ruhmkorffov
induktor H 3
sk g 1[ -1
Slika 354. Slika 355.

A i B su dovodi mreze istosmjerne struje, na koju je prikljuc¢en poredni
motor C, koji svojim okretanjem otvara i zatvara sklopku D. Struja kotve
prolazi kroz zatvoreni D. Prilikom otvaranja sklopke D, prekida se struja
kotve, te se uslijed toga u kotvi inducira snazni napon, koji preko mreZe nabija
kondenzator F. Tako se, dakle, magnetska energija kotve pretvara u energiju elek-
tri¢énog polja kondenzatora. Kod zatvaranja sklopke D, zatvara se titrajni krug, koji
se — kako se to vidi na slici — sastoji iz kondenzatora F, koji smo upravo

9¢G P. Svarc: Elektriéni titrajni krugovi
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snabdjeli energijom, zatim iz svitka G, te konacno iz omskih otpora sprovod-
nika. Sekundarni titrajni krug, koji je s primarnim magnetski vezan, sastoji
se iz svitka H, zatim iz kondenzatora vrlo malenog kapaciteta, Cije se ploce
ss mogu pomicati jedna prema drugoj radi udeSavanja kapaciteta, i omskih
otpora sprovodnika. Krugovi su uskladeni, a njihovi parametri su takvi, da
im je vlastita razvezana frckvencija vrlo visoka, i da medu njima nastupa
potpuna izmjena titrajne energije. Razumije se, da -energija, koja prelazi iz
jednog kruga u drugi, postaje postepeno sve manja, posto se tokom procesa
Joule-ova toplina obaju krugova povecava.

Kod zatvorene sklopke D imamo, dakle, dva priguena vezana titrajna
kruga bez narinutog napona, u kojima nastaju dva prigu$ena sinusova vala
naboja i struje. Kad je titrajna ecnergija preSla iz prvog u drugi krug,
ona ¢e se jednom nalaziti sva, ili gotovo sva, u magnetskom polju svitka H, a
drugi put u elektri¢cnom polju kondenzatora ss. Posto kondenzator ss ima

]

vrlo maleni kapacitet, mora prema formuli za energiju, t. j. ~5 u tom
¢asu napon na njegovim stezaljkama biti vrlo velik.

Proces istitravanja bit ¢e radi guSenja vrlo kratak, ali Ce se naskoro
ponovno otvoriti sklopka D, i naprijed opisano nabijanje kondenzatora F pocet
ée opet s time, da kod zatvaranja sklopke D nastupa proces prigu$enog isti-
travanja. Frekvencija istitravanja je vrlo velika tako, da je vrijeme, kad je D

Iy J,
A % G
Slika 356.

zatvoreno, dovoljno za Zeljeni stepen istitravanja. Umjesto istosmjerne mreze moze
se upotrebiti i izmjeni¢na mreZa, ili Ruhmkorff-ov induktor, a umjesto motora
i sklopke D ugraduje se u krug iskriSte. Iskre, koje preskacu izmedu polova
iskri$ta, kad narinuti napon dosegne potrebnu vrijednost, zatvaraju titrajni krug
sli¢gno kao prije sklopka D.

|_. Q, ,Jlﬁn)_/”ﬁ%_'ﬁLl

Za vrijeme preskoka iskre izmedu plo¢a kondenzatora ss, nastat Ce pot-
puno nova situacija, jer u tom sluCaju taj kondenzator viSe ne postoji, a
meduprostor predstavlja novi element vodljivosti titrajnog kruga. Medutim,
od kapaciteta preostao je naravni kapacitet samog svitka.

Transformator s malenim brojem primarnih zavoja G, i vrlo velikim
brojem sckundarnih zavoja H, zove se ,,Teslin transformator.

Umjesto induktivne veze moZemo, prema sl. 355., upotrebiti i kapacitivou
vezu, kod ¢ega mora vezni kondenzator F imati veliki kapacitet prema konden-
zatoru ss. U tom slu¢aju ¢e naponi na kondenzatoru ss biti daleko vedi,
nego naponi, koji nastaju na veznom kondenzatoru F. Razumije se, da svitak
primarnog i svitak sekundarnog kruga, kod takve Cisto kapacitivne veze,
medusobno nisu ni u kakovoj transformatorskoj sprezi.
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29. GRAFICKA KONSTRUKCIJA FREKVENTNIH KARAKTERISTIKA
ELEKTRICNIH TITRAJNIH KRUGOVA

Na sl. 356. nacrtan je serijski krug RLC,, kojemu je paralelno priklju-
¢en kondenzator C,, s narinutim naponom . Treba grafickim putem nadi
frekventnu karakteristiku vanjske struje. U tu svrhu nanijeli smo na sl. 357.,
u koordinatnom sistemu s ishodi§tem O, nadesno frekvencije « kao apscise,
a vrijednosti ©C,, oL, te »C,, kao ordinate. Na taj na¢in dobili smo kose

(ALl

+J'f i

=
N

cozca |

Slika 357.

*..j

pravce kroz ishodiSte, koje smo oznacili s jwC,, jolL, te joC,, kod Cega,
naravno, onaj ,,j* jo§ nema nikakav matematski smisao, nego nas samo potsjeca,
da ¢emo pojedine tocke tih pravaca projicirati u imaginarnu os Gaussove rav-
nine. Kao realnu os te Gaussove ravnine upotrebit ¢emo naSu apscisnu os,
zadrzavsi njen pozitivni smjer, dok ¢e se imaginarna os po poloZaju i smjeru
podudarati s ordinatnom osi. Uzev8i negativne recipro¢ne vrijednosti ordinata
wC), nacrtali smo krivulju:

B 1
y born ([)Cl 3
koju smo dosljedno oznacili s }l_(}‘_ Zbrajanjem ordinata dobili smo kri-
« 1

vulju:

1
Y, = ((’.\L“— (r.)cl.) L)
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koju smo analogno oznacili s: :
ol +-——+}-
(} JjoC, )

Nanesemo li sada nalijevo od O vrijednost R, dobit ¢emo tocku O,,
koja ¢e biti ishodi$te nove Gaussove ravnine. U toj novoj Gaussovoj ravnini
bit ¢e okomiti pravac kroz O, oznacen s a*) (dakle, nasa prijaSnja imaginarna
os!), dijagram impedancija:

. 1
|7+ (oL + ro)] |

Tocka, koja odgovara o — 0, nalazit ¢e se u neizmjernoj udaljenosti na nega-
tivnom dijelu pravea, dok e tocka, koja odgovara o = oo, lezati u neizmjers
noj udaljenosti na njegovom pozitivnom dijelu. Inverzija tog dijagrama, t. j.

o G g : 1 .
pravca a, bit ¢e kruZnica, oznacena s b, s promjerom R kroz O, i ona pred-
stavlja dijagram vodljivosti:

l
R (ot )
R+ |jol 4 ——
I JoC,
| /
[l /
/ \
(] \
/ N\
/ N\
/ AN
/ L.
o J
/ T
/4 e ——
/2 _,_..-""'"-—-
v P
a = w —

Slika 358.

Na kruZnici smo strelicom oznacili smjer kako slijede vrdci kompleksne
vodljivosti, pocevsi od vrijednosti za o =0 do ® = oo, koje obje vrijednosti
se, naravno, nalaze u O, t. j. jednake su nuli, jer te frekvencije serijski krug
ne propusta. Tocka 5 odgovara slucaju rezonancije, kad je:
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Vrijednost te rezonantne frekvencije serijskog kruga predstavljena je na apsci-
snoj osi tockom 1, jer je u tom slucaju 12 = 13. Vodljivost ima tada vrijed-

I
nost B .

Slika 359, Slika 360.

K vodljivosti serijskog kruga treba pribrojiti jo§ vodljivost ]coC To je
pokazano na pr. za odabranu frekvenciju o . Vrijednost

|
(m[——(—,;(_,)

predstavljena je ordinatom tocke 7. Impedancija

B 1
I‘ - ( [} I; - )]
!_, AR VAot . C,
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predstavljena je tada s O1 8. Kompleksna vodljivost

s
L (} oy jo,C,

-
predstavljena je s O,10. Pribrojimo li toj vodljivosti kapacitivnu vodljivost
jo,C,, koja ima vrijednost m, dobili smo sveukupnu vodljivost. Postupivsi

tako za sve vrijednosti frekvencija od 0 do oo, dobili smo dijagram sveukupne

vodljivosti, oznaten s ¢. Kod vodljivosti serijskog kruga jednako = b B
kod frekvencije u toc¢ki 1, dobili smo sve;ukupnu vodljivost tako, da smo

— - —

vodljivosti O, 5 pribrojili kapacitivnu vodljivost 56, Ciju vrijednost predstavlja

ordinata tocke 4.

g1 [+

Slika 361.

Stavimo li sada verzor napona § u realnu os, predstavijat ¢e dijazram
vodljivosti, oznaten s ¢, ujedno i verzorski dijazran struja J u reduciranom
mjerilu, t. j. svaku vodljivost valjalo bi jo§ pomnoziti s vrijednosti £.

Posto dijagram vodljivosti, oznacen s e, odnosno verzorski dijazram
struja J, dva put sije¢e apscisnu os, to ¢e u tim slucajevima struja biti u
fazi s naponom, dakle, imat ¢emo dvije rezonantne struje /.
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Na slici 358. nacrtana je frckventna Kkarakteristika amplituda struja I,
nadalje struja I, te /,. Vidimo, da je frekventna karakteristika amplituda
‘struja I, naSa poznata frekventna karakteristika serijskog kruga. Razumije se,
da frekventna karakteristika amplituda struja I ne slijedi prostim algebarskim
zbrajanjem pripadnih vrijednosti 7, te I,, nego verzorskim zbrajanjem doti¢nih
verzora straja. '

Slika 362.

Na sl. 359. nacrtan je neSto kompliciraniji krug s paralelnim ograncima,
za koji treba konstruirati frekventnu karakteristiku. Ponajprije nac¢i ¢emo zbroj
vodljivosti onih paralelnith grana, koje sadrze L, odnosno R,. Na sl. 360. ozna-

¢en je gornji Kosi pravac s jwL, a njegove reciprotne vrijednosti s

1

1 (I.)L

U udaljenosti R_ od O dobili smo O, t. j. ishodiste nove Gaussove ravnine.

e ] - . E 5 i g

Dijagram zbroja vodljivosti T TR bit ¢e polupravac, oznaten s a, od

Jol :

tocke O prema dolje. Inverzija toga polupravca, oznaCena s b, predocuje dija-

o LR

gram . impedancija }-j—i—i—ja—, a strelica pokazuje smjer smjeStaja vrhova impe-
) s
1

dancija, poc¢evsi od @0 do o = oo.

Da ne preopterctimo sliku, nacrtali smo ponovo na sl. 361. dijagram b s
ishodistem Gaussove ravnine O,. Pomaknemo li ishodi$te za vrijednost R, na-
lijevo u toCku O,, predstavljat ¢e krivulja oznacena s b, dijagram impedancija
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lijeve grane. Njegova inverzija, oznatena s ¢, predstavljat ¢e vodljivost te grane.
Polukruznice smo to¢kasto nadopunili u potpune kruznice, da se vide njihove
zajednicke simetriCne tangente.

+ +

I
£
S
\‘\
A -~
j\q
A
Ay
\\,._.\
&)
o
=
8
+

Slika 363.

- J' ..J'

Na sl. 362. ponovo smo nacrtali dijagram oznalen s c. Pribrojimo li
pojedinim vodljivostima krivulje ¢, vodljivosti desne kapacitivne grane, t. j.
j©C, koje vrijednosti se vide na sl. 360., dobit ¢emo dijagram, oznacen S

fey=o0)

Slika 364.
d, koji predstavlja dijagram zbroja vodljivosti obiju paralelnih grana. Inverzija
tog dijagrama, oznalena s e, predstavlja dijagram ukupnih impedancija obiju
daralelnih grana. Na sl. 363. pomaknuli smo opet ishodiste za vrijednost R, u
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to¢ku O,, i tada ¢e dijagram e predstavljati dijagram ukupnih impedancija kruga,
a inverzija tog dijagrama, oznatena s f, predstavljat ¢e dijagram ukupnih
vodljivosti kruga. Stavimo li analogno kao i prvi put verzor napona u realnu
os, dijagram vodljivosti £ predstavljat ¢e ujedno i reducirani verzorski dijagram
struja 9. .« =

"Na sl. 364. predotena je frekventna karakteristika vanjske struje. Struja

—

poCinje s vrijednosti kod w =0, t. j. _R_;]—T’te se potom smanjuje do svog
. . ., 2 W 3 . .e
minimuma s time, da kod svog porasta konatno kod ® = co poprima vrijed-
nost &
R

3
Kako se vidi, prilikom graficke konstrukcije frekventnih karakteristika
zaokrenuli smo na$ uobicajeni crteZ osi Gaussove ravnine za -—i;- To, je me-
dutim, uslijedilo samo od sebe, jer smo prethodno pretpostavili normalni po-
loZaj apscisne osi koordinatnog sistema, t. j. u horizontalnom smjeru, a onda

smo tu os poistovjetili s realnom osi Gaussove ravnine.
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Ispravci

UMj2Sto ,, ~ ¢ STaviti ,,
kod ,,m, ne vidi se dobro indeks g5,

na sl. 52., desno, ne vidi se dobro slovo ,,c¢¢, kojim je
oznacena crtkana povrSina

na sl. 148., ispred Cetvrte sile odozgo, staviti predznak minus,
t. j. umjesto ,,p< treba da stoji ,,—p«

umjesto ,, yremenudoiq vamo ¢ Staviti ,,yremenu dobivamo
na sl. 166. induktivitet treba oznaciti s ,, L

na sl. 192., lijevo od ishodiSta treba staviti ,,v, <

kod ,,f, (L)« ne vidi se dobro indeks ,, <«

kod »Z ¢ ne vidi se dobro oznaka kvadrata

stranicu treba providjeti brojem

kod ,,m; ne vidi s¢ dobro oznaka kvadrata

kod ,,wi, ne vidi se dobro oznaka kvadrata

u nazivniku drugog izraza kod ,,1 — K4 ne vidi se dobro
oznaka kvadrata, a u mnazivaniku treceg izraza, na istom
mjestu, ta je oznaka sasvim ispala

kod ,,wj, ne vidi se dobro oznaka kvadrata
pod korijenom kod ,,€; ¢ jedva se nazire oznaka kvadrata

kod ,,R, ne vidi se ,,*

Napomena: Osim u naprijed navedenim sluc¢ajevima, postoje jo§ oznake
kvadrata, koje se jasno ne vide, naroCito ako su S$tampane iznad eventualnih
indeksa, a ne malo u stranu.
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