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Predgovor

Ovaj je udzbenik prireden prema nastavnom planu i programu predmeta Fizika
za studente prve godine studija kemijske tehnologije na Tehnoloskom fakultetu u
Zagrebu i namijenjen je u prvom redu studentima tog studija. Njime se mogu
sluziti i studenti drugih studija na Tehnoloskom fakultetu, a takoder i studenti
ostalih tehnickih i nastavnickih fakulteta.

Udzbenik je nastao na osnovi predavanja koja ve¢ niz godina autori drZze na
Tehnoloskom fakultetu. Sadrzajno i metodicki on se nadovezuje na udzbenik Me-
hanika 1 toplina autora P. Kulisiéa, koji pokriva ve¢i dio sadrzaja predmeta Fizika
u prvom semestru studija, te na onaj dio udzbenika Valov: ¢ optika autora V. Henc i
P. Kulisic¢a koji se bavi titranjima i valovima, §to je takoder sastavni dio pregrama
fizike u prvome semestru studija. Ovim udZbenikom obuhvacene su elektri¢ne 1
magnetske pojave, elektromagnetski valovi i optika, te zakoni kvantne fizike i nji-
hova uloga u razumijevanju i istrazivanju strukture tvari.

U nastavnome planu i programu predmeta Fizika za studente kemijske tehno-
logije posebno je istaknuta vaznost osnovnih nacela kojima se odlikuju fizicki za-
koni. To su zakoni oEuvanja, principi simetrije, koncept polja, te relativisticki,
kvantnomehanicki i statisticki pristup u tumacenju zakonitosti prirode. Tim je
nacelima prozet i ovaj udzbenik. Pri pisanju udzbenika za studente kemijske
tehnologije i kemijskog inZenjerstva autori su vodili ra¢una da je rije¢ o interdisci-
plinarnom studiju, o studiju koji mora pripremiti studenta za nove tehnologije, a
u njima ¢e fizici pripadati sve znacajnija uloga. Bilo je potrebno voditi rac¢una i
o sadrzajima ostalih predmeta na tom studiju te o predznanjima s kojima buduéi
kemijski inZenjeri dolaze na fakultet. To se djelomi¢no odrazava u strukturi udz-
benika i u metodi¢kom pristupu. U prvom dijjelu, koji se bavi elektromagnetskim
pojavama i optikom, podjednako su zastupljeni fundamentalni pristup, empirijska
znanja 1 tehnicke primjene. U drugom dijelu naglasen je fundamentalni pristup za-
konima o¢uvanja i osnovnim zakonima kvantne fizike, bez kojeg se ne moze zamisliti
puno razumijevanje kemijskih procesa i pojava u svijetu atomskih dimenzija.

Autori su misljenja da student mora biti aktivan sudionik u nastavnom procesu
1 da se steceno znanje potvrduje sposobnoséu postavljanja i rjeSavanja konkretnih
problema. Stoga je udzbenik protkan nizom rijeSenih primjera, koji s njime tvore
nedjeljivu cjelinu. Na kraju svakog poglavlja dan je i izbor pitanja i zadataka
za vjezbu. RijeSeni primjeri protezu se od najlaksih ilustrativnih zadataka, preko
tezih numerickih problema od kakvih se sastoje pismeni ispiti, pa sve do opseznih
i kompleksnih zadataka koji zahtijevaju znatniju primjenu matematike i koji su




VI Predgovor

prikladni kao seminarske teme i referati za nadarenije 1 marljivije studente. U
cijeloj knjizi dosljedno je provedeno nacelo da se matematicki egzaktno obraduju
one teme za koje je to moguce uciniti sluzeci se sadrzajima iz nastave matematike
na prvoj godini studija. Medunarodni sustav jedinica (SI) dosljedno se upotrebljava
u cijelom udzbeniku.

Predavanja su pracena demonstracijskim pokusima i s njima cine jedinstvenu
cjelinu. Opisi tih pokusa takoder su nedjeljiv dio udzbenika, unoseci zorne pre-
dodzbe, koje se — posebno u klasi¢nim granama fizike — ne mogu nadomjestiti
ni¢ime drugim.

U svjetskoj literaturi postoji velik broj dobrih i suvremenih udzbenika fizike.
Autori su se koristili mnogima od njih, prilagodili ih nastavnom programu i ¢ita-
teljstvu kojemu je namijenjen ovaj udzbenik, te ith upotpunili vlastitim iskustvima.
Popis literature nalazi se na kraju knjige.

Na kraju Zelimo zahvaliti svim onim kolegama fizi¢arima koji su konstruktivnom
suradnjom i mnogobrojnim diskusijama pomogli da se uobli¢i suvremeni koncept
nastave fizike i ohrabrili nas u njegovu ostvarenju, kao 1 kolegama kemicarima koji
su uoéili nuznost fundamentalnog 1 interdisciplinarnog pristupa pojavama u prirodi
1 njihovim primjenama. Posebno zahvaljujemo recenzentima prof. dr. B. Emanu,
prof. dr. T. Ivezicu i prof. dr. V. Paaru na konstruktivnim i kritickim primjedbama
kojima su pomogli da sadrzajno 1 koncepcijski ovaj udzbenik poprimi svoj sadasnji
oblik. Svakome tko nas upozori na pogreske 1 propuste koji su se mozda potkrali,
bit ¢emo takoder iskreno zahvalni.

Autori

U Zagrebu, 15. sije¢nja 1989.
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XII Sadr?aj




Elektromagnetske pojave

1. Elektrostatika

1.1. Elektriéni naboji

Proutavanje elektriénih pojava poéelo je jos u 7. stolje¢u pr. n. e. Greki
matematicar i filozof Tales iz Mileta (624-546) uotio je da jantar, natrljan suknom,
privlaéi druge lagane predmete, tj. da se tijela trljanjem mogu naelektrizirati*,
odnosno elektricki nabiti. Potkraj 16. st. engleski lije¢nik William Gilbert (1544~
1603) ispituje svojstva naelektriziranog jantara i drugih tvari i svoja istrazivanja
iz elektrostatike i magnetostatike opisuje u knjizi De Magnete. Americki uéenjak
Benjamin Franklin (1706-1790) je naboj proizveden trljanjem stakla prvi nazvao
pozitivnim, a naboj proizveden na jantaru negativnim. Franklin je smatrao da
tijela sadrze fluid koji trljanjem moze prelaziti s jednoga tijela na drugo: visak toga
fluida ¢ini tijelo pozitivno nabijenim; naprotiv, manjak fluida ¢ini ga negativno
nabijenim, a elektricki neutralna tijela imaju neku odredenu “normalnu” koli¢inu
fluida. U 18. st. francuski fizicar Charles de Coulomb (1736-1806) izmjerio je
silu izmedu dvaju naboja i tako pronasao osnovni zakon elektrostatike. Posebno
je intenzivan razvoj elektriciteta u 19. st. kada Faraday, Ampere, Maxwell i drugi
otkrivaju osnovne zakone elektromagnetizma.

Pokusi pokazuju da postoje dvije vrste elektri¢nih naboja: pozitivni i negativni.

Trljanjem staklenoga Stapa amalgamiranom kozom, Stap postaje pozitivno nabijen. | )\

Sli¢no tome, trljanjem ebonitnoga stapa vunenom krpom, stap postaje negativno
nabijen. Dva nabijena staklena (ebonitna) stapa odbijaju se, dok se nabijeni stak-
leni i ebonitni §tap privlaée. Nadalje, pokusi pokazuju da vunena krpa kojom se
trlja ebonitni stap pritom postaje suprotno (tj. pozitivno) naelektrizirana. Sli¢no je
i s kozom kojom trljamo stakleni Stap; ona postaje suprotno (negativno) nabijena.

Danas znamo objasniti ove pojave. Atomi od kojih je sastavljena tvar sastoje se
od pozitivne jezgre i negativna elektronskog omotaca. Jezgra se sastoji od pozitivno
nabijenih protona i neutralnih neutrona. Elektron i proton imaju jednak naboj po
iznosu, ali suprotna predznaka. Zapravo, sve nabijene elementarne estice imaju

* Korijen ove rijeci dolazi od grékog naziva za jantar (nAexpov).
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po iznosu jednak naboj, bilo pozitivan bilo negativan. To je tzv. elementarni naboj
e; naboj je protona, dakle, +e, a naboj elektrona —e.

Elektri¢ki neutralno tijelo ima jednak broj pozitivnih naboja (protona) i nega-
tivnih naboja (elektrona), pa je ukupni naboj jednak nuli. Ukupni naboj nekog
tijela oznacavat éemo slovom @. Bududi da naboj nastaje zbog viska elektrona
odnosno protona, svaka je koli¢ina naboja uvijek cjelobrojni visekratnik elemen-
tarnoga naboja: _

| Q=Ne | (1.1)
gdje je N cijeli broj*.

Mjerna SI-jedinica naboja je kulon (znak C); to je izvedena jedinica 1 definira
se pomoéu osnovne jedinice ampera (1 kulon = 1 ampersekunda).

Naboj 1 kulon sadrzi 6,2 - 10'® elementarnih naboja. Elementarni naboj iznosi:

e=1,602-10"1°C.

To je naboj jednog protona i katkad se naziva i atomskom jedinicom naboja. Elek-
tron ima po iznosu jednak naboj, ali suprotnog predznaka, tj. —

izolator

kuciste

N i
1 \listic

elektroskop elektrometar

a) b)

Slika 1.1. Elektroskop i elektrometar

Elektroskop (sl. 1.1.a) sastoji se od metalnoga ku¢ista u obliku valjka u kojemu
je metalni stap s dvama tankim zlatnim (ili aluminijskim) listi¢ima. Stap je od
Kudista 1zoliran dobrim izolatorom (jantarom, teflonom, porculanom i sl.). Kudiste
je uglavnom uzemljeno. Na drugome kraju stapa moze biti okrugla ploéica, kuglica
Tsl '

Kada nabijeno tij_jglo dodirne kuglicu elektroskopa, listii se raSire. Ako je

rijec o negativno nabijenom ebonitnom stapu, elektroni s njega prelaze na kuglicu,

* Americki fizicar R. Millikan (1886-1953) precizno je izmjerio naboj elektrona (godine 1909) i
pokazao da je svaki elektriéni naboj kvantiziran, tj. da se sastoji od elementarnih naboja (v. str.
62).
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odnosno na listiée elektroskopa i nabiju ih negativno; negativno se nabijeni listici
oabijaju—Slicno se dogada 1 kada pozitivno nabijeno tijelo dodirne elektroskop:
listiéi se nabiju pozitivno i razmaknu. Razmak izmedu listi¢a razmjeran je njihovu

naboju. Ako elektroskop bazdarimo, dobivamo instrument za mjerenje elektri¢nih
naboja, tzv. elektrometar (sl. 1.1.b).

Vodiéi i izolatori. Ako kuglicu i kuéiste elektroskopa medusobno spojimo nekim
metalnim predmetom (npr. komadiéem Zice), elektroskop ce se izbiti i listici ce
se skupiti. Naprotiv, ako kuglicu i kuéiste spojimo staklenim, porculanskim ili
ebonitnim tapom, listi¢i se neée skupiti, tj. elektroskop ce ostati nabijen. Metali
su vodiéi, a staklo, porculan i sl. su izolatori.

Materijale s obzirom na elektri¢na svojstva mozemo podijeliti na vodiée i izola-
tore. Dobri se vodiéi od dobrih izolatora u vodljivosti razlikuju ¢ak za faktor 10%°.
Dobri su vodi¢i metali, vodene otopine soli, kiselina i luzina, a dobri su izolatori
keramika, staklo, ebonit, jantar, sumpor itd.

Dobru vodljivost metala mozemo shvatiti ako uzmemo u obzir njihovu mikro-

. skopsku strukturu. Atomi su metala poredani u kristalnoj resetki. U vanjskoj

J
!

su ljusci atoma metala uglavnom jedan ili dva elektrona. Ti su valentni elektroni
pod utjecajem privlacnih sila vise jezgara, slabo su vezani i nazivamo ih slobodni
elektroni. Oni su lako pokretljivi u kristalno) resetki 1 mogu sluziti kao nosioci
elektri¢noga naboja. Zato su metali dobri vodici elektriciteta. .

Tvari sastavljene od iona, dok su u évrstome agregatnom stanju (ionska kristalna
resetka), losi su vodiéi, jer su ioni &vrsto fiksirani na svojim mjestima u kristalnoj
resetki. Medutim, ako te tvari otopimo ili rastalimo, ioni ée postati pokretni i takve
ée tekuéine (elektroliti) postati dobri vodici. Dobivene elektrolitske otopine imaju
slobodne nosioce naboja obaju predznaka, za razliku od metala gdje su slobodni
nosioci naboja samo elektroni.

Tvari koje nemaju slobodnih nosilaca naboja (elektrona ili iona) nazivaju se
izolatori. U njima su svi elektroni povezani za svoje atomske jezgre jakim silama
pa se vrlo tesko mogu otrgnuti od atoma kojemu pripadaju. Zbog toga izolatori ne
vode elektri¢nu struju. Izolatore jo§ nazivamo i dielektricima.

Ima tvari s elektri¢nim svojstvima izmedu dobrih vodica i izolatora, a to su
poluvodiéi. Vodljivost se poluvodita moze mijenjati u siroku intervalu dodava-
njem primjesa ili mijenjanjem temperature i sl. Ovdje su nosioci naboja negativni
elektroni i tzv. pozitivne Supljine. Najvazniji su poluvodidi silicij, germanij, selen
itd.

Raspodjela naboja. U elektrostatici se esto koristimo pojmom tockasta naboja.
To su nabijena sitna tijela (npr. kuglice) kojih se dimenzije mogu zanemariti pa
moZemo smatrati da je sav naboj u jednoj tocki.

Ako naboj nije tockast, nego kontinuirano rasporeden na nekom tijelu (ili kon-
tinuirano ispunjava promatrani prostor), korisno je definirati gustocu naboja. S
obzirom na raspodjelu naboja u prostoru, razlikujemo prostornu, plosnu i linijsku
gustocu.
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Da bismo odredili prostornu gusto¢u naboja, odaberimo mali volumen AV koji
je dovoljno malen da bi u njemu gustoca bila konstantna, a dovoljno velik da se
moze pretpostaviti da ga naboj AQ ispunjava jednoliko. (Volumen AV mora biti
znatno veéi od dimenzija atoma.)

Prostorna gustoca naboja ¢ definirana je relacijom:

e

o= m AV T av (12)

Ukupni naboj @ u prostoru volumena V ratuna se pomocu prostornog integrala:

Q= /ff gdV (1.3)
Vv

Prostorna je gustoca vazna u slucajevima kada postoji prostorni naboj, kao npr. u
poluvodi¢ima, plinovima, elektronskim cijevima itd.

Kod nabijenih vodiéa sav je naboj uvijek na povrsini vodi¢a. Da bi se odredila
plosna gustoéa naboja, na plohi se odabere dovoljno mali element povrsine AS
na kojoj se nalazi naboj AQ i gustoca se ra¢una pomocu relacije:

_ . AQ_dQ
= s AS ~ dS (L4

Linijska gustoca naboja neke zice, tankog valjka 1 sl. odreduje se izrazom:

. AQ dQ
A= —_—= 1.
A AL T W (L-6)
gdje je dl infinitezimalno mali dio te Zice, a d@ naboj na tom dijelu Zice.
Sli¢no prostornom naboju rasporedenom u nekom volumenu, ukupni plosni i
linijski naboj moze se odrediti integralima:

Q:/fcrdS,
S

i (1.6)
Q= [l
/

Raspored naboja na vodi¢u moZemo ustanoviti pokusom. Tijelo u obliku me-
talnoga supljeg valjka (sl. 1.2) nabijemo staklenim stapiéem. Malom metalnom
kuglicom na drsci od izolatora mozZemo prenositi naboj s razlic¢itih mjesta vodic¢a u
¢asicu elektroskopa.

Tako npr. mozemo vidjeti da je plosna gustoéa naboja veéa na mjestima gdje
je radius zakrivljenosti manji. Napose je gustoéa naboja velika na §iljcima (npr.
tocka 3 na sl. 1.2). U unutrasnjosti vodi¢a nema naboja (o4 = 0) pa zaklju¢ujemo
da je u vodi¢ima sav naboj na povrsini.
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Slika 1.2. Raspodjela naboja na nabijenom vodi¢u

Kada nabijenu kusalicu (metalnu kuglicu na drsku od izolatora) unesemo u
metalnu Casicu na elektroskopu i dodirnemo je iznutra, sav elektriéni naboj prijede
na vanjsku povrsinu caSice i na Stap elektroskopa, a kusalica ostane bez naboja.
Na tom nacelu rade zastitne zicane mrezice (Faradayev kavez); elektri¢ni uredaji
unutar takvih zastitnih mrezica zastiéeni su od vanjskih elektri¢nih utjecaja.

1.2. Coulombov zakon

Eksperimentalna je Einjenica, veé odavno poznata, da se istoimeni elektricni
naboji odbijaju, a raznoimeni privlage.

Charles Coulomb* prvi je izmjerio silu izmedu dviju nabijenih kuglica (1785) i
utvrdio ovisnost te sile o nabojima i o njihovoj udaljenosti.

Silu izmedu dvaju naboja Coulomb je izmjerio pomoéu torzijske vage, kasnije u
njegovu East nazvane Coulombovom vagom. (Kasnije, g. 1798, upotrebom sli¢nog
uredaja Cavendish je odredio gravitacijsku konstantu.) :

Na sl. 1.3. prikazan je princip mjerenja elektri¢ne sile pomoéu torzione vage.
Na laganoj 8ipci od izolatora nalazi se nabijena metalna kuglica naboja Q;. Sipka
visi na zici poznate torzijske konstante. Kada se prvoj kuglici (naboju @;) priblizi
druga nabijena kuglica nabijena istoimenim nabojem Q, kuglice ce se odbiti 1
zbog toga Ce se Zica uviti za odredeni kut ¥. Mjereéi otklon ¥ i poznajudi torzionu
konstantu Zice, moze se izratunati sila kojom se medusobno odbijaju naboji Q; 1
Q2. Eksperiment se moze izvesti i tako da se jedna od kuglica nabije nabojem Q i
zatim njome dodirne druga jednaka kuglica. Buduéi da su metalne kuglice jednake

* Charles Augustin Coulomb (1736-1806), francuski inZenjer
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veli¢ine, obje su se kuglice dodirom nabile jednakim nabojem

0 @
Q=Q=7

i zbog elektri¢ne se sile odbijaju. Uvijajuéi zicu, kuglice se mogu priblizavati. Tako
se moze i izmjeriti kako odbojna sila medu njima ovisi o udaljenosti.

iy
-0
L/‘

Slika 1.3. Coulombova torziona vaga

Na osnovi tih mjerenja Coulomb je zakljucio da je elektrostatska interakcija
(sila) izmedu dvaju tockastih naboja proporcionalna produktu njihovih naboja, a
obrnuto proporcionalna kvadratu njihove udaljenosti. Smjer sile uzduz je pravca
koji spaja te naboje.

To je Coulombov zakon:

Fip = k% (1.7)
ili, pisano vektorski,
Fio = k8225, (18)

pri ¢emu je r udaljenost totkastih naboja, 7y jediniéni vektor na spojnici naboja
usmjeren od Q1 do @2, a Fi3 silanaboja Q1 na naboj @3 (sl. 1.4). Silanaboja @2 na
naboj @1, Fat, po iznosu jednaka je sili ﬁlg, ali je suprotnoga smjera (17".12 — —F"gl).
Kada primjenjujemo jednadzbu (1.7), naboje treba uvrstavati s njihovim predzna-
cima. Dobivena pozitivna vrijednost za silu, odgovara odbojnoj sili, a negativna
vrijednost privla¢noj sili.
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Slika 1.4. Coulombova sila izmedu dva naboja

Konstanta k u izrazu (1.7) ovisi o sredstvu koje okruzuje naboje 1 za vakuum
(a priblizno i za zrak) iznosi:

ko = 8,988 - 10° Nm?’C~2 ~ 9-10° Nm2C~2.

Obi¢no se konstanta k piSe u obliku k = 1/47¢, gdje je ¢ dielektriéna konstanta
sredstva.
(U literaturi nailazimo na razli¢ite nazive za ¢: dielektri¢nost, dielektri¢na kon-
stanta, permitivnost i konstanta influencije.)
U vakuumu je dielektri¢nost eg = 8,85 - 10~12 C2N-1m—2.
Ako je izmedu naboja neki izolator (dielektrik), eksperimenti pokazuju da je
sila manja. Relativna dielekiriéna konstanta dielektrika
Er = —
€o
je broj koji nam kaze koliko je puta kulonska sila izmedu dvaju naboja manja u
izolatoru nego u vakuumu. Tako je za zrak e, = 1,0006 (priblizno 1), za parafin
2,2, vodu 81 itd.
Kada su dva tockasta naboja Q1 i Qy u dielektriku relativne dielektri¢ne kon-
stante €., Coulombov zakon glasi:
= I QiQ:
To

Fip =
dmwepe, 12

(1.9)

Slika 1.5. Princip superpozicije za elektriénu silu

Ako na naboj @ djeluje vise naboja Q;, Q,, ...Q, (sl. 1.5), tada je ukupna sila
Jednaka vektorskom zbroju sila kojima svaki od naboja @; djeluje na naboj Q:

- — - — - 3 QQ" -
=R +F conde = 5500 ,
Fx=F+F+F+- -+ iy (1.10)
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To je natelo superpozicije koje vrijedi zato §to sila izmedu dvaju naboja ne ovisi 0
prisutnosti ostalih naboja.

/ 04
r -

Slika 1.6. Uz proracun sile izmedu dva nabijena tijela

Coulombov zakon u obliku (1.7) vrijedi za tockaste naboje. Ako naboj nije
tockast veé kontinuirano rasporeden na nekom tijelu (sl. 1.6), tada silu kojom to
nabijeno tijelo djeluje na neki tockasti naboj Q' mozemo izratunati tako da tijelo
podijelimo na mnogo infinitezimalnih elemenata naboja d@ (koji se mogu smatrati
tockastim nabojima). Sila dF' kojom naboj dQ djeluje na naboj Q', je prema
Coulombovom zakonu:

!
F=s T s (1.11)

r2

Sluzeéi se nacelom superpozicije, ukupnu silu ra¢unamo integralom

F= f dF (1.12)
Q

gdje je integracija preko ¢itave raspodjele naboja.

Primjer 1.1.

Kolikom se elektri¢nom silom privlae proton i elektron kada su na uda-
ljenosti 0,05 nm? Usporedite elektri¢nu i gravitacijsku silu izmedu protona
i elektrona.

Primjenom Coulombova zakona dobivamo da je privlaéna elektri¢na sila
izmedu protona i elektrona:

—e?

=g -92.10"8N.
0

e

Gravitacijsku silu izra¢unavamo iz Newtonova zakona gravitacije:

1,y Nm? 9,1-10~3'kg 1,67 - 10~2"kg

F,=-
9=-C kg? 25 - 10-22m?

= —6,67-10"

memyp
r2

F,=-4,1-10"%"N

(Uotite formalnu sli¢nost Newtonova i Coulombova zakona.)
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Omjer izmedu elektri¢ne i gravitacijske sile ne ovisi o udaljenosti:

2

€
e ,
S MtEar . F =23.10%.
Fg i % 47r£gGmemp
r

Gravitacijska sila izmedu nabijenih elementarnih Cestica zanemarivo je mala
u usporedbi s elektriénom (kulonskom) silom.

Primjer 1.2.
U dva vrha A i B istostraniénoga trokuta, stranice a = 10~ °m, nalaze se
protoni, a u treéemu vrhu C, elektron. Kolika je rezultantna sila na elektron?

Slika 1.7.

Sila je izmedu naboja Q4 1 Q¢ (protona i elektrona):

QAQC —e? -10
Iy = = =-=23-10 N.
L™ 4rega? ~ 4Amegal 3

Sila je izmedu naboja @p 1 Q¢ (protona i elektrona):

_ QBQc _ —e? _ -10
B = Amega? = 4megal 43 W=N.

Sile F, i F, jednakog su iznosa ali razliitoga smjera i medusobno zatvaraju
kut od 60°. Rezultat je njihova vektorskoga zbroja sila F', iznosa:

F = 2F; cos30° = V3F; = 3,98-1071°N.

Smjer sile F' oznaéen je na sl. 1.7.
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1.3. Elektriéno polje

Sliéno kao i za gravitacijsku silu, i ovdje ¢emo uvesti pojam polja i razmatrati
interakciju naboja i elektricnog polja. Na taj nacin direktno djelovanje jednog
naboja na drugi zamjenjujemo indirektnim djelovanjem posredovanjem elektri¢noga
polja koje stvara prvi naboj u svojoj okolini.

Zbog prisutnosti naboja, prostor oko naelektriziranoga tijela mijenja svojstva 1
postaje elektri¢no polje u kojemu se ocituje elektricno djelovanje toga tijela. Da
bismo ispitali postoji li u nekoj tocki prostora elektricno polje, dovodimo mali
pokusni naboj Q' u tu toc¢ku; ako na naboj Q' djeluje sila, tada u toj tocki prostora
postoji elektricno polje.

Vektor jakosti elektri¢noga polja E definiramo kao omjer izmedu elektriéne sile
1 naboja:

F
Q

Smyjer elektri¢noga polja E definira se smjerom elektricne sile kojom to polje djeluje
na pozitivni elektriéni naboj u toj tocki. Jedinica za jakost elektricnoga polja je
njutn po kulonu, N/C.

E= (1.13)

3
T

2 i

Q
Slika 1.8. Uz definiciju elektri¢nog polja

Izra¢unajmo polje totkastoga naboja @) na udaljenosti r, tj. u toc¢ki T na sl.
1.8. Dovedimo u to¢ku T pokusni naboj @’ i odredimo silu kojom polje djeluje na
pokusni naboj Q’. Prema Coulombovom zakonu je:

1 Q@ .

0

4me 12

F

gdje je 7o jediniéni vektor usmjeren od naboja @ prema @’. Jakost je elektri¢noga
polja E = F /@', ili:

&=

-9 =
o 4,71‘61’2 o (114)

Primjer 1.3.
Koliko je elektriéno polje protona na udaljenosti od 0,05 nm? Kolika bi
bila sila na elektron u toj tocki?
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Elektriéno je polje na udaljenosti » = 0,06 nm od tockastog naboja (pro-

tona):
et 8.
dmeg 2
_ 1 e _ 1,6 -10~1°C B
"~ dmeo r? T 47 -8,85-10-12C?/(Nm?) - 2,5 - 10-2Im?
N
_ a1l Y
= 5,76 - 10 ok

Kada se elektron nade u toj tocki prostora, na njega djeluje elektriéna sila:
F=—eE=-16-10"°C-576-10"' NC™'1 = -92.10"3N.

Zbog negativnog naboja elektrona smjer je sile suprotan smjeru polja. Ne-
gativna vrijednost za silu pokazuje da je sila izmedu protona i elektrona
privlacna.

Usporedujucéi taj primjer s primjerom 1.1. uoavamo da se elektri¢na sila
1zmedu naboja mozZe racunati na dva nacina, pomocu Coulombova zakona i
pomocu elektri¢noga polja.

Za sustav od dvaju ili vise tockastih naboja vrijedi naéelo superpozicije polja:
rezultantno polje jednako je vektorskom zbroju polja pojedinih naboja, sto proizlazi
iz izraza (1.10) za ukupnu silu na tockasti naboj:

—

E'uk=E'1+E'z+---+En
L ZQ"’ (1.15)

47rs

Ako je naboj kontinuirano rasporeden po nekom tijelu, podijelimo ga u male ele-
mente naboja d@ 1 polje, umjesto sumom, raéunamo integralom po ¢itavom naboju:

5 1 dQ .
£ = 47r€ ?2—' ro (116)
Q

Elektri¢no polje mozemo zorno predociti silnicama* (sl. 1.9. i1 1.10). Elektri¢ne
silnice (linije elektri¢noga polja) zamisljene su krivulje kojih tangente u bilo kojoj
tocki leze na pravcu polja u toj tocki. Smjer tangente na silnicu daje smjer Eu
toj tocki, a gustoca silnica razmjerna je jakosti elektri¢nog polja; na mjestima gdje
su silnice gusce elektri¢no je polje jace i obratno. Kroza svaku to¢ku prolazi samo
jedna silnica, pa je smjer elektri¢cnog polja odreden jednoznaéno.

* Engleski fizicar Michael Faraday (1791-1867) prvi je uveo pojam silnice radi zorna opisivanja
elektri¢nih i magnetskih polja
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a) b)

Slika 1.9. Silnice tockastog naboja radijalni su pravci koji izviru iz pozitivnog a) odnosno poniru
u negativni naboj b)
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Slika 1.10. Silnice dvaju naboja a) istog i b) suprotnog predznaka, tzv. elektricnog dipola

Homogeno elektriéno polje ima isti iznos i smjer u svim tockama pa su sil-
nice takva polja paralelni ekvidistantni (jednako udaljeni) pravci. Homogeno polje
najlakse je ostvariti pomoéu ploéastoga kondenzatora. To su dvije medusobno izoli-

+0

izolator

—

#

izolator

[EEEEIXERE R X

|

Y

|
\]_II:IIIIIIIIIl

Slika 1.11. Silnice homogenog polja plo¢astog kondenzatora
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rane metalne ploce jednake povrsine. Ako jedna plo¢a ima naboj +@Q, onda druga
ima naboj —Q. Na sl. 1.11. silnicama je prikazano elektri¢no polje plo¢astoga
kondenzatora.

Silnice su medusobno paralelni i jednako udaljeni pravci koji izlaze okomito iz
pozitivne ploée i ulaze u negativhu. Ako zanemarimo rubove, mozemo reéi da je
elektriéno polje plotastoga kondenzatora homogeno, tj. u svakoj tocki jednako po
iznosu i po smjeru (E = konst.), dok izvan kondenzatora polja nema.

Primjer 1.4.

U dva vrha A i B istostraniénoga trokuta (a = 10~° m) nalaze se protoni,
a u tre¢em vrhu C, elektron. Koliko je elektri¢no polje u to¢ki C? Kolika je
sila na elektron?

Slika 1.12.

Elektricno polje u tocki C dobije se vektorskim zbrajanjem elektri¢nih
polja sto ih stvaraju protoni u tocki A i B:

E = El + E.2
Polja E; i E, imaju isti iznos, ali razli¢it smjer; kut je izmedu tih dvaju
vektora 60°. Iznos im je :
e i
E]_ = Ez =k - |
a

e

Rezultat je vektorskog zbroja Ey + E, vektor E ¢iji je smjer oznaden na sl.
1.12, dok je iznos

k N
E = 2B, cos30° = V3E; = V3= = 249. 10°5.
Sila na elektron F = —eE bit ée u suprotnome smjeru od E, jer je naboj

elektrona negativan 1 iznosit Ce:

F = —eF
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F=-16-10"1°C-249-103 NC™1 = 3,98 -1071°N.

Usporedite taj primjer i primjer 1.3.

Primjer 1.5.
Dugacki tanki tap od izolatora nabijen je pozitivnim nabojem jednolike

linijske gustoée X. Odredite jakost elektri¢noga polja u to¢ki P na udaljenosti
d od stapa (sl. 1.13).

y
—rdE
d&y 4|
{ P d&
d
FTTITITTISILEE o
dx X
Slika 1.13.

Odaberimo os z koordinatnoga sustava duz stapa, a os y okomito na
stap. Jakost elektri¢noga polja dE koju proizvodi nabijeni dio vodi¢a dz na
udaljenosti r od tocke P dana je izrazom:

1 dQ _, dQ _, Mz

dE=41reg 2 0_1'-2_:k0r_2'
Komponenta toga polja u smjeru osi z iznosi:
dE, = —dFE cos?
dE; = —ko (—1;(2—?- cos ¥ = —ko _,\d:c_z cos

(a5)
sin v

Adcos9dd ko)

dE; = kg - T = = cos ¥ dJ
sin'¥ —
sin® J
Ukupno polje E integral je toga izraza u granicama J=1; do ¥ =13
T koA
Ey = -z— cos 9 dd
U1

ko
E.= -:}—(sin Yy —sin ;)




[
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Ako je duljina vodi¢a I mnogo veca od udaljenosti d (I > d), tada je
191%7]’1 192%0 1 E,,-: .
Komponenta je elektri¢noga polja u smjeru osi y:
L. Adz Ad dJd koA .
dEy =dEsind = ko 3 sind = —kg £ iy = 7 sin ¥ d9.
sin?
Ukupno polje E, dobivamo integriranjem:
kod [ ko
E,= ——-3,— sind dJ = —;—(cos Uy — cos ).
¥,
Bududi da je
(:03192:—1/2-—{? cosﬂlz—%,
2 2, ¢
\/ 4%+ 2 d” + 1
to je
- Al |
Y7 2meod \/AdZ 112
a ako je I > d, tada polje iznosi:
B A l A 1 A
T 21eod /442 F12 2meod d\ 2 "~ 2meod
4 (_) +1
l
Taj rezultat dobivamo i uvritavanjem granica integracije, ¥; = w; ¥ =10,
tj. uzimajuci u obzir da je vodi¢ beskonaéno dugaéak.

1.4. Elektriéna influencija

Ako neutralni komad metala (vodi¢a) priblizimo nekom nabijenom tijelu (npr.
pozitivno nabijenoj metalnoj kugli), na slobodne elektrone u metalu djelovat ée
elektri¢na sila, oni ¢e se pomaknuti i jedna ée strana vodica postati pozitivno nabi-
Jena, a druga negativno, kao sto pokazuje sl. 1.14. (Kada tijelo udaljimo od ..
nabijene kugle, ono ponovno postaje neutralno.) Na strani vodica blizoj pozitivno = |
nabijenome tijelu pojavit ¢e se visak negativna naboja, a udaljenija ée strana postati ~*
pozitivno nabijena. Takvo razdvajanje naboja na vodi¢ima koji su u okolici nabi-
Jenih tijela nazivamo elektri¢nom influencijom*, a opisano djelovanje elektri¢nog

* influere (lat.) — utjecati
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metal
. metal
* *
+ 4+ * ey *s
+ + 4 i + 4
*e s 4 4 - +Y
- +
* + + @
+ +

[P izolator/

Slika 1.14. Elektri¢na influencija

polja influencijskim djelovanjem. Opisat ¢emo kako se elektricnom influencijom
moze nabiti elektroskop.

Kada negativno nabijeni ebonitni stap primaknemo elektroskopu, listi¢i ce se
zbog influencije ragiriti (sl. 1.15). Kada tap odmaknemo, listici Ce se skupiti. Pri-
blizavanjem negativno nabijenoga stapa slobodni elektroni iz ploéice elektroskopa
otidu u listiée, listiéi postaju negativno nabijeni i zbog toga se razmaknu. (Ploéica
elektroskopa postaje pri tom pozitivno nabijena.)

v

/N

Slika 1.15. Nabijanje elektroskopa influencijom

Ako nakon toga prstom taknemo plocicu elektroskopa (drzeéi stalno negativno
nabijeni stap u njezinoj blizini), tj. uzemljimo je, listi¢i se skupe jer visak elektrona
ode u zemlju. Ako odmaknemo prst, a zatim i nabijeni ebonitni stap, elektroskop
ostaje pozitivno nabijen. Tako se elektroskop moze nabiti pomoéu elektri¢ne influ-
encije, a da ga pri tom ne dodirnemo nabijenim tijelom.
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Negativno nabijenim ebonitnim stapom elektroskop se influencijom nabija po-
zitivno. Sli€no se elektroskop pozitivno nabijenim staklenim stapom mozZe nabiti
negativno. Naprotiv, ako nabijenim stapom dodirnemo ploéicu elektroskopa, elek-
troskop se nabija onim nabojem kojim je nabijen &tap.

. )
1.5. Vektor elektri¢noga pomaka D I" 3)

Elektri¢no polje moZemo opisati pomoéu sile na odredeni pokusm naboj u nekoj
tocki toga polja. U tu svrhu definirali smo vektor jakosti elektri¢nog polja E. Sada
¢emo definirati jo§ jednu fizikalnu veli¢inu za opisivanje elektri¢noga polja — vektor
elektricnog pomaka D kojim se odreduje influencijsko djelovanje polja na , tijelo koje
se unese u to polje.

Ako komad metala (metalnu plogicu) unesemo u elektriéno polje (npr. ho-
mogeno polje plocastoga kondenzatora na sl. 1.11), na slobodne elektrone u metalu
djelovat Ce elektricne sile i oni ce se gibati suprotno smjeru polja i skupiti na strani
metala okrenutoj prema pozitivnoj plo¢i kondenzatora. Tako ée jedna strana me-
tala postati pozitivno, a druga negativno nabijena. To je veé spomenuta pojava
elektri¢ne influencije na metalima u elektriénome polju.

Razmotrimo o ¢emu ovisi influencijsko djelovanje elektncnoga. polja Ocito je
da ée influencijsko djelovanje polja biti jace ako je jakost polja E veéa. Da bismo
kvantitativno ispitali influencijsko djelovanje elektri¢noga polja, upotrijebit éemo
Maxwellove dvoploce. To su dvije vrlo tanke okrugle metalne ploée s drskom od izo-
latora (sl. 1.16. a). Kada ih, drieéi ih za drske priljubljene jednu uz drugu, unesemo
u elektri¢no polje, izmedu ploca plocastoga kondenzatora (sl. 1.16.b) influencirat
¢e se na njima elektricni naboj. Ako su paralelne s ploéama kondenzatora, onda se
ona prema pozitivnoj plo¢i nabije negativno, a ona prema negativnoj ploéi — pozi-
tivno. Ako se ploce rastave dok su jos u polju i izvade se iz polja, na svakoj se od
njih moze izmjeriti (npr. pomocu balistickog galvanometra) koli¢ina influenciranog
naboja.

1 1]

1t

Maxwellove
dvoploce

a) | b)

Slika 1.16. Maxwellove dvoploce

Mjerenja pokazuju da je influencirani naboj najveéi kad su plo¢ice usporedne s
plocama kondenzatora i da je to vedi sto je povriina plo€ica veca.
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Da bismo opisali_influencijsko djelovanje elektriénoga polja, uvodimo vektor
elektri¢cnog pomaka D, &iji iznos definiramo relacijom:

AQmaks
AS

gdje je AQmaks najvedi influencirani naboj na jednoj od plo¢ica, a AS povrsina
na kojoj se taj naboj nakupio influencijom. Dakle, iznos vektora D jednak je
gustodi maksimalno influenciranoga naboja na povrsini metala u elektri¢nome polju.
Smjer vektora D odreden j je smjerom normale na pozitivnu dvoplo¢u kad je ona
orijentirana tako da se na njoj dobije maksimalna gusto¢a influenciranoga naboja.
U literaturi susre¢emo vise naziva za vektor elektri¢noga pomaka: vektor influ-
encijskoga djelovanja, vektor gustoce elektriénoga pomaka, vektor elektri¢ne induk-
cije, vektor gustoce elektri¢cnoga toka ili sasvim kratko vektor D. Jedinica za D j je
kulon po éetvornom metru, C/m?.
Ako povrsinu ploéice prikazemo kao vektor AS (smjer toga vektora okomit je
na pozitivnu dvoplocu), tada je:

D: (1.17)

AQ=D-AS ' (1.18)

Vektor D ovisi o elektricnom polju i o sredstvu koje se nalazi u tom polju.
Pokazalo se da je veza izmedu D i E za izotropni izolator (tj. onaj koji u svim
smjerovima ima jednaka elektri¢na svojstva):

- —

D =eoe E =¢E (1.19)

U vakuumu je ta veza jos jednostavnija:

-

D=¢gkE (1.20)

U vakuumu i u izotropnome dielektriku D 1 E' imaju isti smjer. (Za neizotropne
izolatore veza je slozenija — € nije skalarna, ve¢ tenzorska velicina.) U vakuumu

nema bitne fizikalne razlike izmedu vektora D i E i za opisivanje elektricnoga polja
upotrebljava se samo jedan od njih (obiéno E). U materijalu (dielektriku) vektor
D dio je elektriénoga polja koje je uzrokovano slobodnim nabojima, dok je vektor
E u vezi sa svim nabojima, slobodnim i polanzlranlm (v. odjeljak 1.17).

Sliéno kao sto jakost elektri¢noga polja E prikazujemo silnicama (E-linijama),
mozemo i vektor D prikazati silnicama, tzv. D-linijama. U slu¢aju polja u vaku-
umu, D- i1 E-linije se podudaraju.

1.6. Elektric¢ni tok

U hidrodinamici smo tok nestlacive tekudine (npr. vode) definirali kao povrsinski

integral brzine:
g= //ﬁ'-dé’ (1.21)
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gdje je tok g izrazen u m3/s.

Osim za brzinu, tok se moze definirati i za neke druge vektorske veliine, npr.
elektri¢no i magnetsko polje.

Elektri¢ni se tok definira jednadzbom:

=/ D-dS (1.22)
)

gdje je D vektor elektri¢nog pomaka, dS vektor ¢1j1 je iznos element povrsine dS,
a smjer mu je u smjeru normale na tu povrsinu. Zamislimo najjednostavniji sluaj:
silnice homogenoga elektri¢nog polja upadaju okomito na zamisljenu ravnu plohu
povrsine S (sl. 1.17.a). (Vektor S ima iznos povrsine, a smjer normale na povrsinu.)

A D, N
__|: —“E*f T
a) b)

Slika 1.17. Elektricni tok

Elektri¢ni tok kroz tu povrsinu S definira se u ovom slu¢aju produktom:
¢ =DS (1.23)

Ako je kut ¥ izmedu normale na povrsinu (odnosno vektora S ) 1 silnica razli¢it od
nule (sl. 1.17.b), tada je tok manji i iznosi:

&=DScosd=D-§ (1.24)

U elektromagnetizmu Cesto razmatramo elektricni tok kroz zatvorenu plohu
(kuglu, valjak, itd.).

Zamislimo zatvorenu plohu proizvoljnoga oblika povrsine S (sl. 1.18) i odredimo
elektri¢ni tok kroz tu plohu. Buduéi da u opéenitom slucaju elektri¢no polje nije
konstantno u svim tockama plohe S, plohu éemo podijeliti na male povriine AS,
tako malene da ih mozemo smatrati ravnima i da bismo mogli pretpostaviti da je
polje konstantno u svakoj tocki na AS. Takoder éemo definirati vektor AS kojemu
je iznos AS, a smjer odreden smjerom vanjske normale 7 na tu povrsinu.

Tok vektora D kroz zatvorenu plohu povrsine S dobijemo zbrajanjem produkata
D - AS za sve elemente povrsine AS, t].

®=D,-AS + Dy -AS; + D3 - ASs+...= Y D; - AS, (1.25)
i
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Slika 1.18. Elektri¢ni tok kroz zatvorenu plohu

Toéan rezultat dobivamo tek u grani¢nom slucaju, kada svaki AS; tezi prema nuli,
tj. dvostrukim (povrsinskim) integralom:

¢= lim Eﬁ;-AS}:ﬁﬁ-dS’ (1.26)

Dakle, elektri¢ni tok kroz zatvorenu plohu S jednak je povrsinskom integralu ska-
larnoga produkta D-dS preko te plohe.

Cesto tok elektri¢noga polja zorno predo¢ujemo brojem silnica koje prolaze kroz
promatranu plohu; pritom se silnice koje ulaze u zatvorenu plohu raéunaju kao
negativne, a one koje izlaze kao pozitivne. Kada iz plohe izlazi onoliko silnica
koliko ih je u plohu uslo, ukupni je tok nula. Iznos vektora D moZe se zorno
predoc1t1 brojem silnica kroz jedini¢nu okomlt.u povrsinu. Sada nam je jasniji 1
naziv gustoca elektncnoga. toka za vektor D. Buduéi da se D izrazava kulonom po
¢etvornom metru, C/m?, a povrsina éetvornim metrom m?, jedinica je za elektriéni
tok — kulon, C, dakle, jednaka je jedinici naboja.

1.7. Gaussov zakon

Veza izmedu elektri¢nog polja i naboja koji ga proizvodi moze se izraziti jed-
nostavnom i korisnom relacijom, tzv. Gaussovim zakonom, do kojega dolazimo
razmatranjem elektri¢noga toka.

Pogledajmo koliki je elektriéni tok tockastoga naboja @ kroz neku zatvorenu
plohu povrsine S. Radi jednostavnosti pretpostavimo da je zamisljena ploha kugla
u sredidtu koje je pozitivni totkasti naboj @ (sl. 1.19).

Elektri¢ni tok u ovom je slucaju lako izratunati. Silnice okomito probadaju
kuglinu plohu, a iznos vektora D Jednak je u svim tockama kugline plohe. Zato je
tok jednak umnosku iznosa vektora Di ukupne povrsine kugle, tj.

@ = 4R?xD (1.27)

gdje je R polumjer kugle.
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Slika 1.19. Elektri¢ni tok totkastog naboja kroz kuglu

Buduéi da se unutar kugle nalazi tockasti naboj @, polje na povrsini kugle 1znosi

Q
E = 1.28
47e R? (%)
a vektor gustoée elektricnoga toka D = ¢F = e P2 je tok
D= Q 4R*7 = Q (1.29)
47 R?

Tok elektriénoga polja kroz neku kuglu razmjeran je naboju unutar te kugle 1
neovisan o polumjeru kugle. MozZe se pokazati da je i u opcenitom slucaju tok
elektri¢noga polja kroz zatvorenu plohu proizvoljna oblika jednak ukupnome naboju
unutar te plohe. —

~Uvrstimo I u relaciju (1.29) izraz za tok (1.26), dobivamo Gaussov zakon za
elektrostatsko polje — osnovni zakon elektrostatike:

e —————— e

b=

ﬁﬁ-dé’: Q (1.30)

Iako je formula (1.30) izvedena jednostavnosti radi za kuglinu plohu, ona vrijedi i
za bilo koju zatvorenu plohu oko naboja.

Kada je u volumenu koji zatvara ploha povrsine S vise tockastih naboja, ukupno
je elektriéno polje zbroj pojedinih polja; tok pojedinih elektriénih polja jednak je
nabojima iz kojih proizlaze ta polja pa je tok ukupnoga elektri¢nog polja jednak
zbroju svih naboja unutar plohe S. Ako unutar plohe nema naboja ili ima jednaka
kolitina pozitivnog i negativnog naboja, ukupni je tok nula jer je @ = 0.

Pomoéu Gaussova poucka (1.30) mozemo izracunati elektri¢na polja jednostav-
nijih konfiguracija naboja.
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Primjer 1.6.

Izracunajte jakost elektri¢noga polja izvan dugatkoga homogeno nabi-
jenog vodica.

Pretpostavimo da je vodi¢ u obliku beskonatno dugatkoga valjka ho-
mogeno nabijen pozitivnim nabojem linearne gustoée A. Zbog simetrije
zakljuéujemo da je elektri¢no polje u svakoj tocki izvan vodica usmjereno
okomito na os vodi¢a. Da bismo izrac¢unali jakost elektricnoga polja, primi-
jenit ¢emo Gaussov zakon.

Kao Gaussovu plohu zamislit éemo valjak polumjera r i duljine d koji kon-
centriéno okruzuje jedan dio vodi¢a kao §to je prikazano na sl. 1.20. Bududéi
da je E u svim tockama plasta paralelno elementu povrsine as zamisljena
valjka i po iznosu jednako u svakoj tocki plasta valjka, to je tok kroz plast
valjka:

®=ES=FE-2rnd.

(Tok kroz osnovice valjka jednak je nuli jer je tu E okomito na d.S, odnosno
E-dS = 0.)

Slika 1.20.

Naboj je unutar zamisljena valjka Q = Ad pa Gaussov teorem daje:

®=F- 2rnd = Q=/\—d,
€ €0
odnosno: 5
BE= .
2meQT

Jakost polja izvan drugoga cilindri¢nog vodica razmjerna je linearnoj
gustoéi naboja A, a obrnuto razmjerna udaljenosti r tocke u kojoj racunamo
polje od osi vodiéa. Ako je vodi¢ nabijen negativno, polje je po iznosu
jednako, ali suprotnoga smjera, tj. usmjereno je prema vodic¢u. Taj smo
primjer na 14. str. rijesili na drukéiji nacin. Usporedujuci ta dva rjeSenja
vidimo prednost upotrebe Gaussova zakona.




1.7. Gaussov zakon

23

Primjer 1.7.

a) Pomocu Gaussova zakona pokazite da je sav naboj naelektriziranoga
vodita na njegovoj povrsini i da u unutrasnjosti vodi¢a nema slobodnog
naboja.

b) Koliko je elektri¢no polje na povrsini nabijenog vodica?

c¢) Izraiunajte ukupni naboj metalne ploée povrsine 1 m? ako je na njezinoj
povrsini jakost elektri¢noga polja 100 N/C?

a) U elektrostatskim uvjetima (a samo takve uvjete ovdje i razmatramo)
elektri¢no je polje unutar naelektriziranog vodi¢a nula. Kad bi, naime, polje
postojalo, slobodni elektroni u vodi¢u gibali bi se pod njegovim utjecajem
(tj. tekla bi struja) sve dok polje ne bi i§¢eznulo. Dakle, elektrostatsko polje
ne moze postojati unutar vodica.

Slicno, kada se vodié unese u vanjsko elektricno polje E, elektricna sila
djeluje na slobodne elektrone i oni se gibaju nasuprot polju pa dio vodica
postaje pozitivno, a drugi negativno nabijen. Tako razdvojeni naboji uzro-
kuju inducirano polje E koje je takvo da je E+E; = 0. Inducirani naboji na
povrsini vodi¢a razmjeste se tako da je ukupno polje unutar vodica jednako

nuli.
Gaussova
ploha
Slika 1.21.
Buduéi da je u svakoj tocci u unutrasnjosti vodi¢a (metala) E = 0,

1 u svakoj ¢e tocci Gaussove plohe, koju zamislimo unutar vodica, polje
15Cezavati, pa i za Gaussovu plohu (sl. 1.21) koja u unutrasnjosti vodica ide
tik uz vanjsku povrsinu metala. Dakle je:

ﬂﬁ-db—":#o-dS:O.
S S

Iz Gaussova zakona slijedi:

ﬁﬁ-d.ﬁ":g:o
€o

S
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te je @ = 0 unutar bilo koje zamisljene zatvorene plohe u vodi¢u. Buduéi
da je vodi¢ nabijen, a u njegovoj unutrasnjosti nema naboja, zaklju¢ujemo
da je sav naboj na njegovoj povrsini.
b) Elektri¢noga polja nema u unutrasnjosti vodi¢a, a na povrsini vodica ne
moie postojati tangencijalna, nego samo normalna komponenta elektricnoga
polja. Elektri¢no polje na povrsini vodi¢a okomito je na povrsinu.
Zamislimo tanki valjak ¢ija je jedna baza povrsine AS unutar vodica,
a druga izvan vodi¢a, obje blizu povriine vodica. Tok elektri¢noga polja
postoji samo kroz vanjsku osnovicu valjka 1 iznosi

DAS =€ EAS.

Prema Gaussovu zakonu, taj je tok jednak naboju unutar valjka. Ako je o
povrsinska gustoéa naboja na povrsini vodica, tada je naboj unutar valjka
ocAS, te je

DAS =eoEAS = 0AS

Vektor elektriénoga pomaka okomit je na povrsinu vodica i jednak povrsinsko]
gustoéi naboja o. Silnice polja izlaze iz povrsine vodica ako je o pozitivna,
a ulaze u vodi¢ ako je o negativan. Jakost elektri¢noga polja u tocki upravo
izvan povrsine nabijenog vodita jednaka je povrsinskoj gustodi naboja podi-
jeljenoj s dielektri¢cnom konstantom.

Metalna plo¢a povrsine AS = 1 m? s obiju strana nabijena je povrsinskom
gustotom naboja o. Sa svake strane elektri¢no polje izlazi okomito iz ploce
i jednako je:

Odatle je:

o=¢eoF =8,85-10"12C>°N"'m~2-.100 NC~' = 8,85 - 10-1°Cm™2.

c¢) Ukupni je naboj na ploci:

Q=2AS=2-885-10""Cm~? -1 m?
Q=18-10"°C= 18nC.
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Primjer 1.8.

a) Koliko je elektri¢no polje sto ga u prostoru stvara jednoliko nabijena
ravnina?

b) Kolika je jakost elektri¢noga polja dviju paralelnih jednoliko nabijenih
ravnina od kojih je jedna pozitivna, a druga (sl. 1.22.b) negativna, tj. jakost
elektri¢noga polja plotastoga kondenzatora?

Slika 1.22. a)

a) Neka je ravna povrsina koje je dio prikazan nasl. 1.22.a nabijena plosnom
gustotom naboja o. Ako je o pozitivna, silnice izlaze okomito iz ravnine,
a ako je o negativna, silnice okomito ulaze u ravninu. Da bismo odredili
jakost elektri¢noga polja, primijenit éemo Gaussov zakon. Kao integracijsku
plohu izabrat ¢emo mali Suplji valjak povrsine baze S kojeg je os okomita
na ravninu (sl. 1.22.a). Primijenimo Gaussov zakon:

ﬁEOEn dS = Q .

S5

Tok je kroz osnovice valjka E - S, a kroz plast valjka jednak je nuli jer je
tu elektri¢no polje usporedno s plastem, odnosno Ej je okomito na vektor ds.
Ukupni je tok kroz zatvorenu plohu valjka @ = 2ES, tj. jednak je toku kroz
njegove dvije osnovice. Naboj je unutar valjka o - S. Primjenom Gaussova
zakona dobivamo:

fleoE-05=3 0

S
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2e0ES =0S
o

E=—.
260

Elektriéno je polje homogeno (silnice su medusobno paralelne 1 okomite na
ravninu) i ne ovisi o udaljenosti od ravnine.

+0 -0
E
E E
e
Slika 1.22. b)

b) Dvije su paralelne ravnine udaljene za d, nabijene povriinskom gustocom
naboja o i —o (sl. 1.22.b). To je zapravo idealni plo¢asti kondenzator. Unu-
tra, izmedu ploéa, elektri¢na su polja od jedne i druge ravnine istoga smjera
i iznosa i rezultatno polje jednako je njihovu zbroju:

o o

N =t

260+260
o
ot

Polja izvan kondenzatora jednaka su po iznosu, a suprotna smjera pa je
rezultantno polje:

Stvarni plocasti kondenzator ima ploce koje su dio ravnine 1 dobiveni rezultat
vrijedi ako je razmak d mali prema povrsini ploca i ako se zanemari uéinak
rubova kondenzatora.

1.8. Elektri¢na potencijalna energija

Sli¢no kao sto smo gravitacijsku silu i polje opisivali potencijalnom energijom
i potencijalom, tako éemo i ovdje uvesti pojmove elektri¢ne potencijalne energije 1
potencijala.
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Medutim, dok se u mehanici &esée koristi pojam potencijalne energije, u elek-
tricitetu se ¢esce koristi potencijal.

Ako se predmet podigne u visinu h iznad tla, obavi se rad protiv gravitacijskih
privlaénih sila i taj rad povecava potencijalnu energiju sistema predmet—Zemlja.
Ako se predmet ispusti i pada prema tlu, potencijalna energija se smanjuje pre-
tvarajuéi se u kineticku energiju. Sli¢no je 1 u elektrostatici. Da bismo povecali
udaljenost dvaju naboja razli¢itog predznaka, potrebno je da okolina obavi rad.
Kad dva naboja razli¢itog predznaka pustimo da se gibaju jedan prema drugome,
ubrzavat ée se 1 potencijalna ¢e se energija pretvarati u kineticku.

o!
B

zs\uq

Slika 1.23. Rad pri pomicanju naboja u polju toékastog naboja

Izraéunajmo rad kada se pokusni naboj @' pomakne iz toctke A u tocku B u
elektricnom polju tockastog naboja @ (sl. 1.23). Na naboj Q' djeluje elektri¢na

sila
Q" .
= 1.31
dreqr? “ ( )
Rad te sile pri pomaku naboja @' 1z A u B jednak je:
B ’ I'Bd
WAB:/ﬁ-dEZQQ -—;-:
4meg T
ra
a1 1
WAB-_-_f_Q,_ (-—-—-——) (1.32)
TEQ B TA

Rad elektriéne sile ovisi samo o poéetnoj i konaénoj udaljenosti naboja @’ od naboja
@, a ne o stazi po kojoj se naboj pomicao. Elektrostatska sila je dakle konzervativna
1 moZe se izraCunati njena potencijalna energija jednako kao i zm 1
druge konzervativne sile:

AEP = LpB — EpA = _WAB

Bop—Boa=39 (i - i) (1.33)

4d7meg \rB Ta
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Ako su npr. naboji suprotnog predznaka, potencijalna se energija povecava kada
se naboji udaljavaju, a smanjuje kada se priblizavaju.

Dogovorom da je potencijalna energija jednaka nuli kad su naboji vrlo daleko
jedan od drugog i zamjenom Ep(rp — 00) = 0 u formuli (1.33) — dobivamo poten-
cijalnu energiju dvaju tockastih naboja @ i @' udaljenih za r:

1 QY

Ame T

Ey(r) = (1.34)
Ako elektriéno polje svojom silom na naboj Q' obavlja rad pomicuéi taj naboj,
Wag je pozitivan. To je npr. kada se dva suprotno nabijena naboja priblizuju. Da
bismo te naboje udaljili potrebno je vanjskom silom djelovati na naboj Q'. Ako je
ta sila jednaka po iznosu, a suprotna po smjeru elektri¢noj sili F 7 = —QE, naboj
se pomiée bez ubrzavanja i rad je te sile:

Wig = —Wap = Epp — Epa (1.35)
gdje je Wyup rad elektricne sile.
Promjena je potencijalne energije:

B
E,p— Epa=—Q' f E-ds5 (1.36)
A

Opéenito, potencijalna energija naboja Q' koji se nalazi u tocki A elektri¢noga
polja jakosti E, jednaka je radu elektri¢ne sile obavljenom pri udaljavanju naboja
@’ iz tocke A u beskonacnost:

Ey(ra) = Q’fE'-ds" (1.37)

Primjer 1.9.

Kolika je elektri¢na potencijalna energija elektrona i protona kada su
udaljeni za 71 = 0,053 nm? Ako se s te udaljenosti r; elektron pomakne na
udaljenost r5 = 0,2 nm, koliko se promijeni potencijalna energija?

Primjenom formule za potencijalnu energiju dvaju tockastih naboja do-

bivamo:
1 e? Nm? (1,6 -10~1° C)?
E, = — — =-8,99-10° =-434-10"187.
P Amey T . C2 0,053-10-°m : 0

Ta se energija moze izraziti i u elektronvoltima, §to se obi¢ava u atomskoj
fizici. Buduéi daje 1 eV = 1,6-10"1° J, to je E, = —27,1 eV.
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U Bohrovu modelu atoma vodika, u osnovnome stanju elektron kruzi oko
protona na udaljenosti 0,053 nm. Dobiveni rezultat daje, dakle, potencijalnu
energiju elektrona u osnovnome stanju vodikova atoma. Predznak minus
dolazi zbog razlicitih predznaka naboja jezgre (protona) i elektrona.

Promjena je elektricne potencijalne energije pri udaljavanju elektrona:

_ @@ (1 1
Al = 47eg (Tg rl)
AE, = 3,456 - 10713 = 21,68 eV.

Naboji su razli¢ita predznaka i1 udaljavaju se, promjena je potencijalne
energije pozitivna, a potencijalna se energija povecava. Uzimajuci u obzir
predznak naboja, dobivamo ispravan predznak za promjenu potencijalne
energije.

1.9. Elektri¢ni potencijal i napon

Sliéno kao sto djelovanje konzervativne sile mozemo opisati potencijalnom ener-
gijom, tako se i konzervativno polje mozZe opisati potencijalom. To smo ucinili u
mehanici, proucavajuéi gravitacijsko polje, a isto cemo sada primijeniti 1 na elek-
trostatsko polje buduc¢i da je ono konzervativno.

Potencijal ¢ neke tocke elektricnoga polja definira se kao omjer potencijalne
energije naboja Q' u toj tocki i tog naboja:

p= %’:— (1.38)

Razlika potencijala dviju tocaka A i B u elektriénome polju naziva se elektri¢nim
naponom U/ 1zmedu tih dviju tocaka:

UaB = 94— ¥B

By =By (1.39)

Uap = T
Prijede li naboj @’ iz tocke A u tocku B elektriénog polja, rad elektriéne sile je
Wap = Q'Uan (1.40)

Definicijska formula (1.38) naznaguje i jedinicu potencijala, a i napona, volt*
(znak: V):

Y = é = kg mzs'2C_1

* Alessandro Volta (1745-1827), talijanski fizi¢ar, poznat po otkriéu prvog galvanskog ¢lanka
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Rad obavljen kada se elektron (ili neka druga Zestica s elementarnim nabojem)
pomakne za razliku potencijala 1 V naziva se elektronvolt (eV). Bududi da elemen-
tarni naboj iznosi e = 1,6 - 107 C, to je

leV=16-10"117.

Uz Sl-jedinicu energije i rada dzul, u atomskoj fizici i u nekim drugim podru¢jima
fizike i tehnike iznimno je dopustena izvansustavna jedinica elektronvolt.
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Slika 1.24. Polje a) i potencijal b) tockastog naboja i nabijene metalne kugle

Potencijal u nekoj tocki A u elektri¢nome polju proizvedenom tockastim nabo-
jem @Q mozemo odrediti dijeljenjem potencijalne energije tockasta naboja Q' koji se
nalazi u toj to¢ki s nabojem Q. Buduci da je potencijalna energija dvaju naboja
Q i Q' udaljenih za r jednaka (v. izraz 1.34)

!
E, = 1 QQ .
411'5'0 r

potencijal je u tocki udaljenoj za r od totkastog naboja:

)= e (1.41)

4eg T

Pozitivni naboj stvara u prostoru pozitivni potencijal, a totke u prostoru oko
negativnoga naboja imaju negativni potencijal. Ako je totka beskonaéno daleko,
potencijal je nula.
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Ako je elektri¢no polje uzrokovano sistemom naboja @i, Q2, @3, ...Qn, tada
je potencijal u bilo kojoj tocki polja jednak zbroju potencijala sto ga svaki od tih
naboja stvara u toj tocki:

p(r) = p1(r) + p2(r) + @3(r) + - - + pa(r) (1.42)

Potencijal je skalarna veli¢ina, za razliku od vektora elektri¢noga polja E pa je
lakSe racunati s potencijalima nego s poljima 1 u tome je prednost opisivanja polja
potencijalom.

Na sl. 1.24. prikazani su elektri¢no polje 1 potencijal u ovisnosti o udaljenosti
r za toCkasti naboj 1 pozitivno nabijjenu metalnu kuglu polumjera R. Sav je naboj
na povrsini kugle. Unutar kugle elektri¢no je polje nula, a potencijal konstantan 1
jednak potencijalu na povrsini kugle. Izvan kugle polje i potencijal jednaki su za
kuglu i tockasti naboj.

Potencijal nabijene metalne kugle polumjera R rauna se, dakle, relacijom (1.41)
za sve tocke izvan kugle (r > R), dok je potencijal svih to¢aka na kuglinoj plohi i
unutar kugle konstantan i jednak:

- 1
(‘0_471‘60

(1.43)

=] Le)

Rad obavljen kada se pokusni naboj @’ pomakne od jedne ploée A do druge B u
homogenom polju plo¢astog kondenzatora produkt je sile Q' E 1 razmaka ploca d

W =Q'Ed
Odatle je
w
= o = Ed (1.44)

Jakost elektri¢noga polja plocastog kondenzatora moze se, dakle, izraziti pomo-
¢u napona:

U
E=— (1.45)

Iz te formule uo¢avamo da je moguce jednostavno odrediti jakost elektri¢cnoga polja
plocastoga kondenzatora: mjereci razmak ploca d i napon medu njima U, moZe se
po to) formuli izracunati jakost polja E.

Iz relacije (1.45) takoder vidimo da se jakost elektri¢noga polja moze izraziti
jedinicom volt po metru V/m, sto se vrlo ¢esto i ¢ini. To je naravno ekvivalentno
jedinici njutn po kulonu N/C:

V _JC!' NmC!

m m m

N
=

Potencijal neke tocke elektricnoga polja definira se, dakle, kao potencijalna
energija jedini¢noga pozitivnog naboja u toj tocki. Ako je potencijalna energija
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naboja Q' u tocki A jednaka E,(r,), tada je potencijal ¢,:

(1.46)

Potencijal je neke totke elektri¢noga polja brojcano jednak radu elektrostatskih
sila pri pomaku jedini¢noga pozitivnog naboja iz odabrane referentne tocke (obi¢no
iz beskonaénosti u tu tocku). Na taj nacin potencijal ovisi o izboru referentne tocke
nultoga potencijala. U naSim razmatranjima uzimamo da je potencijal beskonacno
dalekih toéaka jednak nuli, premda bismo mogli uzeti kao referentnu tocku npr.
povrsinu Zemlje. Buduéi da za mjerenje nije bitan apsolutni potencijal, nego po-
tencijalna razlika, to je manje-vise svejedno gdje uzeti referentni (nulti) potencijal.

Napon izmedu dviju tocaka elektri¢noga polja mjerimo voltmetrom. Najbolji,
iako ne i najprakti¢niji voltmetar jest elektrostatski voltmetar. To je elektrometar
bazdaren tako da pokazuje napon izmedu kudéista i Stapica izrazen u voltima.

Sliéno kao $to polje prikazujemo silnicama, potencijal mozemo zorno prikazati
i tzv. ekvipotencijalnim plohama, tj. skupom tocaka jednakoga potencijala u pros-
toru. Tako su npr. ekvipotencijalne plohe u polju tockastoga naboja koncentricne
kugle oko toga naboja (sl. 1.25.a). Povrsina vodica takoder je ekvipotencijalna

ploha.

Al

| —  —-

b 4 — 4+ L ]
ekvipotencijalna TR Py T
ploha JUNSn: T N -
- — — — — —3 - — 4 —— e
silnica 1T
Hi 4 — o — =
[ it
H - — | — —%
L ]
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Slika 1.25. Ekvipotencijalna ploha a) totkastog naboja i b) plotastog kondenzatora

Ekvipotencijalne plohe u polju plocastoga kondenzatora medusobno su uspo-
redne ravnine (sl. 1.25.b). Ekvipotencijalne plohe crtaju se obicno tako da je medu
njima napon jednak (Ay = konst.).
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Gibanjem naboja po ekvipotencijalnoj plohi ne obavlja se nikakav rad (W =
= QU = 0). Iz toga slijedi da je E - d§ = 0, odnosno, da su silnice okomite na
ekvipotencijalnu plohu.

Vektor E ima uvijek smjer normale na ekvipotencijalnu plohu.

Primjer 1.10.
U dva vrha A i B istostrani¢noga trokuta (a = 10~° m) nalaze se protoni,
a u tre¢em vrhu C je elektron. Kolika je potencijalna energija elektrona?

Elektriéni je potencijal 3to ga naboji u A i B proizvedu u tocki C

. Qa e
1= =
Admegry  4mepa
Qe e
¥2 =

T drmegry  Amepa

Ukupni je potencijal zbroj tih dvaju potencijala. (Potencijal je skalarna
veli¢ina pa je zbrajanje algebarsko, za razliku od elektriénih polja, koja
zbrajamo vektorski.)

2e e
Amega  2mega

p=p1+p2=

Potencijalna je energija naboja Q¢ u vrhu C:

e?

By =Qep=—tp = " 2meoa

E,=-4,6-10""°J = —2,88eV.

Primjer 1.11.
Dva naboja od 1,5 uC i —1,5 pC nalaze se u tockama A i B (sl. 1.26).

a) Izracunajte ukupni elektriéni potencijal u tocki C koja je od tocaka B i
A udaljenazaa=0,6 mib=0,8 m.

b) Kolik je rad potreban da bi se naboj Q¢ = 2 pC doveo iz beskonaénosti
u tu tocku?

c¢) Kolika je potencijalna energija sistema tih triju naboja Q4, @B 1 Qc?

a) Potencijal je skalarna veli¢ina pa je ukupni potencijal jednak zbroju po-
tencijala §to ga svaki od tih dvaju naboja stvara u tocki C:

e 1 (QA+QB)

T 4meg \ b a
¢ =-5,63kV.




34

Elektrostatika

b

Slika 1.26.

b) Elektri¢ni potencijal neke tocke C definira se kao rad W/ _ . koji je
potrebno obaviti po jedinici pozitivnoga naboja da bi se pokusni naboj Q'
pomaknuo iz beskonaé¢nosti u tocku C

!
Wco—»C

e T
Odatle je trazeni rad:
W' =Qps =-1,13-10"27.

Ako pri pomaku pozitivnoga naboja okolica obavlja rad W', tada se taj
rad smatra pozitivnim, dok je rad W §to ga obavlja elektriéno polje negati-
van. U naSem slucaju, budu¢i da je potencijal tocke C negativan, a naboj
koji dovodimo u tu tocku pozitivan, rezultantna kulonska sila naboja Q4
i @Qp privlacit ¢e naboj Q¢, on ¢e se sam od sebe gibati prema tocki C
1 elektricno ¢ée polje obaviti rad; zato je u rezultatu negativan predznak.
Da bismo vratili naboj iz tocke C u beskonaénost, morali bismo obaviti
(pozitivan) rad od 1,13-1072 J.

c) Potencijalna je energija triju zadanih naboja u totkama A, B i C (sl
1.26):

p

1 (QAQB +QAQC+QBQC)

o 41I'Eo c b a
E,=-3,15-10"%7.
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1.10. Elektriéno polje i gradijent potencijala

Ako je poznata jakost elektriénoga polja E(7), potencijal se izracunava relacijom
(1.46):

-

o(F) = —/E' - dF (1.47)

o0

gdje smo umjesto ds pisali d7 (sjetite se da je d5’= d7). Veza izmedu potencijala i
elektri¢noga polja moze se pisati i u diferencijalnu obliku:

dp = —E - d7 (1.48)

Potencijal se najbrze poveéava u smjeru elektricnoga polja, tj. kada se pravac
vektora E podudara s pravcem vektora dr. Tada je

dp = —Edr (1.49)
1 jakost elektricnog polja jednaka
de
E=—-—— !
i (1.50)

pri ¢emu je potrebno tu derivaciju uzeti u smjeru najbrzega povecanja potencijala.
Smjer vektora jakosti elektri¢noga polja suprotan je tom smjeru zbog predznaka
minus u (1.50). Stoga kazemo da je jakost elektricnoga polja negativni gradijent
potencijala.

Opéenito se moze pisati da su komponente jakosti elektricnoga polja

B dp(z,y, z) E, = _3(p(x, Y,2) i B, = _M (1.51)

Oz ’ Oy N 0z

Ey =
) dp . . e o
gdje oznaka 5, OZnatuje parcijalnu derivaciju, $to znaéi da, derivirajuéi ¢(z, y, 2)
T
. : S dp . Op
po z, smatramo samo z varijablom, a y i z konstantnim i, sli¢no, za B0 i P
Y z
Opéenito se veza izmedu elektri¢nog polja E i potencijala ¢ pise u vektorskom
obliku: '

E=—grady (1.52)

gdje je grad ¢ vektor ¢ije su komponente

gra,dt,o:—:?-’r—J-i--—E (1.53)
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Primjer 1.12.

Naboj Q; nalazi se u ishodistu, a naboj @2 na osi z u tocki A(a,0).
Izracunajte potencijal i elektriéno polje u tocki P(z,y). Koliki je rezultat u
posebnom sluéaju kada je @1 =2 nC, @2 =1nC,aa=3 cm,iP (3 cm,
4 cm)?

Potencijal u tocki P(z,y) zbroj je potencijala od prvog i od drugog naboja:

p=p T = - (@4‘@)

471'50 ™ ro
1 Q1 Q2
= + =58V
Y= dre (\/x2+y2 \/(:c—a)2+y2)

Plxy)

Slika 1.27.

Iz dobivenog izraza za potencijal izratunat cemo komponente elektricnoga
polja u smjeru osi z 1 osi y:

= aso s 1 le Q2(2’ == l']) B 1
E.-": = ax - 41['50 [(22 + y2)3)‘2 [(z _ a)2 + y2]3,2 p— 48 Vm

— _a_‘.oo . 1 Qly Qg(.'l: — a) B =
Ey - dy - 4meg (3;2 + y2)3/2 [(I _ a)g T y2]3,2 =122 Vm

E:\/E,+Ey:l31Vm“1 tga:% = a=68,5°.
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1.11. Elektriéni dipol

Elektriéni je dipol sistem dvaju naboja istog iznosa @, ali suprotnih predznaka,
koji su medusobno udaljeni za [ (sl. 1.28). Dipol opisujemo elektri¢nim dipolnim
momentom. To je vektor definiran relacijom:

p=Qrl, (1.54)

gdje je @ iznos naboja, a [ vektor usmjeren od naboja —() prema naboju +@).
Dipolni je moment vektor koji je usmjeren od negativnoga naboja prema pozi-
tivnom.

Slika 1.28. Elektriéni dipol

Elektriéni dipolni moment izrazava se jedinicom kulonmetar, (Cm)*. U tabl.
1.1. navedeni su dipolni momenti nekih molekula.

Tablica 1.1. Dipolni momenti nekih molekula

Molekula H20  HS NH3 SO, co CO2
p/1073° Cm 6,2 3,3 4,8 5,1 0,3 0

Molekula CH4O CyH, C;H¢O HCl HNO3 AgCl
p/1073% Cm 5 0 6 3,5 7 19

Zbog svoje unutrasnje strukture mnoge molekule imaju permanentni dipolni
moment, jer im srediSta pozitivnog i negativnog naboja ne padaju u istu tocku.
Nazivamo ih polarnim molekulama. Takve su molekule H,O, HCl, NH3, CoH5OH.
Neke druge (npr. N3, O3, Hy) nemaju dipolni moment. Medutim, ako takve nepo-
larne molekule unesemo u vanjsko elektriéno polje, polje razdvaja sredista pozi-
tivnog 1 negativnog naboja i inducira elektri¢ni dipolni moment. Atom, odnosno,
molekula se polariziraju. Nepolarna molekula postaje polarna, a polarizacija pre-
staje ako polje uklonimo.

Na sl. 1.29. shematski je prikazana molekula vode. Srediste pozitivnoga i
srediSte negativnoga naboja nisu u istoj tocki i molekula ima dipolni moment.
Tako je npr. dipolni moment vode 6,17 - 1073% Cm.

Elektri¢ne dipole susreéemo i u drugim primjenama. U radijskim i televizijskim
antenama elektroni titraju od jednoga do drugoga kraja antenskoga stapa, ¢ineci

* Stara jedinica debye (3,3-10730 Cm) vise se ne upotrebljava.
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H
Slika 1.29. Molekula vode

krajeve ¢as pozitivnima, ¢as negativnima. Dipolni moment takva antenskoga Stapa
mijenja se periodi¢ki u vremenu i moZemo ga nazvati titrajuéim dipolom.

U atomu, koji se sastoji od jezgre i elektronskog oblaka, centar negativnoga
elektronskog oblaka je na mjestu gdje je jezgra pa se naboji jezgre i elektrona
ponistavaju i atom nema dipolni moment.

Medutim, ako je atom u vanjskome elektriénom polju, elektronski oblak promi-
jeni oblik i srediste naboja viSe nije tamo gdje je jezgra pa se pojavi dipolni moment.

~ Primjer 1.13.
Izracunajte elektriéno polje dipola u toc¢ki T
a) na pravcu okomitu na spojnicu naboja dipola koji prolazi sredinom te
spojnice (sl. 1.30.a) 1
b) na pravcu koji prolazi kroz oba naboja (sl. 1.30.b).

a) Po principu superpozicije polje u tocki T jednako je vektorskom zbroju
polja jednoga i drugoga naboja:

E_L =F_ + E+ y
gdje je:
_ @ . __Q
T 7 4meqd? T Ameod?

Iz slike uotavamo da je rezultantni vektor E ', u smjeru okomitom na pro-
matrani pravac i da zatvara kut 9 sa E_i E.,., pa iznosi:

E, =2E_cosY =2E, cos?.
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Slika 1.30. Uz izra¢unavanje polja dipola

1
2 3"
d=\[r24+— 1 cos¥ = —=—=,
4 12

Buducdi da je

gy
r< 4 i
to je:
1
-1
Ey =2 L T .
4me (r2 + —) g g ¥
0 2 r2 4 1
_ Q! _ P
E, = 2 3/2 — 2 3/2 -
47eg (r2 + —4—) 4meg (r2 -+ -4—)

Ako je totka daleko od dipola, tako da je r 3> [, mozemo zanemariti [2/4 u
nazivniku i pisati:

p
E, =
= 4dreggr3

Daleko od dipola polje se smanjuje s 1/r3, a za tockaste naboje ta je pro-
mjena kao 1/r2.
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b) Na smjeru osi dipola na udaljenosti r od sredine dipola (sl. 1.30.b) polje
je
E" — E'.._ + E+

Polje E_i §+ u tom je primjeru na istom pravcu, a suprotna smjera, pa je:

2Qrl
o 9 @ %2

2 N , 12\’
4meg (T‘ — 5) 4meg (?’ + ‘2') 4meg ('F = -Z)

i u smjeru je dipolnoga momenta. Ako je tocka daleko, tj. za r > [, tada u
nazivniku mozemo zanemariti [?/4, te pisati:

_ %
= 4?1‘601‘3 ’

Uotavamo da je polje u primjeru b) dvaput vece nego u primjeru a).

Moi#e se pokazati da polje dipola u bilo kojoj dalekoj tocki iznosi (sl. 1.31):

P ~2e2+y? p 22244
7T 4meg (22 +y?)5/2 T 4meord r
__P w9 29y_ _ P 2
Eyi= rp (sin®? — 2cos® V) = pp— (1 —3cos® )
_ 3p zy _ _3p =y
Y7 4rey (224 y2)3/2 T 4dmeer® r?
y = Treor® sind cos ¥ ,

gdje su z = rcos? i y = rsind, koordinate tocke T (sl. 1.31).

Tley)

-0
Slika 1.31. Polje dipola u dalekoj tocki
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Ukupno polje je:

E:”Eg-}-Eg

- _P . \/y" —4z2y? + 424 4 922y?

"~ 4wegr3 rd
P Vv 2 4 39 aind
E= -V1—6cos? 1+ 9cos?d 4+ 9cos?dsin“d
4meor3
P
F= . 2
o V14 3cos?d

ili pisano vektorski:

1

F=
dregrd

- [370(P"- 70) — P) -

Primjer 1.14.
Izra¢unajte potencijal dipola u dalekoj tocki (sl. 1.31).

Potencijal dipola jednak je zbroju potencijala svakog od naboja (sl. 1.31):

p=p+tp-

1 Q 1 Q@ @ 1 1
Q_EE_EE_E( )
Q -T2

Ameg 179

1 2

Ako je tocka P daleko, tada je ry & ro = r1ry —ry = lcosd, pa je:

_ Qlcos?
T 4megr?
__ pcosV

T 4reqr?

gdje je p = QI iznos dipolnoga momenta.

Potencijal dipola ne ovisi samo o naboju @ ili o udaljenosti I, veé¢ samo
o njihovu produktu p = @QI. On je nula za J = 90°, najveci je za J = 0° 1
najmanji za ¥ = 180°.

1.12. Dipol u elektri¢cnome polju

Promatrajmo elektri¢ni dipol (dva naboja +@Q 1 —Q udaljena za l) koji se nalazi
u homogenome elektricnom polju £ (sl. 1.32.a). Neka je dipol orijentiran tako da
dipolni moment p' zatvara kut 9 s elektriénim poljem FE.
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Slika 1.32. Dipol u homogenom polju

Na svaki naboj dipola djeluje elektri¢na sila F QE]ednaka 1znosa, ali suprotna
predznaka Te dvije sile, F = QE i Fy = —QE ¢ine, dakle, par sila. Rezultanta
je tih dviju sila nula (|F1 + F,| = F — F = 0), ali postoji rezultantm moment para
sila koji nastoji zakrenuti dipol i orijentirati ga u smjeru polja.

Elektriéni dipol u homogenome elektricnom polju nece se gibati translatorno
(jer je rezultantna sila nula), nego samo rotirati (jer postoji moment sile) dok se
ne postavi u smjer polja (J = 0), kao sto pokazuje sl. 1.32.b.

Moment para sila na dipol u homogenome elektri¢cnome polju iznosi:

)\Z’:fxﬁlzerE.:erE
M=pxE (1.55)
Iznos je momenta sile:
M = pEsin 9, - (1.56)

dok je smjer momenta okomit na smjer vektora p i na smjer vektora Ei odreduje
se pravﬂom desne ruke za smjer vektorskoga produkta. Na sl. 1.32.a smjer vektora
M je okomit na ravninu crtnje prema unutra, kao §to je na slici i oznaceno.

Dipol u nehomogenome elektricnom Pol_]u Ako je elektri¢no polje E neho-
mogeno, sile na dipol F = 3§ QE1 1 Fz QE, nisu jednake i ne ponistavaju se (kao
u homogenu polju), nego na dipol djeluje rezultantna sila:

F:ﬁl-}-ﬁz (1.57)

To je zbog toga 5to se polje mijenja od tocke do tocke 1 jedan naboj dipola nalazi
se u drukéijem polju nego drugi pa je sila na njega drukéija.

Pretpostavimo da je polje proizvedeno pozitivnim tockastim nabojem, kao sto
je prikazano na sl. 1.33. tako da se smanjuje radijalno sa 1/r?. Neka je dipol
orijentiran u smjeru polja.
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Slika 1.33. Dipol u nehomogenom polju

Ukupna je sila:
F=-QE(r)+ QE(r+Ar) = QAE.
Bududi da je

AR 8 E Ap,
dr
to je
dE dF
F~QAr — =p — 1L
Q rdr pdr (1.58)

Ta sila nastoji pomaknuti dipol u smjeru rastuceg polja, sto se vidi 1 iz slike.

Energija dipola. Dipol u vanjskom elektriénom polju ima potencijalnu elektri¢nu
energiju. Ako radom vanjskih sila promijenimo orijentaciju dipola, promijenit ¢e
mu se 1 potencijalna energija. Da bismo zakrenuli dipol iz nekoga pocetnog polozaja
Yy u polozaj ¥, potreban je rad:

'}
W = /Mdﬁ: AE, (1.59)
90

i taj rad jednak je promjeni potencijalne energije. Ako pri tom vanjska sila obavi
rad, rad je pozitivan i potencijalna se energija povecava. Ako je rad vanjske sile
negativan, potencijalna se energija smanjuje.

Moment sile koji pri tom djeluje na dipol je M = pE'sin 4 pa je:

b}

)
AE, = prsin't? dYy = — pE(cos V)
g0
g0
AE, = pE cos¥y — pE cosV (1.60)

Odaberimo polozaj ¥y u kojemu je potencijalna energija jednaka nuli. Dogo-
vorom je za ta] referentni poloZaj odabrano Jo = 90°, polozaj u kojem je dipol
okomit na polje. Tada je E,(90°) = 0.



44 Elektrostatika

Potencijalna energija dipola u polozaju odredenu kutem o iznosi:
E, = —pEcosd = —j - E (1.61)

gdje je ¥ kut izmedu p'i E.

Potencijalna je energija minimalna kad je ¥ = 0. Tada je E, = —pFE, dipoal je
orijentiran u smjeru polja i u ravnotezi je. (Sjetite se iz mehanike da ravnotezni
polozaj odgovara minimumu potencijalne energije.) Potencijalna je energija najveca
(E, = pE) kada je ¥ = 180° i tada je dipol orijentiran nasuprot polju.

Primjer 1.15.

a) Kolik je moment sile na molekulu vode u vanjskome elektri¢cnom polju od
10° V/m? Kada je moment sile najveci?

b) Kolik je rad potreban za zakretanje molekule iz polozaja kad je dipolni
moment u smjeru polja u polozaj sa suprotnim smjerom?

a) Moment para sila je:
M = pEsind

i najvedi je za ¥ = 90° te iznosi:
M=62-10"Cm-10°Vm ™" =6,2- 107**Nm.

b) Kad su smjerovi dipolnoga momenta p i elektri¢nog polja E usporedni
(9 = 0), potencijalna je energija minimalna, E, = —pE. To je polozaj
ravnoteze. Kada je ¥ = 180° (smjerovi p'i E antiparalelni), potencijalna je
energija maksimalna, E, = pE.
Rad potreban za zakretanje dipola jednak je promjeni potencijalne energije:

W = Ey(9 = 0°) — By(9 = 180°)

W = —pE — pE = —2pE

W =12,4-10"%4.

1.13. Elektriéni kapacitet i kondenzatori

Izolirani vodi¢ nabijen nabojem @ ima neki potencijal ¢. Naboj je razmjeran
potencijalu, a konstantu proporcionalnosti nazivamo kapacitetom vodica

Q=Cp (1.62)

U praksi je jos vazniji primjer kada su dva vodica, jedan nabijen s +@Q, a drugis —@,
medusobno razdvojena nekim izolatorom ili vakuumom. Takve uredaje nazivamo
kondenzatorima. U njima se mogu uskladistiti elektri¢ni naboj 1 energija.
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Kondenzator je, dakle, uredaj na¢injen od dviju medusobno izoliranih vodljivih
povrsina izmedu kojih je dielektrik ili vakuum. Te se povrsine nazivaju armature
ili obloge kondenzatora.

Elektri¢ni kapacitet kondenzatora pokazuje koliku koli¢inu naboja @ ima odre-
deni kondenzator na svojim armaturama pri naponu U. Uoéite da su armature kon-
denzatora uvijek nabijene po iznosu jednakim, a po predznaku suprotnim nabojem:
kad je jedna armatura nabijena nabojem +@), druga ima naboj —Q.

Veza izmedu kapaciteta kondenzatora C, naboja na oblozi kondenzatora @ i
napona U izmedu obloga oznacuje se relacijom:

|@=CU | (1.63)

Najpoznatiji i najjednostavniji je plocasti kondenzator sastavljen od dviju me-
dusobno usporednih metalnih plo¢a izmedu kojih je izolator.

SI-jedinica za kapacitet je farad, F.* Ta jedinica izvedena je iz definicijske
jednadzbe

_9

_C_U
C =i 2y =1, —2.2
F:V:CV = O'kg " m 78" .

Farad je vrlo velika jedinica pa se u praksi za kapacitet najées¢e upotrebljavaju
manje jedinice:

1pF=10"2F, 1nF=10"°F, i 1pF=10"%F.

Primjer 1.16.
Kolik je kapacitet kugle polumjera R?

Ako je metalna kugla polumjera R nabijena nabojem @, tada je poten-
cijal na njezinoj povrsini:

. Q
(P(R) o 4’.’r506rR ’

Pri tome smo pretpostavili da je potencijal na beskonaéno dalekoj udalje-
nosti od kugle jednak nuli (¢ = 0). Buduéi da je kapacitet jednak omjeru
naboja 1 potencijala, kapacitet je kugle, koja je daleko od ostalih predmeta

C = 477606,-R .

Kapacitet osamljene kugle razmjeran je s njezinim polumjerom. Kugla u
zraku polumjera 1 m ima kapacitet 111 pF. Kapacitet Zemlje
(R; = 6,3-105 m) je 4meo R, = 710 pF.

* U cast engleskog fizicara M. Faradaya (1791-1867).
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Kapacitet plotastoga kondenzatora. Pokusi pokazuju da, uz isti naboj na
plo¢ama, napon ovisi o razmaku ploca, povrsini ploca i o dielektriku izmedu ploca.
Kapacitet je to veéi $to je povrSina plota veca, odnosno razmak medu ploéama
manji. Kapacitet kondenzatora s dielektrikom veci je od kapaciteta istoga konden-
zatora sa zrakom. Nema bitne razlike u kapacitetu ako je izmedu ploca zrak ili
vakuum.

Upotrebom Gaussova zakona izrac¢unali smo da je jakost elektricnoga polja,
koje je izmedu ploca plocastoga kondenzatora homogeno, jednaka E = o/, gdje je
o plosna gustoéa naboja na plocama. Naboj je jednoliko rasporeden na plo¢ama
povrsine S tako da je o = Q/S, sto daje:

E:g i @Q=¢eSE (1.64)
eS

Napon izmedu plota dobivamo integralom (1.46) koji, u sluéaju homogenog
polja, jednostavno prelazi u:

U:/E"-d;: Ed. (1.65)
Kapacitet je jednak kvocijentu naboja (1.64) i napona (1.65):
_Q _eSE S _ S
=i e S o S (1.66)

To je izraz za kapacitet plocastoga kondenzatora s povrSinom plo¢a S i raz-
makom izmedu ploca d (sl. 1.34).

+Q -0

-

* = U > o

Slika 1.34. Plocasti kondenzator

Ako izmedu plo¢a kondenzatora umetnemo dielektrik relativne dielektri¢ne kon-
stante ¢,, kapacitet ¢e se povecati za ¢, puta. Ako je Cp kapacitet kondenzatora
kada je izmedu plota vakuum (zrak), a C kapacitet kondenzatora s dielektrikom,
tada je:

C

C= rca ¥ e
E-Lp E Cg

(1.67)
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U literaturi se ¢esto €, naziva relativna dielektri¢na konstanta, relativna permi-
tivnost, odnosno relativna elektri¢na propustljivost. Mi ¢emo uglavnom upotreb-

ljavati naziv relativna dielektriéna konstanta.

Produkt gq€, Cesto se oznacuje s € i zove dielektri¢na konstanta (dielektri¢nost).
Uocite da se jedinica dielektri¢ne konstante €3 1 € moze pisati na vise nalina:

C?/(Nm?), C/(Vm) i F/m.

Primjer 1.17.

Plocasti kondenzator napravljen je od kruznih metalnih plo¢a polumjera
0,1 m, medusobno udaljenih 0,1 cm. Izmedu plo¢a nalazi se parafin (e, =
= 2,2). Koliki su kapacitet 1 naboj na plocéama kondenzatora ako je napon
1zmedu ploca 1000 V?

Kapacitet ratunamo primjenom relacije (1.66):

S
C:eosr—&-
C?2 0,12 - 3,14 m?
- 1072 9 B ’ = 6114 pF .
C =8,854-10 RS 000im 611,4p

Iz Q = CU dobivamo

Q=611,4-1002F.10*V=6,11-10""C
Q=0,611pC.

Primjer 1.18.

a) Kuglasti kondenzator sastoji se od dviju vodljivih koncentriénih kuglinih
ljusaka, polumjera r; 1 r5. To moze biti puna metalna kugla unutar veée
Suplje metalne kugle. Kolik je kapacitet takva kondenzatora?

b) Cilindriéni kondenzator sastoji se od dvaju cilindriénih vodi¢a duljine [
medusobno izoliranih dielektrikom konstante ¢ (sl. 1.35.a). Polumjer je unu-
trasnjeg vodi¢a R;, dok je unutrasnji polumjer vanjskoga (Supljeg) vodica
R5. Kolik je kapacitet cilindricnog kondenzatora?

a) Kad se kugle nabiju, ili prikljuce na izvor napona U, formirat ée se u
izolatoru medu njihovim plohama elektriécno polje. Ako je vanjska kugla
nabijena nabojem —(, unutrasnja c¢e imati naboj +¢. Budué¢i da plohe
nisu jednakih povrsina, elektri¢no je polje nehomogeno; silnice su radijalni
pravci koji izlaze iz pozitivno nabijene i ulaze u negativno nabijenu kuglu.
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Slika 1.35. a) Kuglasti kondenzator

l

e e anaRa LU SRS i T St R
r 2
1

T et
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>

Slika 1.35. b) Cilindriéni kondenzator

Elektri¢no polje unutar kondenzatora (r; < r < r2) jednako je kao i polje
tockastoga naboja @ koji bi se nasao u sredistu kugle

Q

" 4mege,rr?

Iz relacije (1.47) mozemo izracunati napon izmedu armatura kuglastoga kon-

denzatora:
RS
U = / Q dr @ 1 1
T ] A4meoe, 2 Amege, \r1 T2
R'.I'

odnosno kapacitet kuglastoga kondenzatora:

Q 4Tege, 172
= — = =4 .
C i 1 1 TEQE S s

™ L)
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Ako pretpostavimo da je vanjska kugla beskonaéno velikog polumjera,
ry = 00, mozemo dobiti kapacitet osamljene kugle (kugle daleko od ostalih
vodica):

C = 4mepe,r.

Ako su, naprotiv, kugline plohe vrlo blizu, tada formula za kapacitet kugla-
stoga prelazi u formulu za kapacitet plo¢astoga kondenzatora C = ep¢,S/d.
b) Jakost elektri¢nog polja unutar cilindriénoga kondenzatora odredit éemo
Gaussovim zakonom. Kao Gaussovu integracijsku povrsinu zamislit ¢emo
koncentri¢ni valjak polumjera r (R; < r < R»):

D« df=Q
85
Dvdratl =0
=it Q &
2meqgrl

Napon je izmedu armatura cilindri¢nog kondenzatora:

e e Q d Q R
— ~ r 2
= dr = — = —
o / & aF f Beegl v Bregt B
Ry Ry
Kapacitet je:
C Q 2meql

T U (R/R)

Vrste kondenzatora. Prema nacinu izrade i nadinu primjene postoje razlicite
vrste kondenzatora: stalni i promjenljivi, papirni, liskunski, keramicki, elektrolitni
itd.

Lajdenska boca (sl. 1.36.a) najstariji je kondenzator. To je staklena boca (¢asa)
oblozena metalnom folijjom izvana 1 iznutra, s poklopcem od izolatora kroz koji je
provuéena metalna Sipka koja je spojena s unutrasnjom oblogom.

Kapacitet je lajdenske boce reda veli¢ine 1 nF, a naponi mogu doseci nekoliko
desetaka tisuca volti.

Papirni kondenzatori (sl. 1.36.b) izraduju se od dviju dugackih i vrlo tankih me-
talnih (aluminijskih) folija odvojenih impregniranim parafiniranim papirom. Folije
se uviju u obliku valjka i zaliju izolacijskim materijalom (umjetnom smolom). Umje-
sto papira mogu se kao dielektrik upotrijebiti plasti¢cne mase (polistirol, polipro-
pilen) i sl. Takvi kondenzatori imaju kapacitet od nekoliko nanofarada (nF) do
nekoliko mikrofarada (uF).

Posebno su kvalitetni keramicki kondenzatori kod kojih se kao dielektrik pri-
mjenjuju razni keramicki materijali velikih dielektriénih konstanti €,. Takvi kon-
denzatori (zbog velike €,) mogu biti i vrlo malih dimenzija.
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a)
Slika 1.36. a) Lajdenska boca b) Blok kondenzator

Elektrolitni kondenzatori sastoje se od aluminijske elektrode, koja sluzi kao
pozitivna obloga kondenzatora, dok je elektrolit (vodena otopina boraksa i borne
kiseline) negativna obloga kondenzatora. Tanki oksidni sloj Al(OH)s, koji kao
dielektrik razdvaja elektrode, formira se na aluminiju pri proizvodnji kondenzatora.
Elektrolitni kondenzatori spajaju se samo na izvore istosmjerne struje, i to tako da
se pozitivna elektroda prikljuéi na visi potencijal od negativne. Pogresno priklju-
¢enje elektrolitnog kondenzatora uniStava oksidni sloj i kondenzator. Zbog velike
povrsine aluminijske folije i male debljine dielektrika (oko 10~% m), kapaciteti mogu
biti veliki (nekoliko stotina mikrofarada).

)
(BERDR I

promjenljivi kondenzator

c)
Slika 1.36. ¢) Promjenljivi kondenzator

Promjenljivi kondenzatori sastoje se od nekoliko nepomic¢nih metalnih ploca,
koje ¢ine jednu armaturu, izmedu kojih je vise pokretnih metalnih plo¢a kao druga
armatura kondenzatora (sl. 1.36.c).
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Uvlacenjem i izvlacenjem pokretnih plo¢a mijenja se djelotvorna povrsina, pa i
kapacitet kondenzatora. Kod nekih promjenljivih kondenzatora kapacitet se mijenja
promjenom razmaka izmedu plo¢a. Takvi kondenzatori imaju kapacitet od nekoliko
pikofarada (pF) do oko 1 nF.

N S

kondenzator promjentjivi polupromjentljivi elektrolitni
kondenzator kondenzator kondenzator
(trimer)

Slika 1.37. Oznake za kondenzatore

Na sl. 1.37. prikazane su oznake za kondenzator stalnog, promjenljivog ka-
paciteta 1 elektrolitni kondenzator. Prema propisima JUS-a na svakom konden-
zatoru moraju biti oznaceni kapacitet, tocnost navedenog podatka (tolerancija) i
maksimalni radni napon.

1.14. Spajanje kondenzatora

Kondenzatori se mogu medusobno spajati na dva osnovna naéina: serijski i
paralelno. Naravno, pri spoju viSe od dvaju kondenzatora moguce su kombinacije
serijskog 1 paralelnog spajanja.

Serijski spoj kondenzatora. Pri spajanju u seriju spaja se po volji mnogo kon-
denzatora, tako da se obloga prvoga kondenzatora vezuje za oblogu drugog, druga
obloga ovog za prvu oblogu treceg itd., kao sto prikazuje sl. 1.38.a. Priklju¢enjem
takvog spoja (baterije) kondenzatora na izvor stalnoga napona U, kao na sl. 1.38.a,
lijeva obloga prvoga kondenzatora nabit é¢e se nabojem +@, taj ¢e naboj influen-
cirati na desnoj oblozi prvoga kondenzatora naboj —(@), dok ¢ée naboj +@Q ostati
na lijjevoj oblozi drugoga kondenzatora itd., pa ¢e svaki kondenzator biti nabijen
jednakim nabojem (). Naponi pojedinih kondenzatora bit ée razliciti i ovisit ée o
kapacitetu:

Q = CiUy = CoU; = C3Us (1.68)
Ukupni je napon:
B (1.1, 1\ _Q
U_U1+U2+U3_Q(C1+Cg+03)_c (1.69)

gdje je C ukupni kapacitet serijske kombinacije kondenzatora.
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Slika 1.38. a) Serijsko spajanje kondenzatora
b) Paralelno spajanje kondenzatora b)

Iz (1.69) slijedi:
i A s e i (1.70)

ili, opéenito za n kondenzatora:
1
— = E i3 (1.71)

Reciproéna vrijednost ukupnoga kapaciteta serijskoga spoja kondenzatora jednaka
je zbroju reciproénih vrijednosti kapaciteta pojedinih kondenzatora.

Paralelni spoj kondenzatora. Na sl. 1.38.b prikazana su tri kondenzatora
kapaciteta C;, C3, C3 paralelno spojena na izvor stalnog napona U. Na svakom
je kondenzatoru napon jednak, a naboj je razlicit i ovisi o kapacitetu pojedinog

kondenzatora:
th=UUy=Usg =U

Q1 =CiU, Q2=0CU, Q3=0C3U (1.72)
Ukupni je naboj:
Q=Q1+Q2+Q3=CiU+CU+C3U =CU (1.73)
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Iz (1.73) slijedi:
C=Ci+Cy+0C;5 (174)

ili, opéenito za spoj od n kondenzatora:
C=Y G (1.75)

Ukupni kapacitet baterije paralelno vezanih kondenzatora jednak je zbroju ka-
paciteta pojedinih kondenzatora.

Primjer 1.19.

Dva kondenzatora C; = 100 pF 1 Cy = 50 pF spojena su a) serijski i b)
paralelno na izvor napona U = 200 V. Odredite naboj i napon na svakom
od kondenzatora.

a) Ukupni je kapacitet pri serijskome spoju:

CiCs 100
- = F = 33,3 uF.
Cer o 8 " B
Na svakom je od kondenzatora naboj jednak:
Q=CU-= % .107%F . 200V = 6,67 - 10~3C.

Naponi su na kondenzatorima razliéiti 1 iznose:

Q _CU_ G

U= —=—= = U=66,7V
. C1 C]. C'1‘}‘02

Q Cy
Upy=—= U=1333V
TG T v

Na kondenzatoru manjeg kapaciteta veci je napon.

b) C=C1+C3;=150pF; U, =U=U
Qi=CiU=2-10"2C; Q:=CU=10"%C;: Q@=Q:1+Q3=3-10"2C.

1.15. Energija elektricnoga polja

Izracunajmo kolik je rad potreban da bi se nabio kondenzator kapaciteta C.
Ako je napon na kondenzatoru U, tada za prijenos naboja d@) s jedne ploée na
drugu treba obaviti rad: 0

dW = U dQ = £ dQ (1.76)
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Ukupni je rad potreban da se kondenzator nabije nabojem Q:

Q
W=]
0

Taj rad ne ovisi o naéinu nabijanja kondenzatora, nego samo o pocetnom (nula) 1
kona¢nom naponu U kondenzatora. Zbog toga mozemo uvesti potencijalnu elek-
tricnu energiju kondenzatora:

% QU = % cU® (1.77)

dQ =

QIO

QL’
[

B

E. = %CUZ (1.78)

Ako umjesto kapaciteta C u relaciji (1.77) piSemo izraz (1.66) za kapacitet plo-
castoga kondenzatora, te primijenimo vezu U = Ed, dobivamo:
eSU? eSE*d* 1 _,
= = = —eE*V 1.79
2d 2d 2 (1.79)
gdje je V = Sd volumen kondenzatora. Buduéi da je polje unutar plogastoga
kondenzatora, tj. unutar volumena V', homogeno, energiju kondenzatora mozemo
smatrati energijom elektriénoga polja s gustocom energije:
E. 1 , 1
=—==-¢E°=—-FED 1.80
YTV T 2 (1.80)
Izraz za gustou energije ne ovisi o geometrijskim veli¢inama, ni o vrsti konden-
zatora, nego samo o kvadratu jakosti elektri¢noga polja. Ovaj izraz vrijedi opcenito
za bilo koje elektri¢no polje.

E.

1.16. Polarizacija dielektrika

Ako izmedu plo¢a nabijenoga kondenzatora umetnemo metalnu plocu, tako da
ploce ne dodirnemo, niti ih medusobno spojimo (sl. 1.39), elektrometar (elektro-
skop) pokazuje smanjenje napona izmedu ploca (odnosno izmedu izolirane ploce 1
zemlje). Napon se smanjuje to viSe, to je metalna plo¢a deblja. Kad bi metal
ispunio &itav prostor izmedu plo¢a, napon bi spao na nulu. Kad se metalna ploca
izvuée, napon se poveéa na prvobitnu vrijednost.

Slobodni elektroni u metalu, koji se nalaze u elektricnome polju, gibaju se pod
utjecajem elektri¢ne sile; u metalu se inducira vlastito elektri¢no polje E; smjera
suprotnoga od vanjskog polja Eq. Buduéi da su inducirano i vanjsko polje jednaka, a
suprotnoga smjera, ponistavaju se i unutar metala polje je nula. Na povrsini metala
uz ploce kondenzatora pojavljuju se naboji +Q i —@Q; gustoca naboja na povrsini
metala jednaka je plosnoj gustoéi na oblogama kondenzatora, ali suprotnoga pred-
znaka (sl. 1.39). (Uocite da ée polje biti nula i u Supljini unutar metala i na tome
se upravo i zasniva elektrostatska zastita metalnim mrezicama i oklopima.)

Ako izmedu plo¢a nabijenoga kondenzatora, ¢ija je jedna plota uzemljena, a
druga spojena s elektrometrom, umetnemo plo¢u od parafina ili nekoga drugog izo-
latora (sl. 1.40), listii elektrometra pri tom se nesto skupe pokazujuci da je napon
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Slika 1.39. Metal izmedu ploca kondenzatora

dielektrik

Slika 1.40. Dielektrik izmedu ploca kondenzatora

S

postao manji. Kad parafin izvucemo, napon se poveca na prvobitnu vrijednost. Za
vrijeme ovoga pokusa plo¢a je kondenzatora izolirana, pa je na njoj naboj (odnosno
povrsinska gusto¢a naboja) konstantan:

@ = konst. o = konst. (1.81)

Buduéi da je U = Q/C, a naboj se nije promijenio, iz smanjenja napona zakljucu-
jemo da se umetanjem izolatora kapacitet kondenzatora povecao.
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Ovaj pokus takoder pokazuje da je jakost elektri¢noga polja (F = U/d) manja
u parafinu nego u zraku (vakuumu) uz jednak naboj na plocama kondenzatora.

Ako je u vakuumu (zraku) jakost elektricnog polja Ey, napon izmedu ploca Uy,
a elektriéni pomak Dg, umetanjem dielektrika (izolatora) jakost polja 1 napon se
smanje na E 1 U, dok D = Dy = @Q/A ostaje nepromijenjen (uz uvjet da je za
vrijeme pokusa @) = konst). Dakle:

D=Dy, E<E, U<Up (1.82)

Izvedimo prethodni pokus,ali s kondenzatorom stalno spojenim na izvor napona
U. Kada umetnemo dielektrik, napon, naravno, ostaje jednak, ali se gustoca naboja
(a time i naboj) na plo¢ama kondenzatora poveéa. Da se naboj povecao, moZe se
pokazati balistickim galvanometrom spojenim u seriju s kondenzatorom. Dodatni
naboj pri tom na kondenzator dode iz izvora napona.
U sluéaju konstantnoga napona izmedu plo¢a kondenzatora, mozemo, dakle,
pisati: \ )

U=U,, E=E,, D>Dy (1.83)

Pokusi pokazuju da se umetanjem izolatora kapacitet kondenzatora povecava,
odnosno, ako je naboj konstantan, jakost se elektri¢cnoga polja smanjuje. Dok
je u unutrasnjosti metala polje nula, kroz izolator elektri¢no polje prolazi, iako
oslabljeno. Zato se izolatori zovu dielektrici®.

U tablici 1.2. navedene su relativne dielektri¢ne konstante i dielektri¢ne évrstoce
nekih izolacijskih materijala. Relativna dielektri¢nost €, moze se definirati kao
omjer kapaciteta kondenzatora s dielektrikom i kapaciteta istoga kondenzatora s
vakuumom, odnosno kao omjer jakosti elektri¢noga polja u vakuumu i jakosti polja
u dielektriku pri konstantnoj plosnoj gustoéi naboja na plocama kondenzatora:

c ,_B

= — .84
. 5% (1.84)

Er

Dielektricna (probojna) &vrstoéa izolatora maksimalna je jakost elektri¢noga
polja koji izolator moze izdrzati a da ne dode do proboja i gubitka izolatorskih
svojstava. Obicno se dielektriéna &vrstoéa materijala izrazava jedinicom kilovolt
po milimetru, kV/mm ili kV/cm.

Probojna ¢vrstoéa moze se mjeriti tako da se odredi napon pri kojemu nastaje
proboj medu elektrodama uz odredenu udaljenost elektroda.

Vrijednosti u tablici samo su orijentacijske jer dielektri¢na konstanta ovisi o
kvaliteti dielektrika, temperaturi i sl., a kod nekih materijala i o smjeru elektricnoga
polja.

Pogledajmo zasto dielektrici smanjuju elektri¢no polje. U izolatorima nije mo-
guée razdvojiti pozitivni i negativni naboj kao kod metala, jer su svi elektroni évrsto
vezani za jezgru atoma. Ipak, pod utjecajem elektriénoga polja pomice se teZiste
pozitivnoga i negativnoga naboja u atomima i molekulama izolatora 1 stvaraju se
molekularni dipoli, odnosno veé postojeci dipoli usmjeruju se prema polju.

* b (gre.) - kroz
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Tablica 1.2. Osobine dielektrika. Relativna permitivnost i dielektri¢na ¢vrstoca

Dielektriéna

Dielektrik Permitivnost cvrstoca

oo kV/mm
zrak (norm. tlak) 1,0006 3
petrolej 2
teflon 2,1 60
parafin 2,2 25
transform. ulje 2.2 11
benzen 2.3
polistiren 2,5 25
papir 2,6 20
guma 2,8
pcelinji vosak 2,9
pleksiglas 34
pertinaks 4-5
kvarcno staklo 3,5
kvarc 4 7
polivinil klorid 4,5 35
porculan 6-8 5
tinjac 6-7
staklo 5-10 13
neopren 7 11
dest. voda (100 °C) 56
dest. voda (18 °C) 81
titandioksid 100 6
posebni keram.
materijali > 500

Postoje, naime, dvije vrste molekula s obzirom na elektri¢na svojstva polarne
i nepolarne molekule. Polarne molekule, zbog svoje strukture, imaju permanentni
elektri¢ni dipolni moment. Takve su npr. molekule H,O, HCI, NHj itd. (sl. 1.41.a).
Kod nepolarnih molekula tezista pozitivhoga i negativnoga naboja padaju u istu
totku pa one nemaju permanentni dipolni moment (sl. 1.41.b).

O,

> —Co—
)

Y

E

0 E£0

a)

Slika 1.41. a) Polarne molekule
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Kada izolator, ¢ije molekule nemaju dipolni moment, unesemo u elektri¢no
polje, teZista se naboja pomaknu i od neutralne molekule nastaje inducirani elek-
triéni dipol. Ako u polje unesemo izolator s polarnim molekulama, molekularni
¢e se dipoli nastojati orijentirati u smjeru polja. Ako su polja dovoljno jaka,
molekularni ¢e se dipolni momenti i povecati. Prema tome, u izolatoru, koji je
u elektri¢cnome polju moguéa su dva procesa: a) induciranje dipolnih momenata
razmicanjem teZista naboja, i b) orijentiranje permanentnih dipola.

mj

E=0 EZQ

b)

Slika 1.41. b) Nepolarne molekule
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Slika 1.42. Polarizacija dielektrika

Na sl. 1.42. shematski je prikazano sto se dogada u dielektriku koji je u ho-
mogenom elektriénom polju plo¢astoga kondenzatora. Elementarni dipoli poredaju
se u lance koji poéinju i zavrSavaju na povrsini dielektrika. Jedna strana dielek-
trika (ona uz pozitivnu plo¢u) postaje negativno nabijena, a ona uz negativnu plo¢u
kondenzatora pozitivno nabijena. Buduéi da se dipoli postavljeni u smjeru polja
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polariziraju, ovu pojavu nazivamo polarizacijom dielektrika. Za razliku od metala,
inducirani naboj na povrsini dielektrika nije slobodan, nego je vezan za molekule
na povrsini dielektrika.

Plosna je gusto¢a naboja induciranih na povrsini dielektrika u elektricnome
polju kondenzatora:

Qp
O-P = ? (1.85)

Inducirana plosna gustoca dielektrika o, ovisi o jakosti polja, o svojstvima

dielektrika i uvijek je manja od plosne gustoce o na plo¢ama kondenzatora.

Vektor elektri¢ne polarizacije P. Polanzacx_]u dielektrika mozemo kvantita-
tivno opisati fizikalnom veli¢inom koja se naziva elektricna polarizacija P. Polari-
zacija P ukupni je dipolni moment jedinice volumena.

Ukupni dipolni moment dobivamo zbrajanjem dipolnih momenata svih elemen-
tarnih dipola u jedinici volumena dielektrika. Kada nema vanjskoga polja, taj je
zbroj jednak nuli; naime, molekule ili nemaju dipolni moment, ili su im dipolni mo-
menti kaoti¢no raspodijeljeni, pa je Y p = 0. Kad se dielektrik nalazi u vanjskome
polju, on se polarizira, pa je vektor elektri¢ne polarizacije:

Zp

AV

—

=

(1.86)

gdje je AV promatrani volumen dielektrika.

Koja je veza izmedu elektriéne polarizacije P i naboja induciranog na povrsini
dielektrika? Plocu dielektrika u polju kondenzatora (sl. 1.42) moZemo smatrati
velikim dipolom i izraéunati njegov dipolni moment. Svaka strana plo¢e ima ukupni
naboj @, = 0,S (S je povrsina ploce dielektrika) pa je ukupni dipolni moment
¢itave ploce:

Q,d=0,5d =0,V (1.87)

Bududi da je polarizacija dipolni moment jedinice volumena, to je
P= . (1.88)

Mozemo, dakle, zakljuéiti da je elektriéna polarizacija P po iznosu jednaka plosnoj
gustoéi naboja na povrsini dielektrika. (U opéenitom sluc¢aju ploSna gustoca veza-
noga naboja jednaka je normalnoj komponenti vektora P tj. Pfi, gdje je i jediniéni
vektor na povrsinu.)

Elektricna je polarizacija P vektor &iji je iznos odreden relacijom (1.88), dok mu
je smjer (kao za svaki dipol) od negativnoga naboja prema pozitivnom. Vektori E,
D i P medusobno su ovisni. Ako poznajemo dva od njih, mozemo izraéunati treéi;
za opisivanje elektricnoga polja u materjjalu dovoljna su, dakle, dva vektora. Uz
jednaku gustoéu naboja o jakost elektricnoga polja u dielektriku manja je nego u
vakuumu. To je jasno jer polje u dielektriku uzrokuje efektivna gustoca o —o,, dok
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je polje u vakuumu uzrokovano gustoéom o. Jakost elektri¢nog polja u vakuumu
1ZNosi:

dok je polje u dielektriku:
o — 0y

€o

E= (1.90)

Omjer je jakosti polja u vakuumu FEj 1 jakosti polja nakon unosenja dielektrika
E, uza stalnu plosnu gustocu o:

& o

T oep = & (1.91)

Iz relacije (1.91) slijedi da plosnu gustocu polarizacijom induciranoga naboja na
povrsini dielektrika mozemo pisati u obliku:
& —1
op = grE—)U =eo(er — 1)E = eoxa (1.92)
T
gdje veli¢inu:
Xet = €r—1 (1.93)

nazivamo elektri¢na susceptibilnost* dielektrika; to je parametar koji, sli¢no kao 1
g, opisuje elektriéna svojstva dielektrika.
Elektrié¢nu susceptibilnost mozemo definirati 1 omjerom:
P
Vil = F (1.94)

Elektri¢na susceptibilnost materijala s polarnim molekulama razmjerna je s 1/T
(T je apsolutna temperatura u K) i smanjuje se kada temperatura raste. Termicko
gibanje molekula, naime, ometa njihovu orijentaciju u smjeru vanjskoga polja, to
viSe 5to je temperatura veca. Kod materijala s nepolarnim molekulama x ne ovisi
o temperaturi.

Iz relacija (1.88) i (1.92) vidimo da je polarizacija dielektrika razmjerna jakosti
elektri¢noga polja. Jata polja, naime, induciraju vece dipolne momente, odnosno
uspijevaju jace usmjeriti permanentne dipole.

Za razliku od influencije, polarizacija ostaje jo§ neko vrijeme nakon nestanka
elektri¢noga polja, ali je termicko gibanje molekula ubrzo razori. Ima, medutim,
dielektrika koji dugo zadrzavaju polarizaciju (¢ak i do nekoliko godina). To su tzv.
elektreti, elektri¢ni analozi permanentnim magnetima.

Iz relacija (1.88) i (1.90) slijedi:

oGy o= (1.95)
£ £Q

—_ —

D=eE+ P (1.96)

E

* susceptibilas (lat.) — osjetljivost
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ploce
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Slika 1.43. Silnice vektora D, eoE i P

Uocite da vektor E ovisi o ukupnom (efektivnom) naboju, tj. o slobodnom
naboju na plo¢ama kondenzatora umanjenom za inducirani naboj na plohi dielek-
trika. Vektor D ovisi samo o slobodnom naboju na plotama kondenzatora, dok
vektor P ovisi o polariziranim nabojima na dielektriku. Slika 1.43. prikazuje sil-
nice vektora D eoEiPu plotastom kondenzatoru s dielektrikom.

Primjer 1.20.

Kondenzator se sastoji od dviju paralelnih ploéa, svaka povrsine 1 dm?
razdvojenih slojem zraka. Razmak 1zmedu plo¢a je 2 mm. Kondenzator se
nabije na napon od 100 V, odvoji od izvora napona i, izmedu tako nabijenih
1 izoliranih plo¢a, umetne se ploca tinjca — tako da sasvim ispuni prostor
izmedu ploca.

a) Kolik je naboj na plo¢ama kondenzatora?

b) Koliki su kapacitet i napon kondenzatora nakon umetanja dielektrika?
c) Kolike su jakost elektricnoga polja 1 gustoéa elektriénoga toka unutar
kondenzatora prije 1 nakon umetanja dielektrika?

d) Kolika je elektri¢na potencijalna energija uskladistena unutar kondenza-
tora u oba slucaja?

a) Bududéi da su nakon nabijanja plo¢e kondenzatora izolirane, na njima ¢e
naboj ostati isti 1 nakon umetanja dielektrika. Kada je izmedu ploca zrak,
kapacitet je Cy = €9S/d, napon je izmedu ploéa Uj pa je naboj:

EQS

Q:COUO—TUU—44 10_ C:4,4nC
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b) Kada se izmedu plo¢a umetne tinjac dielektri¢ne konstante &, = 7, ka-
pacitet ¢e se povecati, naboj ostati isti, a napon smanjiti:

C= 55 _31.10-12F = 310 pF,
Q
U=—==14V
C

c) Iznos je vektora E i D prije i nakon umetanja dielektrika:

Ey = % =5-10* NC™! (ili Vm™1),
Dy=¢oE =4,4-107"Cm™2,
=Y -5 _7.103vm,

d Ep

D =¢pe,E=Dg=44-10""Cm™2.

Iznos vektora D jednak je plosnoj gustoéi naboja na plocama kondenzatora i,
buduéi da su ploée izolirane, ne mijenja se umetanjem dielektrika. Mozemo
ga, dakle, ra¢unati i ovako:

0O

Di=D=0=-==44-10""Cm™2.

d) Elektri¢na potencijalna energija nabijenog kondenzatora sa zrakom 1znosi:

E.o = % =22-10"71.

Kada umetnemo dielektrik, naboj ¢e ostati jednak, napon ¢e se smanjiti €
puta, pa ée se i energija smanjiti £, puta:

- B
-2

E. =31-107%J.

1.17. Millikanov eksperiment

R. A. Millikan* je nizom preciznih eksperimenata, koje je obavio na Sveutilistu

u Chicagu od 1909 do 1913. g., odredio elementarni naboj e (naboj elektrona) i

pokazao da se naboj u prirodi pojavljuje u cjelobrojnim visekratnicima elementar-
noga naboja.

* Robert Andrews Millikan (1868-1953), americki fizi¢ar, poznat po mjerenju elementarnoga

naboja i radovima iz fotoelektricnog efekta. Za svoje radove dobio je Nobelovu nagradu 1923.
god.
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kapljice
ulja

Q
o

El' mikroskop

Slika 1.44. Millikanov pokus

Millikan je promatrao padanje nabijenih kapljica ulja u homogenome elektri¢cnom
polju plocastoga kondenzatora (sl. 1.44). Kondenzator se sastojao od dviju kruz-
nih mjedenih ploca, promjera 22 ¢cm, medusobno udaljenih 16 mm. Kroz rupicu
u sredini gornje ploce u kondenzator su ulazile kapljice ulja dobivene rasprsiva¢em
u komori iznad kondenzatora. Vedina tih kapljica bila je elektricki nabijena zbog
trenja nastalog za vrijeme rasprsivanja ulja.

Kapljice (kojih je promjer bio oko 10~* cm) bile su osvijetljene jakim snopom
svjetlosti i promatrane mikroskopom.

Polumjer kapljice ulja Millikan je odredio mjereci njezinu brzinu padanja u zraku
pri isklju¢enom elektricnom polju. Pri tom na kapljicu djeluju sila teza (njezina
tezina) prema dolje, a uzgon i sila trenja prema gore. Jos je Stokes sredinom
prosloga stoljeca utvrdio da na kuglicu polumjera r, koja se giba kroz viskozni fluid
konstantnom brzinom v, djeluje sila trenja:

Fyr = 6mnro (1.97)
Izjednacujudi te tri sile:
Fu+ Fir=mg (1.98)
437 4737
7 0:9 +6myro = 3 Qud

mozemo, mjeredi brzinu, izra¢unati polumjer:

Inv

r= e T
2(Qu - E’z).'i"

(1.99)

Mijenjanjem napona U na plotama kondenzatora moze se promatrana nabijena
kapljica ulja zaustaviti ili posti¢i da se giba jednoliko. Tada su sve sile koje djeluju
na kapljicu u ravnotezi. Ako je elektri¢no polje takvo da se kapljica zaustavi, mora
biti ispunjeno:

Fu+Fg=mg
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ili:

4 4
79+ QF = 3r°moug (1.100)

gdje je r polumjer kapljice ulja, gy gustoéa ulja, g, gustoca zraka, @ naboj kapljice,
a E = U/d jakost elektri¢noga polja kondenzatora. Poznajuéi polumjer kapljice,
gustoéu ulja i gustoéu zraka, razmak kondenzatora i napon potreban za zaustav-
ljanje kapljice, mozZe se izratunati i njezin naboj:

mg—F, 4 4 d 9nv 2n3v
=——==rmou—0:)§ = = 1.101
©=TF T3NS T e (00

Mjereéi naboj za velik broj kapljica, Millikan je opazio da je naboj @ uvijek
cjelobrojni visekratnik jednoga osnovnog naboja:

e=16-10"1°C.
Tako je izmjeren elementarni naboj, naboj elektrona e. Ukupni naboj bilo
kojega tijela uvijek je cjelobrojni visekratnik, bilo pozitivan bilo negativan, toga
osnovnog kvanta elektriciteta.

1.18. Gibanje naboja pod utjecajem elektricnoga polja

U prostoru s homogenim elektri¢nim poljem E giba se nabijena Cestica mase m
i naboja @, npr. elektron. Elektri¢no polje djeluje na cesticu silom:

F=QE (1.102)

i prema 2. Newtonovu zakonu &estica ¢e se ubrazati akceleracijom:

_F _QF
“m m

a (1.103)
Homogeno elektri¢no polje najlakse je ostvariti izmedu dviju paralelnih metalnih
ploéa medusobno udaljenih za d spojenih na izvor istosmjernoga napona U (plo¢asti
kondenzator). Izmedu ploca i kondenzatora polje je:

E == (1.104)
d
i, ako je razmak izmedu plo¢a mali s obzirom na veli¢inu ploca, polje je homogeno,
osim na rubovima.

Katodna je cijev jedan od primjera gibanja elektrona u elektri¢nim poljima (sl.
1.45). Elektroni dobiveni termionskom emisijom iz posredno grijane katode prolaze
kroz resetku i ubrazavaju se pomoéu dviju anoda. Takav uredaj, tzv. elektronski
top, daje snop brzih elektrona koji kroz otvor u anodi brzinom vo ulaze u prostor
iza anode i udaraju u fluorescentni ekran koji zasvijetli kad u njega udare elektroni.
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Slika 1.45. Katodna cijev

U prostoru izmedu anode i ekrana smjesten je sistem otklonskih plo€ica za skre-
tanje elektronskoga snopa, dvije horizontalne ploce za skretanje snopa u vertikalnom
i dvije vertikalne plote za skretanje snopa u horizontalnom smjeru (sl. 1.45).

Ako npr. na gornju horizontalnu plo¢u spojimo pozitivni, a na drugu negativni
pol izvora napona U, tada ée nastalo elektricno polje skrenuti elektrone prema
gore. Ako se polaritet napona okrene, snop se skrece prema dolje. Promjenljiv
napon na ploéama uzrokovat ¢e promjenljivi otklon pa se tako na ekranu moze
vidjeti oblik promjenljivog napona. Sli¢no se moze snop skretati u vodoravnome
smjeru. Na taj se nacin (elektrostatskim otklonskim sistemima) skrece elektronski
snop, npr. u katodnim cijevima u osciloskopima. (U televizijskoj katodnoj cijevi —
kineskopu — otklon elektrona postize se elektromagnetskim otklonskim sistemima
mijenjajuéi struju kroz otklonske zavojnice i na taj nacin mijenjajuci magnetsko
polje i Lorentzovu silu na elektrone.)

Elektroni iz elektronskoga topa katodne cijevi izlaze brzinom vy, koja ovisi o na-
ponu ubrzanja. Kada se elektron ubrza naponom Up, dobiva energiju eUg u obliku
kineticke energije:

2

2

vo=1/2 % Us (1.105)

Tako npr. za napon od 18 kV (koji se primjenjuje u crno-bijelim kineskopima
televizora) vo = 7,95 - 107 m/s, a u televizorima u boji napon je 25 kV 1 brzina
9,4-107 m/s. U osciloskopima napon je manji (reda veli¢ine 1000 V) pa je i brzina
manja (oko 2 - 107 m/s).

o GU[)
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Ako je otklon elektrostatski pomocu napona U i elektricnoga polja E = U/d,
primjenom 2. Newtonovog zakona mozemo odrediti akceleraciju, brzinu 1 otklon
elektrona:

ma=F =eF
el

To je gibanje s konstantnom akceleracijom sli¢no gibanju tijela pri kosom (ho-
rizontalnom) hicu u zemljinu gravitacijskome polju.

yll
- {,L + A T r - /
BI;_I EE d / .
) g
|_
( i L i

Slika 1.46. Otklon elektrona u elektri¢cnom polju

Ako odaberemo os y u smjeru elektri¢ne sile (sl. 1.46), v, komponenta brzine u

prostoru izmedu ploca raste s vremenom:
e
vy, = —FEt 1.107
y== (1.107)

dok je vy komponenta konstantna (jer u smjeru osi z nema sile ni akceleracije) 1
jednaka je pocetnoj brzini vg.
Pomak je elektrona:

Eliminacijom vremena t dobivamo jednadzbu putanje elektrona u homogenome
elektri¢cnom polju:
e E , E

= ——ry =0

Y= om vg?2 4U,
To je jednadZba parabole, slicno kao 1 za horizontalni hitac u polju sile teze.
Ako je razmak izmedu otklonskih plocica d, a napon na njima U, tada je:

— U 2
= 0ed ® (1.109)

Izasavsi iz elektri¢noga polja (sl. 1.46), elektron se giba po pravcu prema ekranu.

(1.108)

Y
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Primjer 1.21.

Elektroni ubrzani naponom Uy = 600 V izmedu katode i anode katodne
cijevi prolaze kroz otklonske ploe i udaraju u ekran (sl. 1.46). Razmak je
izmedu otklonskih plo¢a (plocasti kondenzator) d = 1 cm a ploce su dugacke
I =5 cm. Napon je na otklonskim ploéama U = 1 V. Udaljenost je ekrana
od otklonskih plo¢a L = 20 cm.

a) Kolikom brzinom elektroni ulaze u kondenzator?
b) Kolikom brzinom izlaze iz kondenzatora?
c¢) Koliki je otklon elektrona na ekranu?

a) Napon U izmedu katode i anode ubrzava elektrone dajuci im kineticku
energiju
mv02

2

B =g = \/ 2(::0 =1,453-10"ms™ .

b) Gibajuéi se izmedu ploca, elektroni se jednoliko ubrazavaju u smjeru osi
y akceleracijom a = eE/m = eU/md. Na izlasku iz kondenzatora elektroni
imaju jednaku z — komponentu brzine kao pri ulasku, dok im y — kompo-
nenta brzine nije vi§e nula, nego:

[ eUl

vy=atj =a—= =6-10*ms™!.
Vg mduv,

= er-,

odnosno brzinu

c¢) Za vrijeme gibanja medu plocama elektron se otklonio u smjeru osi y za:
_8,2_ al?  eUl
=g = 202 2mdvg?’

Izvan plo¢a elektron se giba jednoliko i vrijeme je potrebno za put od kon-
denzatora do ekrana ¢, = L/v,. Pri tom je otklon u y smjeru:

eUlL

dmug?’

Y2 = Vyly = alyty; =

Ukupni otklon iznosi, dakle:

eUl [ eUlL UlL
Y:y1+y2: 9 ( L) —

dmu, 2 ¥ dmv2 — 2Uod

Y = 0,94 mm.

Otklon elektrona y ovisi o naponu U; omjer Y/U, karakterizira osjetljivost
katodne cijevi.
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Pitanja i zadaci

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.
1.5.

1.6.

i 1% 3

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.
1.13.

Koliko ima vrsta elektriénoga naboja? Kako se mogu naelektrizirati stak-
leni 1 ebonitni stap?
Odakle potjece naboj elektricki nabijenih tijela? Sto je elementarni naboj

1 koliko on iznosi?

U kojim sluéajevima mozemo govoriti o tolkastome naboju? Definirajte
prostornu, plodnu i linijsku gustocu naboja.

Obrazlozite Coulombov zakon o elektrostatskoj sili.

Koliko iznosi elektrostatska sila izmedu jezgara ?3*U 1 *He kad su im sredista
udaljena 1,5 - 10~ * m?

Dva tockasta naboja Q1 = 1 pC1 Q3 = 9 pC udaljena su medusobno 10 cm.
Kamo treba staviti negativni naboj Q3 tako da bi rezultantna sila na njega
i§¢ezavala?

Cetiri tockasta naboja Q; = —1pC, Q2 =2puC, Q3 =—-2uCi Q4 =2pC
nalaze se u vakuumu u vrhovima kvadrata stranice a = 0,3 m. Izratunajte

iznos rezultantne sile F na naboj Q; i kut koji ta sila zatvara sa silom ¥ 2
izmedu prvih dvaju naboja.

Kolika je jakost elektricnoga polja tockastoga naboja od 50 pC na udalje-
nosti 50 cm od naboja?

U blizini Zemljine povrsine djeluje, vertikalno prema dolje, elektri¢no polje
jakosti 120 N/C. Odredite omjer sile teZe i elektricne sile na ioniziranu
vodikovu molekulu Hy* u tome polju.

Navedite izraz koji daje uzajamnu potencijalnu energiju dvaju naboja @
1 @2 u vakuumu, na medusobnoj udaljenosti r.

Izracunajte ukupnu potencijalnu energiju Sest jednakih naboja @ = 1 nC,
smjestenih u vrhove pravilna Sesterokuta stranice 3 nm.

Sto je elektri¢ni potencijal?
Izracunajte:

a) elektri¢ni potencijal tockastoga naboja @ u tocki koja se nalazi na
udaljenosti r od naboja,
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1.14.

1.15.

1.16.

10

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

b) elektriéni potencijal kugle polumjera R, nabijene jednoliko po cijelome
volumenu nabojem @, u tocki koja je za r udaljena od sredista kugle.

Sto je to elektri¢ni dipol? Kako se definira dipolni moment? Navedite
koliko iznose dipolni momenti molekula H,0, CO, CO; i AgCl.

Izracunajte jakost elektriénoga polja koje stvaraju molekule navedene u
zadatku 1.14, na udaljenosti 10 nm od dipola:

a) za tocku na pravcu dipola,
b) za totku na pravcu okomitom na smjer dipola.

Pomoéu rezultata iz primjera 1.11. i relacije (1.61) pokazite da uzajamna
potencijalna energija dvaju dipola pi i pa, kojima su sredista povezana
vektorom 7, iznosi:

1 p1-p2—3(7% - p1)(70 - P2)

E =
P1,2 411'60 r3

Dva elektri¢na dipola, p = 4-1073° Cm i p, = 2-1073° Cm, leze na
medusobnoj razdaljini od 10 nm. Izrac¢unajte njihovu uzajamnu potenci-
jalnu energiju i izrazite je u eV, ako:

a) leze na istome pravcu i istog su smjera,

b) leze na istom pravcu, a suprotnog su smjera,

c) leze na paralelnim pravcima i istog su smjera,

d) leze na paralelnim pravcima i suprotnog su smjera,
e) leze na medusobno okomitim pravcima.

Za svaki pojedini slu¢aj odredite je li sila medu dipolima privla¢na ili od-
bojna.

Definirajte kapacitet izoliranog vodica i kapacitet kondenzatora. Kojim se
jedinicama mjeri elektri¢ni kapacitet?

Opisite uredaj koji nazivamo kondenzatorom. Kakve vrste kondenzatora
poznajete?

Dva serijski spojena kondenzatora kapaciteta C; = 2 uF 1 C; = 5 pF

prikljuéena su na izvor napona od 120 V. Odredite napon na svakom od
kondenzatora.

Tri kondenzatora kapaciteta 10 pF, 20 pF 1 40 pF spojena su medusobno 1
prikljuéena na napon od 10 V.

a) Odredite na koliko se razli¢itih nacina mogu spojiti kondenzatori 1
nacrtajte pripadne sheme,

b) izracunajte ekvivalentni kapacitet svake od kombinacija,

¢) izratunajte napon i koli¢inu elektri¢nog naboja na svakom od konden-
zatora u pojedinim kombinacijama.
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1.22. Kolika se energija oslobodi pri izbijanju lajdenske boce kapaciteta
6,5-10~1° F, prikljuéene na napon od 15000 V?
1.23. Objasnite na koji je nain Millikan eksperimentalno odredio elementarni
naboj.
1.24. Po kakvoj se stazi giba nabijena Zestica u konstantnome elektri¢cnom polju?
Odredite jednadzbu te krivulje.
1.25. Elektron uleti poéetnom brzinom vy = 10° ms™! u srediste izmedu ploga
kondenzatora, a izleti uz rub plo¢e. Razlika je potencijala medu plocama
100 V. Kolika je promjena energije elektrona izrazena u eV? Za koliko se
puta povecala kineticka energija elektrona?
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2. Elektri¢cna struja

2.1. Jakost elektriéne struje

U elektrostatici smo proucavali elektriéne naboje koji miruju, a sada cemo raz-
matrati naboje u gibanju. Usmjereno gibanje elektri¢nih naboja naziva se elektri¢na
struja. Spojimo li npr. ploce nabijenog kondenzatora vodicem, poteéi ée kratko-
trajna struja (koju mozemo opaziti npr. pomoéu galvanometra) i kondenzator e
se isprazniti. Pod utjecajem elektri¢noga polja kondenzatora elektroni ée se gibati
kroz vodic i tako proizvesti elektri¢nu struju.

Sli¢no, spojimo li Zarulju na bateriju (akumulator), struja ée prolaziti kroz ot-
pornu Zicu Zarulje, zagrijavati je i zarulja ée svijetliti. Od negativnoga pola baterije
elektroni ¢e se, pod utjecajem elektri¢noga polja (koje proizvodi baterija), gibati
kroz vodi¢ i Zarulju prema pozitivhome polu.

Struja nastaje usmjerenim gibanjem nosilaca naboja pod utjecajem elektricnoga
polja. U metalima su to slobodni elektroni, a u elektrolitima (vodenim otopinama
soli, kiselina i luZina) i plinovima pozitivni i negativni ioni.

Smjer je struje u smjeru elektri¢noga polja, tj. u smjeru gibanja pozitivnog
naboja, od pozitivne stezaljke izvora struje (baterije, akumulatora i sl.) prema
negativnoj. Elektroni su negativno nabijeni i gibaju se u suprotnome smjeru, od
negativne stezaljke prema pozitivnoj. Dogovor o smjeru elektri¢ne struje prvi je
predlozio B. Franklin, koji je zamisljao da elektricitet, kao neki fluid, tece od mjesta
na kojemu ga ima viSe prema mjestu gdje ga ima manje.

Opéenito se elektriéna struja mijenja s vremenom. Ako je smjer struje uvijek
isti, takvu struju nazivamo istosmjernom strujom. U suprotnome slucaju, struja je
izmjeniéna.

Struja je stalna ako kroz presjek vodica u jednakim vremenskim razmacima teku
jednake koli¢ine naboja.

Jakost stalne struje kroz neki vodi¢ omjer je elektri¢noga naboja @ i vremena ¢
potrebnog da taj naboj prode kroz neki presjek vodica:

I=% (2.1)
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Ako je struja promjenljiva, tada trenutnu vrijednost jakosti struje definiramo

1zrazom: AQ 40
= lim — = — . 2
J AI:I-EO At dt (2 )

(Ponekad promjenljivu struju oznatavamo malim slovom i.)
Ukupni naboj koji u vremenu ¢ prode kroz presjek vodi¢a pri stalnoj struji
jakosti I jednak je:
Q=1It (2.3)

Ako je struja promjenljiva, naboj se ratuna integriranjem:

i
Q= [ I(t') dt’ (2.4)
/

Jakost elektriéne struje I osnovna je fizikalna veli¢ina Medunarodnog sustava
(SI). Jedinica je za jakost struje amper, A.* O definiciji ampera govorit ¢emo u 3.
poglavlju.

Stalna struja ima jakost od jednog ampera ako u jednoj sekundi kroz presjek
vodi¢a protece jedan kulon naboja.

(Kulon je izvedena jedinica i to je njegova definicija pomocéu ampera kao osnovne
jedinice.)

Naboj elektrona je e = 1,6 - 10~'° C pa pri jakosti struje od 1 ampera kroz
presjek vodiéa prode r’—éﬁ:ﬁ = 6,25 - 1018 elektrona.

Ako je struja jednoliko rasporedena po presjeku S okomitom na smjer gibanja
nosilaca naboja, gustoca struje J jednaka je kvocijentu jakosti elektriéne struje I 1
presjeka vodica S:

J= 5 (2.5)

Gustoéa struje definira se kao vektorska veli¢ina: smjer vektora J je u smjeru
u kojem bi se gibao pozitivni naboj u promatranoj tocki.

Ako gustoca struje nije po cijelom presjeku konstantna, tada je:

dI = J-d§ odnosno I= ff J-d§ (2.6)
s -

gdje je dS vektor elementa povrdine koji ima smjer normale na presjek. Za razliku
od jakosti struje koja se odnosi na vodi¢ kao cjelinu, gustoca struje odnosi se na
pojedinu toc¢ku u vodicu. ’

Jedinica za gustodu struje je amper po cetvornom metru A/m?, no u praksi se
¢esto vrijednosti iskazuju i po éetvornom milimetru A/ mm?. Tipi¢ne su vrijednosti
gustoée struje u bakrenim vodovima npr. do 10 A/mm?, u namotajima strojeva
do 4 A/mm?, u volframovoj niti zarulje oko 400 A/mm? i sl. Ako je gustoéa struje

* André Marie Ampére (1775-1836), francuski fizicar i matematicar, poznat po radovima iz
elektromagnetizma.
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suvise velika, Zice ¢e se zagrijavati pa se pri prora¢unu vodica za instalacije 1 razlicite
uredaje moraju uzeti u obzir maksimalno dopustene gustoce struje.
U tabl. 2.1. navedeni su presjeci vodica u vodovima elektri¢ne instalacije i
najveéa dopustena trajna jakost struje koja smije teci kroz takve vodice.
Navedene vrijednosti su za visezilne vodove npr. za priklju¢ak prenosivih trosila.

Tablica 2.1. Dopustena trajna struja u priklju¢nim vodovima

Presjek / mm?* 05 075 1 15 2,5 4 6 10 18
Jakost struje / A 6 10 16 20 25 36 47 63 80

2.2. Elektriéni otpor. Ohmov zakon

Za mnoge vodice, posebno metale, jakost struje kroz vodi¢ pri konstantnoj tem-
peraturi razmjerna je naponu na njegovim krajevima. Ta se ¢injenica naziva Ohmov
zakon*. Omjer napona U 1 jakosti struje I elektriéni je otpor vodica R:

U
22 - 29
- 2.7)
Ohmov zakon za vodi¢ otpora R moZemo, dakle, pisati u obliku:
U=RI (R =konst.) (2.8)

Ako se pri promjeni napona otpor vodi¢a ne mijenja, kazemo da za vodi¢ vrijedi
Ohmov zakon. Vodiéi za koje vrijedi Ohmov zakon nazivaju se omski otpornici.
(Kad kazemo otpornik, obiéno i mislimo samo na omske otpornike.)

Mjerenjem se moZe odrediti veza izmedu napona U na krajevima vodica i jakosti
struje I koja prolazi vodi¢em. Tablica pokazuje rezultate takva mjerenja za ot-
pornik napravljen od metalne zZice. Uredaj kojim mozZemo obaviti takvo mjerenje
prikazan je na sl. 2.1.a.

Tablica 2.2. Rezultati mjerenja ovisnosti struje o naponu

u/v |o 2 4 6 8 10 12 -2 -4
I/A (0O 0,23 0,46 069 092 1,15 1,37 -0,23 -—-0,47

(Negativne vrijednosti napona koje su navedene u tablici dobiju se okretanjem
polariteta napona. Pri tom se promijeni i smjer struje pa jakost struje piSemo s
negativnim predznakom.)

Rezultati mjerenja prikazani su u tablici 2.2, a graficki na sl. 2.1.b. Ovisnost je
struje o naponu linearna, jakost struje izravno je razmjerna s naponom.

Jedinica je elektri¢noga otpora om, 2

A%

Q:K'

* Georg Simeon Ohm (1787-1854), njemacki fizicar, poznat po radovima iz elektriciteta
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O,

Slika 2.1. a) Uredaj za mjerenje ovisnosti struje kroz vodi¢ o naponu

I/A 1

2 =

1,54

bk

Slika 2.1. b) Ovisnost struje kroz vodié o naponu

Reciproéna vrijednost otpora naziva se elektricna vodljivost:

GZ—R'

(2.9)

Jedinica elektriéne vodljivosti, 271, je simens, S, koja je po definiciji

A
\'

=Q L

Mjerenja pokazuju da je elektri¢ni otpor homogenoga vodi¢a u obliku Zice raz-
mjeran s njegovom duzinom [, a obrnuto razmjeran s presjekom Zice S:

R=¢=

(2.10)
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2.2. Elektri¢ni otpor. Ohmov zakon

Faktor razmjernosti g naziva se elektricna otpornost materijala i ovisi samo o mate-
rijalu i o temperaturi. Otpornost se iskazuje jedinicom ommetar, znak 2m, a ¢esto
je u upotrebi i jedinica 2 mm?/m. Reciproéna vrijednost otpornosti jest elektricna
provodnost k:

K= -

; (2.11)

Jedinica je elektriéne provodnosti simens po metru, S/m, odnosno 0-1m=1,

S obzirom na vrijednost elektri¢ne otpornosti, materijale dijelimo na vodice,
poluvodice i izolatore. Za vodiée (metale) otpornost se kreée u granicama od 103
do 10~% Q m, a za izolatore od 10® do 10'® Q m. Tipicne vrijednosti prikazane su
u tabl. 2.3.

Tablica 2.3. Elektriéne otpornosti materijala i temperaturni koeficijenti otpora kod 20 °C

Materijal | ¢/Stm | a/K—*
vodici
srebro 1,59-10~° | 4,1-10°
bakar 1,730 3,9-103
zlato 2,3-10"8 4.10"°
aluminij 2,7-10"8 3,8-10%
volfram 5,56 -10-8 5.10"3
cink 6-10"% 4,2-1073
zeljezo 9,7-10"8 5.10—3
platina 10-1078 5.10"3
kositar 10-10-8 4,6-10"3
olovo 20.108
mangan 43.10"% 1-10°6
konstantan 50 -10—8 4.107%
Ziva 98 -107% 9.10*
poluvodiéi
ugljen 40 —4,5.10~*%
germanij (Cisti) | 600
silicij (&isti) 230 -7-10"2
izolatori
voda 2,5-10°
drvo 1010
staklo 1019104
teflon 1013
kvarc 1015

Otpori koji nisu omski. Utvrdili smo da za metale pri stalnoj temperaturi
postoji razmjernost izmedu struje i napona: kaZzemo da za njih vrijedi Ohmov
zakon. Takvi otpori se nazivaju omski. Struja prikazana kao funkcija napona (tzv.
karakteristika struja—napon) za otpornike omskoga otpora je linearna. Neki drugi
materijali, odnosno elektroni¢ki elementi imaju nelinearne karakteristike. Za njih
struja nije razmjerna naponu pa za njih ne vrijjedi Ohmov zakon.

Tipi¢an primjer takva otpornika neomskog otpora jest ispravljacka dioda. Njezin
je simbol prikazan na sl. 2.2.a. Kada je anoda diode pozitivna, a katoda negativna
(propusni smjer) kroz diodu tece struja. Obratno, kada je dioda spojena u za-
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pornome smjeru, ne propusta struju. Smjer strelice u simbolu diode (sl. 2.2.a)
pokazuje smjer struje kroz diodu.

A
IR
R

anoda katoda ke
+ : o I

propusni smjer

anoda katoda s U >

- 4+

zaporni smjer

a) )
Slika 2.2. a) Oznaka diodei b) ovisnost struje i otpora diode o naponu

Na sl. 2.2.b prikazani su karakteristika diode (ovisnost struje o naponu), kao
i ovisnost otpora diode o naponu. Karakteristika diode nije linearna; za diodu ne
vrijedi Ohmov zakon.

Za zarulju sa zZeljeznom niti napunjenom vodikom ne vrijedi Ohmov zakon, §to
je vidljivo iz mjerenja ovisnosti struje o naponu (tabl. 2.4)

Tablica 2.4. Rezultati mjerenja karakteristike Zeljeza u vodiku

U /V 10 20 30 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
I/mA |3 50 65 70 75 80 80 80 80 80 80 83 85

J’/mAJ
100+

i A . . B8
50

o ' s0 10 = 10 200 WV

Slika 2.3. U-I karakteristika Zeljeza u vodiku
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Iz tabl. 2.4, a jos lakse iz sl. 2.3. vidimo da taj otpor nije omski. U odredenom
podru¢ju napona, (AB), struja je stalna, pa se ovakav otpornik moze upotrijebiti
kao strujni regulator. (Razlog je takva ponasanja Zeljeza pri viSim temperaturama
u promjeni njegove kristalne strukture.) Postoje takoder otpornici za odrZavanje
stalnog napona; to su tzv. voltage dependent resistors — VDR~-otpornici.

Otpornici &iji otpori nisu u skladu s Ohmovim zakonom imaju veliku primjenu
u elektrotehnici. Cijevne i poluvodicke diode upotrebljavaju se u ispravlja¢ima,
Zenerove diode upotrebljavaju se za stabiliziranje napona itd.

2.3. Mikroskopski opis elektricne struje

Elektriéna struja uzrokovana je gibanjem nosilaca naboja. Pogledajmo kako se
elektroni pod utjecajem elektricnoga polja gibaju u metalima. Naravno, nasa ce
razmatranja biti osnivana na zakonima klasic¢ne fizike 1 zato samo priblizna; samo
kvantna fizika moze u potpunosti objasniti gibanje elektrona.

_ B E=( Fz=-eE
F g oie e o !o s lelae
e - .~ N
eNe o o o o o o o
s -t - Lasd
ece o o7 \®,°®,°® o

\ T b7
nl b) c)

Slika 2.4. a) Slobodni elektroni umetalu, b) Kaotiéno gibanje elektrona, c) Usmjereno gibanje
elektrona

U kristalima (pa 1 u metalima, koji su takoder kristali) atomi su pravilno
rasporedeni u kristalnu resetku 1 ne mogu se slobodno gibati, nego — samo titrati
oko ravnoteznog polozaja. Kao rezultat interakcije medu susjednim atomima, veza
vanjskoga elektrona atoma 1 jezgre u metalima vrlo je slaba, pa se takvi elektroni
unutar metala ponasaju kao slobodni. Slobodne elektrone u metalima nazivamo
i elektronskim plinom jer se, sli¢no Cesticama plina, gibaju kroz resetku izmedu
fiksnih metalnih iona (sl. 2.4.a). Iako je termicka brzina tih elektrona relativno
velika (oko 10° m/s), zbog stalnih je sudara gibanje kaoti¢no pa je, kada nema
elektri¢noga polja, srednja brzina nula (sl. 2.4.b).

Pod utjecajem elektri¢noga polja, slobodni se elektroni ubrzavaju izmedu sudara
s atomima u resetki, a u sudarima gube energiju. Zapravo, ti su sudari interakcija
elektrona i titranja kristalne resetke tzv. fonona — u §to ovdje ne mozemo iscrpnije
ulaziti. (Potpuni opis elektronskoga plina mogué je samo pomo¢u kvantne fizike.)

Kao rezultat djelovanja elektriéne sile (ubrzanja) i ostalih sudara (usporavanja),
elektron dobiva neku srednju dodatnu brzinu u smjeru elektri¢ne sile (sl. 2.4.c). Ta
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dodatna usmjerena brzina moze se nazvati brzinom strujanja (pomicanja) elektrona
u smjeru elektriéne sile (ili, prema engleskom nazivu drift velocity, drifi-brzina vg.)
Interakcija elektrona s titranjem kristalne resetke djeluje slino viskoznome
trenju i ometa gibanje elektrona djelujuci suprotno elektri¢noj sili.
Sliéno kao u mehanici fluida, 1 ovdje mozemo pretpostaviti da je:

Fpp = —biy (2.12)

gdje je b konstanta razmjernosti, koja ovisi o vrsti nosilaca naboja 1 o kristalnoj
resetki.

Drift-brzinu #; odredujemo iz uvjeta da je zbroj sila na elektron (koji se giba
konstantnom brzinom vg) jednak nuli:

— —

Fag+F; =0 (2.13)
odnosno: .
—eE —bug =0
fijis
e
va =~y E=pqaFE (2.14)
gdje se konstanta p.; = —e/b naziva pokretljivost elektrona. (U ovim je izrazima

e elementarni naboj, dakle, pozitivna veli¢ina, dok je naboj elektrona jednak —e.)
Drift-brzina elektrona, zbog njegova negativnog naboja, suprotna je smjeru elek-
tricnoga polja, §to se vidi iz izraza (2.14).

Srednje vrijeme izmedu dvaju sudara elektrona oznagimo s 7, a srednji put koji
pri tom prevali elektron s A (tzv. srednji slobodni put). Sli¢no kao molekule plina,
elektroni imaju razli¢ite brzine i raspodjelu brzina mozemo, kao i za plin, opisati
nekom efektivnom brzinom v. (Ona za elektrone u bakru iznosi oko 10° m/s.) Veza
izmedu 7 i ), uzevsi u obzir efektivnu brzinu elektrona izmedu dvaju sudara, moze
se pisati kao:

X =9T (2.15)

Ako u metalu postoji elektri¢no polje E, elektri¢na ée sila djelovati na elektrone
i ubrzavati ih

3
2y 24
[l

E (2.16)

3oy,

Zbog te akceleracije elektron ée izmedu dvaju sudara dobiti dodatnu brzinu u smjeru
elektricne sile

ili
7 = pE (2.17)
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I
1
© | | ® )
® | 1| ©
vg At R
Slika 2.5. Uz objasnjenje drift—brzine
gdje je p = —er/m pokretljivost elektrona, koja je negativna. (Ako je struja

uzrokovana pozitivnim nosiocima naboja, pokretljivost p je pozitivna.)

Povezimo jakost, odnosno gustoéu struje, i drift-brzinu elektrona u metalu.
Neka je komad metalne Zice duljine ! i presjeka S spojen na napon U. Pod utjecajem
elektri¢noga polja ' = U/l elektroni ¢e dobiti odredenu drift—brzinu i teéi ée struja.
Za vrijeme At elektron ¢e u prosjeku prevaliti put vgAt; svi elektroni u valjku
osnovice S 1 visine vgAt proci ¢e u vremenu At kroz promatrani presjek S i iziéi
iz valjka (sl. 2.5). Ako je n koncentracija slobodnih elektrona u vodiéu (tj. broj
elektrona po jedinici volumena), tada je ukupni naboj koji u vremenu At prostruji
kroz presjek S:

Q = neSvgAt (2.18)
Jakost je struje:
I'= % = nevg " (2.19)
a gustoca struje
I
= g = nevd (2.20)
ili pisano vektorski za elektrone:
J = —net, (2.21)

Pomocu relacije (2.14) drift-brzinu mozemo pgvezati s jakoscu elektricnoga
polja:
J = —neugE (2.22)

Primjer 2.1.

Kolika je drift-brzina elektrona u bakru pri gustoéi struje od 150 A /cm?,
uz pretpostavku da svaki atom bakra ima po jedan slobodni elektron. Gu-
sto¢a bakra je 8,9 g/cm3, a molarna masa 0,0636 kg/mol.

Buduc¢i da svaki atom ima po jedan slobodni elektron, koncentracija slo-
bodnih elektrona jednaka je koncentraciji atoma. U 1 m?® bakra koli¢ina
tvari bakra bit ¢e o/M mola, gdje je M molna masa bakra i ¢ gustola
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bakra. Buduéi da u kolié¢ini tvari 1 mol ima N4 atoma, i isto toliko slobod-
nih elektrona, broj atoma, odnosno slobodnih elektrona n iznosi:

oN4  89-10%kgm™>-6,02- 102 mol ™}

n= =8,4-102m™32,
M 6,36 - 10~2 kg mol ™!
a drift-brzina:
J
Vg = —
ne
JM 1,56 - 105 Am~2 - 6,36 - 10~2 kg mol ™"
V4

T oNie 89-10%kgm=2-6,02- 1028 mol™!-1,6-10-1°C
va=11-10"*ms™ ! = 0,11 mms™!,

Kada se strujni krug zatvori, struja, gotovo istoga trenutka, potece 1 kroz
najudaljeniji dio strujnoga kruga. Taj se strujni impuls (promjena konfigu-
racije elektri¢nog polja) Siri brzinom svjetlosti. Naprotiv, brzina kojom se
naboj prenosi kroz vodi¢, kao §to pokazuje i ovaj primjer, vrlo je mala, samo
djeli¢ milimetra u sekundi.

2.4. Mikroskopski oblik Ohmova zakona

Makroskopski oblik Ohmova zakona U/I = R napose je pogodan za tehnicara
koji mjeri napon i jakost struje. Ohmov zakon mozemo izvesti i u mikroskopskome
obliku* kao vezu izmedu gustoce struje i jakosti elektri¢noga polja koje tu struju
proizvodi. Primjenom Ohmova zakona, naime, dobijemo:

I U
/=357 %s
Q-S“S

¢ime smo povezali gustoéu struje i jakost elektricnoga polja. Usporedimo li ovu
relaciju s (2.22), vidimo da se elektri¢na provodnost moze povezati s mikroskopskim
veli¢inama: koncentracijom elektrona i pokretljivoscu:

K = nefle (2.24)

Izraz (2.7) nazivamo makroskopskim oblikom Ohmova zakona, jer povezuje
makroskopske veli¢ine U, I i R za odredeni (makroskopski) dio materijala, dok su
velicine J, E i k u izrazu (2.23) odredene za svaku tocku materijala, te mikroskopski
opisuju vezu izmedu elektricnoga polja i gibanja naboja.

* Naziv mikroskopski nema veze s mikroskopom, veé se odnosi na atomisticki prikaz odredenih
pojava.
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Ohmov ée zakon:
J =neugF

vrijediti za takav vodi¢ ako je koncentracija nosilaca naboja (slobodnih elektrona)
stalna 1 ako njihova pokretljivost ne ovisi o elektritnom polju, pa je J/E = &
konstanta, tj. promjene polja E razmjerne su odgovarajuéim promjenama gustoce
struje J.

Pokretljivost elektrona u bakru moze se izratunati primjenom relacije (2.24).
Uzevéi Kk = 1/0 = 5,8 - 10" S/m, koncentraciju elektrona n = 8,4 - 102 m~3
(v. primjer 2.1. na str. 79) ie = 1,6 -10~'° C, dobivamo za pokretljivost:

m? cm? cm?

=43 — =43 — .
QC QC Vs

Bakar koji se upotrebljava za izradu vodi¢a nema sasvim pravilnu kristalnu
strukturu, vec je polikristalini¢an tako da je pokretljivost elektrona relativno mala

u usporedbi s pokretljivoséu u monokristalima kakav je npr. monokristalni silicij.

— K _42.10-3
p=—=4310

U monokristalu silicija pokretljivost elektrona, zbog pravilne kristalne strukture,
je velika i iznosi oko 0,13 m?/QC, tj. 1300 cm?/Vs. Usprkos tome silicij je mnogo
losiji vodi¢ od bakra, jer je koncentracija nosilaca naboja (elektrona) u njemu vrlo
mala (oko 10'° m~3). Ako se dodavanjem primjesa koncentracija poveéa na, recimo,
102! m~3, tada je elektri¢na otpornost takva poluvodita s primjesama (tzv. N
odnosno P-tipa silicija) bitno manja:

1 1
¢ men T 10%m-3-16-10-°C- 0,13 m2Q-1C-1
0=0,05Qm.

Za Cisti silicij elektri¢na otpornost je:

1 1
= fep T 10 m-3-16-10-19C - 0,13 m?Q-1C—1
e = 5000 Qm

2.5. Ovisnost otpora o temperaturi. Supravodljivost

Otpor materijala ovisi o temperaturi. Poveéavanjem temperature, otpor se
metala povecava, a kod nekih drugih materijala (npr. poluvodiZa), otpor pada
kada temperatura raste. Promjenu otpora s temperaturom mozemo opisati tem-
peraturnim koeficijentom otpora a:

1 AR _ 1 Ap

Temperaturni koeficijent otpora o pokazuje kolika je relativna promjena otpora
pri promjeni temperature za jedan kelvin. Ako je na temperaturi T}, otpor Ry,
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tada ¢e na temperaturi 75 otpor biti jednak:
R; = Ri(1+4 aAT) (2.26)

gdje je AT =T, — T1.
Sli¢no se mijenja i elektri¢na otpornost:

02 = 01(1 + AT) (2.27)

Ovaj linearni zakon vrlo dobro vrijedi za &iste metale u podrucju “obi¢nih”
temperatura (npr. 0°C do 100°C). Za ¢iste metale « je uvijek pozitivan, prakticki
neovisan o temperaturi i iznosi priblizno ﬁ K-1 (v. sl. 2.6.a).

Promjenom otpora s temperaturom koristimo se npr. u otpornome termometru.
Mjereéi otpor platine i poznajuéi njegovu temperaturnu ovisnost, mozemo odredi-
ti temperaturu. U tu se svrhu u novije vrijeme sve vise primjenjuju poluvodicki
termistort.

Otpor se poluvodi¢a smanjuje s temperaturom. Ta se ovisnost moze prikazati
izrazom:

R = AeB/T (2.28)

gdje su A i B konstante ovisne o vrsti i obliku materijala.
Temperaturni je koeficijent otpora takva poluvodica:

(.'E:l-(—l-E:—£ (2.29)
R dT T2
Ako je npr. B = 3000 K, tada je za temperaturu 7' = 300 K, a = —0,03 K1
(Usporedite s vodi¢ima za koje je o = 0,004 K~1.)
Posebni poluvodiéki otpornici termistori imaju relativno velik negativni tempe-
raturni koeficijent a. Zbog te se osobine mogu upotrijebiti za mjerenje temperature.
Obiéni otpornici imaju pozitivan termicki koeficijent otpora a, a termistori
negativni, pa se kombinacijom jednih i drugih moze dobiti otpornik ¢iji otpor ne
ovisi o temperaturi.

Supravodljivost. U blizini apsolutne nule otpor nekih metala i5¢ezava. Ta se
pojava naziva supravodljivost. Otkrio ju je nizozemski fizicar Kamerlingh Onnes
(1911) mjereéi otpor Zive na vrlo niskim temperaturama (oko 4 K).* Temperatura
pri kojoj se otpor naglo smanji na nulu (tzv. temperatura skoka ili kriticna tempe-
ratura) reda je veli¢ine nekoliko kelvina i razlikuje se za razne materijale. U tabl.
2.5. navedene su neke kritiéne temperature pri kojima pocinje supravodljivost. Na
sl. 2.6.a prikazana je ovisnost otpora metala o temperaturi, a na sl. 2.6.b ovisnost
otpora supravodi¢a o temperaturi u blizini apsolutne nule.

Ako se npr. olovna Zica ohladi ispod 7,2 K, njezin otpor nestaje, postaje nula,
olovo postaje supravodljivo. Naprotiv, neki drugi metali poput bakra ili srebra,
ne pokazuju supravodljivost, nego im je otpor na temperaturama bliskim apsolut-
noj nuli stalan i razli¢it od nule. U okvirima klasicne fizike ne moZe se objasniti
supravodljivost.
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a) b)

Slika 2.6. a) Ovisnost otpora metala o temperaturi i b) ovisnost otpora supravodiéa o temperaturi

Tablica 2.5. Kritiéne temperature za neke materijale

.. Kritiéna
Materijal temperatura, T}
In 34K
Sn 3, 7K
Hg 42 K
Pb 7,2 K
NbaSn 18 K
NbzGa 20 K

Primjena supravodljivosti dolazi sve vise do izrazaja i istrazivanja u vezi s tim
vrlo su intenzivna u svijetu.

Buduéi da je u supravodljivom podrué&ju otpor materijala sveden na nulu, nema
toplinskih gubitaka (zagrijavanja vodita), te se u vodi¢ima mogu proizvesti vrlo
Jake gustoce struja i odrzavati po volji dugo bez velikog potroska energije. Problemi
se, medutim, javljaju zbog velikog utroska energije za dobivanje i odrzavanje tako
niskih temperatura.

2.6. Otpornici

Otpornik je jedan od najesée upotrebljavanih elektronickih komponenata. U
radio 1 televizijskom prijemniku njih je, uz kondenzatore, vise od svih drugih kom-
ponenata. Obi¢no se otpornici izraduju u obliku malog valjka dugackog nekoliko
centimetara s dvjema zicama na krajevima. Treba razlikovati pojmove otpor i ot-
pornik, kapacitet i kondenzator, induktivitet i zavojnica. Otpornik, kondenzator i
zavo]nica elektronicki su elementi koji se ugraduju u sklopove, a otpor, kapacitet i
induktivitet fizikalne su veli¢ine, elektri¢na svojstva spomenutih elemenata.

* Za doprinos objasnjenju supravodljivosti dobili su J. Bardeen, L. Cooper i J. Schriefer No-
belovu nagradu za fiziku 1972. godine.
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Ima vise vrsta otpornika, ovisno o tehnologiji proizvodnje 1 namjeni: Zicani,
slojni, stalni i promjenljivi otpornici.

Zi¢ani su otpornici izradeni od otporne Zice na izolatoru od keramike ili stakla s
prikljuénim stezaljkama ili obujmicama na krajevima otpornika. Obi¢no se upotre-
bljavaju za veéa optereéenja.

Slojni otpornici izraduju se tako da se na nosaé od izolatora (keramike) nanese
sloj odredene otpornosti. Sloj moze biti ugljeni ili metalni.

Potenciometri su promjenljivi otpornici kojima se vrijednost’ otpora klizacem
moze mijenjati od nule do neke najvece koja je oznatena kao vrijednost poten-
ciometra. Manji potenciometri za fino namjestanje nazivaju se trimerpotenciometri
i sluze za povremeno podesavanje radnih to¢aka u strujnim krugovima.

Osim potenciometara kojima se otpor mijenja mehaniéki, ima i promjenljivih
otpornika kojima se otpor mijenja promjenom napona (VDR), temperature (NTC
i PTC) i osvjetljenja (LDR).

Otpornik od Zeljezne Zice u vodiku jedan je od klasi¢nih otpornika s pozitivnim
temperaturnim koeficijentom. To je jedan od primjera PTC-otpornika (Positive
Temperature Coefficient). Obi¢na je Zarulja takoder PTC-otpornik jer joj se otpor
poveéava s temperaturom. Medutim, u elektrotehnici se ¢esto upotrebljavaju PTC-
-otpornici iz poluvodi¢kog materijala. Upotrebljavaju se npr. za mjerenje tempe-
rature, u sklopovima za zastitu od pregrijavanja i sl.

Termistori s negativnim temperaturnim koeficijentom obi¢no se nazivaju NTC-
—otpmegative Temperature Coefficient). Povecanjem temperature otpor im
se smanjuje; temperaturni je koeficijent o takvih otpora oko —0,05 K~1. Na sl.
2.7. prikazana je ovisnost otpora o temperaturi za NTC i PTC-otpornik. Primjene
su NTC-otpornika razli¢ite: mjerenje i reguliranje temperature, ogranienje visokih
struja pri ukljuéivanju uredaja, u raznim relejima i sl.

R h PTC

N

Slika 2.7. Ovisnost otpora o temperaturi za NTC- i PTC-otpornik

_’,
T

Varistori ili VDR-otpornici (Voltage Dependent Resistor) primjenjuju se za
stabilizaciju napona jer mu otpor ovisi o naponu na njegovim krajevima (sl. 2.8).
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Poveéanjem napona otpor se varistora smanjuje. To se mozZe primijeniti za
regulaciju napona.

LDR-fotootpornik (Light Dependent Resistor) nacinjen je od poluvodickoga
materijala (npr. kadmij-sulfid) i otpor mu ovisi o tome koliko je osvijetljen; pri
slabu je osvjetljenju veéi, a pri jakom manji. To se svojstvo mozZe primijeniti npr.
za upravljanje relejima.

Pri upotrebi otpornika vazno je za svaki od njih poznavati ove podatke: vrijed-
nost otpora, toleranciju i snagu za koju je otpornik predviden i koja se pri upotrebi
ne smije premasiti.

R/(

105

10° 4

102 4

T T -
100 200 300 U/V

Slika 2.8. Ovisnost otpora o naponu za VDR-otpornik

Pri prolazu struje otpornik se zagrijava i to zagrijavanje ne smije prijeci odrede-
nu granicu. Snaga za koju je predviden pojedini otpornik najveca je snaga koja se
smije postiéi na otporniku, a da ne nastane osteéenje zbog pregrijavanja otpornika.
Izraduju se otpornici za razli¢ite snage: % W, % W, 1 W, 2 Witd. Ako je npr.
otpornik za snagu 2 W, tada pri ukljuéenju na napon 200 V struja kroz otpornik
mora biti manja od 10 mA.

Vrijednost otpora moZe se na otporniku oznaciti brojem ili obojenim prstenovi-
ma razli¢itih boja (sl. 2.9). Oznacavanje bojama pokazalo se prakti¢nijim, iako je
otitavanje nesto teze. Znacenje pojedinih boja za obiljezavanje vrijednosti otpora
i kondenzatora prikazano je u tabl. 2.6.
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Slika 2.9. Oznacavanje bojom otpora otpornika

Tablica 2.6. Medunarodne oznake bojom za otpornike i kondenzatore.*

Boja 1. prsten 2. prsten 3. prsten 4. prsten 5. prsten
ili tocka ili tocka ili tocka ili tocka ili tocka
crna 0 0
smeda 1 1 0 1% 100
crvena 2 2 00 2% 200
narancasta 3 3 000 300
Zuta s 4 0000 400
zelena 5 5 00000 0,5 % 500
plava 6 6 000 000 600
ljubicasta 7 7 700
siva 8 8 800
bijela 9 9 900
zlatna 5% 1000
srebrna 10 % 2 000
bez boje 20 % 5000

*Prva i druga boja daju prvu i drugu znamenku vrijednosti otpora, treca boja daje
broj nula, cetvrta boja oznacava toleranciju. (Peta boja daje radni napon u voltima
za kondenzatore.)

2.7. Spajanje otpornika

Slicno kao kondenzatore, i otpornike mozemo spajati na dva osnovna nacina:
serijski 1 paralelno. Naravno da se oba nac¢ina mogu kombinirati i tako dobiti naj-
raznovrsnijl spojevi otpornika.

R Ry
N N e I

Ry
g T

< U =

a)
Slika 2.10. a) Serijsko spajanje otpornika

Serijski spoj. Vise otpornika spojeno je u seriji kada je kraj jednog prikljucen na
pocetak drugog, kraj drugog na pocetak treceg itd. Kroz tako spojene otpornike
prolazi ista elektri¢na struja I (sl. 2.10). Na krajevima svakog otpornika postoji
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odredeni napon jednak umnosku otpora i jakosti struje; to je pad napona na otporu.
Ukupni pad napona na serijskome spoju jednak je zbroju pojedinih padova napona:

U=U1+U2+U3

(2.30)
U=IRy+IR;+ 1IR3 =1(Ry+ R2+ R3) = RI
gdje je R ukupni otpor spoja. O¢ito je:
R=Ri+ Ry + R3 (231)

Rezultantni otpor serijskoga spoja otpornika jednak je, dakle, zbroju otpora
pojedinih otpornika:

R=Ri+Re+ " +R=) Ri (2.32)
i=1

Paralelni spoj. Na sl. 2.10.b prikazan je paralelni spoj triju otpornika. U tocki
A struja I grana se u tri dijela, pa je:

I=L+L+1s (2.33)

=
b=

/
}Sﬁ
&3]

b)

Slika 2.10. b) Paralelno spajanje otpornika

Za svaku granu posebno vrijedi Ohmov zakon pa su padovi napona za sve tri
grane jednaka naponu U izmedu tocaka A 1 B:

Ry = Ryl = Rals =U (2.34)

Uzimajuéi u obzir (2.33) dobivamo:
v U U 1 1 1
Pros Lwdls sl sty I | e 9.
R "R " R U(R1+R2+R3) (2:39)

Usporedimo i to s:
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gdje je R rezultantni otpor paralelnog spoja, dobivamo:

1 1 1 1
—= — 4 — 4+ — 2,
R R1+R2+R3 (2.36)

odnosno, opcenito:
—_— -t — -t —= = (2.37)

Pri paralelnom spajanju vise otpornika recipro¢na vrijednost rezultantnog ot-
pora jednaka je zbroju reciproénih vrijednosti pojedinih otpora. Izraz (2.36) mozemo
procitati i ovako: Ukupna vodljivost paralelnoga spoja jednaka je zbroju pojedinih
vodljivosti G = G1+ G2+ G3. Serijskim spajanjem zbrajaju se otpori, a paralelnim
zbrajaju se vodljivosti.

Primjer 2.2.
Osim serijskoga i paralelnoga spajanja, otpornici se mogu spajati 1 kom-
binirano. Takve kombinacije serijskih i paralelnih spojeva mozemo nazvati

mjesovitima. Izra¢unajte ukupni (ekvivalentni) otpor kombinacije otpornika
nasl. 2.11, ako je Ry = Ry = R3.=1Q, Ry = Rs =2Q.

&

Al R, Rs

L | s

R
Slika 2.11.
Da bismo izrac¢unali ukupni otpor, najprije ¢emo izracunati otpor para-
lelnoga spoja R 1 Ra:

1 1 1
—_—= — 4 — Ro3 =0,50Q.
Fos R2+R3=> 23

Taj je otpor u serijskom spoju s otporom R; pa se ta tri otpora (R, R, i
R3) mogu zamijeniti otporom:

Riss = Ri+ Raz =1,6Q.

Otpori R4 1 Rs spojeni su serijski pa se mogu nadomjestiti otporom:

Rys=Rs4+ Rs =4Q.
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Konacno cijeli sklop otpornika ima otpor:

R=R45+R123:5,5Q.

2.8. Izvori napona. Elektromotorna sila

Uredaji kojima se stalno moze odrzavati potencijalna razlika (napon) u strujno-
me krugu nazivaju se elektri¢ni izvori. U tim se napravama razli¢ite vrste energije
pretvaraju u elektricku razdvajajuéi pozitivne naboje na jedan pol izvora, a nega-
tivne na drugi.

Tako se npr. u elektricnim generatorima elektriéna energija dobiva na racun
mehanicke, u galvanskim ¢lancima i akumulatorima, kemijska se energija pretvara
u elektricnu, u fotocelijama sun¢ana energija pretvara se u elektriénu itd.

Svaki izvor karakteriziran je dvjema fizikalnim veli¢inama: unutrasnjim otporom
R, 1 unutrasnjim naponom izvora, tzv. elektromotornom silom £. Kada nema
struje kroz izvor, nema ni pada napona na unutrasnjem otporu, pa je napon na
prikljuénicama izvora jednak elektromotornoj sili. Sto je veéa struja koju daje
1zvor, vecl je pad napona na unutrasnjem otporu pa je time i napon izvora manji.

Posebna su vrsta izvora napona galvanski ¢lanci u kojima se kemijska energija
pretvara u elektri¢nu: to su elektrokemijski izvori napona.

Razlikujemo primarne i sekundarne galvanske ¢lanke. Primarni ¢lanci (Leclan-
chéov ¢lanak, celije od Zivinog oksida, celije od srebrnog oksida itd.), kada se istrose,
ne mogu se ponovno napuniti, za razliku od sekundarnih (raznih vrsta akumulato-
ra) u kojima se dovodenjem elektri¢ne energije proces moze okrenuti i ispraznjeni
izvor napuniti.

Suhi ¢lanak, najcesce upotrebljavani galvanski izvor, sastoji se od cin¢ane po-
sude (katode) i grafitnog (ugljenog) Stapia anode okruzenog mangan-dioksidom
(piroluzit) i grafitom radi spre¢avanja polarizacije (skupljanje plina vodika na ano-
di). Elektrolit je amonij-klorid i cink-klorid u pasti. To je poznati Leclanchéov
¢lanak. Napon je praznoga hoda (elektromotorna sila) takvoga ¢lanka od 1,4 V do
1,7 V, radni napon nesto je manji i ovisi o optereéenju, dok mu je nazivni napon
1,5 V po definiciji.

Danielov ¢lanak sastoji se od cin¢ane katode u zasi¢enoj otopini cink-sulfata koja
Jje poroznom pregradom odvojena od bakrene anode u zasi¢enoj otopini CuSQjy.

Zivine éelije sastoje se od cintane katode i anode koju ¢ine grafit i ziva(II)oksid
(HgO), a elektrolit je kalij-hidroksid (KOH). Takve éelije imaju elektromotornu silu
1,4 V i relativno velik kapacitet.

Manganove alkalne éelije imaju anodu od cinka i katodu od mangan-dioksida,
a elektrolit je otopina kalij-hidroksida.

Za razliku od primarnih, sekundarne celije, kada se elektricki isprazne, mogu se
puniti tako da se promijeni smjer struje, a time i smjer kemijskoga procesa na elek-
trodama. Najpoznatiji su od njih olovni akumulatori. Elektrode su od olova, (Pb)
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i olovo-oksida (PbQ3) u razrijedenoj sulfatnoj kiselini (H2S04). Elektromotorna
im je sila 2,1 V.

Kada je akumulator spojen s trosilom, Pb-elektroda je negativna, a PbOs-
-elektroda pozitivna. Praznjenjem akumulatora obje se elektrode postupno prekri-
vaju slojem olovo-sulfata PbSO4, a koncentracija se kiseline u elektrolitu akumula-
tora smanjuje, a i njegov napon. Ako se praznjenje akumulatora nastavi, elektrode
se potpuno prekriju slojem sulfata i tada akumulator vise nije upotrebljiv. To se
pri upotrebi akumulatora nastoji izbjeci i akumulator se puni prije nego sto se pot-
puno isprazni. Punjenjem se odvija suprotan proces i na elektrodama se formira
sloj ¢istog olova na jednoj, a na drugoj sloj PbO».

Osim olovnih, koji su najrasprostranjeniji, upotrebljavaju se jos i nikal-kadmij-
-akumulatori.

Goriva éelija uredaj je koji hladnim “izgaranjem” vodika kemijsku energiju
izravno pretvara u elektri¢nu.

U ¢éeliju se odvojeno dovode plinovi vodik i kisik. Prolaze¢i kroz propusnu
negativnu elektrodu, vodik u reakciji s elektrolitom (vodenom otopinom KOH)

oslobada elektrone:

Tako se formira negativni pol izvora napona.
Kroz drugu prolaznu elektrodu dovodi se kisik i tu se ionizira uzimajuci elektrone
s metalne elektrode koja postaje pozitivna:

4e~ + 09 4+ 2H,0 — 40H™ (239)

Elektrode su prekrivene katalizatorima koji ubrzavaju spomenute procese. Napon
je ¢elije oko 1,2 V.

Gorive Celije jos se uvijek malo upotrebljavaju. Ocekuje se, medutim, njihova
primjena u buduénosti.

U tabl. 2.7. prikazani su neki galvanski ¢lanci i njihove znacajke.

Tablica 2.7. Galvanski ¢lanci

Clanak Anoda | Katoda | Elektrolit Elektromotorna sila
Voltin Cu Zn HCl 1,08 V
Daniellov Cu Zn ZnS04 1 CuS0O4 1,5 V
Leclanchéov MnO, Zn NH;Cl 1,35 V
Zivin HgO Zn KOH 1,85 V
Olovni akumulator | PbOg2 Pb H2S04 2,1 V

Elektromotorna sila. Procesi unutar elektri¢nog izvora odrZavaju napon na nje-
govim krajevima. Pri tom sile neelektrostatske prirode prisiljavaju naboje da se
gibaju unutar izvora i tako stvaraju potencijalnu razliku izmedu (+) i (=) pola
izvora. Te sile mogu biti uzrokovane kemijskim procesima, elektri¢nim poljima,
vremenskom promjenom magnetskoga polja i sl.

Kao to smo elektrostatsku silu na naboj @Q opisali elektri¢cnim poljem:

F-el = QEE] (240)
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to 1sto mozemo uéiniti i s neelektrostatskom silom:
F, = QE, (2.41)

Elektromotorna sila £ ili unutrasnji napon izvora jednaka je radu koji obavi
neelektrostatska sila F,, pri prijenosu jedini¢noga pozitivnog naboja unutar izvora
od minus do plus—pola; to je, dakle, krivuljni integral neelektrostatskoga polja od
jednog do drugog prikljucka izvora:

A
£= f E, -d§ (2.42)
B
3 Fa
® = 0O
A +0 B

Slika 2.12. Izvor napona u otvorenom strujnom krugu

U izvoru u otvorenome strujnom krugu (sl. 2.12), dakle u neprikljué¢enom izvoru,
struje nema 1 zbroj elektrostatske i neelektrostatske sile na naboj jednaka je nuli:

Foa+ Fp=Q(Ea+Ey,) =0 (2.43)
Napon na stezaljkama izvora jednak je krivuljnome integralu elektri¢noga polja:
B

U= / E,-d5 (2.44)
A

Zamijenimo li elektri¢no polje pomocu relacije (2.40) neelektrostatskim poljem E,
i rezultat usporedimo s elektromotornom silom (2.42):

B
U= _f_é,*’n d§=¢& (2.45)
A

dosli smo do rezultata da je napon neprikljuéenog izvora jednak elektromotornoj
sili.

Druk¢ije je u izvoru prikljué¢enom na trosilo otpora R. U krugu teée struja I, na
unutrasnjem otporu izvora R, nastaje pad napona IR, te je veza izmedu napona
1 elektromotorne sile:

U=£&-1IR, (2.46)
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Napon izvora kroz koji teée struja jednak je elektromotornoj sili umanjenoj za
pad napona na otporu izvora.

Uotite da je jedinica za elektromotornu silu ista kao jedinica za napon, tj. volt,
pa elektromotorna sila zapravo nije nikakva sila, nego krivuljni integral sile na
jedinié¢ni naboj.

Slika 2.13. Oznaka izvora elektromotorne sile

Bateriju elektromotorne sile £ i unutrasnjega otpora Ry simboli¢ki crtamo kao
na sl. 2.13. (Ponekad se otpor R, u shemama ne crta, ve¢ se podrazumijeva da
je unutar izvora.) Stezaljke su baterije oznalene s A(+) i B(—). Napon je na
stezaljkama izvora Uap = ¢a — ¢B. Kada kroz izvor tece struja I na unutrasnjem
otporu baterije nastaje pad napona RyI, to veéi sto je Ry veéi. Kad bi R, bio
nula, tada bi napon na stezaljkama bio jednak elektromotornoj sili £.

Primjer 2.3.

Kada kroz akumulator teée struja 10 A, napon padne s 12,6 V na
10,6 V.

Kolik je unutrasnji otpor akumulatora?

Koliki napon mora imati ispravlja¢ da bismo taj akumulator punili stru-
jom 2 A7

Unutrasnji otpor baterije odredujemo na osnovi pada napona kad uklju-
¢imo potrosac:

_E-U _126V-106V

Ry = 7 T0A =0,29Q.

Kada akumulator prikljuéimo na punjaé, pri struji punjenja 2 A, pad je
napona na unutrasnjemu otporu 0,2Q-4A=04V.
Napon punjenja mora biti za toliko vedi, tj. 13 V.
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2.9. Kirchhoffova pravila

Za rjesavanje jednostavnih strujnih krugova dovoljan je Ohmov zakon, ali za
sloZenije strujne krugove (mreze) moramo upotrijebiti Kirchhoffova pravila.

Kirchhoffova pravila naucit ¢emo razmatrajuci elektri¢cnu mrezu na sl. 2.14. To
je jednostavna mreza koju mozemo rijesiti i bez Kirchhoffovih pravila, ali ¢emo na
njoj, bas zato sto je jednostavna, lakse shvatiti ta pravila.

Najprije definirajmo neke pojmove. Tocku u mrezi gdje se spajaju tri ili vise
vodi¢a nazivamo évor. U mreZi na sl. 2.14. postoje dva ¢vora, tocke B 1 E. Grana
elektri¢cne mreze jest onaj njezin dio koji se sastoji od serijski spojenih izvora napona
i otpora kroz koje prolazi ista struja, (npr. BAFE na sl. 2.14).

Petlja (kontura) elektri¢ne mreze jest bilo koji zatvoreni strujni krug u mrezi.
U mreZi na slici imamo tri petlje: ABEFA, BCDEB 1 ACDFA.

Pretpostavimo da su otpori i elektromotorne sile poznati i da treba odrediti
jakosti struja u pojedinim granama mreze (I1, Iz, I3). Smjerove struja jos ne znamo
pa ih odaberemo proizvoljno. Konaéni ¢e rezultat pokazati jesmo li pogodili: ako u
rezultatu dobijemo negativan rezultat za struju, znaéi da je izabrani smjer pogresan
i treba ga promijeniti.

smijer obilazenja
petlje

F E D

Slika 2.14. Elektriéne mreze za ilustraciju Kirchhoffovih pravila

Prvo Kirchhoffovo pravilo. Zbroj jakosti struja koje ulaze u ¢vor jednak je
zbroju jakosti struja koje iz ¢vora izlaze, ili, Sto je isto: zbroj svih struja u nekom
¢voru jednak je nuli. Pri tom struje koje ulaze u évor mozemo racunati pozitivnima,
a one koje izlaze negativnima:

Y =0 (2.47)

Ovo pravilo posljedica je zakona o¢uvanja naboja.
Prvo Kirchhoffovo pravilo primijenjeno na ¢vor B ili E na sl. 2.14. daje:

L+1I,—-1I3=0 (248)
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Drugo Kirchhoffovo pravilo. U svakoj zatvorenoj petlji zbroj svih elektromo-
tornih sila jednak je zbroju svih padova napona na otporima.

Zs,- = Z:R,-f,- (2.49)

Ovo je pravilo poopéenje jednadzbe (2.44), gdje je napon U jednak padu napona
na trosilu (I R). Drugo Kirchhoffovo pravilo posljedica je zakona ocuvanja energije.

Da bismo utvrdili predznak elektromotornih sila i padova napona, proizvoljno
odaberemo smjer obilazenja petlje, recimo, u smjeru kretanja kazaljke na satu.
Elektromotornu silu uzimamo kao pozitivnu, ako bi dala struju u odabranom smjeru
kad bi se sama nalazila u strujnome krugu. Pad je napona RI pozitivan ako je smjer
struje kroz taj otpor u smjeru obilazenja petlje.

Primjer 2.4.
Odredite jakosti struja u mrezi na sl. 2.14.

Veé smo spomenuli da prvo Kirchhoffovo pravilo, primijenjeno na évor B
ili E, daje:
L+1L=1s.

Promatrajmo npr. petlju ABEFA i primijenimo drugo Kirchhoffovo pravilo:
& =Ry + R + Rals
Sli¢no, iz petlje ACDFA dobivamo:
H—&=LRn+ LR — LRy — LRys,
a iz petlje BCDEB proizlazi:
—&y = —Rysly — Raly — R3l3 .
Rjesavanjem ovih jednadzbi dobivamo:

E1(Ruz2 + Ro+ R3) — & R3

D= Rar T Ry + Ro) (Ruz + Bz + Ro) — I
I = Eo(Ru1 + R1 + R3) — &1 R3

(Ru1 + R1 + R3) (Ru2 + Ra + R3) — R2
% E(Ru1 + R1) + E2(Ruz2 + Ra)

~ (Rua + B + Ro) (Fu + Rz + Ba)— R~

Akojenpr. £, =22V, & =6,6 V, Ry; =0,01Q, Ry2 =0,03Q, R, =1Q,

R, =3Q1 R3 = 1012, tada uvrstavanjem podataka dobivamo I = —0,26 A,

I, =1,17 AiI3 = 0,31 A. Buduéi da je predznak od I; negativan, potrebno
" je na sl. 2.14. struji I; promijeniti smjer.
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Primjer 2.5.

Omski se otpori mogu precizno mjeriti pomocu Wheatstoneova mosta.
Elektricni se krug sastoji od nepoznata otpora R; 1 triju poznatih otpora
Ry, Rs 1 R3 spojenih prema shemi na sl. 2.15. Galvanometar spojen izmedu

Slika 2.15. Wheatstoneov most

tocaka B 1 D pokazuje tece li kroz taj dio kruga struja, tj. je li most urav-
notezen (I = 0). Pri zatvorenom prekidatu P otpor R; mijenja se sve dok
kroz galvanometar G ne prestane teci struja. Ako je most na crtezu na taj
nacin uravnotezen s Ry = 8,6 (2, Ry = 16,6 Q2 1 Rz = 20,3 2, izracunajte
kolik je otpor R;.

Ako nema struje kroz galvanometar, ista struja I; tece kroz R, i R,
a struja I, tece kroz R, 1 R3. Razlika je potencijala izmedu tocaka B i D
tada nula, pa je zbog toga pad napona na otporu R; jednak padu napona
na otporu Ry 1 pad napona na R3 jednak je padu napona na R,:

RiI} = Ryl
R3l, = R, 1, .

Dijeljenjem tih dviju jednadzbi dobivamo nepozmati otpor:

Obiéno su otpornici Ry 1 R3 napeta homogena Zica po kojoj klizi kontakt,
¢ime se postize promjena omjera R3/R; sve dok se ne uspostavi ravnoteza
mosta. Buduéi da je u tom slucaju Rz = pl3/S, a Ry = ply/S, to je
R3/Ry = l3/l5 pa je I

3

R,;:Rl'"*.
P
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2.10. Instrumenti za mjerenje struje i napona

Postoje dvije bitno razli¢ite vrste instrumenata za mjerenje struje i napona:
analogni i digitalni. Jedna od najoéitijih razlika jest nacin ocitanja izmjerene vri-
jednosti. Dok kod analognih instrumenata (starije izvedbe instrumenata) pomi¢na
kazaljka (mehani¢ki) pokazuje mjerenu vrijednost, moderni su elektri¢ni instru-
menti digitalni i rezultat mjerenja prikazuju brojkama (obicno pomoc¢u tekuéih
kristala — tzv LCD-prikaz). Dok je analogni instrument elektromagnetski i pri
njemu se otklon dobije zbog zakretnoga momenta koji nastaje protjecanjem struje
kroz zavojnicu u magnetskom polju, u digitalnom instrumentu nema pokretnih
mehanickih dijelova, nego se mjerenje napona, struje i otpora postize elektronickim
krugovima.

Sastavni je dio veéine analognih instrumenata zavojnica od bakrene Zice u
magnetskome polju koja se moze pomicati (vrtjeti se) kada kroz nju tece struja.
Kazaljka spojena s tom zavojnicom otklanja se i otklon je razmjeran jakosti struje
koja prolazi kroz zavojnicu. Sve takve instrumente &iji je otklon kazaljke razmjeran
jakosti struje koja kroz njega prolazi mozemo nazvati galvanometrima. Otpor je
zavojnice galvanometra reda veli¢ine 10 Q do 1000 €, a struje koje uzrokuju pun
otklon kazaljke oko 50 pA do 100 pA. Spajanjem serijskih i paralelnih otpora s tim
osnovnim instrumentom mogu se dobiti voltmetri i ampermetri za mjerenje napona
i struja raznih vrijednosti.

A
I A
a) : B U_
._._.IIS = I_

b) I
e )

Rp R

Slika 2.16. a) Shunti b) predotpor

Ako se galvanometrom (mikroampermetrom) Zeli mjeriti veca struja I od one za
koju je predviden (recimo veéa od I, = 50 pA), potrebno je paralelno instrumentu
spojiti otpornik tzv. shunt (sl. 2.16.a), takav da bi kroz njega prolazila struja I —1I,
a kroz instrument struja I, pri punom otklonu skale. Ako je otpor instrumenta Ry,
a zell se mjeriti n puta veéa struja nego sto je moze izmjeriti instrument bez shunta,
otpor je shunta:

R
R, = —2
R |
Pri tom ée kroz instrument teéi struja I, kroz shunt struja (n —1)I,, a ukupna
je struja Iy 4+ (n — 1)1, = nl,.

(2.50)
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To se lako moze pokazati. Bududéi da je:

IRy, = IR, ,
to je:
I
R,=-2R,.
Ako je
IT=nl;=1, +1;;
tada je
I s
n=1+4 —, n—1=—
Iy g
pa je
_ Ry
iy = — 1"

Voltmetar se dobiva ako u seriju s mikroampermetrom spojimo predotpor ve-
likog otpora (sl. 2.16.b). Tako npr. ako instrumentom unutrasnjega otpora R, koji
daje potpun otklon kazaljke pri struji 50 pA Zelimo mjeriti napone do 1 V, tada je
potreban predotpor:

1V

R, =20kQ — R, .

()
® A

U=mr GD R V= @) R

Slika 2.17. Mjerenje otpora ampermetrom i voltmetrom

Mjerenje otpora pomocu voltmetra i ampermetra izvodi se tako da se mjere
napon i struja i racuna otpor prema Ohmovu zakonu. Pri tom instrumente mozZemo
spojiti na dva naéina, kao na sl. 2.17.

Idealnim voltmetrom (R = o0) i idealnim ampermetrom (R = 0) dobili bismo
na oba nacina jednak rezultat. Medutim, zbog konaéne vrijednosti za unutrasnji
otpor instrumenta dobiju se razli¢iti rezultati.
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Primjer 2.6.
Kroz otpornik 10 kQ tece struja jakosti 1 mA. Kolik ¢e pad napona iz-
mjeriti instrument osjetljivosti: a) 20 kQ/V i b) 10 kQ/V?

a) Pad je napona na otporniku U = IR = 10* Q- 1072 A = 10 V. Kada
otporniku paralelno prikljuéimo voltmetar ukupnog otpora R, + Ry = Ry
od 20 kQ/V i izaberemo mjerni opseg 10 V, kroz instrument ¢e teci struja
I, a kroz otpornik struja I;, pa ¢e biti:

R =R, 1,
I:II+I29
a pad napona
RR,
Uy =RL = £ .
YT TR 4R

Uvrstavajuéi R = 10 kQ, R, = 200 k2, I = 1 mA, dobivamo U; = 9,5 V.

b) Ako je osjetljivost instrumenta 10 kQ/V, tada na mjernom opsegu
10 V otpor instrumenta iznosi R, = 100 k{2, te je:
RR,

Uiy =RI = I=9V.
1 1 RU+R

Idealni voltmetar (R, = 0o) izmjerio bi stvarni pad napona, tj. 10 V.

2.11. Kondenzator u strujnome krugu

Promatrajmo strujni krug na sl. 2.18. u kojemu su otpornik otpora R i konden-
zator kapaciteta C spojeni na izvor elektromotorne sile £. Neka je u t = 0 zatvoren
prekidag u polozaju A.

Kad bi otpor R bio jednak nuli, kondenzator bi se momentano nabio na vrijed-
nost Qo = CE. Kad otpor postoji, proéi ¢e ncko vrijeme dok se kondenzator ne
nabije na punu vrijednost napona. Ovisnost naboja @ na kondenzatoru (odnosno
napona U, = Q/C) i struje I o vremenu mozemo odrediti iz jednadzbe za taj struj-
ni krug. Tu (diferencijalnu) jednadzbu mozemo dobiti primjenom zakona ocuvanja
energije ili, §to je isto, primjenom drugog Kirchhoffova pravila:

5:RI+U.¢:RI+% (2.51)
Tu su struja i naboj funkcije vremena medusobno povezane relacijom:

_de

I==

(2.52)
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2.11. Kondenzator u strujnome krugu

A e

1B

+
o
g

1L

Slika 2.18. RC strujni krug

Diferencijalna jednadzba nabijanja kondenzatora dakle glasi:

dQ  Q _
R T + C =& (2.53)
Njezino je rjesenje:
Q=Qo(1-¢7) (2.54)

Sto se moze pokazati uvrstavanjem.
Naboj Q¢ = C£ puna je vrijednost naboja koju ce kondenzator imati nakon §to

protekne dovoljno vremena da ¢lan e~ */8C postane zanemariv.

f
|
|
i
| |
} % I 1 I | >
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 t/ms

Slika 2.19. a) Ovisnost napona i naboja u RC krugu o vremenu

Sli¢no vrijedi za napon na kondenzatoru 1 struju nabijanja kondenzatora:

U. = g =¢(1-¢70) (2.55)
Fel 9 B (2.56)

~d R
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Napon se na kondenzatoru pri nabijanju u pocetku brzo povecava, a kasnije sve
sporije, jer je razlika napona izvora i napona kondenzatora (dakle, i struja nabi-

janja) sve manja.

0371,

Slika 2.19. b) Ovisnost struje u RC krugu o vremenu

037 Y+ ——

Slika 2.19. c) Ovisnost napona kondenzatora, koji se prazni kroz otpor R, o vremenu

Veli¢ina 7 = RC ima dimenziju vremena i naziva se vremenska konstanta. Ako
je t = RC, dobivamo:
Q=CE(1—-e1)=CE(1-0,37) =0,63CE

Q= 0,63 Qo
U.=063E
£

I=037T—=—=0371p.
0,3 R 37 Iy
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Nakon vremena 7 = RC napon na kondenzatoru poraste na 0,63 £, a struja
punjenja smanji se na 37 % od maksimalne vrijednosti I5. Nabijanje je to sporije
§to je RC veée. Na sl. 2.19.a) i b) prikazano je U.(t), Q(t) i I(t) za dvije razlicite
vremenske konstante.

Ako se izvor napona brzo iskopéa (prekidaé u polozaju B na sl. 2.18), konden-
zator se prazni, u potetku brze pa sve sporije.

Sada je £ = 0, pa je jednadzba praZnjenja

Q _
IR+ =0
dQ  Q _
RZ+5=0 (2.57)
a rjesSenje:
Q = Qoe” 7 (2.58)
U = Uge™ Fe (2.59)
=S
=—p= (2.60)

Sto se moze provjeriti uvrstavanjem.
Nakon vremena 7 = RC napon na kondenzatoru koji se prazni kroz otpor R
padne na 0,37 Uy (sl. 2.19.c).

2.12. Rad i snaga elektri¢ne struje

Kad elektri¢na struja protjeée nekim trosilom (vodi¢em), elektroni teku s mjesta
gdje im je potencijalna energija veéa prema mjestu gdje je manja. Kineticka energija
elektrona pri tom se ne promijeni i razlika potencijalnih energija sudarima se pret-
vara u termicku energiju kaotiénog gibanja atoma u vodi¢u. Ako je vodi¢ toplinski
izoliran, poveéat ¢e mu se unutrasnja energija, a time i temperatura. Medutim, ako
je vodi¢ u toplinskom doticaju s okoliSem, energija ¢e u obliku topline prelaziti iz
vodi¢a u okolis (Jouleova toplina).

Ako zbog razlike potencijala U na krajevima vodica duljine /, kroz vodié prode
naboj dQ, rad sto ga obavi elektriéna sila koja djeluje na naboj iznosi:

AW = E dQI = %IdQ (2.61)
dw = U dQ (2.62)

(Pretpostavili smo homogeno elektri¢no polje, $to ne umanjuje opéenitost izvoda.)
Snaga P koja se dovodi vodicu je

AW dQ
P=—-=U—*=UI (2.63)

Elektri¢na snaga dovedena vodi¢u produkt je razlike potencijala U na krajevima
vodi¢a i struje I kroz vodi¢. SI-jedinica snage je vat, znak W.
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Ako za vodi¢ vrijedi Ohmov zakon U = RI, dobivamo jos dva izraza za snagu

P=1’R (2.64)
2
P= % (2.65)

\'L]_eénfa._dzibai’r_:iﬂf__@@sto se naziva Jouleov Z_M a pojava zagrijavanja vodica
kroz koji prolazi struja naziva se Jouleovo zagrijavanje i Jouleova toplina.
Jouleova toplina glavni je uzrok tzv. toplinskih gubitaka pri prijenosu elektri¢ne
energije. Vodici kojima tece struja mogu se jako zagrijati i uzrokovati pozar ako nisu
dimenzionirani za struje koje kroz njih prolaze. Osiguraéi se u strujnim krugovima
zagriju 1 rastale ako struja premasi odredenu jakost.

U opcenitom slucaju rad je elektri¢ne struje integral snage po vremenu

W:/Pdt:/UIdt:/UdQ (2.66)
U slu¢aju da se napon i struja ne mijenjaju s vremenom, rad je jednak:

W=UQ=UIt (2.67)

t). jednak je produktu protekloga naboja @ 1 razlike potencijala (napona) U kroz
koju taj naboj prode.
Potrosnja elektricne energije mjeri se kilovatsatima (kWh). Buduéi da je

1kW =102 Wilh=3600s, toje
1kWh=36-10°J.

Elektricna snaga mjeri se instrumentima koje nazivamo vatmetri.

Elektri¢na energija mjeri se elektriénim brojilima. Ona integriraju elektriénu
snagu koju trosi potrosac 1 tako registriraju potrosenu elektriénu energiju. Razliku-
jemo brojila za istosmjernu struju i brojila za (jednofaznu i trofaznu) izmjeni¢nu
struju.

U brojilu za rad izmjeniéne struje, koje se upotrebljava u stanovima, pri prolazu
elektricne struje okrece se aluminijska plocica, a broj okretaja te plocice registrira
brojcanik. Brzina vrtnje aluminijske ploce razmjerna je snazi trosila (taj podatak,
npr. 1500 okr./kWh, napisan je na tablici brojila). Broj okretaja aluminijske ploce
razmjeran je potroSenoj elektricnoj energiji. :

Primjer 2.7.

Koliko je vremena potrebno da bi elektriéni bojler (220 V; 2 kW) zagri-
jao 10 L vode od 15 °C do 60 °C uz pretpostavku 100%-tnog iskoristenja.
(Specifi¢ni je toplinski kapacitet vode 4187 J kg=! K~1.)

Radom elektriéne struje u grijacu, povecava se unutrasnja energija vode.
Uz pretpostavku 100% efikasnosti dobivamo:

Pt = mecAT.
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Odatle je
: =LR=1
t:chTzl[)kg 4187J kg~ K 45K:9405.
P 2-103W
Primjer 2.8.

Trosilo otpora R prikljuéeno je na naponski izvor elektromotorne sile £
i unutrasnjeg otpora R,. Kolik mora biti otpor trosila da bi se iz i1zvora
dobila maksimalna mioguca snaga?

P/wW A
40-

30
20
10
' T T I: T T T T T T T —
0 1 2 3 & S 6 7 8 9 10 R
Slika 2.20.
Struja kroz trosilo je:
7= &
" R+R,’
a pad je napona na trosilu:
ER
U=IR= :
R+ R,
Odatle je snaga koja se razvije na trosilu
E*R
Pi=Ul'=
(R+ Ry)?

i ona ovisi o otporu R. Za neki otpor R funkcija P(R) ima maksimum.
Sjetimo se da funkcija ima ekstremnu vrijednost tamo gdje joj je derivacija
jednaka nuli.
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Dakle:
dP
d_RS —_
E* (R, + R)? —28?R(R, + R) _
(Ru + R)* -

Odatle je (R, + R) —2R =0, R, = R. Maksimalni prijenos snage iz izvora
u trosilo dobijemo kad je otpor trosila jednak unutrasnjem otporu izvora.

Uzmimo kao primjer: £ =12V, R, =1 Q1 R, = 2 Q. Ako izraéunamo
snagu za razne otpore trosila R (npr. 0,1 Q; 0,56 Q; 1 Q; 5 Q110 Q)1
dobivene vrijednosti unesemo u P-R-dijagram, dobivamo sliku 2.20. Vidi-
mo da je snaga maksimalna kad je R = R,. Sto je manji otpor R, snaga
je, naravno, veéa. Za R > R, snaga je priblizno £2/R. (Ako je R = 1 kQ,
tadaje P=1439mWza R, =1Q1 P =143,7 mW za R, = 2 2, dakle,
priblizno £2/R = 144 mW.)

0

ol

Decibelska ljestvica. Cesto nam nije zanimljiv iznos neke velicine, veé medusobni
odnos dviju vrijednosti te veli¢ine, npr. koliko je puta neki napon na izlazu nekog
uredaja vedi ili manji od napona na ulazu.

Sli¢no kao to smo u akustici decibelima mjerili razinu jakosti zvuka moZemo i u
elektricitetu (posebno u elektronici) upotrijebiti tu jedinicu npr. pri usporedivanju
ulazne 1 izlazne napone, struje 1 snage nekog pojacala.

Ako je ulazna snaga u neko pojacalo P;, a izlazna snaga P,, tada se pojacanje
pojacala moze iskazati 1 logaritamskom vrijednoséu omjera tih snaga

Py
L =10log i
1 iskazati jedinicom decibel, znak dB.
Tako npr. pojacanje snage od 1 mW na 1 W odgovara pojaéanju od 30 dB:

1000mW
L:lOlog%—:%dB.

Omjer snaga 1 : 100 znaci 20 dB, 1 dB odgovara omjeru snaga 10%! = 1,259, itd.
Medutim, obi¢no se umjesto sa snagom P ra¢una s naponom U. Buduéi da je
P = U?/R, uz pretpostavku da je ulazni i izlazni otpor poja¢ala jednak, pojacanje
pojacala moze se izraziti i ovako:

Uz
L =20log — .
og U,
Tako, npr., omjeru napona 1 : 1,41 odgovara pojacanje od 3 dB, omjeru napona 10
odgovara pojacanje 20 dB i sl.
Obicéno se kao referentna snaga uzima 1 mW (ili napon od 0,775 V pri otporu
600 2) pa se razine vece od nje ra¢unaju kao pozitivne, a manje kao negativne.
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Tablica 2.8. Veza izmedu omjera napona i snage i odgovarajuéeg pojacanja iskazanog jedinicom
decibel

L/JaB | =3 -2 <1 @0 1 2 3 4
> |o708 079 08 1 1,12 1,26 141 16
)—;f 05 063 079 1 1,26 16 20 25

L/aB | 5 6 7 8 9 10 20 30
L—U;':’L 1,8 2,0 2,2 2,5 2,8 3,2 10 32
£z 32 40 50 63 80 10 100 1000

Prednost izrazavanja pojacanja napona 1 struja omjerskom jedinicom decibel
jest 1 u tome §to za nekoliko stupnjeva pojacanja rezultantno pojatanje dobivamo
jednostavnim zbrajanjem pojedinih pojatanja. Decibelska ljestvica je logaritamska
1 pomocu nje mogu se prikazati velika podru¢ja pojacanja.

2.13. Elektri¢na struja u tekuéinama

Ako u posudu s destiliranom vodom uronimo dvije platinske elektrode i uklju-
¢imo izvor istosmjernoga napona (uspostavimo elektri¢no polje), instrument ¢e po-
kazati da kroz strujni krug tece vrlo slaba struja. Destilirana voda nije dobar vodic
elektriciteta jer u njoj nema slobodno pokretnih nosilaca naboja. Elektricna je
provodnost destilirane vode oko 10=7-10"!%® S/m. (Dobri izolatori imaju mnogo
manju provodnost, npr. oko 10~1* S/m.)

Dodavanjem nekoliko kapi sulfatne kiseline (H3S0O4), struja se uveliko poveca;
istodobno na elektrodama opazamo mjehuriée plina. Razrijedena sulfatna kiselina
vodi struju, i pritom se kemijski rastvara.

Slicno povecanje vodljivosti opazamo ako u destiliranoj vodi, umjesto sulfatne
kiseline, otopimo neku drugu kiselinu, sol ili luzinu (npr. NaCl ili NaOH).

Veéina su éistih tekuéina izolatori. Naprotiv, vodene otopine kiselina, soli 1
luzina dobri su vodiéi i nazivaju se elektroliti. (Elektroliti su takoder i taline
ovih spojeva.) U elektrolitima postoje pokretljivi ioni* koji u prisutnosti vanjskog
elektri¢nog polja proizvode 1onsku struju i tako elektrolite ¢ine vodi¢ima. Elektrolit
je, dakle, otopina ili talina u kojoj su nosioci naboja ioni.

Vodljivost elektrolita nesto je manja od one u metala i ovisi o vrsti elektrolita,
koncentraciji i o temperaturi. Tipi¢ne su vrijednosti elektricne provodnosti elek-
trolita oko 10 S/m.

Molekule kiselina soli i luZina disociraju, kad ih otopimo u vodi, na pozitivne i
negativne ione. (Ion je elektricki nabijeni atom ili skupina atoma koji nastaje kada
neutralni atom ili skupina atoma izgubi ili primi jedan ili vise elektrona.) Proces
stvaranja iona u elektrolitima naziva se elektroliticka disocijacija.

* Ton (twr) = koji putuje.
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Upoznajmo disocijaciju na primjeru NaCl. Natrijev klorid (kuhinjska sol) u
évrstom je stanju izolator jer nema pokretljivih nosilaca naboja. Cim ga otopimo
u vodi ili rastalimo, postaje vodic.

Elektronski omotaé natrijeva atoma ima jedanaest elektrona od kojih je jedan
slabije vezan od ostalih (zato Na ima valenciju +1). Klorovu atomu, naprotiv, nedo-
staje jedan atom u zadnjoj podljusci (valencija —1). Kada se atomi Na i Cl spoje
u molekulu NaCl, natrijev atom preda svoj “slobodni” elektron klorovu atomu;
tako nastaju pozitivni ion natrija Na‘t i negativni ion Cl~ medusobno povezani u
molekulu NaCl elektrostatskom (kulonskom) silom.

Natrij-klorid u ¢vrstome stanju pravilno je gradeni kristal ¢iji su atomi (ili bolje
re¢eno ioni) rasporedeni u tzv. kristalnoj resetki.

Otapanjem takva ionskog kristala u vodi resetka ce se raspasti. Zbog velike
dielektri¢ne konstante vode (¢, = 81) elektrostatske sile izmedu iona Na* i Cl~
oslabe 1 dovoljna je energija termickog gibanja za disocijaciju molekula NaCl na ione
Nat i Cl~. Elektroliticka disocijacija pojavljuje se, dakle, zbog velike dielektriéne
konstante vode, ili, sto vodi na isto, zbog velikoga elektricnoga dipolnog momenta
molekula vode.

Gibajuci se elektrolitom kaoti¢no u svim smjerovima pozitivni i negativni ioni se
sudaraju i pritom Zesto oblikuju molekule. Taj proces, suprotan disocijaciji, naziva
se rekombinacija iona. Na odredenoj temperaturi postoji u elektrolitu dinamicka
ravnoteza izmedu disocijacije 1 rekombinacije; broj je disociranih molekula stalan,
ali to nisu uvijek iste molekule jer se stalno odredeni broj molekula raspada, ali
istodobno isto tolik broj molekula i stvara rekombinacijom iona.

IToni, koji se u elektrolitickoj otopini gibaju kaoti¢no u svim smjerovima, pocet
¢e se u trenutku kada ukopéamo vanjsko elektriéno polje usmjereno gibati prema
elektrodama. Pozitivni ioni putuju prema negativnoj elektrodi (katodi), a negativni
ioni prema pozitivnoj elektrodi (anodi). Zbog toga pozitivne ione esto nazivamo
kationi, a negativne anioni.

Kada dodu na elektrode, ioni se neutraliziraju, postaju neutralni atomi ili atom-
ske skupine, pa se taloze na elektrodama, izlaze kao plinovi ili pak kemijski reagiraju
s otapalom ili samom elektrodom.

Proces kod kojeg se pri prolazu elektriéne struje kroz elektrolite na elektrodama
izluéuju neutralni atomi ili skupine atoma nazivamo elektroliza. To je proces
rastvaranja elektrolita uzrokovan kemijskim ué¢inkom elektricne struje.

M. Faraday prvi je proucavao elektrolizu 1 1836. god. pronasao zakone ko-
ji omogucuju izracunavanje mase tvari izluéene na elektrodama (tzv. Faradayevi
zakoni elektrolize).

Prolazom struje I u vremenu ¢ prenese se naboj @ s elektrode u elektrolit:

Q=1It=Nze (2.68)

gdje je z kemijska valencija promatranog iona, a N e naboj iona koji se u tom
vremenu neutraliziraju na elektrodi. Tako je npr. valencija bakrenog iona Cutt
z = 2, natrijeva iona Nat 2 = 1, klorova iona Cl~ z = 1isl. Pozitivni ioni imaju,
dakle, naboj +ze, a negativni —ze.
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Masa je tvari koja se kroz to vrijeme izluéi na elektrodi:

M
m:Nmm=NN—A (269)
gdje je m,, masa molekule (iona), M molarna masa (masa jednog mola tvari) i N
broj izlucenih iona.

Ako podijelimo jednadzbe (2.69) i (2.68), dobivamo:

M M
= = — It :
" Naze @ Fz (&70)
gdje je tzv. Faradayeva konstanta:
F = Npe = 96487 C/mol (2.71)

Faradayeva konstanta jednaka je umnosku Avogadrove konstante i elementar-
noga naboja.

Primjer 2.9.

Pri elektrolizi vodene otopine sulfatne kiseline na platinskim elektrodama
izdvajaju se sastavni dijelovi vode: vodik (Hj) i kisik (O3).
a) Kolika je masa izlu¢enoga kisika za vrijeme od 1 sekunde pri jakosti struje
od 1 A?
b) Kolik je volumen tako nastaloga kisika ako je temperatura 273 K, a tlak
10° Pa?

a) Molekula H,SO4 u vodenoj otopini disocira se ovako:
H,SO4 — 2HY 4505~
Dosavsi na elektrodu, ioni se neutraliziraju:
2H* +2¢~ —H, SO;~ —2e — SO,.

Vodik (H2) izlu¢uje se u obliku plina na katodi, a neutralna skupina SO4
reagira s vodom:

SO4 + H20 — 112804 + % 02 .

Tako se molekula sulfatne kiseline vraca u otopinu, a kisik (O3) izlu¢uje
se u obliku plina na anodi. Broj se molekula H,SO4 u otopini ne mijenja dok
se voda rastavlja na svoje sastavne dijelove pa ovaj proces zato nazivamo
elektroliza vode.

Masa je izluenoga kisika na anodi:

MIt 16-1072.1-1

= kg = 10”8 kg .
Fz = 965 101.2 6=83-107 ke

m =




Elektrina struja

Sliéno se dobije da je masa izlu¢enoga vodika 1,04 - 1078 kg.

b) Na katodi se izlucuje plin kisik u obliku molekula O5 pa je prema plinskoj
jednadzbi pV = mRT/M:
mRT
V=—7,
Mp
gdje je M molarna masa kisika O3 (kg/mol), m masa izlucenoga kisika (kg),
R plinska konstanta, p1T tlak i temperatura. Nakon uvrstavanja dobivamo:

_8,3-107°-8,3-273
~ 32.10-3.1,013 - 10°

m® =5,8- 10~%m®.

Volumen je izluéenoga vodika 11,08 - 10~2 m3.

Elektrolizom jednog mola H2O (18 g) nastat ce 2 g (toénije 2,016 g) Ha
i 16 g Oy. Elektrolizom 1 g vode nastaje, dakle, 0,1119 g vodika i 0,888 g
kisika.

Za potpunu elektrolizu jednog grama vode strujom od 1 A potrebno je
0,888 g / 8,3+ 1075 gs=! = 10699s = 2,97 h. Pri tom nastane 0,62 L kisika

i 1,14 L vodika, dakle 1,86 L plina praskavca.
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Pitanja i zadaci

2.1.
2.2.
2.3.

2.4.

2.5.
2.6.
2.7.

2.8.

2.9.

2.10.
2.11.
2.12.
2.13.

2.14.

2.15.

Sto je i kako nastaje elektri¢na struja?
Definirajte jakost elektri¢ne struje za slucaj stalne i promjenljive struje.

Sto je to pad napona? Obrazlozite Ohmov zakon za stalnu struju. Navedite
jedinice za elektriéni otpor i elektricnu vodljivost.

Kolik je otpor automobilskog elektropokretaéa kroz koji pri naponu od 12 V
tece struja jakosti 67 A?

Izrazite 1 obrazlozite Ohmov zakon u mikroskopskom obliku.
Navedite §to znate o otporima koji nisu omski.

Kroz metalnu Zicu promjera 2 mm tece struja jakosti 4 A.

a) Izratunajte gustocu struje u zici.
b) Pretpostavivsi da je koncentracija (gustoéa) slobodnih elektrona u zici
2-10%° m~3, izraéunajte drift-brzinu elektrona.

Sto je pokretljivost elektrona? Obrazlozite vezu izmedu elektriéne ot-
pornosti, te pokretljivosti 1 koncentracije elektrona.

Kako se otpor vodi¢a i poluvodiéa mijenja s temperaturom? Sto je to
supravodljivost?

Navedite sve §to znate o razli¢itim vrstama otpornika i o spajanju otpora.
Sto je elektromotorna sila? Kojim se jedinicama mjeri?
Navedite osobine razli¢itih izvora elektromotorne sile.

Obrazlozite prvo 1 drugo Kirchhoffovo pravilo i njihovu vezu sa zakonima
ocuvanja. ‘

Homogenu Zicu otpora 12 Q) razrezemo na jednake dijelove koje zatim spo-
jimo paralelno. Na koliko dijelova treba razrezati zicu ako Zelimo da otpor
takva spoja bude 0,75 Q7

Od metalne Zice nacinjena je kocka. Svaki brid ima otpor R. Kolik je
ekvivalentni otpor kocke ako su krajevi prostorne dijagonale prikljuceni na
napon U?
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TR L .

2.16. Izractunajte jakost struje, pad napona i1 utroSenu snagu u svakom od ot-
pornika u shemi prikazanoj na slici 2.21. Otporisu Ry =8 Q21 R, = 15 Q,
elektromotorne sile izvora iznose & =16 V, & =3 Vi€ =6V, a njihovi
unutarnji otporisu Ry =32V, Ry2 =64V 1 Ry3 =0,12 V.

Ry ARy
—
#| -
Ry 2R
+

-
%’Rﬂ

At
Slika 2.21.
2.17. Odredite razliku potencijala na plocama kondenzatora u elektri¢noj shemi

prikazanoj na slici 2.22, ako su svi otpori medusobno jednaki, a elektromo-
torna sila 1znosi £ = 200 V. Unutarnji otpor izvora zanemarite.

e

Slika 2.22.

2.18. Izraéunajte kolika se masa bakra izluéi elektrolizom vodene otopine CuSQO4
na 10 cm? povrsine elektrode za 1 minutu pri gustoéi struje 1073 A m™2.
Koliko je atoma bakra izluéeno u toj elektrolizi?

2.19. Nakon koliko se vremena bakrena anoda stanji za 0,03 mm, ako je gustoéa
struje pri elektrolizi 2 A dm™2?



3. Magnetsko polje

3.1. Osnovne ¢injenice

Jos je starim Grcima bilo poznato da Zeljezna ruda (magnetit, Fe3O4) privlaéi
zeljezne predmete. Materijale koji imaju svojstvo da privlate predmete od Zeljeza,
nikla, kobalta 1 njihovih legura nazivamo magnetima®. Osim prirodnog magneta
(Zeljezne rude), postoje 1 umjetni magneti koje dijelimo na permanentne i elek-
tromagnete. Permanentni magneti izraduju se od posebnih Zeljeznih legura (tzv.
tvrdih feromagnetskih materijala) i1 trajno zadrzavaju magnetska svojstva. U praksi
cesto susrecemo i elektromagnete (zavojnice s jezgrom od meka zeljeza) koji su mag-
neti samo dok kroz njihovu zavojnicu tece elektri¢na struja.

Magnetizirana ¢eli¢na igla privlaci zeljeznu piljevinu. Celiénu iglu mozemo mag-
netizirati prevlacenjem permanentnim magnetom ili ulaganjem u zavojnicu kroz
koju tece istosmjerna elektri¢na struja. Privlacenje je Celicne igle najjace na kraje-
vima, tzv. polovima, a u sredini je magnetska privlaéna sila vrlo slaba.

Ako magnet u obliku igle objesimo tako da se moze vrtjeti u vodoravnoj ravnini,
orijentirat ¢e se u smjeru sjever—jug. Kraj magneta koji pokazuje prema sjeveru
nazivamo sjeverni pol, dok je drugi kraj juzni pol. To svojstvo magnetske igle
primjenjujemo u kompasu (busoli) za odredivanje strana svijeta.

Priblizimo li sjeverni pol jednog magneta sjevernome polu slobodno objesene
magnetske igle, vidjet ¢emo da se medusobno odbijaju. Sli¢no se opaza i za juzne
polove. Naprotiv, sjeverni pol jednog magneta privlaéi juzni pol drugog, i obratno.

Svaki magnet ima dva pola: sjeverni N ijuzni S pol. Na polovima su magnetske
sile najjace. Raznoimeni magnetski polovi medusobno se privlaée, a istoimeni se
polovi odbijaju. '

Ako magnetsku iglu (ili magnetiziranu &eli¢nu sipku) prepolovimo, dobit éemo .
dva magneta od kojih svaki ima i sjeverni 1 juzni pol. Daljim komadanjem mozemo
dobiti sve manje magnete.

Takvim dijeljenjem dosli bismo do elementarnih magnetiéa od kojih je sastavljen
magnetski materijal, ali ne bismo uspjeli odvojiti magnetske polove. To je poznati

Peregrinusov** pokus koji pokazuje da se sjeverni magnetizam ne moze odvojiti

* Lithos Magnétis (gré.) — kamen iz pokrajine Magnezije koja je u starome vijeku bila u Maloj
Azdii
** P. Peregrinus (13. st.), francuski inZenjer, poznat po knjizi Epistola de magnete (1269).
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od juznog, tj. da ne postoje izolirani magnetski polovi ni magnetski naboji. To je
bitna razlika izmedu magnetizma i elektriciteta.

Komad mekog Zeljeza u blizini magneta postaje magnetican i privlaci Zeljezne
predmete. Ako magnet odmaknemo, meko Zeljezo viSe nije magnetiéno.

To je poznata pojava magnetske influencije. Pri tom se u blizini sjevernoga
magnetskog pola influencira u mekome Zeljezu juzni magnetski pol, 1 obratno.

Naprotiv, ako umjesto mekoga Zeljeza upotrijebimo celik (tvrdi magnetski ma-
terijal), i nakon otklanjanja uzroka magnetiziranja, ¢elik ¢e u znatnoj mjeri zadrzati
magnetska svojstva. Uocite da magnetskom influencijom uvijek nastaju oba pola,
tj. magnetski dipol.

Zemljin magnetizam. Na svakom se mjestu na Zemlji magnetska igla orijentira
u odredenu smjeru. Iz toga zakljuéujemo da oko Zemlje postoji posebno polje sila
koje nazivamo Zemljino magnetsko polje.

Bududi da se sjeverni pol magnetske igle orijentira prema sjeveru Zemlje, za-
klju¢ujemo da je Zemlja magnet kojega je juzni pol negdje na sjeveru. Magnetski

g

1 zemljopisni polovi Zemlje nisu u isto]j tocki. Juzni magnetski pol nalazi se u sje-
vernoj Kanadi (74° sjev. geog. 8irine i 100° zap. geog. duzine), dok je sjeverni
magnetski pol na jugu (istoéni Antarktik). Polozaj Zemljinih magnetskih polova
nije vremenski stalan, nego je podvrgnut neprestanim malim promjenama.

Magnetska igla, dakle, nec¢e pokazivati geografski, ve¢ magnetski sjever—jug.
Odstupanje geografskog pravca sjever—jug 1 pravca koji pokazuje magnetska igla, tj.
kut izmedu geografskog i magnetskog meridijana, nazivamo magnetska deklinacija.
Toéno poznavanje deklinacije koja je razli¢ita na raznim mjestima, a mijenja se
1 u vremenu, vrlo je vazno za navigaciju. Magnetska igla, koja se moze vrtjeti
u vertikalnoj ravnini, postavlja se pod nekim kutem prema horizontali; taj kut
nazivamo inklinacija.

Sli¢no kao i u elektricitetu, 1 ovdje ¢emo uvesti pojam magnetskoga polja kao
prostora u kojemu se osjeca djelovanje magneta i magnetske sile. Magnetsko polje
u prostoru mozemo ustanoviti pomo¢u male magnetske igle. Takav mali pokusni
magnet orijentirat ¢e se u smjeru polja tako da nam njegov sjeverni pol pokazuje
smjer polja.

Magnetsko polje, sli¢no kao 1 elektri¢no, mozemo zorno predoéiti silnicama.
Magnetske su silnice zamisljene krivulje koje svojim tangentama pokazuju smjer
magnetskoga polja u svakoj tocki. Silnice izlaze iz sjevernog N i ulaze u juzni S
pol. Za razliku od elektri¢nih silnica, magnetske su silnice uvijek zatvorene krivulje.
Gustoca magnetskih silnica u vezi je s jakos¢u polja: tamo gdje su silnice gusce,
polje je jace i obratno. Silnice homogenoga magnetskog polja paralelni su pravci.

Magnetske silnice mozemo pokazati zeljeznom piljevinom. U magnetskome polju
svaki komadi¢ piljevine postaje sitna magnetska igla koja se orijentira u smjeru
magnetskoga polja. Tako orijentirani komadi¢i nadovezuju se jedan na drugi, redaju
se u lanac, te nam zorno predocuju oblik magnetskoga polja (sl. 3.1).
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silnica

Slika 3.1. Magnetske silnice
3.2. Magnetsko polje elektri¢ne struje
Danski fizicar Oersted* otkrio je (1819) da se magnetska igla otklanja u blizini

vodi¢a kojim tece struja i tako je pronasao da elektri¢na struja proizvodi magnetsko
polje.

l_

N
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Slika 3.2. Oerstedov pokus

Postavimo li ravnu Zicu iznad magnetske igle (orijentirane u smjeru sjever—
jug), igla se zakrene ¢im kroz Zicu potete elektriéna struja (sl. 3.2). Kada struju
prekinemo, igla se vrati u prvobitni smjer sjever—jug. Promijenimo li smjer struje,
mijenja se 1 smjer otklona. Kada je igla iznad Zice, otklanjanje je u suprotnome
smjeru nego kad je igla ispod Zice.

Iz ovog i sli¢nih pokusa zaklju¢ujemo da u prostoru oko vodi¢a kojim teée struja
postoji magnetsko polje. Magnetska se igla otklonila zbog djelovanja magnetskoga
polja struje koja tece kroz vodic. Elektriéni naboji u gibanju, dakle, proizvode
magnetsko polje.

Buduc¢i da su magnetske silnice zatvorene krivulje, silnice ravnoga vodiga kroz
koji teCe struja, zbog simetrije, koncentri¢ne su kruznice koje leze u ravninama
okomitim na vodi¢, a srediste im je na osi vodia. Smjer magnetskoga polja
odredujemo pravilom desne ruke: Ako palac pokazuje smjer struje (sl. 3.3), svijeni
prsti pokazuju smjer kojim silnice obilaze vodi¢. Sli¢no, ako desni vijak rotira tako
da napreduje u smjeru struje, smjer vrtnje pokazuje smjer magnetskoga polja.

Magnetske silnice kruznoga zavoja (strujne petlje) i valjkaste zavojnice prikazane
su na sl. 3.4.

* H. C. Oersted (1777-1851), danski fizi¢ar, otkrio je vezu izmedu elektriénih i magnetskih
pojava, poznat je i po istraZivanjima iz kemije.
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o

Slika 3.3. Magnetsko polje ravnog vodica

| B

a) b)

Slika 3.4. Magnetske silnice kruznog zavoja a) i valjkaste zavojnice b)

Magnetsko polje kruznog zavoja sliéno je polju tzv. magnetskog dipola (kratkoga
magnetskog stapa). Sjeverni je pol zavoja, na sl. 3.4.a, iznad zavoja, a juzni ispod.
Zavojnica se sastoji od vise kruznih zavoja &ija se magnetska polja zbrajaju. Unu-
tar druge zavojnice polje je homogeno, dok je izvan zavojnice vrlo slabo i prakticki
zanemarivo (sl. 3.4.b).
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3.3. Magnetska indukcija B

Za opisivanje elektricnoga polja u materijalu upotrebljavali smo tri fizikalne
veli¢ine, vektore E‘ Di P, od kojih su samo dva neovisna. (Za opisivanje polja
u vakuumu dovoljan je samo jedan vektor, npr. E) Vektor E definiran je elek-
tricnom silom na jedinicni naboj, dakle, djelovanjem elektriénoga polja na naboje,
dok je vektor elektricnog pomaka D povezan sa slobodnim nabojem koji uzrokuje
elektricno polje. Pravi razlog za uvodenje dvaju nezavisnih vektora za opisivanje
elektri¢noga polja uvida se tek pri proucavanju elektri¢nog polja u materijalu.

Na isti na¢in mozemo oplsa.tl 1 magnetsko polje: vektorom magnetske mdukcge
(gustoce magnetskoga toka) B j&kOSCU magnetskoga polja H i magnetizacijom M.

Vektor magnetske indukcije B (ili, kako se jos Eesto naziva, vektor gustoée mag-
netskoga toka) definirat ¢emo pomocu sile na naboj u gibanju. Jakost magnetskoga
polja H opisivat ¢emo pomocu elektricnih struja koje uzrokuju to polje*. Magne—
tizaciju ¢emo uvesti pri razmatranju magnetskih polja u materijalu. Za opisivanje
polja u vakuumu dovoljan je jedan vektor, B ili H.

Dok magnetsko polje ne djeluje na mirni elektriéni naboj, na naboj koji se giba
(odnosno na elektriénu struju) u magnetskome polju djeluje magnetska sila. Ona
ovisi o magnetskome polju, koli¢ini naboja, brzini naboja, te o smjeru brzine s
obzirom na smjer magnetskoga polja.

Magnetska indukcija B definira se pomocu sile F kojom magnetsko polje djeluje
na naboj @ koji se giba brzinom v:

(a0 *

= Q(Fx B) HorrrTEOVE S gy

Magnetska indukcija B vektorska Je velitina, okomita na smjer djelovanja mag-
netske sile . Odatle j je:
F

= Sreny (3.2)

gdje je ¥ kut Sto ga zatvaraju vektori brzine naboja # i magnetske indukcije B.
Iz definicijskih relacija (3.1) i (3.2) slijedi jedinica za magnetsku indukciju B
koja se — u ¢ast naseg izumitelja Nikole Tesle (1856-1943) — naziva tesla, znak T:

[B]=NC'm™ls=—=T.

Srednja je magnetska indukcija na Zemljinoj povrsini oko 6-10~° T u blizini polova
i oko 2-10~° T na ekvatoru. Magnetska je indukcija permanentnih magneta oko
1,5 T.

Sliéno kao §to smo jakost elektri¢noga polja E grafieki prikazivali silnicama,
tako se 1 magnetska indukcija B moie zorno predociti magnetskim silnicama (11111—
jama magnetske indukcije). To su zarmsljene krivulje tangente kojih u svakoj tocki

* Neki autori iskljuivo, ili bar preteino, upotrebljavaju samo vektor B i nazivaju ga, jedno-
stavno, magnetskim poljem
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pokazuju smjer vektora magnetske indukcije 5, a njihova gustoéa pokazuje iznos
(veli¢inu) vektora B (sl. 3.3.13.4).

Kao primjer djelovanja magnetske sile (3.1) razmotrimo gibanje nabijene cestice
(elektrona, protona, iona i sl.) u homogenom magnetskom polju (B = konst.).
Buduéi da je sila uvijek okomita na @ i B, putanja ée biti kruznica ako je brzina
okomita na magnetsku indukciju, odnosno vij¢ana spirala u opéenitom slucaju.

——
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Slika 3.5. Gibanje nabijene &estice u homogenom magnetskom polju

Kruzenje nastaje jer djeluje magnetska sila (3.1) kao centripetalna sila i uzrokuje
centripetalnu akceleraciju. Polumjer kruznice po kojoj se giba nabijena Cestica
mase m i naboja Q u homogenom magnetskom polju indukcije B (sl. 3.5) dobiva
se primjenom 2. Newtonovog zakona. Buduci da je sila uvijek u istoj ravnini 1
okomita na ¥, postoji samo radijalna akceleracija, pa je:

mu?

= QuB (3.3)
r
iz ¢ega slijedi polumjer kruzenja:
muv
= = A4
s OB (3.4)

Na sl. 3.5. prikazani su smjerovi kruzenja pozitivnog i negativnog naboja u
magnetskome polju okomitu na ravninu papira sa smjerom prema van.

Ako, osim magnetskog, na naboj djeluje i elektri¢cno polje, ukupna elektromag-
netska (tzv. Lorentzova) sila vektorski je zbroj elektriéne i magnetske sile:

F=QE+QvxB (3.5)
Svojstvo magnetskoga polja da utjete na gibanje nabijenih &estica (elektrona,

protona, deuterona i sl.) primjenjuje se u razli¢itim uredajima (ciklotron, spektro-
graf masa, katodna cijev itd.).
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Primjer 3.1.

U ciklotronu se pomoéu elektriénoga polja ubrzavaju nabijene estice,
dok im magnetsko polje pri tom savija putanju i prisiljva ih da se gibaju po
kruznici.

Koliki je polumjer putanje a-Cestica (jezgri 3He) energije 10 MeV u ci-
klotronu pri magnetskoj indukeiji b = 1 T? Kolika bi bila energija deuterona
(jezgri 2H) ubrzanih u tom ciklotronu za isti polumjer i magnetsko polje?

Kineticka je energija a-cestica B = 10 MeV. Polumjer putanje za Eestice
naboja 2e iznosi:

r= QB QB V2mE, = \/ mEy .

Uvrstavanjem e = 1,6 - 10~ C, m = 6,64 -107*" kg, B = 1 T i
Er =10 MeV = 1,6 - 10712 J dobivamo

r=0,456m.
Buduéi da je mg = 1mq, i Q4 = 3Qa, energija deuterona bila bi:
2,2
1
Ekd—QB = = Eyq =3 MeV.
2my 2

_~Hallov efekf. Magnetsku indukeciju mozemo mjeriti pomocu Hallova efekta. Ako
§ivu plocicu (veéinom izradenu od poluvodica) kroz koju protjece struja I une-

semo u magnetsko polje, kao 5to je to prikazano na sl. 3.6. magnetska ce sila
otklanjati slobodne nosioce naboja u popre¢nome smjeru, pa ¢e se jedna strana

plocice nabiti pozitivno, a druga negativno. To je poznati Hallov efekt.

8 W AN
x/ x x x x x 7 ARy ’4
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1 d
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Slika 3.6. Hallov efekt

Hallov se napon, Uy, odreduje iz uvjeta da je sila zbog nastaloga elektri¢nog

polja jednaka po iznosu, a suprotna smjera sili magnetskoga polja:

QFE = QuB

(3.6)
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Odatle izlazi da je:
E UH HQ

v dv Jd

Mjereéi nastali Hallov napon, uz poznatu jakost (gustoéu) elektri¢ne struje i
gustoéu naboja n@Q, moze se odrediti magnetska indukcija B. Bududi da se Hallova
sonda moZe napraviti vrlo malom, ovom je metodom moguce precizno mjeriti mag-
netsku indukciju gotovo od tocke do tocke.

B= (3.7)

3.4. Jakost magnetskoga polja

Magnetsko polje nastaje u prostoru oko naboja u gibanju i moze se opisati
vektorom magnetske indukcije B. Budu¢i da magnetska indukcija ovisi o sredstvu
koje se nalazi u magnetskome polju, prakti¢no je definirati jakost, veli¢inu koja ne
ovisi o sredstvu, veé samo o strujama koje proizvode magnetsko polje. To je jakost
magnetskoga polja H.

Ako je u nekoj tocki sredstva permeabilnosti u magnetska indukcija jednaka B
tada jakost magnetskoga polja Hu toj tocki definiramo izrazom:

H= (3.8)

= |ty

gdje je p permeabilnost sredstva.

Mjerenja pokazuju da je magnetsko polje unutar duge cilindri¢ne zavojnice,
duljine [ i promjera d (d < [), koja ima N gusto namotanih zavoja kroz koje
protjece struja I, homogeno, prakticki neovisno o promjeru te.razmjerno jakosti
struje i broju zavoja po jedinici duljine, tj.:

NI NI

Ako je unutar zavojnice vakuum, konstanta je razmjernosti u izrazu (3.9) apsolutna
permeabilnost vakuuma pg:

po = 471077 TmA ™!

(U pogledu magnetskih svojstava zrak se vrlo malo razlikuje od vakuuma.)
Jakost magnetskoga polja H zavojnice definiramo izrazom:

NI
H = T (3.10)
Struja kroz vodi¢ uzbudila je na neki nacin okolni prostor; zato se veli¢ina H
¢esto naziva i magnetska uzbuda.
Jakost magnetskoga polja H vektorska j je veli¢éina. Smjer vektora H u vakuumu i
u drugim izotropnim sredstvima (tj. u sredstvima kojih svojstva ne ovise o smjeru),

isti je kao i smjer vektora B.
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Jedinica je jakosti magnetskoga polja, kao sto se vidi i iz izraza (3.10) amper po
metru: i@

[H]SI = -

Mjerenja i racuni pokazuju da jakost magnetskoga polja H dugoga ravnog vodica
ovisi samo o jakosti struje I i o udaljenosti od vodica a, tj.:

I
H=— 3.11
2Ta ( )
Silnice magnetskoga polja oko ravnoga vodica kroz koji protjece struja jakosti
I, koncentriéne su kruznice u ravnini okomitoj na vodi¢ sa sredistem na osi vodica

(sl. 3.3).

3.5. Bilot—Savartov zakon

Biot 1 Savart* proucavali su magnetska polja za razlicite oblike vodica kojima
tece elektricna struja. Ta su istrazivanja, zajedno s Laplaceovim radovima, dovela
do zakona za izratunavanje jakosti magnetskoga polja, odnosno magnetske indukcije
na bilo kojem mjestu i za bilo koji oblik vodica kroz koji tece elektri¢na struja.

~
o

Slika 3.7. Uz izvod Biot-Savartova zakona

Prema Biot-Savartovu zakonu, magnetska indukcija, koju u tocki P proizvodi

tzv. element struje I ds (sl. 3.7) jednaka je:
- pu IdsxTy

dB= — —— 3.12

47 r2 (3:13)

gdje je 7 udaljenost elementa vodi¢a ds” do tocke promatranja P, I jakost struje,

a 7p jediniéni vektor koji je uzduz 7 usmjeren od elementa struje prema tocki

promatranja, tj. ro = 7/|r].

* J. B. Biot (1774-1862) i F. Savart (1791-1841), francuski fiziE:ari., poznati po radovima iz
elektromagnetizma, optike itd. )
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Smjer vektora dB odreduje se pravilom desne ruke (desnoga vijka) za vektorski
produkt, tj. vektor dB okomit je na ravninu odredenu vektorima d§'i 7, dok je
iznos jednak:
pldssin o

dB = Py (3.13)
gdje je a kut izmedu ds§'i 7.
Biot-Savartov zakon mozemo pisati 1 pomocu vektora H:
- I1ds x 1_'.0
dH = ——— .
47r? (3.14)

Dok diferencijalni oblik Biot-Savartova zakona (3.12) daje magnetsku indukeiju
koju element struje proizvodi u nekoj tocki, magnetska indukcija koju u toj tocki
uzrokuje &itav vodic jednaka je krivuljnom integralu po konfiguraciji vodi¢a (princip
superpozicije):

- ] dB (3.15)

Integral je moguce jednostavno izracunati samo za nekoliko posebnih oblika
vodi¢a, od kojih éemo neke i izracunati u slijede¢im primjerima.

Id3

8

i

~

|

Slika 3.8. Magnetsko polje ravnog vodica

Magnetsko polje ravnoga vodi¢a. Magnetsku indukciju B u okolini beskonaéno
dugoga ravnog vodica kojim teée struja jakosti I moZemo izvesti primjenom Biot—
Savartova zakona. Svi doprinosi dB (sl. 3.8) imaju isti smjer (u ravnini crteza) pa
u integralu (3.15) mozemo upotrijebiti izraz (3.13):

pldssin o

4B = 47r?

(3.16)
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Buduéi da je sina = sin(r — @) = a/r i r> = a® + s? (sl. 3.8), jednadzba (3.16)
poprima oblik:

- ,uIa '
_ / T 32)3/2 (3.17)

Integriranjem dobivamo:

Ia s -

B=p o =75

A a?2+/a?2+ 52 |_

a, uvrstavanjem granica, izlazi:
1

1d3 R i
: g

4

143 _\
a) b)

Slika 3.9. Magnetsko polje kruznoga zavoja

Magnetsko polje kruznoga zavoja. Izratunajmo magnetsku indukciju B u
sredistu kruznoga zavoja kroz koji tece struja jakosti I (sl. 3.9). Doprinosi dB
svih I d§ imaju u sredistu zavoja isti smjer (na sl. 3.9.a), okomito prema unutra
na ravninu zavoja, te, umjesto vektorskog zbrajanja, imamo jednostavno skalarno
zbrajanje doprinosa dB. Takoder je, za sve elemente vodica d§, udaljenost od
promatrane tocke stalna i jednaka polumjeru kruznice R. Nadalje je sina = 1.
Zbog svega ovoga ratun je u ovom slucaju zaista jednostavan:

pl ds pl f ul
o — d — .
]{ ArRZ  4nR? 4 =Tl A

po krugnici

ili: -

,uI
= i |
B = %R (3.19)

Sliéno mozZemo izrac¢unati magnetsku indukciju B (odnosno jakost magnetskoga
polja H) u bilo kojoj tocki T na osi kruznoga zavoja (sl. 3.9.b).
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Totka T udaljena je od srediSta zavoja za z. Element struje Ids’stalno je okomit
na 7 pa je I d§'x 7= Irds.

Doprinos dB od elementa struje I d5 mozemo rastaviti u dvije komponente,
jednu dB; uzduz osi i drugu d B, okomito na os. Vektorski zbroj (integral) svih dB
svodi se na skalarno zbrajanje doprinosa dB; jer se oni, zbog simetrije komponente
okomite na os d By, medusobno ponistavaju.

Primjenom Biot—Savartova zakona dobivamo:

B = plrds plds

d7r3  47r?

IR
B, =dBgng =48 2% =& g‘S.
r 47r

d

Magnetska indukcija B jednaka je integralu po ¢itavom zavoju (kruznici):

pRI _ pRI pl R? uIR?
f 4By = f ds " 4qr3 2w = 2r3 2($2 + R2)3/2 (:20)

po krugnici

gdje je z udaljenost tocke na osi od sredista zavoja, a R polumjer zavoja. Za z = 0
(srediste zavoja) formula (3.20) prelazi, naravno, u formulu (3.19).

Magnetsko polje zavojnice. Pomoéu Biot-Savartova zakona moZemo izragunati
i magnetsku indukciju (jakost magnetskoga polja) u tockama na osi cilindri¢ne
zavojnice (sl. 3.10).

Slika 3.10. Magnetsko polje zavojnice

Zavojnica duzine [ i polumjera R sastoji se od N koncentriénih kruznih zavoja.
Magnetska indukcija moZe se izracunati primjenom izraza (3.20), tj. zbrajanjem
doprinosa pojedinih kruznih zavoja.

Dio zavojnice duzine ds moze se smatrati kruznom strujom. Element te struje
(N/1)Ids uzrokuje u tocki A na osi zavojnice magnetsku indukciju d B koje je smjer
u smjeru osi, a 1zZNosi:

pR? N
3T+ P T

dB = Ids
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3.6. Vodi& kojim tefe struja u magnetskome polju

Da bismo odredili ukupnu indukeiju potrebno je integrirati po cijeloj zavojnici,

tj. po kutu # od B, do G5 (sl. 3.10).

Bududi da je:
R
e sn g’ s=Retgp,

dnosno
odno Rdp

ds = )

sin”

to je

B2
_ [uNIR?> = uNI [ .
B_/ 973 ds_——T sin B dB

B
(3.21)

_ WIN
="

Ako je zavojnica vrlo dugatka (I 3> R), a totka A unutar zavojnice (daleko od

rubova), tada je cos #; = — cos 33 & 1 pa je:

NI
B:“T.

(cos By — cos B1)

3.6. Vodi¢ kojim tece struja u magnetskome polju

Na naboj @ koji se giba u magnetskome polju djeluje sila F= QUx B. Buduéi da
je elektri¢na struja gibanje naboja, 1 na vodi¢ kojim tece struja mora u magnetskome

polju djelovati sila.

A I

\7%’ 5

Slika 3.11. Sila na struju u magnetskom polju

Ako je ravni vodic kroz koji tece istosmjerna struja u homogenome magnetskom
polju, na njega ce djelovati sila kako to prikazuje sl. 3.11.
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Pokusom se moze pokazati da ¢e se objesena Zica otkloniti ve¢ prema smjeru
magnetskoga polja, ili prema sredini ili pak, prema krajevima potkovastog magneta.
Na vodié djeluje sila okomita na smjer struje i na smjer vanjskoga polja. Otklon je
to vedi sto je struja kroz vodic jaca.

D

I
=

e
/

Y ‘} \J ‘} B \J ‘L \J

*

Slika 3.12. Uz izvod magnetske sile na koju tece struja

Izvedimo izraz za silu koja djeluje na ravni vodié duljine ! kroz koji tece struja
I i koji je okomit na silnice homogenoga magnetskog polja B. Struja kroz vodi¢
nastaje gibanjem slobodnih elektrona — kako to simboli¢ki prikazuje sl. 3.12. Na
svaki elektron djeluje sila Fy, = —eiy x B, pa ¢e ukupna sila na vodi¢ duljine [
biti jednaka sili na jedan elektron, pomnozena brojem slobodnih elektrona unutar
vodica.

Ako je S presjek vodica, n gustoéa (koncentracija) slobodnih elektrona, ukupni
je broj elektrona u vodi¢u duljine [ jednak nSI. Stoga je ukupna sila:

F = NF, = nSl(—e)iy; x B (3.22)

Prisjetivsi se da je gustoéa struje kroz vodi¢ J = —nevy, dobivamo:

F=SIJxB
ili . o
F=IlxB (3.23)
Vektor F iznosi:
F =IlBsin« (3.24)

gdje je a kut izmedu liB. Smjer vektora lu smjeru je struje, tj. u smjeru gibanja
pozitivnih naboja.

Izraz (3.23) izveden je za ravni vodi¢ kroz koji tete struja u homogenom mag-
netskom polju. Ako vodi¢ nije ravan, odnosno ako polje nije homogeno, moramo
ra¢unati s elementarnim dijelovima vodica d§, jer za svaki taj element moZemo
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\.

Slika 3.13. Sila na krivocrtni vodi¢ kojim tete struja u magnetskom polju

pretpostaviti da je ravan i da je na tako maloj duzini magnetsko polje homogeno
(sl. 3.13).
Relaciju (3.23) mozemo u tom slucaju pisati u obliku:

dF =1d5x B (3.25)

gdje je dF sila na element struje Ids.

Sila na strujni element u magnetskome polju jednaka je vektorskom produktu
strujnog elementa i magnetske indukeije.

Ukupna sila jednaka je zbroju svih dF, tj. integralu preko cijeloga vodica:

F= I/ds"x B (3.26)

3.7. Djelovanje strujé na struju. Definicija ampera

U odjeljku navedenom prije promatrali smo djelovanje magnetskoga polja na
vodi¢ kroz koji tece struja. Magnetsko polje moZzemo proizvesti i elektricnom stru-
jom pa éemo sada razmatrati vodi¢ kojim tece struja u magnetskome polju druge
struje, ukratko: proucavat é¢emo sile izmedu dvaju vodica kroz koje teku elektri¢ne
struje.

Pokus pokazuje da se dvije paralelne zice kroz koje tece struja odbijaju ako su
struje protivnoga smjera, a privlaée ako su struje u objema zZicama istoga smjera
(sl. 3.14). Rezultat ovoga pokusa lako je shvatiti: struja I; proizvodi magnetsko
polje, i to polje djeluje silom na vodi¢ kojim tece struja I3, ili obratno, struja I
proizvodi magnetsko polje koje djeluje na struju I;, odnosno obje struje proizvode
magnetska polja koja medusobno interagiraju.

Izra¢unajmo silu izmedu dvaju paralelnih, tankih, ravnih vodi¢a kroz koje teku
struje I; i I u vakuumu (sl. 3.15).

Jedan vodic nalazi se u polju drugoga, i obratno. Magnetsko polje prvoga vodica
na mjestu gdje je drugi vodi¢ iznosi:

I
B = po Ira (3.27)
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Slika 3.14. Dvije paralelne struje se privlace (desno) a dvije antiparalelne struje odbijaju (lijevo)
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Slika 3.15. Uz izvod sile izmedu dvije paralelne struje

To magnetsko polje djeluje na struju I silom:
F = L;1By (3.28)

gdje je | duljina vodi¢a. Uvrstimo li (3.27) u (3.28), dobivamo silu kojom dvije
paralelne struje djeluju jedna na drugu:

» #_0_1112:
2m a

F (3.29)

Ovaj se izraz upotrebljava za definiciju osnovne mjerne jedinice fizikalne veli¢ine
jakosti elektri¢ne struje — ampera:

Jedan je amper jakost one stalne struje koja, prolazeci kroz dva ravna, us-
poredna I neizmjerno dugacka vodic¢a, zanemarivo maloga kruznog presjeka, u vaku-
umu, medusobno udaljena jedan metar, uzrokuje izmedu njih silu od 2-10~7 njutna
po metru. -
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3.8. Ampereov zakon

Kada neku veli¢inu u svakoj tocki prostora opisujemo vektorom, govorimo o
vektorskome polju te veli¢ine. Vektorska su polja npr. elektri¢no i magnetsko polje.
Cirkulactja vektorskoga polja linijski je integral po zatvorenoj krivulji projekcije
vektora na krivulju u svakoj tocki te krivulje. Tako je npr. cirkulacija vektora
jakosti magnetskoga polja po krivulj K:

f H-d5 (3.30)
K

Najprije ¢emo izrac¢unati cirkulaciju jakosti magnetskoga polja dugackoga ravnog
vodi¢a kojim tece struja I. Radi jednostavnosti neka zatvorena krivulja bude
kruznica (silnica) oko vodica (sl. 3.3). U svakoj tocki te kruznice magnetsko je
polje tangencijalno na kruznicu i — po iznosu — konstantno i jednako H = I/(2ma).
Stoga je cirkulacija vektora H jednaka:

fﬁ-ds:':f ST fds.
K K 2ma 2ma Jx

Buduéi da je §, ds po kruznici jednak opsegu kruznice 27a,

f Holr=1 (3.31)
K

krivulju. MoZe se pokazati da to vrijedi za bilo koju krivulju. Ako krivulja K
‘obuhvaéa vise struja, tada (3.31) mozemo pisati:

fﬁ-d;:ZI,

K

ili
j{ B-ds=p) I (3.32)
K

To je Ampéreov zakon, ili, kako se jos Cesto naziva, zakon protjecanja. Magnetske
su silnice zatvorene krivulje protjecane strujom; nema magnetske silnice koja ne
bi bila protjecana strujom, i obratno: struja stvara oko sebe zatvorene magnetske
silnice.

Ampéreov zakon moze se primijeniti za izracunavanje magnetskih polja kada
postoji odredena simetrija koja olaksava izraunavanje integrala u (3.31). Kao
primjer primjene Ampeéreova zakona izratunat cemo magnetsko polje torusne 1 duge
cilindriéne zavojnice.

Magnetsko polje torusne zavojnice. U torusnoj (prstenastoj) zavojnici (sl.
3.16) magnetsko polje postoji samo unutar zavojnice, dok je izvan zavojnice nula.
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Slika 3.16. Magnetsko polje torusne zavojnice

Zbog aksijalne simetrije silnice su magnetskoga polja koncentri¢ne kruznice unutar
prstena. Smjer je magnetske indukcije Bu smjeru tangente na te kruznice.

Zbog simetrije magnetskoga polja magnetsku indukciju, odnosno jakost mag-
netskog polja torusne zavojnice mozemo izrac¢unati primjenom Ampéreova zakona.
Ako kao krivulju integracije K odaberemo kruznicu polumjera r < r; ili 7 > 1
(dakle da prolazi izvan prstena), cirkulacija je magnetskog polja po toj kruznici
nula jer je u oba slucaja ) I = 0. '

Medutim, odaberemo li kao krivulju K jednu od silnica (tj. kruznicu polumjera
ry < r < ry), primjenom Ampéreova zakona dobivamo:

K
NI NI
H=—=— :
2rm [ (3.33)
gdje je 2rm = [ duljina (opseg) odgovarajuce silnice.
Magnetska je indukcija unutar torusne zavojnice:
NI
B=yu— .34
Horr (3.54)

gdje je 4 propusnost zavojnicine jezgre.
Magnetsko polje unutar torusne zavojnice nije sasvim homogeno i ovisi o udalje-
nosti r od sredista zavojnice. Medutim, ako je poprecni presjek zavojnice (odnosno
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ro — r1) znatno manji od duljine zavojnice (odnosno ry), mozemo pretpostaviti da
je polje homogeno 1 da iznosi:
NI

B=pu—
ﬂ I b

gdje je I srednja duljina zavojnice.

Magnetsko polje cilindrié¢ne zavojnice. U odjeljku 3.5. izveli smo jakost mag-
netskoga polja (magnetsku indukciju) u to¢kama na geometrijskoj osi zavojnice,
a sada ¢emo primjenom Ampéreova zakona izracunati jakost magnetskoga polja
unutar dugacke cilindriéne zavojnice (solenoida).

fe—————{——1 struja ulazi

u papir
o XX X X X X X X X %X %X X —Ssilnica
e e ik +- magnetskog
T e e i e polja
r/# ° o 01___::1 PR ;
4 NI > struja izlazi
o __~ iz papira
g ——

Slika 3.17. Uz izvod magnetske indukcije valjkaste zavojnice

Unutar zavojnice polje je priblizno homogeno, a izvan zavojnice praktiéno nema
polja. ' '
Cirkulacija polja po krivulji K (npr. po jednoj od silnica) jednaka je:

f H-d5= HI, (3.35)

jer je, unutar zavojnice (na duljini ), polje homogeno i iznos mu je H, a vani je
polje nula. Zbroj je obuhvaéenih struja NI jer vodi¢ sa strujom I prolazi N puta
kroz povrsinu odredenu krivuljom K na sl. 3.17. Jednadzba (3.31) poprima, dakle,
oblik: '

Hl=NI
odnosno: W
H= - (3.36)
Magnetska indukcija B = pH unutar zavojnice jednaka je:
NI

gdje je p permeabilnost jezgre zavojnice. Izrazi (3.36) i (3.37) vrijede tocno za
torusnu (prstenastu) zavojnicu, dok za valjkastu zavojnicu vrijede priblizno to bolje
§to je manji promjer zavojnice u odnosu prema njezinoj duljini.
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Primjer 3.2.
Izracunajte jakost magnetskoga polja unutar dugatkoga ravnog vodica
kruzna presjeka polumjera R kojim protjeie struja konstantne gustoce

J =1/S = I/(R%r).

s
' 1

‘\..‘I,./
i

Slika 3.18. Magnetsko polje unutar ravnog vodica kojim protice struja

Zhog aksijalne simetrije silnice su magnetskoga polja unutar, kao 1 izvan
vodica, koncentricne kruznice sa sredistima na osi vodica. Sve tocke na
jednoj takvoj kruznici imaju jednak iznos vektora H odnosno B, dok je smjer
tih vektora odreden pravilom desne ruke 1 u smjeru je tangente na kruznicu.
Kao krivulju integracije odabrat ¢emo jednu od tih kruznica polumjera b < R
1 primijeniti zakon protjecanja:

fﬁ-ds’:Zr

b?
2 -
H/ds——b H-2r7r_Iﬁ
kruinica
_ b
"~ 2R2w
Unutar vodica jakost se magnetskoga polja (magnetska indukcija) povecava
linearno od nule (u osi vodi¢a) do maksimalne vrijednosti H = I/2Rw

(sl. 3.18), a zatim se smanjuje po zakonu H = I/(2r) (v. formulu 3.19).
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3.9. Magnetski tok

Iz gustoée silnica magnetskog polja (sl. 3.19) zaklju¢ujemo je li polje jako ili
slabo, tj. tamo gdje su silnice gusce, vece su magnetska indukcija 1 jakost magnet-
skog polja. Paralelne ekvidistantne silnice predocuju homogeno magnetsko polje,

sl. 3.19.a.
3o E _.\L\
- ja&e polje slabije
> polje
homogeno polje nehomogeno polje
a) b)

Slika 3.19. Homogeno a) i nehomogeno magnetsko polje b)

Sli¢no kao i za elektri¢no polje, i ovdje ¢emo skup silnica koje prolaze kroz
neku plohu nazvati tok magnetskoga polja kroz tu plohu i oznacavati slovom @p.
Za homogeno (u svim tockama prostora isto) polje (sl. 3.20.a) tok je kroz ravnu

povrsinu S — koja je okomita na magnetske silnice te time 1 na vektor B - jednak:

Magnetski tok @p jednak je produktu magnetske indukcije B i1 povrsine S
okomite na smjer magnetskih silnica. Sada je jasno zasto se magnetska indukcija:

_ 28

B=— (3.39)

naziva jos i gustoca magnetskoga toka.
Ako silnice homogenoga magnetskoga polja ne upadaju okomito na povrsinu S,
veé pod nekim kutem @, tada je tok:

®p = BScos§ =B -S (3.40)
gdje je S vektor ¢iji je iznos jednak povrsini, dok 'mu je smjer u smjeru normale

na plohu. U opéenitom sluéaju plohu moramo podijeliti na infinitezimalno male
elemente dS (sl. 3.20.b) i magnetski tok izracunati integralom po povrsini kroz

koju ra¢unamo tok:
dp = //B’—dS’ (3.41)
S
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Slika 3.20. Uz definiciju magnetskog toka

Magnetski tok jednak je, dakle, plosnom integralu vektora magnetske indukcije.
Jedinica je magnetskoga toka veber, znak Wb*.

[#5] = Tm? = Vs = Wb

Primjer 3.3.

Torusna zavojnica vanjskoga prom_]era 12 cm i unutradnjega promjera
11,5 cm ima 800 zavoja. Kroz zavojnicu tece struja jakosti 1 A. Jezgra
je zavojnice od paramagneti¢noga materijala. Kolik je magnetski tok kroz
zavojnicu?

Buduéi da je rp — r; dosta manje od r;, mozemo pretpostaviti da je
magnetsko polje unutar zavojnice homogeno i okomito na presjek zavojnice:

NI NI

B=pg - =t

Magnetski je tok:

I N
®=B-S= p—l\;——s ,un—IS-—Z,?-IO_SWb.

* Wilhelm Weber (1804-1891), njemacki fiziar, poznat po istraZivanjima iz magnetizma; osno-
vao je elektromagnetski cgs - sustav.
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3.10. Gaussov zakon za magnetizam

Kolik je magnetski tok kroz bilo koju zatvorenu plohu? Opcenito, tok vek-
torskoga polja kroz zatvorenu plohu jednak je zbroju svih izvora unutar plohe
(Gaussov zakon). Tako je tok elektri¢noga polja bio jednak naboju unutar volu-
mena obuhvaéena plohom. Isto vrijedi i za tok magnetskoga polja, samo izoliranih
magnetskih polova nema i magnetske su silnice zatvorene krivulje; zato je broj sil-
nica koje ulaze u neku zatvorenu plohu jednak broju silnica koje izlaze iz te plohe
(sl. 3.21). Drugim rije¢ima, magnetski je tok kroz bilo koju zatvorenu plohu nula:

ﬁé’ dS=0 (3.42)

S
silnica
zatvorena L
ploha zavojnica ili magnet
'--.\ = ~

/ \ 4 \

[ = 1 i zatvorena

\ = T ) ploha

N __,// \\__\

silnica

Slika 3.21. Tok magnetskog polja Stapastog magneta kroz kuglu

To je Gaussov zakon za magnetizam, jedna od osnovnih jednadzbi elektromag-
netizma.

%.11. Magnetski moment

Okvir od Zice kroz koji te¢e struja (magnetski list), poduprt tako da se moze
okretati oko svoje vertikalne osi simetrije (sl. 3.22), orijentira se u Zemljinu mag-
netskom polju tako da normala na ravninu okvira pokazuje prema sjeveru. (Smjer
normale odredujemo pravilom desne ruke: ako savijeni prsti obilaze petlju u smjeru
struje, palac pokazuje smjer normale.) Slicno se ponasa i zavojnica kroz koju tece
struja. Pokus je jo§ o¢itiji u polju permanentnoga magneta. '

Magnetski list (strujna petlja) ponaSa se kao magnet. Sjeverni je magnetski pol
na onoj strani okvira na kojoj normala izlazi van, a juzni je pol na drugoj strani.
Strujna petlja ponasa se kao tanki siroki magnet i zato se Cesto i naziva magnetski
list.
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Slika 3.22. Magnetski list

U vanjskome homogenom magnetskom polju na strujnu petlju djeluje moment
sile koji je nastoji orjjentirati u smjeru polja. Da bismo izra¢unali zakretni moment
na strujnu petlju, pogledajmo koje sile djeluju na pravokutni zavoj na sl. 3.23. Sila
na stranicu b

Fy=1Ibx B (3.43)
jednaka je po iznosu, a suprotna po smjeru sili na stranicu d
Fy=1Idx B (3.44)

Obje sile takoder leze na istom pravcu nosiocu, te, dakle, ne pomicu niti zakrecu
okvir. (Kad su stranice b i d usporedne silnicama, obje ove sile i§¢ezavaju.)
Naprotiv, sile na stranice a i ¢

Fi=1Iix B Fs=1I¢x B (3.45)

iako su jednake po iznosu, a suprotnoga smjera, ne leze na istome pravcu, te ¢ine
par (spreg) sila i svojim momentom nastoje zakrenuti petlju i postaviti je okomito
na magnetsko polje.

Moment je sile (zakretni moment) koji djeluje na strujnu petlju kojom tete
struja I u homogenom magnetskom polju B (sl. 3.23):

M = Fbsinf = IabBsinf = ISBsinf (3.46)

gdje je S povrsina strujne petlje, a @ kut izmedu magnetskoga polja B i normale
na petlju 7. Izraz (3.46) mozemo pisati i vektorski:

M=15xB (3.47)

Magnetski moment p,, definira se izrazom (3.47). To je vektorska velicina koje je
vektorski produkt s magnetskom indukcijom (gustocom magnetskoga toka) jednak
zakretnom momentu. Dakle:

Pm =1S (3.48)
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Slika 3.23. Zakretni moment na strujnu petlju

gdje je S povrsina petlje, 7i jedini¢ni vektor normale (§ = Sn), a I jakost struje
kroz petlju . Jedinica je magnetskoga momenta amper ¢etvorni metar, Am?.
Magnetski je moment zavojnice s N zavoja:

P =NIS (3.49)

gdje je S presjek zavojnice.
Veza je izmedu magnetskoga momenta p, i zakretnoga momenta M u vanjsko-
me magnetskom polju indukcije B:

M =g, xB (3.50)

Mjereci zakretni moment M iindukciju B mozemo odrediti magnetski moment p,, .
Strujna petlja éije su dimenzije malene prema udaljenosti tocke promatranja
naziva se magnetski dipol; zato se p,, ¢esto naziva i |magnetsk: dipolni qwment

Rad galvanometra, ampermetra i voltmetra s pomicnom zavojnicom osniva se na
ovim razmatranjima. Atomi i molekule takoder imaju magnetski dipolni moment.

3.12. Potencijalna energija magnetskog dipola

Magnetski dipol u vanjskom magnetskom polju ima odredenu potencijalnu ener-
giju koja se moZe izracunati sli¢no kao §to smo to uradili za elektri¢éni dipol.
Potencijalna je energija elektri¢noga dipola u vanjskom homogenom elektriénom
polju jakosti E: .
E,=-p-FE (3.51)

g ‘Neki autori definiraju magnetski moment izrazom uIS; zato treba obratiti paznju kako je u
‘odredenom problemu magnetski moment definiran.
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Slika 3.24. Potencijalna energija magnetskog dipola u homogenom magnetskom polju

Potencijalna energija magnetskoga dipola u homogenom magnetskom polju dana
je sliénim 1zrazom: .
Ep = pm - B = —pmBcosl (3.52)
Potencijalna je energija minimalna kada je dipol u smjeru polja (6 = 0), to
je poloZaj ravnoteze. Potencijalna je energija ma.ksunalna kada je dipol u smjeru
suprotnom smjeru polja (8 = 180 ); kada je pak 6 = 90 potencijalna je energija
nula (sl. 3.24).

Primjer 3.4.

Kolik je rad kad se zavojnica duljine 40 cm i promjera 6 cm koja ima 400
zavoja za,krelge u vanjskom magnetskom polju B = 1 T iz poloZaja ravnoteze
za kut od 90 7 Jakost je struje kroz zavojnicu 1 A.

Taj je rad jednak negativnoj promjeni potencijalne energije. U poloiajlnl
ravnoteze (0 = 0) potencijalna je energija minimalna, a u polozaju 8 = 90
iznosi nula. Dakle:

W = —AE, = pm B cos 2 — p, B cos b1
W = —pmB.

Magnetski je moment zavojnice:

P =nlS
pm = NIrir =113 Am?.

Uvrstavajuéi vrijednosti, dobivamo:
W=-113Am?-1T=-1,13J.

Pri okretanju zavojnice radom vanjskih sila povecala se potencijalna ener-
gija. Zbog toga je predznak rada negativan.
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Primjer 3.5.

Elektron koji se giba oko jezgre predstavlja zatvorenu strujnu petlju.
Kolik je magnetski dipolni moment elektrona u vodikovu atomu? Kolika
je potencijalna energija ako je elektron u vanjskom magnetskom polju B =
= 1 T? Pretpostavite da je projekcija momenta koli¢ine gibanja elektrona na
smjer vanjskog polja jednaka reduciranoj Planckovoj konstanti A = h/(27) =
= 1,065 - 10734 Js.

Pretpostavimo da se elektron oko jezgre (protona) giba po kruznici po-
lumjera r. Elektron se giba brzinom v i napravi v/(2rr) okreta u sekundi.

Ekvivalentna struja je:
L

~ 2rm
Magnetski je moment te strujne petlje:

ev 9 evr
rT 2

pm:ISZQ—-r T =

Ako uvedemo moment kolicine gibanja elektrona L = muvr, tada magnetski
dipolni moment mozemo pisati u obliku:

_emur e
Pm = 2m  2m
11 vektorski:
— € =
P = =g L.
m

Predznak minus dolazi zbog toga sto je smjer struje suprotan smjeru
gibanja elektrona te magnetski dipolni moment p,, i moment koli¢ine gibanja
j imaju suprotan smjer.

Potencijalna je energija atoma u vanjskome magnetskom polju:

— e - — e
E,=—p,-B=—L-B=—LgB.
4 Pm 2m om P

Uvrstavanjem e = 1,6-1071° C,m = 9,1-1073 kg, L = h = 1,055-10734 Js
i B=1T, dobivamo E, = 9,3-10724 J.

3.13. Gibanje nabijenih ¢estica u magnetskom polju

Proucavanjem elektri¢nog izboja u plinovima potkraj proslog stolje¢a otkrivene

su katodne i kanalne zrake. Mjerenjem utjecaja elektri¢nih i magnetskih polja na

katodne i kanalne zrake odreden je omjer naboja i mase za elektrone i ione i otkriveni
su izotopi. Osvrnut ¢emo se na gibanje katodnih zraka (elektrona) i kanalnih zraka

(iona) u elektri¢nim i magnetskim poljima.




138 Magnetsko polje

Brzina katodnih zraka ovisi o naponu U 1 moze se izracunati iz relacije:

m1)2

2

= el (3.53)

gdje je U napon izmedu katode i anode, a m i e masa i naboj elektrona. (Za velike
brzine moramo upotrijebiti relativisticke izraze.)

Magnetska i elektricna polja utjecu na putanju katodnih zraka. Promatranjem
gibanja katodnih zraka u elektricnom i magnetskom polju, J. J. Thomson* prvi je
odredio brzinu 1 omjer izmedu naboja i mase za katodne zrake i tako zakljucio da
su to negativno nabijene Cestice — elektroni.

Slika 3.25. Thomsonov eksperiment; mjerenje e/m za elektrone

Elektroni, emitirani iz katode, (sl. 3.25) ubrzavaju se u elektri¢nome polju
izmedu anode i katode i prolaze kroz Supljinu u anodi u prostor iza anode. Tamo
nailaze na elektri¢no polje (medu plotama kondenzatora) duljine L. Zbog djelo-
vanja elektri¢nog polja elektroni ¢e se otkloniti u smjeru osi z, i umjesto da udare
u ekran u toc¢ki O, oni ée zasvjetlucati na fluorescentnom ekranu u nekoj drugoj
tocki s koordinatom zg.

Da bismo odred_i_li otklon elektrona brzine v, naboja e 1 mase m u homogenom
elektri¢cnom polju E, primijenimo drugi Newtonov zakon F' = e F = ma 1 odredimo
jednadzbu putanje. Problem je slican horizontalnome hicu u polju sile teze i putanja
je parabola:

4

a o, eE

= = 3.54
202 4 2muv} y (3:54)

Nakon izlaska iz elektriénoga polja kondenzatora elektron ée se nastaviti gibati

pravocrtno po tangenti na parabolu u tocki y = L. Nagib tangente (tg ) moze se

odrediti iz prve derivacije u toj tocki:

tga = — = zy:——i-L (355)

* Joseph John Thomson (1856-1940), engleski fizicar, dobitnik Nobelove nagrade za eksperi-
mentalna istrazivanja o elektri¢noj vodljivosti plinova.
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Otklon na ekranu cijevi 2z uzrokovan elektri¢énim poljem E jednak je:
B e 1 EL
ZE—Dtga—;;E D (356)

U ovoj jednadzbi dvije su nepoznanice e/m i v, pa je potrebna jos jedna jed-
nadzba da bismo eliminirali brzinu i odredili e/m. Druga se jednadzba moZe dobiti
primjenjujuci magnetsko polje B u prostoru medu plotama kondenzatora, okomito
1 na elektri¢no polje i na snop elektrona (znak x na sl. 3.25).

Zbog magnetskoga polja B na elektrone djeluje sila prema dolje (u smjeru nega-
tivne osi z), F' = evB, i prisiljava ih da se gibaju po kruznici polumjera mv/(eB).
Zbog toga ce, pri izlasku iz magnetskoga polja, elektroni biti otklonjeni od prvo-
bitna smjera za neki kut 8 i na ekranu ¢e umjesto u tocku O udariti u neku drugu
tocku s koordinatom z5. Slicno kao za elektricno polje, moze se pokazati da je
otklon zbog magnetskoga polja: ”

Bt — = = BED (3.57)
m v

Ako se elektri¢no 1 magnetsko polje odaberu tako da otklon zbog magnetskoga
polja ponisti otklon zbog elektri¢noga polja (tj. da snop elektrona nakon otklona
udara ponovo u totku O), tada je:

Zp = ZB
odnosno:
L] Y,
m v? m v
E
Uvrstavajuéi (3.58) u (3.56), moze se izracunati omjer e/m:
e N E Zg
m B2 LD 08

iz izmjerenih podataka E, B i z.
Tako je Thomson odredio e/m za katodne zrake (elektrone).
Danas omjer e/m, tzv. specifi¢ni naboj elektrona, poznajemo s velikom toénoséu:

€

— =17,75882 - 10" Ckg™?!.
m

Kasnije su napravljeni sli¢ni pokusi s pozitivnim (kanalnim) zrakama.

Pozitivni ioni, koji nastaju u blizini katode pri izbjjanju u razrijedenu plinu,
mogu se propustati kroz otvore u katodi (tzv. kanale) i tako se mogu dobiti snopovi
pozitivnih iona ili, kako se jos nazivaju, kanalnih zraka.

Opazeno je da kanalne zrake u elektri¢nom i magnetskom polju skreéu u suprot-
nome smjeru nego elektroni, da im je brzina mnogo manja, a omjer naboj/masa
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Slika 3.26. Mjerenje Q/m za katodne zrake

(Q/m) nekoliko tisuéa puta manji nego za elektrone. Omjer @@/m takoder ovisi o
vrsti plina u cijevi. Na osnovi tih ispitivanja zakljuceno je da su pozitivne zrake
ioni plina.

Thomson je umjesto ukrstenih polja, kao kod katodnih zraka, za mjerenje Q/m
pozitivnih zraka upotrijebio paralelno elektri¢no i magnetsko polje okomito na smjer
Sirenja zraka (sl. 3.26).

Zbog magnetskoga polja ioni su skretali u smjeru osi z:

= Q 1 BLD (360)

m v

a zbog elektriénog polja u smjeru osi z:

_91pp (3.61)

z
m v2

Buduéi da svi ioni nisu imali istu brzinu, za odredeni E i B na ekranu se umjesto
tocke dobivala parabola, dana parametarski jednadzbama (3.60) i (3.61) odnosno
sa:

mkE o
QB2LD

Ako se snop sastoji od iona razli¢itih omjera @/m, na ekranu ce se vidjeti
razlicite parabole, svaka za odredeni omjer naboj/masa (sl. 3.27).

Radeéi s kemijski ¢istim neonom, Thomson i suradnici dobili su pri mjerenju
Q/m dvije parabole: jednu koja odgovara atomskoj masi 20 i drugu koja odgovara
masi 22. Atomska je masa neona 20,2 i oéekivala se samo jedna parabola koja
odgovara toj atomskoj masi. Medutim, na osnovi rezultata tih mjerenja Thomson
je zaklju¢io da postoje dvije kemijski istovjetne vrste neona koje imaju razli¢itu
masu, 2°Ne i 22Ne. Na taj su nacin i otkriveni izotopi neona. Thomsonov je ucenik
Aston izdvojio ta dva izotopa i tako ih dokazao.

Izotopi nekog elementa imaju isto mjesto u periodnom sustavu (po tome su
dobili ime), isti redni broj, ista kemijska i fizikalna svojstva, a razli¢ite su im samo
atomske mase. U njihovim jezgrama broj je neutrona razlicit, dok im je broj
protona jednak. Otkriéem izotopa objasnjeno je zaSto atomske mase prirodnih

Z =

(3.62)
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Slika 3.27. Rezultat mjerenja Q/m za razlicite izotope

elemenata nisu cijeli brojevi. Tako je npr. udjel izotopa *°Ne u prirodnom neonu
91%, a izotopa 22Ne 8,8% (*'Ne samo 0,2%), pa je zato atomska masa prirodnog
neona sredina ovih brojeva i iznosi 20,18. Kositar npr. ima 9 izotopa, i atomsku
masu 118,69, dakle, daleko od cijelog broja, dok je aluminij, Al, monoizotopan u
prirodi i atomska mu je masa vrlo blizu cijelome broju (26,98).

Kanalne zrake (ioni) razli¢ita specifi¢cnog naboja Q/m razdvajaju se pomoéu
tzv. spektrografa masa; tako se mogu vrlo to¢no odrediti relativne atomske mase
pojedinih izotopa.

Slika 3.28. Maseni spektrometar

Spektrometar masa odvaja Cestice kojima se mase malo razlikuju. Pomocéu njega
mogu se odrediti atomske mase iona. Iz ionskog izvora (sl. 3.28), prolazeéi kroz
pukotinu Aj, pozitivni ioni ubrzavaju se razlikom potencijala izmedu A; i As,
prolaze kroz pukotinu A, 1 ulaze u selektor brzine. To je prostor s elektriénim
poljem E'i magnetskim poljem B;. Polja su medusobno okomita tako da elektriéna
sila @QF na ione s nabojem @ djeluje prema gore, a magnetska sila QuB djeluje
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prema dolje. Ioni &ija brzina zadovoljava uvjet

QE =QuvB;
E

=5 (3.63)

v

neée se otkloniti i proéi ée kroz pukotinu Az u prostor s magnetskim poljem Bj.
Tu se ioni gibaju po kruznoj putanji koje polumjer ovisi o njihovoj masi. Mjereéi
polumjer te putanje, moze se odrediti masa iona: :

2
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m=95E _ 9B (3.64)
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Pitanja i zadaci

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

3.5.

3.6.

=2 Wy

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

Opisite vrste magneta i magnetske pojave koje poznajete.
Sto su to magnetske silnice? Po éemu se razlikuju od elektri¢nih silnica?
Sto je i kako se definira magnetska indukcija (gustota magnetskoga toka)?

Navedite jedinice jakosti magnetskoga polja, magnetskoga toka i gustoée
magnetskoga toka.

Kakva sila djeluje na naboj koji se giba u magnetskome polju? Po kakvoj
se stazi giba takav naboj?

Elektron se giba brzinom od 5 ms™! pod kutem 30° prema smjeru mag-
netskoga polja indukcije 0,1 T. Kolika sila djeluje na elektron?

Proton, gibajuéi se u magnetskome polju gustoée toka B = 0,1 T, opi-
se kruznicu polumjera 1,67 cm. Kolika je brzina protona? Kolika bi bila
brzina a-¢estice pri istim uvjetima?

Opisite metodu mjerenja magnetske indukcije (gustoée magnetskoga toka)
pomocu Hallova efekta.

Izratunajte jakost magnetskoga polja i magnetsku indukeiju (gustoéu mag-
netskoga toka) u vakuumu na udaljenosti 20 cm od dugackoga ravnog
vodica kroz koji tece struja jakosti 15 A.

Opisite kakav oblik imaju silnice magnetskoga polja u prostoru oko ravnoga
vodica, strujne petlje te cilindriéne i toroidalne zavojnice kroz koju tece
struja. Kako se mogu izracunati jakost magnetskoga polja i gustoéa mag-
netskoga toka u navedenim slu¢ajevima?

Izra¢unajte silu koja djeluje izmedu dvaju paralelnih ravnih bakrenih vodica
udaljenih 0,5 cm, kratko spojenih na jednome kraju, a na drugom spojenih
s akumulatorom elektromotorne sile 2 V i unutrasnjeg otpora 0,01 Q. Oba
vodi¢a imaju promjer 2 mm i duljinu 2 m.

Pravokutni okvir od zice, koji ima 200 namotaja, sa stranicama a = 5 cm i
b = 20 cm, vrti se u magnetskome polju indukecije 0,5 T oko simetrale dulje
stranice.

a) Ako se takva zavojnica promatra kao magnetski list, izracunajte mag-
netski dipolni moment te zavojnice kad kroz nju teée struja od 2 A.
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b) Izraunajte potencijalnu energiju toga dipola ako normala na list zat-
vara sa smjerom magnetskoga polja kutove ¢ = k - 30°, gdje je
k=0,%1,42,43,44,45 i £6.

c) Prikazite graficki potencijalnu energiju u ovisnosti o kutu ¢.

3.13. Snop jednostruko nabijenih pozitivnih iona razli¢itih brzina ulazi kroz puko-
tinu A u prostor s ukritenim homogenim elektricnim i magnetskim poljem
E=32-10Vm 11 B =04T (sl. 3.29). U tom, tzv. selektoru brzine

A A
| R g | . * s
| | | _
| | |
| I |
I v x *K *XI L] e
E ZI
Slika 3.29.

samo ¢estice odredene brzine produ neotklonjene i kroz pukotinu A’ ulaze
u homogeno magnetsko polje B = 0,1 T, tako da im je brzina ¢ stalno
okomita na B. Kolike su mase iona ako su polumjeri kruznica koje ioni
opisuju Ry = 16,59 cm i Ry = 18,25 cm? O kojim je ionima rijec?

e e e



4. Elektromagnetska indukcija

4.1. Faradayev zakon indukcije

Oersted je, kao Sto smo vec opisali, opazio da elektricna struja (tj. naboj u
gibanju) proizvodi magnetsko polje i tako pokazao da su elektri¢éne pojave uzrok
magnetskim. Nesto kasnije (1831) M. Faraday pronasao je da promjenljivo magnet-
sko polje stvara elektri¢no. On je, naime, eksperimentalno pokazao da promjenljivi
magnetski tok kroz neki vodi¢ (zavojnicu) inducira elektromotornu silu na njegovim
krajevima. Tako je pronadena elektromagnetska indukcija, jedan od najvaznijih
nacina dobivanja elektri¢ne energije.

a)

|

N
_|_

b)

Slika 4.1. Dobivanje induciranog napona
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Uvlatenjem magnetskoga stapa u zavojnicu (ili strujnu petlju) na njezinim se

krajevima inducira elektromotorna sila, odnosno kroz strujni krug potekne struja
(sl. 4.1). Izvlacenjem magneta nastaje elektromotorna sila suprotna smjera. Kad
magnet miruje u zavojnici, nema inducirane elektromotorne sile, ni inducirane
struje. _
Elektromagnetsku indukciju opazamo 1 kada, umjesto permanentnoga magneta,
u petlju uvlaéimo elektromagnet. Ako u jednoj od dviju zavojnica (koje su blizu
jedna drugoj) mijenjamo jakost struje, u drugoj (sekundarnoj) inducirat ce se elek-
tromotorna sila. Elektromotorna sila inducira se 1 kada vodi¢ sijeCe magnetske
silnice (sl. 4.2).

[ 1]]

primarna
zavojnica

l o

sekundama| ———
zavojnica | G CD

a)

Slika 4.2. Elektromagnetska indukcija gibanjem

Ti i sliéni pokusi pokazuju da se u petlji od jednog (ili vise) zavoja Zice inducira
elektromotorna sila uvijek kad se kroz petlju mijenja magnetski tok. Ako je pri tom
strujni krug zatvoren, nastat ¢e 1 inducirana struja. Inducirana je elektromotorna
sila to veca Sto je promjena toka brza i veca 1 §to je broj zavoja veci. Magnetski se
tok mozZe mijenjati na razlicite nacine, kao npr. gibanjem vodi¢a u magnetskome
polju, gibanjem magneta s obzirom na vodi¢, rotacijom zavojnice, promjenom struje
u zavojnici 1 sl.
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Mozemo reci da je elektrom@_gnetska indukcija pojava u kojoj se u prisutnosti
magnetskoga polja mehaniéka. energija pretvara u elektriénu; to se iskoristava u
tehnici proizvodnje elektri¢ne energije.

Mjerenja pokazuju da je veli¢ina inducirane elektromotorne sile razmjerna brzini
promjene magnetskoga toka kroz petlju (zavoj Zice):

A

Ako umjesto jednog zavoja postoji zavojnica od N zavoja, tada je:

AP AY

gdje je ¥ = N® ukupni (tzv. ulanéani) tok.

To je Faradayev zakon indukcije. Negativan predznak u (4.1) posljedica je
zakona o odrzanju energije. Inducirana elektromotorna sila ima predznak suprotan
predznaku promjene toka. Znacenje predznaka minus najbolje objasnjava Lenzovo
pravilo*, koje kaze da je smjer inducirane elektromotorne sile uvijek takav da od
toga napona stvorena struja svojim magnetskim ucinkom nastoji ponistiti uzrok
koji ju je proizveo. O Lenzovu pravilu bit ¢ée jos govora kasnije u tekstu.

——

Bx 0 x x D' x
— 1
+ iI + +
x x x||x g
- II x |V
x .Ll:..xllx Tg——-
| £
X x x:Ix Eing
2 = - -
x (% x (" x C
| vdt |

Slika 4.3. Uz izvod Faradayevog zakona indukcije

Faradayev zakon indukcije izvest ¢emo za poseban slu¢aj kada se komad kratka
metalnog vodica duljine ! koji klizi preko dviju usporednih metalnih traénica
(sl. 4.3) giba jednolikom brzinom v’ okomito na homogeno magnetsko polje B.

Na slobodne elektrone u vodi¢u koji se giba u magnetskome polju djeluje Loren-
tzova sila F = —e? x B i tjera ih prema jednom kraju Zice, u nasemu primjeru
prema dolje. MoZemo shvatiti da je to gibanje naboja (u smjeru od D prema C)
uzrokovano induciranim neelektrostatskim elektriénim poljem:

- F —
E,'ﬂd = —=UXDB (43)

* E. H. Lenz (1804-1864), ruski fizicar, poznat po pravilu za smjer inducirane struje objavljenom
1834. g.
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Zica se elektricki polarizira, jedan njezin kraj postaje pozitivan, a drugi nega-
tivan. Ovako razdvojeni naboji u zici stvaraju elektrostatsko polje E; razdvajanje
naboja prestaje i ravnoteza se uspostavlja kada elektrostatsko polje postane jednako
—# x B i tako ponisti inducirano elektri¢no polje.

Inducirana elektromotorna sila jednaka je cirkulaciji induciranog (neelektrostat-
skog) polja:

D
gf,;g:fﬁgnd-dgz f(ﬁ'x B.)-d§'= vBl (4.4)

C

Ako smjer gibanja vodi¢a (smjer vektora ¥) i smjer magnetske indukcije (polja) B
zatvaraju kut 6, tada je inducirana elektromotorna sila:

£ = Blusin0 (4.5)

Gibanjem vodi¢a mijenja se povrdina S koju petlja (pravokutnik na sl. 4.3)
obuhvaéa u magnetskome polju. Za vrijeme d¢ vodi¢ se pomakne za ds =vdtiprn
tom se povriina promijeni za lvdt; zbog toga promjena magnetskog toka iznosi:

d® = Blv dt (4.6)
Odatle je:
%?- = Blv
. _d_@ (4.7)
ind — dt

Predznak je minus zbog Lenzova pravila. Tako bi u primjeru na sl. 4.3. stryja
imala takav smjer da njezino magnetsko polje bude u istom smjeru kao vanjsko jer
bi se tako protivila smanjenju magnetskoga toka kroz petlju.

Faradayev zakon indukcije (4.1) mozemo prikazati u jos jednom obliku, praktic-
nijem za teoriju polja. Ako induciranu elektromotornu silu prikazemo cirkulacijom
induciranoga elektriénog polja, a magnetski tok plosnim integralom gustoce mag-
netskoga toka, izraz (4.1) prelazi u:

= - d@ d — -
gind—fKE'dsﬂ—'a?——a}'//B°dS (48)
S

Promjena magnetskoga toka inducirala je elektri¢no polje; to je jedna od osnovnih
jednadzbi elektromagnetizma.
Uotite da se magnetski tok moze mijenjati na dva natina:
— mijenjanjem toka u vremenu zbog vremenske promjene magnetskoga polja
u mirnoj petlji

— mijenjanjem toka zbog promjene povriine petlje, t]. gibanjem pojedinih
dijelova petlje.
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Dok je u elektrostatici cirkulacija elektriénoga polja po krivulji K jednaka nuli

f £y de=0, (4.9)
K

to ne vrijedi za inducirano elektri¢no polje: inducirano elektri¢no polje nije konzer-
vativno.

Primjene su elektromagnetske indukcije brojne i na njima se osniva danasnja
elektrotehnika. Nabrojmo samo neke od njih: generatori, transformatori, induktori,
mikrofon, betatron itd.

4.2. Lenzovo pravilo

Inducirana elektromotorna sila ovisi o brzini mijenjanja magnetskoga toka:

do

82—5.

Kada je strujni krug zatvoren, inducirani napon uzrokuje struju:

_ £ do/dt
I=2=-— (4.10)

Predznak minus u ovim jednadZbama objasnjava se Lenzovim pravilom:

Inducirana elektricna struja ima takav smjer da proizvodi magnetski tok koji se
suprotstavlja promjeni toka zbog kojega je mastala.

Tako npr., kada se tok kroz petlju smanjuje (d® < 0), inducirana struja vlastitim
tokom nastoji poveéati tok; kada se tok poveéava, inducira se takva struja koja
svojim magnetskim ucinkom nastoji smanjiti taj tok.

Lenzovo pravilo proizlazi iz zakona o odrzanju energije. Rad koji ulazemo kad
npr. gibamo vodi¢ u magnetskome polju, pretvara se u elektricnu energiju. Kada
se proizvedeni magnetski tok ne bi suprotstavljao uzroku svog nastanka, tj. kada
ne bi vrijedilo Lenzovo pravilo, inducirana struja stalno bi rasla pa bismo dobili

neku vrstu perpetuum mobile, §to je u suprotnosti sa zakonom o odrzanju energije.

T O

Slika 4.4. Uz ilustraciju Lenzova pravila
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Kada u zatvoreni aluminijski prsten uvuéemo magnet, prsten se tome nastoji
izmaknuti i otkloniti se iz magnetskoga polja (sl. 4.4). Inducirana struja u prstenu
proizvodi magnetsko polje suprotna smjera polju koje ju je induciralo. Kada mag-
net izvlacimo, prsten ¢e se gibati u suprotnome smjeru nastojeci slijediti magnet.
Naprotiv, kada prsten nije zatvoren (sl. 4.4), uvlacenje i izvlaenje magneta ne
uzrokuje gibanje prstena. Zasto?

Poznatim Aragoovim pokusom (1824) mogu se lijepo pokazati elektromagnetska
indukcija i Lenzovo pravilo. Kada se bakrena plo¢a vrti ispod magnetske igle (sl.
4.5), igla se poéinje vrtjeti u istome smjeru. Zbog gibanja u magnetskome polju igle
induciraju se u plo¢i vrtlozne struje koje imaju takav smjer da svojim magnetskim
efektima nastoje ukloniti uzrok koji ih je izazvao, tj. relativno gibanje ploce s
obzirom na magnetsku iglu.

magnetska igla
S Wk 8
_'_'[— staklo

[ ] bakrena ploca

1

Slika 4.5. Aragoov pokus

Kada se masivni metalni predmet nalazi u promjenljivu magnetskom polju
(odnosno giba se kroz magnetsko polje), u njemu se induciraju tzv. vrtlozne (Fou-
caultove) struje. To su male zatvorene strujne petlje unutar vodica, sli¢ne vrtlozi-
ma u fluidu. Aragoov pokus (sl. 4.5) jedan je od primjera za induciranje vrtloznih
struja.

Metalna ploca koja se moze njihati izmedu polova elektromagneta ubrzo se

 zaustavi kada ukljuéimo struju kroz zavojnice elektromagneta. Sli¢no se ukoéi 1

kota¢ od aluminija koji se vrti izmedu polova elektromagneta. Nastale vrtlozne
struje djeluju kao sila trenja i nastoje zaustaviti metalni predmet.

Vrtlozne struje sliéne su trenju u mehanici, troSe energiju pretvarajuci je u
toplinu, nepozeljne su u raznim uredajima i treba ih 8to vise smanjiti. To se moze
postiéi upotrebom tankih medusobno izoliranih limova kao npr. u transforma-
torskoj jezgri.

Vrtloine se struje korisno upotrebljavaju u elektri¢cnome brojilu za mjerenje
potroska elektriéne energije, za zagrijavanje u indukcijskim pecima itd.

4.3. Samoindukcija i induktivitet

Mijenjanjem struje u petlji ili u zavojnici nastaje u njima promjenljivo magnet-
sko polje (sl. 4.6.a). Prema zakonu elektromagnetske indukcije to ¢e promjenljivo
polje inducirati elektromotornu silu u toj petlji ili zavojnici. Budu¢i da zavojnica
inducira elektromotornu silu sama u sebi, ta se pojava naziva samoindukcija.
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Tako npr. zatvaranjem strujnoga kruga na sl. 4.6. struja pocinje teci kroz
zavojnicu, odnosno magnetski tok pocinje rasti. Taj porast toka inducira takvu
struju samoindukcije koja svojim magnetskim efektom nastoji sprijeciti povecanje
toka.

7 o
e
&

Slika 4.6. Samoindukcija u zavojnici

Zaruljica Z; (sl. 4.6.b) zasvijetli odmah nakon zatvaranja prekidaca, dok se
zaruljica Zs, koja je spojena preko zavojnice sa Zeljeznom jezgrom, upali s malim
zakasnjenjem.

Inducirana elektromotorna sila samoindukcije jednaka je:

do
&L =—-N — 4.11
Ako se kroz strujnu petlju mijenja struja s vremenom, mijenja se 1 magnetski tok
é. Bududi da je magnetsko polje proporcionalno struji kroz petlju, struji je pro-
porcionalan 1 magnetski tok:
&=LI (4.12)

Koeficijent proporcionalnosti L naziva se induktivitet (samoinduktivitet, odnosno
koeficijent samoindukcije).
Za zavojnicu od N zavoja, ta relacija ima oblik

N®=1LI (4.13)
gdje je @ tok kroz zavoj zavojnice, a L induktivitet cijele zavojnice.
Elektromotorna je sila samoindukcije:

dI
f=-L4 (4.14)
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Jedinica induktiviteta naziva se henri*, znak H:

H:%:Qs.

Ova veza slijedi iz definicijske jednadzbe za induktivitet:

L

L=-31a

(4.15)

Induktivitet vodica (petlje, zavojnice i sl.) -u vakuumu ovisi samo o geometriji
(broju zavoja, duljiniitd.), a ako nije u vakuumu, tada i o permeabilnosti y sredstva.
Tako je npr. induktivitet dugacke cilindri¢ne zavojnice (bez jezgre):

N2S N\?
L= o —— = poSl (T) (4.16)

gdje je N broj zavoja, S presjek, a [ duljinﬁ zavojnice.

Primjer 4.1.
Koliki je induktivitet a) torusne i b) cilindri¢ne zavojnice?

a) Ako kroz zavojnicu od N zavoja tete struja I, a magnetski tok u zavojnici
je @, tada je induktivitet zavojnice:

_4e

L=-7

Da bismo odredili tok magnetskog polja kroz torusnu zavojnicu, integrirat
éemo BdS po presjeku torusa. Magnetsko polje nije homogeno unutar torusa
veé ovisi o udaljenosti r od sredista zavojnice:

B=u—
p?r'rr

Ako pretpostavimo da je presjek torusa pravokutan sa stranicama ro—r; = a
i b, tada je dS = bda = bdr, pa je magnetski tok kroz torus:

f[s is_ [ INb ., _ INb
Q—/fB-dS_/,u o dr=p o lnr1

Induktivitet je

No IN%b .
In —

L—_— o=
T~ Far e

* Joseph Henry (1798-1878), americki fizicar, otkrio pojavu samoindukcije, elektriéni motor i
dr.
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Ako je presjek torusa mnogo manji od njegove duzine, mozemo magnetsko
polje smatrati homogenim i B konstantnim te je
NI NI No N2S§
B=y——=y — L= ——=
=T R T ~HT
Isti rezultat dobivamo i ovako:
sz1 Ty ~p.N26Ar_ N2§

L=p 27 n;;~ 27r P [

b) Za drugu jednoslojnu cilindriénu zavojnicu tok je:

@://B'-dgngS

te je induktivitet

dakle isti kao 1 za usku torusnu zavojnicu.

Meduindukcija. Ako se dvije zavojnice nalaze jedna blizu druge (tj. magnetski
povezane), promjena struje u prvoj (primarnoj) uzrokuje induciranu elektromo-
tornu silu u sekundarnoj. Ta se pojava naziva uzajamna indukcija ili meduindukcija.
Promjenljiva struja u prvoj stvara, naime, promjenljiv magnetski tok koji zbog
povezanosti zavojnice prolazi kroz drugu zavojnicu i u njoj inducira napon.

[ r— - 1

— ‘ |

= ==I=-

= N B M
L = == e .

—— 9 1

1-#“"_______...---'/...‘ e N = |

'ﬁ L —— _

—

lz:—

b)
a)

Slika 4.7. Meduindukcija dviju zavojnica

Pretpostavimo da su dvije jednoslojne zavojnice, prva duljine [ i presjeka S s
brojem navoja N; i druga s brojem navoja N3, namotane jedna na drugu na jezgri
permeabilnosti p (sl. 4.7) tako da su jedna s drugom idealno magnetski vezane.
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Kada kroz primarnu zavojnicu tece struja Iy, u njoj se stvara magnetski tok
koji ujedno prolazi i kroz drugu zavojnicu. Ako je struja I; promjenljiva, mijenja
se 1 magnetski tok 1 u sekundarnoj zavojnici inducira se elektromotorna sila:

d®,

E=—N, T (4.17)

Buduéi da je magnetski tok koji uzrokuje struja I;

NIy

5 (4.18)

O=BS=pn

i da, prema pretpostavci, Citav taj tok prolazi i kroz drugu zavojnicu, induciranu
elektromotornu silu mozemo pisati i u obliku:

do }JN1S dIl ;JSNlNg dIl
N,y B2 T 4.
br=-2g 2Tt [ dt (19)
Oznatimo h p—_
Lig= *‘_.11—2- (4.20)
dobivamo 1
=—Lyg— 4.
& 12 7 (4.21)
gdje je L2 koeficijent meduindukcije ili meduinduktivitet dviju zavojnica.
Buduéi da su induktiviteti svake pojedine zavojnice
2 N2
L= ’“A;ls By= £ 125 (4.22)

vidimo da se meduinduktivitet moze prikazati i jednadzbom:

ng =V Lng (423)

Ako primar i sekundar nisu idealno povezani, meduinduktivitet je manji od
VL:1L- i moze se prikazati formulom:

ng' - k\/ Lng _ (424)

gdje je faktor veze k manji od jedan (0 < k <1).
Ukupni magnetski tok kroz sekundarnu zavojnicu moze se izraziti pomocu in-
duktiviteta:
Ng@ — ng.rl (425)

Cesto se primarna i sekundarna zavojnica motaju na zatvorenoj zeljeznoj jezgri
(sl. 4.7.b) i tako postize vrlo dobro magnetsko vezanje (v. odjeljak 6.6). Meduin-
duktivitet se i u tom slu¢aju raéuna formulom (4.20), gdje je ! duljina magnetskoga
toka (srednja duljina Zeljezne jezgre).
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4.4. Energija magnetskoga polja

Kada se na zavojnicu induktiviteta L priklju¢i odredeni napon, struja neée
odmah posti¢i maksimalnu vrijednost jer ¢e joj se suprotstavljati struja samoin-

dukecije.
Moze se pokazati da pri ukapcanju struja kroz serijski L R-krug raste eksponen-

cijalno po zakonu

{= % (1 = e-i‘”) =1(1-e£1) (4.26)

i priblizava se vrijednosti I = £/R koju prakti¢no i dostigne kad je ¢ > L/R
(sl. 4.8). Magnetsko polje u zavojnici pri tom raste od nule do maksimalne vrije-
dnosti NI/1.

o

t

Slika 4.8. Porast struje kroz zavojnicu

Kada struja kroz zavojnicu poraste od i na i +di, na krajevima zavojnice inducira
se elektromotorna sila e, = —Ldi/dt, a energija eridt prijede iz izvora u magnetsko
polje zavojnice:

dE,, =eridt = Lidi (4.27)
Ukupna energija magnetskoga polja zavojnice kada je kroz nju uspostavljena struja
jakosti I iznosi dakle:

I
Ew= /Lidi
0
2
E, = % (4.28)

(Usporedite (4.28) s izrazom (1.78) za energiju elektri¢noga polja kondenzatora.)

Ako se zavojnica kroz koju teée struja I odvoji od izvora napona i istovremeno
spoji s otporom R u zatvoreni strujni krug, zavojnica ¢ée se ponasati kao izvor i
kroz otpor ce teéi struja

i=Ile L (4.29)
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Magnetska energija zavojnice pretvarat ce se pritom u unutrasnju energiju (toplinu)
u otporniku sve dok ne iS¢ezne i struja postane nula.

Da bismo dobili gustoéu energije magnetskoga polja zavojnice, transformirajmo
izraz (4.28) uvrstavanjem (4.16) i (3.10):

N3S . Hl

k=g= 4 ISF

1 pN2SH?I2 1
w==LPP=""— — = - uH? 4.30
Bm =gt N7 g e (4.30)

Gustoca energije magnetskoga polja wy, iznosi dakle:

energija FEn, 1 _,
= ) = —-puH 4.31
volumen 81 _ 2" (4.31)

Pokazite da izraz (4.31) moZemo pisati u vise oblika:

1 1 1
m =~ puH?>=-BH = — B? 4.32
Wm = 3 p 5 Q,uB (4.32)

Izraz za gustoéu energije (4.32), koji smo izveli za zavojnicu, vrijedi i opcenito
za bilo koje magnetsko polje u prostoru.

Primjer 4.2.

Kolika je gustoéa energije i energija magnetskoga polja u zavojnici (bez
jezgre) u obliku valjka polumjera 1 cm, duljine 30 cm, koja ima 300 zavoja,
kada kroz nju tece struja jakosti 1 A? '

Buduéi da je duljina zavojnice dosta veéa od promjera pretpostavit ¢emo
da je polje homogeno:

H=NIl=1000 Am™!.

Gustoéa je energije magnetskog polja:

1
w= g poH? = 0,628 Jm™3 .

Energija polja je:
En=wSl=59-10"%7J.

(Kod elektri¢nih strojeva gustoce energije magnetskoga polja dostizu vrijed-
nosti i do 10° Jm=3.)




4.4. Energija magnetskoga polja

157

Primjer 4.3.

Zavojnica induktiviteta 12 mH 1 otpora 12 2 spojena je na izvor napona
12 V. Posto se prekidaé zatvori, kroz koje ¢e vrijeme struja u krugu dostici
vrijednost 0,5 A? Izra¢unajte snagu koju daje izvor u tom trenutku, snagu
koja se u obliku Jouleove topline trosi na otporniku i snagu koja se u obliku
energije magnetskoga polja uskladistava u induktivitetu zavojnice.

Zbog induktiviteta struja ¢e rasti eksponencijalno od nule do konaéne
vrijednosti Iy prema jednadzbi:

i=TI (1—e-%‘):% (1—e-%‘),

gdje je 7 = L/R vremenska konstanta kruga koja ovdje iznosi

L _12-107%H
R~ 12Q

— =1lms.

(Uotite da je H/Q = %__: = 8i)

Nakon dovoljno duga vremena (! — oo) struja kroz krug bit ce Ip, dana
Ohmovim zakonom:
U _ 12V

= —=e——=1A.
h=%=10

Buduéi da je trazena vrijednost i = 0,5 A upravo jednaka Iy/2, vrijedi:
I
o 1-)

_t 1 _
r = e =

B’ 2
t=71In2=0,697= 0,69 ms.

1

1L

l1—e

Tada je trenutna snaga iz izvora:
Pp=£i=12V-00A=6W.
Snaga je na otporniku:
P, =Ri*=129-0,25A*=3W,

a snaga na induktivitetu:

dsz

Pa= =L —1

3 SLI Ldt!

UR _r

Pa-—L'}—Bze L
Pa=3W

- g 3
Yi=Uie™ ~
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Prema zakonu o¢uvanja energije mora biti:

Pi=P,+ P;
6W=3W4+3W.
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Pitanja i zadaci

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

e

4.7.

Opisite pokuse u kojima se opazaju inducirani napon i inducirana struja.
O ¢emu ovisi inducirana elektromotorna sila?

Sto je to ulancani tok?

Kvadratni okvir od Zice stranice 10 cm nalazi se u homogenom magnetskom

polju od 0,01 T. Silnice polja prolaze okomito kroz ravninu okvira.

a) Kolik je magnetski tok kroz okvir?
b) Ako se polje jednoliko smanjuje i za 0,5 s padne na nulu, izratunajte
kolika je inducirana elektromotorna sila u okviru.

Obrazlozite Lenzovo pravilo kojim se odreduje smjer induciranoga napona.

6. Kvadratni okvir od Zice (a = 10 cm) vrti se u homogenom magnetskom

polju B = 0,2 T oko simetrale jedne stranice kutnom brzinom w =
= 314 s~1. Okvir ima 200 zavoja.

a). Kako inducirana elektromotorna sila ovisi o vremenu?
b) Kolike su frekvencija i amplituda dobivene izmjenicne struje?

Pravocrtni vodi¢ duljine 40 cm i otpora 0,5 Q giba se brzinom v = 2ms~' u
homogenom magnetskom polju B = 0,5 T, tako da okomito sijece silnice (sl.
4.9). Vodié je spojen na akumulator elektromotorne sile 2 V i unutrasnjeg
otpora 0,1 Q. Otpor vodica je zanemariv. Kolika je jakost struje kroz
vodic?

B
* 12
8 » L] ,.,_’. L] L]
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4.8. Kvadratni okvir od zice nalazi se u zraku paralelno sa dugackim ravnim
vodi¢em 1 u istoj ravnini s njim (sl. 4.10). Kroz vodi¢ tete struja jakosti
I = 10 A. Udaljenosti stranica kvadrata od vodiéa su ry = 5 cm i
re = 10 cm.

Slika 4.10.

| | a) Izractunajte tok magnetskoga polja kroz okvir.

. b) Kolika je inducirana elektromotorna sila u okviru, ako jakost struje u
vodi¢u poéne rasti po zakonu I = (10 + 2¢ts~1) A?

4.9. a) Izratunajte induktivitet cilindri¢ne zavojnice dugacke 12 cm, polumje-
ra 1 cm, bez jezgre, ako se na 1 cm nalazi 38 zavoja Zice.

b) Kolika je energija spremljena u toj zavojnici kada kroz nju tece struja
jakosti 12 A?

4.10. Izracunajte kolik je koeficijent samoindukcije zavojnice sa Zeljeznom jez-
grom, ako se za vrijeme od At = 0,5 s jakost struje koja tete zavojnicom
promijeni s I; = 10 A na I = 5 A, pri ¢emu se na njezinim krajevima

i ~ inducira napon.£ = 25 V.



5. Magnetsko polje u materijalu

5.1. Magnetizacija

Mjerenja pokazuju da se magnetska indukcija mijenja kada u magnetsko polje
(npr. unutar zavojnice) unesemo neki materijal. Ako je magnetska indukcija za-

vojnice bez jezgre:
NI

tada ta ista zavojnica s jezgrom ima magnetsku indukciju:

NI
B =prpo 7 = prBo (5.2)

Relativna magnetska permeabilnost materijala y, omjer je magnetske indukcije

e ——

u materijalu 1 | magnetske indukcije bez materijala:

B

Hy =

= (5.3)

Dok jakost magnetskog polja H ovisi samo o jakosti struje kroz zavojnicu, magnet-
ska indukcija B ovisi o materijalu unutar zavojnice.

Sliéno kao $to smo vektorom polarizacije opisali ponasanje materijala u elektric-
nome polju, tako ¢emo,magnetizacijom Md opisati utjecaj sredstva na magnetsko
polje:

-

- B-B, B

M= =—-H & (5.4)
Ho Ho ‘,
Veza je izmedu vektora magnetske indukcije B, jakosti magnetskog polja Hi mag-
netizacije M: &

U veéini slu¢ajeva magnetizacija je razmjerna jakosti magnetskoga polja:

M = xmH (5.6)
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Konstanta proporcionalnosti x,, naziva se magnetska susceptibilnost materi-
jala. Iz (5.4), (5.5) i (5.6) mozZe se odrediti veza izmedu susceptibilnosti i perme-
abilnosti:

Xm = ptr — 1 (57)
Za vakuum je, naravno, g, = 1 (xm = 0), a za zrak p, gotovo je isti kao i za
vakuum. S obzirom na magnetska svojstva, materijale mozemo podijeliti u tri

skupine:
1. Materijali ¢ija je permeabilnost p, mnogo veéa od jedinice (X, > 0) nazi-
vaju se feromagnetici. To su Zeljezo, nikal, kobalt i njihove legure.

Susceptibilnost Zeljeza ovisi o jakosti polja i reda je velicine 1000; postoje
posebne feromagnetske legure kojih susceptibilnost, (odnosno permeabil-
nost) dostize vrijednosti i do 10°.

2. Materijali ¢ija je relativna permeabilnost p, nesto malo veca od jedinice
pa je Xm > 0 nazivaju se paramagnetici. Oni malo poveéavaju magnetsku
indukciju s obzirom na onu u vakuumu. To su Al, Pt, W, Ta itd.

3. Materijali ¢ijja je relativna permeabilnost nesto manja od jedinice pa je
Xm < 0, nazivaju se dijamagnetici. Oni malo smanjuju magnetsku induk-
ciju B. Dijamagnetiéni materijali su Bi, Pb, Cu, H, itd.

Tablica 5.1. Magnetske susceptibilnosti X, nekih materijala pri sobnoj temperaturi

Twvar Xm Tvar Xm

Pt 2,6 .-10~* Bi —-20.10~°
Al 2,1.10~% | Cu | —-0,96.10"%
Mg 1,2-10™% | H -1,1.10"%
0, 2-10-6 N, —5.10"2

5.2. Dijamagnetizam

U nehomogenom magnetskom polju kuglica od bizmuta giba se u smjeru slabi-
jega polja. To vrijedi bez obzira na smjer magnetskoga polja. Bizmut se, dakle,
ponasa sasvim suprotno od zeljeza. Sli¢no se ponasaju i ostali dijjamagnetski ma-
teryali.

Dijamagnetski materijali imaju male negativne vrijednosti susceptibilnosti (od
—107° do —1073). Za razliku od paramagnetizma i feromagnetizma, dijamagneti-
zam je svojstvo svih materijala. Medutim, materjjali ¢e pokazivati dijamagnetizam
1 imati negativnu susceptibilnost samo ako dijamagnetizam u njima nije nadja-
¢an paramagnetizmom ili feromagnetizmom. Uzrok magnetizma u materijalu su
atomske struje uzrokovane orbitalnim gibanjem elektrona oko jezgre i vlastitim
spinom elektrona. Ako se magnetski efekti svih elektronskih struja medusobno
poniste, materijali ne pokazuju magnetska svojstva.

Dijamagnetizam se mozZe objasniti atomistickom strukturom materijala. Dija-
magneti¢ni materijali imaju nemagneti¢cne molekule (atome). Dipolni momenti
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elektrona u takvom atomu medusobno se ponistavaju pa atom (molekula) kao
cjelina nema permanentni magnetski dipolni moment. Kada se materijal unese
u vanjsko magnetsko polje, u strujnim petljama elektrona induciraju se magnetski
dipolni momenti suprotnoga smjera od vanjskoga magnetskog polja (Lenzovo pra-
vilo), i zato dijamagneti¢ne tvari slabe vanjsko magnetsko polje. Takva inducirana
struja ostaje sve do nove promjene vanjskoga polja. Dijamagnetizam je moguce ob-
jasniti i proracunati magnetsku susceptibilnost samo kvantnom teorijom. Pomocu
klasiéne fizike mozemo dobiti samo priblizan rezultat, koji ovdje navodimo bez
1zvoda®.

Ako je n koncentracija elektrona (broj elektrona u jedinici volumena), m masa,
e naboj i r polumjer putanje elektrona, Ap,, dodatni dipolni magnetski moment,
tada je magnetizacija materijala, tj. magnetski moment jedinice volumena:

- . ne?r? -

M =nApm = —po H (5.8)

4m

pri ¢emu predznak minus izrazava suprotnu orijentaciju induciranog magnetizma.
Buduci da je M = me magnetska je susceptibilnost dijamagnetskih materi-
jala:

nezr2

= — 5
X = =P (5.9)

Ovaj se rezultat dobiva pomoéu klasiéne fizike, a kvantna fizika daje nesto tocniji
rezultat.

Iz relacije (5.9) uocavamo da je magnetska susceptibilnost dijamagnetika nega-
tivna 1 neovisna o temperaturi.

5.3. Paramagnetizam

Ako atomi (molekule) u materijalu imaju permanentni magnetski dipolni mo-
ment, tada materijal ima paramagnetiéna svojstva. Kada nema vanjskoga mag-
netskog polja, atomski magnetski momenti orijentirani su kaoti¢no pa je ukupni
dipolni moment materijala jednak nuli. U vanjskom magnetskom polju indukcije B
na te dipole djeluje moment sile koji elementarne magnetice nastoji usmjeriti uzduz
polja (ne sasvim jer ih termicko gibanje u tome ometa) i tako nastaje odredena (iako
mala) paramagnetska magnetizacija.

U nehomogenu magnetskom polju kuglica od aluminija i magnezija giba se u
smjeru jaéega polja. Sli¢no se ponasaju i drugi paramagnetski materijali.

Magnetizacija M i susceptibilnost x,, paramagnetika ovise o temperaturi po
tzv. Curievu zakonu:

pon 5  konst.
BTt T T
gdje je pm permanentni atomski ili molekularni magnetski dipolni moment, n broj
molekula po jedinici volumena, T" apsolutna temperatura, k Boltzmanova konstanta
i p permeabilnost vakuuma.

Y = (5.10)

* Detaljnije o magnetskim svojstvima materijala v. npr. V. Knapp, P. Colié, Uvod u elektriéna
i magnetska svojstva materijala, Skolska knjiga, Zagreb, 1990.
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Molekularno gibanje povecava se s porastom temperature i ono ometa usmje-
ravanje elementarnih magneta i zato je x,, obrnuto razmjerna apsolutnoj tempe-
raturi, tj. smanjuje se s porastom 7. Ako u (5.10) uvrstimo p,, ~ 10=2* J/T,
dobivamo X, oko 10=%; x,, je malo i esto ga mozemo zanemariti. I paramagnetici
imaju dijamagnetska svojstva, tj. 1 u njithovim se elektronskim putanjama inducira
dodatni dipolni moment smjera suprotna vanjskome magnetskom polju. Medutim,
dodatna je magnetizacija zbog paramagnetizma jaca od one zbog dijamagnetizma,
tako da je u paramagnetskim materijjalima dijamagnetski efekt potpuno zasjenjen
paramagnetskim.

5.4. Feromagnetizam

Magnetizacija zZeljeza 1 drugih feromagnetika vrlo je velika, pa oni izrazito po-
vecavaju magnetsku indukciju 1 magnetski tok. U takvim materijalima postoje
mikroskopska podruéja (10~% — 10712 m3) spontane magnetizacije — tzv. Weissove
domene. U svakoj domeni svi atomi (kojih u domeni ima oko 10%°) imaju paralelne
magnetske dipolne momente, pa se domena ponasa kao mali permanentni mag-
net. U nemagnetiziranom materijalu smjerovi su magnetskih momenata domena
rasporedeni kaoticno pa materijal kao cjelina nije magnetican (sl. 5.1.a). Vanjsko
polje dvojako utjeée na orijentaciju domena: domene u smjeru polja poveéavaju se
na raéun onih kojih je smjer suprotan polju (sl. 5.1.b), dok jaca polja mogu zaroti-
rati domene 1 tako ih orijjentirati u smjeru polja. Slika 5.1.c prikazuje da su za jaka
magnetska polja svi elementarni magnetici Zeljeza orijentirani u smjeru vanjskoga
polja.

b

. v T
| =
q) b) c)

Slika 5.1. Weissove domene u Zeljezu

Barkhausenov efekt. U zavojnici, koja je spojena s pojacalom i zvuénikom,
nalazi se Zeljezna zica (sl. 5.2). Kada priblizavamo permanentni magnet, domene u
zeljezu orijentiraju se u smjeru polja. Pritom se u zavojnici induciraju kratkotrajni
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strujni impulsi koji uzrokuju §um u zvuéniku. Pokus pokazuje da se magnetizacija
Zeljeza sastoji od niza diskontinuiranih procesa u kojima se domene orijentiraju u
smjer polja. Ako Zeljezo izvuéemo iz zavojnice, ili ako u zavojnicu umjesto Zeljezne
stavimo bakrenu Zicu, priblizavanje magneta ne izaziva Sum u zvuéniku.

pojacalo H

Slika 5.2. Barkhausenov pokus

Pri visokim temperaturama toplinsko gibanje postaje dovoljno jako da razrusi
orijentaciju magnetskih dipola unutar domena pa feromagnetici gube feromagnetska
svojstva 1 ponasaju se kao paramagnetici. Temperatura na kojoj se to dogada naziva
se Curieva temperatura. Tako je npr. Curieva temperatura za &isto Zeljezo 770 °C,
za nikal 360 °C, za kobalt 1075 °C i za gadolinij 15 °C.

Slika 5.3. Feromagnetsko njihalo

Gubitak feromagnetic¢nosti Zeljeza moze se pokazati pomoéu feromagnetskog
njihala (sl. 5.3). Kada se Zeljezna plo¢ica dovoljno zagrije, odvoji se od magneta,
njihalo se zanjiSe, plocica izide iz plamena, ohladi se, pa je permanentni magnet
ponovno privuce i tako se proces ponavlja i njihanje se odrzava.
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5.5. Feromagnetski materijali. Krivulja magnetiziranja

Dok je za dijamagnetske i paramagnetske materijale magnetska indukecija strogo
razmjerna jakosti magnetskoga polja (ﬁ = u,ygﬁ ), pa su permeabilnost 1 suscep-
tibilnost0 konstantne, za feromagnetske materijale permeabilnost i susceptibilnost
nisu konstantne, nego funkcije jakosti magnetskoga polja.

Kada se Zeljezo nade u vanjskom magnetskom polju (npr. u zavojnici kroz koju
tete struja), Weissove domene kojih je spontana magnetizacija paralelna vanjskom
polju poveéavaju se na ratun drugih domena i tako se magnetska indukcija povecava
s porastom jakosti magnetskoga polja. Kada se svi elementarni magneti u Zeljezu
usmjere prema magnetskome polju, magnetizacija poprima maksimalnu vrijednost,
i daljnje povecanje polja ne mijenja magnetizaciju Zeljeza. Zeljezo se magnetski
zasitilo.

H H
a) b)

Slika 5.4. Krivulje magnetiziranja a) paramagnetskogi b) feromagnetskog materijala

Slika 5.4. prikazuje krivulje magnetiziranja nemagneti¢nog (npr. paramag-
neticnog) i feromagnetiénog materijala, tj. gustoéu magnetskog toka B u materijalu
kao funkciju jakosti magnetskoga polja (ili jakosti struje kroz zavojnicu). Dok je
prva krivulja pravac, krivulja za Zeljezo svija se prema horizontali i nakon zasi¢enja
raste toliko koliko bi rasla i u vakuumu (tj. za uoH). Bududéi da je B = poH +poM,
i magnetizacija se mijenja po sliénoj krivulji. Pretpostavili smo da je zeljezo, ko-
jega je krivulja magnetiziranja prikazana na sl. 5.4. prije mjerenja bilo sasvim
nemagneticno i zato se takva krivulja naziva krivulja prvog magnetiziranja.

Ako bismo nakon $to smo magnetizirali Zeljezo, postupnim slabljenjem struje
smanjivali jakost magnetskoga polja, opazili bismo da se magnetska indukcija B 1
magnetizacija M ne smanjuju do nule po istoj krivulji koju smo dobili povecavajudi
magnetsko polje H, veé¢ preko nove krivulje vrijednosti koje su za indukciju B i
magnetizaciju M nesto veée za istu vrijednost jakosti magnetskoga polja (sl. 5.5).
Posebno za H = 0 (tj. kada kroz zavojnicu ne tece struja) u zeljezu jos uvijek
zaostaje neki magnetski tok @, i magnetska indukcija B,. To je tzv. remanentni
magnetizam. spss ‘
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Slika 5.5. Krivulja histereze

Da bi se zZeljezo razmagnetiziralo, tj. da bi se magnetska indukcija svela na nulu,
potrebno je okrenuti smjer magnetskoga polja (tj. struje kroz zavojnicu) Vrijed-
nost H. pri kojoj se zaostali magnetizam potpuno ponisti naziva se koerc:twno
pol}e it koercitivna sila. Daljnjim porastom struje Zeljezo se magnetlzlra u suprot-
nome smjeru, sve do zasicenja. Ponovnim smanjenjem struje do nule i poveéanjem
u prijasnjem smjeru dobivamo sliénu krivulju magnetiziranja, ali ispod one prve
(sl. 5.5). Ovakva krivulja naziva se petlja h:sterf,ze 1 sluzi kao vazna karakteristika
magnetskih svojstava materijala. "

Meki feromagnetski materijali imaju usku petlju histereze i maleno koercitivno
polje H. (oko 0,5 A/m) odnosno mali produkt B, H, (i do 2 J/m?).

Tvrdi magnetski materijali (npr. za izradu permanentnih magneta) imaju velike
petlje histereze (sl. 5.6) velike B, (veée od 0,5 T) i H. (oko 10° A/m), odnosno
veliku vrijednost za produkt B,.H. (i do 10° J/m?®). U tabl. 5.2 su prikazane
magnetske karakteristike nekih materijala.

Tablica 5.2. Magnetske karakteristike nekih materijala

Materijal B./T | H./Am™ | B,H./Jm™!
platinaks II 0,6 4-10° 2,6+ 10°
7eljezo — kobalt — ferit 0,6 1,3-10° 7,8 - 10*
7eljezo — kobalt 0,9 8-10% 7-10%
alnico II 0,73 | 4,7-10*% 3,4-10%
gelik s kobaltom 1 2-10* 2-10%
celik 1 4-10° 4-10%
magnetske (video) vrpce 0,2 10° 2-10%

Meki magnetski materijali mogu se lako i potpuno premagnetizirati. Kada se
struja prekine, u njima prakticki nestaje magnetske indukcije B, imaju, dakle, mali
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Slika 5.6. Krivulje histereze za razne feromagnetske materijale

remanentni magnetizam B,, malo koercitivno polje H., male gubitke premagneti-
ziranja, usku i strmu petlju histereze i veliku gustoéu magnetskoga toka zasi¢enja
(sl. 5.6). Meki su magnetski materijali meko Zeljezo, legure Zeljeza te oksidi nekih
materijala.

Pri promjenama magnetskoga polja nastaju gubici i mjera je tih gubitaka petlja
histereze. Nakon obilaska cijele petlje postiZe se poéetno stanje uz odredeni potrosak
energije koji se u magnetskome materijalu pretvorio u toplinu. Zbog promjene polja
inducira se napon U = d®/dt, sto uzrokuje vrtlozne struje pa su gubici P = U%/R
to veéi Sto je veéi inducirani napon, a otpor manji. Pri promjeni smjera mag-
netskoga polja okreéu se i smjerovi elementarnih magneta i gubici koji pri tome
nastaju rastu s porastom frekvencije. Da bi gubici bili §to manji, otpor magnetskih
materijala mora biti §to veci.

Da bi se smanjili gubici zbog vrtloznih struja izraduju se transformatorske jezgre
od mnogo tankih limova orijentiranih paralelno magnetskom toku i medusobno
izoliranih. Debljina je limova reda veli¢ine mm; Sto su tanji, gubici su manji.
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Posebni magnetski materijali, feriti, smjese su Zeljezo-oksida s drugim metalnim
oksidima. Otpornost im je (u usporedbi sa Zeljezom) velika jer su od metalnih ok-
sida pa su i gubici od vrtloznih struja mali. Upotrebljavaju se za visoke frekvencije
u jezgrama zavojnica i transformatora, kao i za kompjuterske memorije.

Kod veéine kompjutera podaci se uskladistavaju u diskovima od feritnog ma-
terijala. Disk se sastoji od sitnih prstenova. Ti se prstenovi mogu magnetizirati
u jednom ili drugom (suprotnom) smjeru. Magnetizacija se moze postiéi s vrlo
malo energije; ona se lako okreée u suprotni smjer ili izbrise. Takvi materijali
mogu, dakle, zapamtiti brojeve 1 i 0 binarnoga sustava tako da 1 odgovara jednom
smjeru magnetizacije, a 0 suprotnome smjeru. Kroz prsten prolaze etiri zice. Dvije
zice sluze za upisivanje podataka (magnetizaciju prstena), jedna 7ica za &itanje (ona
otkriva smjer magnetizacije), a struja kroz Eetvrtu Zicu spreéava brisanje podataka.
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Pitanja i zadaci

5.1.
5.2.

5.3.
5.4.
5.5.

5.6.

5.7.
" cije 0,05 T.

5.8.

Sto je relativna magnetska permeabilnost tvari?

Sto je to magnetska susceptibilnost? Kakva je veza izmedu magnetske
permeabilnosti i susceptibilnosti?

Kako mozemo podijeliti materijale s obzirom na magnetska svojstva?
Objasnite uzroke dijamagnetizma i paramagnetizma.

Opisite i objasnite pojavu feromagnetizma. Sto su to Weissove domene i
koju ulogu imaju prilikom magnetizacije feromagnetskoga materijala?

Je i magnetska permeabilnost feromagnetskih materijala konstantna ili
promjenljiva veli¢ina? ObJasnlte krivulju magnetske histereze. Sto su to
remanentni magnetizam i koercitivno polje?

Izradunajte Larmorovu frekvenciju elektrona u magnetskome polju induk-

Izracunajte induktivitet zavojnice elektromagneta koji ima 2 000 namotaja
na duljinu od 50 cm, a presjek zavojnice iznosi 1,6 dm?. Struja koja tece za-
vojnicom ima jakost 50 A, a relativna permeabilnost feromagnetske jezgre
iznosi p, = 5000. Kolika je energija spremljena u toj zavojnici?



6. Izmjenic¢na struja

6.1. Dobivanje izmjeni¢nih napona i struja

Dosad smo uglavnom razmatrali istosmjerne struje,indistosmjerna struja tj.
struje koje stalno imaju isti smjer. Tako npr. kada na akumulator priklju¢imo
trosilo odredenog otpora, kroz trosilo ¢e proteéi struja koja ima stalno isti smjer,
od + pola do - pola strujnog izvora. '

Kod izmjeniénih struja smjer se stalno mijenja u pravilnim vremenskim raz-
macima Jer se u izvoru istom frekvencijom mijenja smjer elektromotorne sile (na-
pona). Najcesce je ta promjena u obliku sinusoidne funkcije. Veza izmedu jakosti
izmjenicne struje (odnosno izmjeniénoga napona) i vremena u tom je slu¢aju sli¢na
vezl 1zmedu pomaka i vremena kod jednostavnog harmoniénog oscilatora. (Zbog
toga se analogija s harmoni¢nim gibanjem ¢esto primjenjuje pri razmatranju izmje-
niénih struja.)

Izmjeniéne struje su glavni izvor elektri¢ne energije. Izmjeniéni naponi proizvode
se u sinkronim generatorima u elektranama i odatle se nakon prijenosa i transfor-
macije upotrebljavaju u gradskoj mrezi. Generatori za proizvodnju izmjeniénih
napona osnivaju se na principu elektromagnetske indukcije. Promjenom magnet-
skoga toka kroz vodi¢ u obliku zavojnice (svitka) na krajevima zavojnice inducira
se izmjenicna elektromotorna sila.

U sinkronim generatorima za proizvodnju izmjeni¢nih napona promjena mag-
netskoga toka postize se tako da vodi¢ miruje, a magnetsko polje rotira, tj. magneti
(obiéno elektromagneti) su na rotoru generatora.

Da bismo razumjeli princip rada generatora izmjeniéne struje, pretpostavimo
radi jednostavnosti, da se svitak sastoji od jednog pravokutnog zavoja (petlje) zice
koji rotira u homogenom magnetskom polju.

Kada se pravokutna petlja vrti u homogenom magnetskom polju (sl. 6.1), na
njezinim ce se polovima inducirati izmjeniéna elektromotorna sila koje se iznos i
smjer stalno mijenjaju u vremenu. Pri okretanju petlje mijenja se, naime, kut pod
kojim petlja sijece silnicu, a time i tok @ kroz petlju, pa je prema Faradayevom
zakonu inducirana elektromotorna sila:

Ao
£=-— (6.1)
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Slika 6.1. Dobivanje izmjeniénih napona

Kada je povrsina petlje okomita na silnice (sl. 6.1.a), magnetski je tok kroz petlju
najveéi, a kad je povrsina petlje paralelna silnicama (sl. 6.1.b), tok je nula. Brzina
je promjene toka (d®/dt) najveéa (a time i elektromotorna sila) kada je povrsina
paralelna silnicama, a jednaka je nuli kada silnice prolaze okomito kroz povrsinu
petlje. Pri svakom okretu smjer elektromotorne sile mijenja se dvaput, i to onda
kada petlja prolazi kroz polozaj oznacen na sl. 6.1.a.

-8

Slika 6.2. Uz izvod induciranog izmjenicnog napona

Ako je povrsina petlje S, magnetska indukcija B , tada je magnetski tok kroz

petlju: Lo
¢ =B-S =BScosd (6.2)

gdje je ¥ kut izmedu normale na povrsinu petlje i silnica polja (sl. 6.2), a S vektor
u smjeru normale na povrsinu (§ = S#@). Kada se petlja vrti stalnom kutnom
brzinom w, kut 9 mijenja se u vremenu (¥ = wt), pa se 1 tok kroz petlju mijenja
po zakonu:

& = BScoswt (6.3)
i pritom nastaje inducirana elektromotorna sila:
do : :
6 = = BSwsinwt = &y sinwt (6.4)

gdje smo s &,, oznaéili njezinu maksimalnu vrijednost (amplitudu).
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Ako se petlja sastoji od N zavoja zice, inducirana je elektromotorna sila:
e = NBSwsinwt = &, sinwt (6.5)

Izmjeni¢na elektromotorna sila 1 struja mijenjaju se sinusoidno s periodom
T = 2w /w i frekvencijom f = w/27. Frekvencija izmjeniéne struje za rasvjetu i
industriju (gradske mreze) u Evropi je 50 Hz a u Sjevernoj Americi 60 Hz. Veli¢ina
w = 27 f naziva se kruzna frekvencija i ona za gradsku mrezu iznosi 314 rad/s.
Sli¢no izrazu (6.4) izmjeni¢ni sinusoidni napon prikazujemo izrazom:

u = Up, sinwt (6.6)
a izmjenic¢nu sinusoidnu struju izrazom:
i = Iy sinwt (6.7)

Trenutne vrijednosti izmjeni¢nih struja i napona oznacavat ¢emo malim slovom
(7, e odnosno u), a maksimalne vrijednosti velikim slovom s indeksom m (I, Up,
odnosno &,,). U praksi se upotrebljavaju i efektivne vrijednosti struje i napona
koje ¢emo oznacavati velikim slovom bez indeksa (I,U odnosno £).

Efektivna vrijednost izmjeniéne struje definira se kao vrijednost koju bi imala
ona istosmjerna struja stalne jakosti koja bi proizvela isti toplinski u¢inak na nekom
omskom otporu kao 1 ta izmjeni¢na struja. Buduéi da je snaga istosmjerne struje
dana izrazom P = I?R, za efektivnu snagu izmjeniéne struje mozemo pisati:

P=1I°R (6.8)

gdje je I efektivna vrijednost izmjeni¢ne struje. Da bismo dobili vezu izmedu
efektivne 1 maksimalne vrijednosti izmjenicne struje, izra¢unat ¢emo srednju snagu
za vrijeme jednog perioda:

— 12
0 m sl 3
— — — t.
P T T T sin“ wt d

T T
[ Ri®dt R [IZsin*wtdt "
0

o

N
Buduci da je

T 1
fsinzwtdtz ET'
0

to je
RI2
2
Usporedujuci izraze (6.8) 1 (6.9), vidimo da je efektivna. vrijednost izmjeniéne
struje:

P=

(6.9)

e I—’; = 0,707 I,, (6.10)
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Ista veza vrijedi 1 za napone:

v="Ym_ 01070, (6.11)

V2
Izmjeni¢na struja mijenja se sinusoidno pa je njezina srednja vrijednost 1 jedna-
ka nuli. Medutim, pri prolazu struje kroz trosilo rad je razmjeran kvadratu jakosti
struje pa za uéinak izmjeniéne struje nije vazna srednja vrijednost jakost, nego
srednja vrijednost kvadrata jakosti.

A

a) b)

Slika 6.3. a) Fazni pomak izmedu struje i napona b) Fazorski dijagram iz kojeg se takoder vidi
razlika u fazi

Efektivna je vrijednost, dakle, kvadratni korijen iz srednje vrijednosti kvadrata
napona odnosno struje: I = \/z'=’, odnosno U = Vu?. Efektivna je vrijednost
napona gradske mreze 220 V, a njegova je maksimalna vrijednost 220v/2 =310 V.

U izrazima (6.6) 1 (6.7) napon i struja mijenjaju se po istoj vremenskoj funkciji
(sinwt) pa kazemo da su u fazi. Medutim u krugovima izmjeniéne struje napon 1
struja ¢esto nisu u fazi, nego medu njima postoji fazna razlika ¢. Tada se obicno
struja prikazuje funkcijom sinwt, a napon funkcijom sin(wt + ¢). Tako je npr. na
sl. 6.3.a prikazana ovisnost struje i napona o vremenu za slucaj kada je napon
ispred struje za ¢ = 90°. Fazna se razlika jo§ lakse prikazuje u tzv. fazorskom ili
vektorskom dijagramu. Obiéno se struja crta kao vektor u smjeru osi z, a napon
kao vektor zakrenut za fazni kut ¢, kao sto je prikazano na sl. 6.3.b. Kada je ¢
pozitivan, napon je u fazi ispred struje, a kada je ¢ negativan, iza struje. (Obi¢no
se u vektorskim dijagramima crtaju efektivne vrijednosti struje i napona, a ne
maksimalne jer se one najcesce i mjere u praksi.)
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6.2. Otpori u krugu izmjeniéne struje

Osim omskog otpora, u krugovima izmjeni¢ne struje mozemo imati i induktivni
1 kapacitivni otpor.

Kada izmjeniéna struja prolazi kroz zavojnicu odnosno kondenzator pojavljuje
se induktivni odnosno kapacitivni otpor, koji ovisi o induktivitetu L odnosno ka-
pacitetu C 1 o frekvenciji izmjenic¢ne struje. Razmatrat ¢emo prolaz izmjeniéne
struje kroz omska trosila te zavojnice 1 kondenzatore, odnosno kombinacije tih triju
otpora.

Slika 6.4. Omski otpor u krugu izmjenicne struje

Omski otpor. Ako je u krugu izmjeniéne struje trosilo omskog otpora R (sl. 6.4),
tada se jakost struje u svakom trenutku moze izra¢unati po Ohmovu zakonu:

. u_ Un . .
1= — = — sinwt = I, sinwt 6.12
L 3 (6.12)
gdje je u trenutna vrijednost napona na omskom otporu, a i trenutna vrijednost

struje kroz omski otpor R.

Slika 6.5. Struja i napon na omskom otporu su u fazi
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Buduéi da se i napon i struja mijenjaju po istoj vremenskoj funkciji (sin wt),
kazemo da su napon i struja u fazi, odnosno da je fazni pomak ¢ izmedu njih jednak
nuli (sl 6. 5) U vektorskom se dijagramu ta dva vektora crtaju jedan iznad drugog
u smjeru osi z.

Pisemo li umjesto trenutnih vrijednosti efektivne, Ohmov zakon (6.12) poprima
oblik:

I=2, (6.13)

dakle, formalno jednak obliku za istosmjernu struju.

Induktivni otpor. Ako u krug izmjenicne struje na izvor napona u prikljuéimo
zavo;nlcu induktiviteta L i zanemariva omskog otpora (sl. 6.6), opazit ¢emo da
i zavojnica (induktivitet) pruza odreden otpor izmjenicnoj struji, koji se naziva
induktivni otpor Rr. Taj je otpor uzrokovan pojavom samoindukcije koja nastaje
u zavojnici zbog stalne promjene izmjenicne struje.

Slika 6.6. Induktivitet u krugu izmjenicne struje

Buduéi da je elektromotorna sila samoindukcije:

dz
=—-L g (6.14)

u svakom trenutku jednaka po iznosu, a suprotna smjera naponu %, mozemo pisati:

di

Ako se struja mijenja po zakonu ¢ = I, sinwt, tada je :

ds ) T
u=L 5 = Lwlycoswt = Lwlysin (wt ¥ E) (6.16)

Iz izraza (6.16) slijedi da je Ohmov zakon za induktivni otpor:

U U
I = —_— e — .
Lw Rp (817
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gdje je Ry = Lw induktivni otpor induktiviteta L za izmjeniénu struju kruzne
frekvencije w.

Struja kroz zavojnicu nije u fazi s naponom, kao sto se vidi iz izraza (6.16).
Ako se struja mijenja po zakonu sinwt, napon se mijenja po zakonu coswt =
= sin (wt - %) Kada je pak omski otpor zavojnice jednak nuli, fazni je pomak 90°,
pa kazemo da struja kroz induktivitet (bez omskog otpora) zaostaje za naponom
za 5 (odnosno 90°), kao §to je prikazano na sl. 6.3.a, odnosno da napon prethodi
struji za 90°.

Us

Slika 6.7. Induktivni i omski otpor u krugu izmjeniéne struje

Ako se, uz induktivni, u strujnome krugu nalazi i omski otpor R (sl. 6.7), tada je:

u:uﬂ+uL=iR+L$

u= Rl sinwt + Lwl,, coswt

u = Rl sinwt + Lwl,, (sinwt + -12:) (6.18)

Da bismo zbrojili dvije sinusoidne funkcije u izrazu (6.18), mozemo se posluziti
metodom rotirajuceg vektora (kao sto smo radili pri proutavanju titranja). Iz sl.
6.8.a dobivamo da je napon na serijskom spoju omskog i induktivnog otpora:

U = Up sin(wt + ¢) = \/ R? + L?w?] sin(wt + ¢) (6.19)
gdje je ¢ fazni pomak izmedu napona i struje dan izrazom:

Ry Lw
WP=FR =R

Ohmov zakon za serijski spoj omskog i induktivnog otpora, dakle, glasi:

U=y/R*+ R:I = \/R? + L2Ww2] (6.21)

pri ¢emu su U 1 I efektivne vrijednosti izmjeni¢noga napona odnosno struje.

(6.20)
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(Ufm : \\

Slika 6.8. a) Zbrajanje sinusoidalnih napona u RL-krugu metodom rotirajuceg vektora

Slika 6.8. b) Fazni pomak izmedu napona i struje na induktivno omskom otporu

Na sl. 6.8.b prikazan je fazni pomak izmedu napona i struje pri induktivnom
omskom optereéenju: izmjeniéna struja kasni za naponom za kut ¢.

Zavojnica u krugu izmjeniéne struje ima, dakle, dva otpora: induktivni (reak-
tivni) otpor Ry, iradni (omski) otpor R. Induktivni je otpor Ry = Lw tzv. jalovi
otpor, on ne pretvara snagu u Jouleovu toplinu (ne trosi snagu), u njemu se elek-
tricna energija pretvara u magnetsku energiju, koja se ponovno moze pretvoriti
u elektriénu. U radnom se otporu R elektri¢na energija pretvara u unutrasnju
toplinsku energiju (Jouleovu toplinu), dakle, trosi se i gubi. Radni otpor sastoji se
uglavnom od omskog otpora Zice od koje je namotana zavojnica i otpora gubitaka
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za izmjeni¢nu struju (npr. u jezgri zavojnice). Napon na induktivnom i radnom
otporu pomaknuti su u fazi za 90° i zbrajaju se vektorski pa je ukupni otpor:

Z=4/R*+R2 (6.22)

Kut gubitaka zavojnice definira se izrazom:

R R

a faktor kvalitete (“dobrote”) zavojnice:

l_wL

Q=5=% (6.24)

Kapacitivni otpor. Ako je u izmjeniénome strujnom krugu kondenzator ka-
paciteta C' (sl. 6.9), kroz kondenzator ée teéi struja koje je jakost razmjerna ka-
pacitetu kondenzatora. Kada kondenzator priklju¢imo na istosmjerni napon, on se
nabije 1 nakon toga struja viSe ne tee. Za istosmjernu struju kondenzator znaéi
beskonacni otpor. Medutim, prikljué¢enjem kondenzatora na izvor izmjeni¢ne struje
zbog stalnoga mijenjanja smjera struje kondenzator se naizmjeni¢no puni i prazni,
tako da u krugu tece izmjeni¢na struja, bilo u jednom, bilo u drugom smjeru.

Slika 6.9. Kapacitet u krugu izmjeniéne struje

Buduéi da je veza izmedu naboja ¢ i napona u na kondenzatoru u = ¢/C,
mozemo pisati:

q fz' dt
U= — = *~—— 6.25
c=C (6.25)
Pretpostavimo li da se struja mijenja po zakonu
t = I, sinwt

to je:

1 : } _In . 0
U=z fIm sinwt dt = ~Co coswt = Co "in (wt - E) (6.26)
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Kondenzator kapaciteta C pruza izmjeniénoj struji kruine frekvencije w kapa-
citivni otpor:
1
= — 6.27
o (6.27)
Fazni je pomak izmedu napona i struje na kapacitivnom otporu —7: izmjeniéna
struja kroz kondenzator prethodi naponu za 90° (sl. 6.10), odnosno napon zaostaje

za strujom za 90°.

Slika 6.10. Fazni pomak izmedu napona i struje na kapacitivnom otporu

Kondenzatori, osim svojeg kapacitivnog (jalovog) otpora R¢c = 1/(Cw), imaju
i radni otpor R koji je uzrokovan odredenom vodljivoséu kondenzatora. Idealni
kondenzator ne vodi struju i otpor R mu je, naravno, beskonac¢an. Faktor gubitaka
kondenzatora (omjer kapacitivnog i omskog otpora) treba da bude sto manji.

6.3. Serijski spoj radnog, induktivnog i kapacitivnog otpora

Kada su u krugu izmjeniéne struje serijski spojeni omski (radni), induktivni i
kapacitivni otpor (sl. 6.11), moZemo zbrajanjem napona na pojedinim otporima
izratunati rezultantni napon.

Pretpostavimo da je struja u serijskom RLC-krugu (sl. 6.11) dana izrazom:

i = I, sinwt (6.28)

Ukupni pad napona na svim trima otporima jednak je zbroju padova napona na
otporu R, induktivitetu L i kondenzatoru C, tj.:

. di 1 [.
u—Rl+La+Efzdt (5.29)
Uvrstavanjem izraza (6.28) u (6.29) dobivamo:
. . m T m
u = RI,,sinwt+ Lwl,, sin (wt -+ E) + Co sin (wt — -2-) (6.30)
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Slika 6.11. Serijski RLC-krug
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Slika 6.12. a) Zbrajanje sinusoidalnih napona u RLC-krugu b) Fazorski dijagram za RLC-krug

Zbrojimo li te tri sinusne funkcije (npr. pomoéu rotirajuéih vektora kao na sl. 6.12)
dobivamo rezultantni napon:

u = Up, sin(wt + o) (6.31)
gdje je
1\?2
U= \/Ufgm + (Um —Ucm)? = I J;iz + (Lw - a—) (6.32)
e o

tgp = —=



182 Izmjeni&na struja

Ohmov zakon za izmjeniénu struju mozemo, dakle, pisati:

I=+ (6.33)

pri ¢emu je:

2

Z= \/R2 + (R — Re)? = \/R2 + (Lw — El(.:) (6.34)
ukupni otpor (impedancija) strujnoga kruga.
" Vektorski dijagram za efektivne vrijednosti napona u serijskom RLC-krugu
prikazan je na sl. 6.12.b. Napon Ur na omskom je otporu u fazi sa strujom,
napon Uz na induktivitetu prethodi struji za %, a napon Uc na kapacitetu kasni
za strujom za 3. Uzmemo li u obzir da je Ur = IR, UL = Rp11Uc = Rel 11z sl.
6.12.b, slijedi da je ukupna impedancija Z dana izrazom (6.34).

Slicno kao za struje i napone vektorski dijagram moZemo crtati i za otpore.
Premda impedancija nije rotirajuéi vektor (fazor), mozemo je crtati kao vektor,
tako da npr. otpor R crtamo u smjeru osi +z, otpor Ry u smjeru osi +y i otpor
Rc¢ u smjeru osi —y te rezultantni vektor Z dobijemo zbrajanjem tih vektora.

Primjer 6.1.

Na gradsku mrezu (U = 220 V, f = 50 Hz) prikljuen je serijski spoj
omskog otpora od 100 €2, kondenzatora kapaciteta 10 pF 1 zavojnice induk-
tiviteta 0,7 H (sl. 6.11). Kolik je ukupni otpor? Koliki su efektivna jakost
struje i padovi napona na svakom elementu?

Ukupni je otpor (impedancija):

2
Z:\/R2+(RL—RC)2:\/R2+(I@—C%) = 140 Q.

Efektivnu vrijednost jakosti struje dobivamo iz Ohmova zakona za izmjenié-
nu struju:

U
I=—=157A.

Efektivna vrijednost pada napona na omskom je otporu:
Up =IR=157V.

Napon je na omskom (radnom) otporu u fazi sa strujom (¢ = 0). Efektivna
je vrijednost pada napona na kondenzatoru:

1
UC — IRC — -C',: =499 V.
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Napon na kondenzatoru zaostaje u fazi iza struje za 90°.
Efektivna je vrijednost pada napona na zavojnici:

Ur=IR; =1Lw =344 V.

Pretpostavili smo da je omski otpor zavojnice zanemariv. Napon na induk-
tivnom otporu u fazi je ispred struje za 90°.

i

Slika 6.13.

Vektorski dijagram za taj RLC-krug prikazan je na sl. 6.13. Fazni pomak
napona u odnosu prema struji iznosi:
_R—Rc Ur—-Uc 155 .
-~ R Ur 157

Napon zaostaje za strujom za 45°.

6.4. Elektri¢éna rezonancija

Serijski krug. Jakost izmjeniéne struje kroz strujni krug u kojem su omski, in-
duktivni i kapacitivni otpor spojeni serijski (sl. 6.11) dana je izrazom:

12D 4 (6.35)

__H;y 2 i (e = i 2
| “ Cw
) : 1

Ako je induktivni otpor jednak kabécitivnom (Lw = C—w), struja je kroz krug
maksimalna. Ta se pojava naziva serijska rezonancija, a frekvencija fo na kojoj
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se to postiZe zove se rezonantna frekvencija. Izjedna¢imo li oba otpora, dobivamo
poznatu Thomsonovu formulu za rezonantnu frekvenciju:

1
By =
1
= f — 6.36
wo VLC (6.36)
1

Jo = 2r v LC

U slu¢aju rezonancija Z = R, struja je maksimalna i u fazi je s naponom (¢ = 0).
Rezonanciju mozemo postiéi bilo mijenjanjem induktiviteta, L, ili kapaciteta, C,
bilo pak mijenjanjem frekvencije izmjeniéne struje. Na sl. 6.14. prikazana je pro-
mjena jakosti struje s promjenom frekvencije i ovisnost faznog pomaka o frekvenciji.

W,
a)

Slika 6.14. Ovisnost jakosti struje a) i faznog pornaka.. b) o frekvenciji izmjeni¢ne struje u
serijskom krugu

U slu¢aju rezonancije (6.36), naponi na zavojnici i kondenzatoru jednako su
veliki, ali suprotne faze pa se ponistavaju. Ukupni je napon malen (ovisno o om-
skom otporu), a struja jaka. Takvu rezonanciju nazivamo serijska ili naponska
rezonancija. :

Tako npr., ako je u krugu nasl. 6.11. R=10Q, L = 1 mH, C = 0,1 pF,
U = 1 mV, dobivamo fp = 15,9 kHz, Iy = 0,1 mA, Ur = 10 mV, Uc = 10 mV.
Naponi na zavojnici i kondenzatoru veci su nego vanjski napon doveden na RLC-
-krug, to vise sto je manji omski otpor R. Napon na induktivitetu fazno je ispred,
a napon na kapacitetu iza struje za 90°, pa se ti naponi ponistavaju. Primjenom
rezonancije mali se ulazni signal moze pojacati i1 to se koristi pri prijemu radio 1
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televizijskih signala. To se pojatanje izrazava i faktorom () rezonantnoga kruga:

_ ng _ 1
Pojatanje naponskog signala je
U(; = UL — QU

Kvalitet rezonantnog kruga to je bolji, sto je faktor Q veéi.

Paralelni RCL-krug. Ako su omski, kapacitivni i induktivni otpor paralelno
spojeni (sl. 6.15.a), ukupna je struja jednaka:

Te struje imaju razlic¢ite amplitude 1 faze, dok je amplituda i faza napona na sva
tri otpora ista. Prikazemo li struje pomocu rotirajuéih vektora, odnosno nacrtamo
li vektorski dijagram za struje, dobivamo reciproénu vrijednost impedancije:

2
% = % + (ﬁ s Cw) (6.39)
4 O .
LR “*'c L l
Ry
u R s L v c
L
|
a) b)

Slika 6.15. Strujna (paralelna) rezonancija

Strujna (paralelna) rezonancija nastupit ée u slu¢aju kad je ispunjen uvjet:

1
wol'= 3 -
il

(6.40)
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dakle, isti uvjet (Thomsonova formula), kao i za naponsku rezonanciju. Dok je
struja iz izvora minimalna, i jednaka ig, struje kroz pojedine otpore (kapacitivni
odnosno induktivni) jednake su amplitude, ali suprotne faze. Kazemo da strujni
krug titra frekvencijom f; danom Thomsonovom formulom (6.40). Unutar kruga
izmjenjuje se energija izmedu magnetskoga polja zavojnice i elektricnoga polja kon-
denzatora. PoZeljno je da u paralelnom rezonantnom krugu omski otpor bude §to
veéi da bi se dobila sto ostrija rezonancija.

Sli¢no kao i za serijski krug, kvalitet paralelnog kruga odreduje se @ faktorom:

g =t (6.41)

N ng

U praksi zavojnice imaju i odredeni omski otpor te rezonantni krug obi¢no izgleda
kao na sl. 6.15.b i sastoji se od kondenzatora paralelno spojenog sa serijskim spojem
omskog otpora R, i induktivnog otpora Rp. Moize se pokazati da je impedancija
7 takvog kruga dana izrazom:

1 R i wl 2
E = \/(—"“——R3 +w2L2) -+ (—Rf +w2L2 = (.-JC) (642)

Rf 4 e L2

s

Jednaku impedanciju ima i paralelni spoj omskog otpora R’ = , induk-

R? 4 w3

4 . - 1 ;
tivnog otpora R} = i kapacitivnog otpora Rc = ——, dakle, da je krug
L Cw

w
na sl. 6.15.b ekvivalentan paralelnom R’,L’,C krugu (sl. 6.15.a).
Fazni pomak izmedu struje i napona u krugu na sl. 6.15.b je:

wl

T L R o PR
Rg 4. 2L2
tg o = = 2 (6.43)

R?2 + w?L?

U sluaju rezonancije, struja je u fazi s naponom (¢ = 0), te je

ng

Wi = e

(6.44)

Tada je ukupna impedancija

A

~ R,C

Rezonantna frekvencija (6.44) nesto je manja od rezonantne frekvencije idealnog

kruga (6.40).
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Primjer 6.2.

Serijski RLC-krug (R = 50 2 C = 2 nF) podesen je da rezonira na
frekvenciji od 15625 Hz. Kolik je induktivitet? Ako na krug prikljué¢imo
1izmjeni¢ni napon od 1 mV, kolik je napon na zavojnici i kondenzatoru?
Kolik je faktor dobrote kruga? Koliko se promijeni rezonantna frekvencija
ako se kapacitet promjeni za 100 pF?

Iz zadanih podataka odredujemo induktivitet:

| 1
wdC ~ 9,638-10°-2.2-10-°F
{ L =51,88 mH.

L=

U slucaju rezonancije, impedancija kruga jednaka je omskom otporu
(Zo = R) i struja kroz krug iznosi:

U 1mV
S S . RPA,
lo Zo _ 500 0,021

Naponi na omskom otporu, induktivitetu i kapacitetu iznose:

Up=IR=1mV
I
Ur =1Lw =100 mV.

Naponi Ur 1 Ug stoput su veéi nego napon na omskom otporu, odnosno
ulazni napon. Ako je omskiotpor R otpor Zice od koje je nacinjena zavojnica,
tada je napon na krajevima zavojnice

U=12 =1\/R*+ R2 =2-107° A /502 + 50932 Q

U =102mV.

Buduéi da je omski otpor zavojnice malen u usporedbi s induktivnim, napon
na krajevima zavojnice prakticki je Uy.

Ako se kapacitet od 2 nF poveta na 2,1 nF, rezonantna frekvencija
postaje:

fo= - = 15248 Hz.

27 /L(C + AC)
Frekvencija se promijenila za 377 Hz. Tu promjenu mozemo priblizno odre-
diti 1 deriviranjem

1 3 1 AC
Aw=—— T2 = —=W —.
w=—5(LC) }LAC= 3w =5

1A

W 2 C &
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Faktor @ toga kruga iznosi:

ng
= —— = 102.
Q R

Napomenimo da je f = 15625 Hz horizontalna ili linijska frekvencija u
televizijskom prenosu slike.

Primjer 6.3.

Rezonantni krug sastoji se od paralelnog spoja omskog otpora R = 10002
induktiviteta L = 0,5 mH i kapaciteta C = 0,2 pF. Izracunajte struje kroz
pojedine elemente kruga pri rezonanciji ako je napon izvora 1 mV.

Rezonantna frekvencija je

= 10%s~!

1
w=Vic

Induktivni otpor je R = Lwo = 5012, kapacitivni otpor je R¢ = wiC =208k,

Struje su
U
IR:'R_:]"'I‘A
U
In=—=20pA
L Ry p
U
Ic = —=20pA
c Re B

Ukupna struja je vektorski zbroj tih struja i jednaka je Ig jer se struje I 1
I¢c ponistavaju.
Faktor @ je:

R
Q=7 =2

Primjer 6.4.

Paralelni RLC-krug sastoji se od zavojnice (L = 2,5 mH, R, = 10 Q)
paralelno spojene s kondenzatorom (C = 0,1 uF). Kolika je rezonantna fre-
kvencija? Kolike su struje ako je krug prikljuéen na rezonantni napon od
1V?

Rezonantna frekvencija dana je formulom:

1 ~ RC

wo = —— 1/1

= 63 245,55 - 0,998s™! = 63119s™"; fo = 10,5 kHz
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Ukupna impedancija pri rezonanciji iznosi:

1 R, L

Z—OZW, ZO:CR,:25OOQ

Ukupna struja, te struja kroz zavojnicu i kondenzator iznose:

U
I =< =04k
Zo m
U

Ir = = 6,325 mA
N T

Ic =UCwp = 6,312 mA

| Napomenimo da je taj krug ekvivalentan krugu u kojem su paralelno spojeni
| induktivni otpor

R2 L2 2
Ry = 5T 2W0 _ 58430
L(.do
kapacitivni otpor
1
Rc = — = 158,43 Q
¥ = Ca
1 omski otpor
R? 4+ Lw?
Rp =224 _ 95000,
R,
Pri rezonanciji kapacitivni otpor jednak je induktivnom otporu, struje kroz
ta dva otpora jednake su i protufazne te se ponistavaju i ukupna je struja
jednaka struji kroz ekvivalentni omski otpor.

6.5. Rad i snaga izmjeni¢ne struje

Trenutna vrijednost snage 1izmjenicne struje dobiva se mnozenjem trenutne vri-

jednosti struje 1 napona:
p=u (6.45)

Ako se napon mijenja po zakonu u = U, sin(wt + ¢), a jakost struje po zakonu
i = I, sinwt, izraz (6.45) poprima oblik:

P = Un Iy sin(wt + @) sinwt (6.46)

Snaga se dakle, stalno mijenja od nule do maksimalne vrijednosti. Srednju
vrijednost snage dobivamo integracijom:

T
o — T ]UmIm sin(wt + @) sinwt 1 (6.47)
0
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- 1
P= §Umfm cosp = Ulcosyp

gdje su U = Upn/V/2 i I = I,,,/\/2 efektivne vrijednosti napona i struje.

Srednja snaga P ovisi o faktoru cos¢, tj. o faznom pomaku izmedu struje i
napona. Kada su struja i napon u fazi (¢ = 0), tj. kada je u strujnome krugu samo
omsko trosilo, srednja snaga jednaka je produktu efektivne vrijednosti napona i
struje:

P=UI (6.48)

U tom slu¢aju snagu raéunamo istim izrazom kao i kod jednosmjerne struje, sto
je 1 razumljivo jer smo efektivne vrijednosti upravo i definirali tako da izmjeni¢na
struja efektivnoga napona U 1 jakosti I proizvodi istu snagu u otporu R kao 1 stalna
struja napona U i jakosti I. To je tzv. radna snaga (tj. ona koja proizvodi toplinsku
energiju u omskom otporu kruga, mehani¢ku energiju u motoru i sl.).

Ako idealnu zavojnicu induktiviteta L priklju¢imo na izvor izmjeni¢nog napona
U, snaga je

1
p=ui=Upnlycoswtsinwt = 2 U Im sin 2wt (6.49)

Snaga se mijenja sinusoidno s dvostrukom frekvencijom i pozitivna je kada zavojnica
uzima energiju iz izvora, a negativna kada zavojnica vraca energiju u izvor. Srednja
snaga je nula jer su te dvije energije jednake. U idealnoj zavojnici nema gubitaka.
Tu snagu zovema reaktivnom (jalovom) P, za razliku od radne snage P koja se trosi
u omskom otporu.” Sli¢no je i kada je kondenzator prikljuéen na izvor izmjeniénog
napona.

Primjer 6.5.
Kolika je snaga kada kondenzator kapaciteta 0,1 pF priklju¢imo na grad-
sku mrezu?

Kapacitivni je otpor:

1
Ro = 5= = 318470

Struja kroz kondenzator je

I:%:G,QImA

Trenutna je snaga
. . 1 :
p = ui = Up, sin (wt — 90°) I, sinwt = % U Ipn sin 2wt

Reaktivna snaga iznosi

P, =Uclc = 220V -6,91 mA = 1,5 voltamper reaktivni =

= 1,5 var
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Isti rezultat dobivamo 1 ovako

2 U
P= T = =
cRc Ro 1,5 var
Faktor snage je nula (¢ = —90°) te je radna snaga jednaka nuli.

Ako je impedancija Z (sastavljena od radnog i reaktivnog otpora) priklju¢ena
na izvor izmjeni¢nog napona U, razlika u fazi izmedu napona i struje je ¢, a u krugu
tece struja efektivne vrijednosti I. Produkt napona i struje naziva se prividnom

snagom:
Pp =UI (6.50)

Sliéno kao za struju i napon, mozemo crtati vektorski dijagram za snagu, tzv. trokut
snage. Ako radnu snagu crtamo u smjeru osi z, reaktivnu u smjeru osi y, njihov
zbroj je prividna snaga i vektor koji nju predstavlja zatvara kut ¢ s vektorom
radne snage. Iz tog trokuta vidimo da je prividna snaga jednaka geometrijskom
(vektorskom) zbroju radne i reaktivne snage:

P = PF,cosp
P, = Bysingp (6.51)

P,=\/P?2+P2=U1I

Vrijednost radne snage iskazujemo vatima (W), prividne u voltamperima (VA),
a reaktivnu snagu jedinicom var (voltamper reaktivni). Naravno da su i voltamper i
var jednaki vatu (1 VA = 1 var = 1W). Faktor snage cos ¢ omjer je radne i prividne
snage:

cosp = % = = = . (6.52)

A 1 \2
2 NS 2
R +(Lw Cw)

Induktivna (odnosno kapacitivna), tj. jalova struja koja teée kroz zavojnice
(kondenzatore) zagrijava Zice vodova i zato je vazno postiéi §to veéi faktor snage,
odnosno §to manju jalovu struju.

Ako uredajima sa zavojnicama (induktivnim otporom) spojimo paralelno kon-
denzator, povecat Ce se faktor cos¢ (smanjiti jalova snaga). Takav postupak se
naziva kompenzacija jalove struje (v. primjer 6.6).

Primjer 6.6.

Serijski spoj induktivnog otpora od 352 i omskog otpora od 264 Q2
prikljucen je na gradsku mrezu (220 V, 50 Hz). Kolika je prividna, reaktivna
(Jalova) i radna snaga? Koliki je kondenzator potrebno paralelno prikljuciti
uredaju da bi faktor snage cos ¢ bio jednak jedinici?
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Slika 6.16.

Ukupna je impedancija

Z =\/R?+ R% =440 Q

Fazni je kut izmedu struje i napona
R
tgp = —Eﬂ- =1,33; ¢=>53,13°

Faktor snage je

cosp = 0,6
Struja kroz krug iznosi
U
I=—==05A
Z ’5

Ako struju prikazemo funkcijom ¢ = I,,, sinwt, tada je napon _
u = Up, sin (wt + 53,13°), gdje je I, = 0,5v2 A, U, = 220+/2 V. Prividna
snaga je produkt struje 1 napona

P,=UI=110VA

Radna je snaga
P=Ulcosp=66W

Reaktivna je snaga
P. =Ulsinp = 88 var

U vektorskom dijagramu snage radnu snagu P crtamo u smjeru osi z, snagu
P, u smjeru osi y, te vektorskim zbrajanjem dobivamo prividnu snagu P,
pod kutem ¢ = 53,13°:

P,=\P+P, 110W=1/66>+882W
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Reaktivna snaga u ovom primjeru je dosta velika 1 to uzrokuje nepotrebne gu-
bitke u vodovima kojima je uredaj spojen na mrezu. Dodavanjem paralelnog
kondenzatora tj. kompenzacijom jalove struje gubici ¢e se smanjiti 1 faktor
snage povecati. Pri potpunoj kompenzaciji jalove struje jalova snaga zavoj-
nice 1 kondenzatora se ponistava, 1 krug je opterecen samo s radnom snagom,
struja je u fazi s naponom i cos ¢ = 1. Potrebno je dakle odabrati takav kon-
denzator da njegova reaktivna snaga bude jednaka reaktivnoj snazi uredaja,
tj. 88 var:

U? (220 V)2
Re = P.  88var 9h0 2
1
= — =579uF
C vy 5,79 p

Ukupna struja nakon kompenzacije vektorska je suma struja kroz konden-
zator 1 kroz uredaj:

o SOAA fi S UEA
Rc

Ic 7

Budud¢i da ti vektori zatvaraju kut od 90° + ¢ = 143,13°, njihov je zbroj
0,3 A, te je ukupna struja 0,3 A 1 u fazi s naponom (cos; = 1).

Zadatak mozemo rijesiti i pomocéu uvjeta za rezonanciju. Faktor snage
bit ¢e jedan, ako je struja u fazi s naponom, tj. ako je krug u rezonanciji. Iz
uvjeta rezonancije (6.44) dobivamo:

wl

m :wC, C= 5,79 p.F

Kada bi kondenzator C prikljuéili serijski u strujni krug, impedancija bi

1znosila
1\?2
_ 2 e
Z=\|R2+ (Lw Cw)

Odabiranjem 1/(Cw) = Lw = 352 Q, tj. C = 9,05 uF, postiZe se rezonan-
cija. U tom bi sluc¢aju impedancija bila jednaka omskom otporu (264 ),
struja kroz krug bi iznosila 0,83 A, napon na kondenzatoru 292 V, napon na
uredaju 365 V, dakle puno veéi od napona za koji je uredaj predviden. Pri
kompenzaciji jalove struje potrebno je dakle kondenzator prikljuciti paralel-
no, a ne serijski.
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6.6. Transformatori

Jedna od osnovnih prednosti izmjeni¢nog napona je moguénost transformacije
od jednog napona na drugi. Transformatori su uredaji koji prenose elektri¢nu
energiju iz jednog (primarnog) u drugi (sekundarni) krug posredstvom magnetskog
polja.

177777

Slika 6.17. Transformator

\

Transformator se sastoji od dvije zavojnice s Ny zavoja i sekundarne s N zavoja
koje su medusobno magnetski (induktivno) povezane, npr. tako da se motaju
na zatvorenoj zeljeznoj jezgri (sl. 6.17). Gubici u transformatoru nastaju zbog
histereze 1 vrtloZnih struja. Da bi se smanjili ti gubici za jezgru se odabiru meki
magnetski materijali 1 jezgra se izraduje od medusobno izoliranih limenih ploéica.

Pretpostavit cemo da je transformator idealan, tj. da su gubici u omskom otporu
zavojnica te gubici zbog histereze 1 vrtloznih struja u Zeljeznoj jezgri zanemarivii da
nema rasipanja magnetskog toka izvan jezgre transformatora. Citav magnetski tok
proizveden u primarnoj zavojnici idealnog transformatora prolazi i kroz sekundarnu
zavojnicu. Snaga 1 energija koju dovodimo primarnoj zavojnici prenosi se potpuno
u sekundarnu.

Pretpostavimo da je primarna zavojnica transformatora priklju¢ena na izmje-
ni¢ni napon u;. U praznom hodu (tj. kada u sekundarnoj zavojnici ne tece stru-
ja jer nije spojena na trosilo) kroz primarnu zavojnicu teée struja praznog hoda
(Ipr = U1/(L1w)), u Zeljeznoj jezgri nastaje promjenljivi magnetski tok te se na pri-
marno]j zavojnici inducira elektromotorna sila samoindukcije e; koja uravnotezuje
narinuti napon u;. Promjenljivi magnetski tok prolazi i kroz sekundarnu zavojnicu
1 u njoj inducira elektromotornu silu e;. Prema Faradayevom zakonu indukcije te
su elektromotorne sile

d¢ d¢
€1 = —N]_ a’, €9 = '-—NQE (6.53)
Odatle je
€1 N]_
= (6.54)

Za idealni transformator taj omjer vrijedi 1 za napone u; 1 u, na krajevima primar-
ne 1 sekundarne zavojnice. Ako je izmjeni¢ni napon sinusoidalan taj omjer vrijedi
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1 za efektivne vrijednosti napona:

S (6.55)

Uz N;
Kada se na sekundarnu zavojnicu transformatora prikljuéi trosilo impedancije Z,
kroz zavojnicu protekne struja I,. Zbog toga se promijeni i magnetski tok kroz
zeljeznu jezgru, te da bi na primaru ostao napon U; (na koji je transformator
prikljucen), poveéava se i struja I; kroz primarnu zavojnicu. U idealnom transfor-
matoru snaga utroSena u otporu priklju¢enom na sekundar jednaka je snazi koja se
iz izvora dovodi primarnoj zavojnici. Zanemarimo li struju praznog hoda, mozemo
pisati:

Uil =Ll (6.56)
11:12=U2:U1:N22N1 (657)

Struje kroz primar i sekundar transformatora odnose se obrnuto nego nfapon na
njima. Pri istoj snazi, onoliko puta koliko se poveéa napon toliko se puta smanji
jakost struje.

Pri prijenosu elektricne energije na daljinu upotrebljavaju se visoki naponi
(110 kV, 380 kV), koji se prije upotrebe transformiraju na napon gradske mreze.
Zbog tako visokih napona struja kroz vodove dalekovoda relativno je mala, pa su
i gubici na otporima vodova, tzv. RI? gubici, na taj naéin bitno smanjeni. To je
upravo najvazniji razlog da se elektri¢na energija upotrebljava u obliku izmjeniénih
struja.

U realnom transformatoru gubici nisu sasvim zanemarivi, kao §to smo pret-
postavili pri razmatranju idealnoga tansformatora. Medutim, stupanj korisnosti
transformatora

_ UL

= ok

moze biti vrlo velik, ¢ak i1 do 0,99, tako da izrazi koje smo izveli za idealni trans-
formator vrlo dobro vrijede i za realni.

(6.58)

Primjer 6.7.

Potrosacu je potreban napon od 220 V i struja 500 A. Tu snagu treba
dovesti iz izvora udaljenog 10 km vodovima ukupnog otpora 2 .
a) Koliki su gubici zbog Jouleove topline i pad napona u vodovima?
b) Koliki bi bio presjek vodova? Kako bi se gubici mogli smanjiti upotrebom
transformatora s omjerom transformacije 10007

a) Ukupni je otpor vodova 2  pa je snaga izgubljena u Jouleovoj toplini:
P=T1°R=(500A)%-2Q = 500 kW

Izgubljena snaga bila bi oko pet puta veéa od potrebne (220 V - 500 A =
=110 kW), sto je naravno, sasvim, neekonomiéno.
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Pad napona u vodovima bio bi
U=IR=500A-2Q=1000V

pa bi izvor morao osigurati 1220 V i 500 A, tj. snagu od 610 kW. Kad bi
se za prijenos upotrijebila dva bakrena voda, svaki duzine 10 km, presjek bi

im trebao biti:
5 pl 1,67 1073 Qm-10*m
“ R 10

S = 1,67 cm?,

o= 2\/§= 1,46 cm .
g

b) Ako napon izvora transformiramo na 1 000 puta ve¢i napon koji se prenese
vodovima 1 na kraju prije trosila ponovno transformira na pocetni napon
220 V, tada ée gubici biti bitno manji. Transformator na koji je prikljuceno
trosilo imat ¢e na sekundaru napon 220 V i struju 500 A, dok ce na primaru
biti 1000 puta veéi napon (2,2-10% V) i 1000 puta manja struja (0,5 A). Ta
¢e struja teéi kroz dalekovod, gubici zbog zagrijavanja bit ce:

odnosno promjer:

P= IQR:(0,5A)2-2Q:0,5V&;
a pad ¢e napona iznositi:
U=IR=05A:20=1V,

$to je zanemarivo.

Iz ovoga primjera oéita je prednost transformiranja napona pri prijenosu na
veée udaljenosti. Prijenos bez transformiranja bio bi neekonomiéan, a cesto
prakticki neizvediv.

Primjer 6.8.

Izmjeniéni izvor efektivne elektromotorne sile 110 V i unutrasnjega ot-
pora 10 Q spojen je na trosilo od 100 2, najprije izravno, a zatim preko
transformatora s omjerom zavoja Ny : Np =1: 2,

a) Kolika je snaga u prvom slucaju?
b) Kolika je snaga u primarnom i sekundarnom krugu kada je trosilo spo-
jeno preko transformatora?

a) Struja kroz krug iznosi:

& 110V _
T Ry,+R 1109

I 1A,
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snaga predana trosilu:
Pr=I’R=100W

a snaga potroSena unutar izvora:
L =I’R,=10W
Ukupna je snaga
P=Pp4+Py=110 W.

b) Ako je U; napon na primaru i I; struja kroz primarnu zavojnicu, tada
su napon 1 struja u sekundaru

N N
=3l b=y h

Omjer Us/I; jednak je otporu trosila R:

Rzﬁz_ﬁ":(&)zﬂ
L M, \M) &
Ny, !
Odatle je ”
U, (N
I (Nz) k A

Ukupni otpor primarnoga kruga jednak je

3 Uy Ny \?
Ruk—Ru+ Il —Ru+(N2) R.

Struja iznosi:
& 110V

h=g - =%n

= 3,14 A,

snaga potrosena u izvoru:
P,=I’R,=3,142A2. 1002 = 98,6 W.
a ukupna snaga u primaru:
Py =I’Ru =3,142A?.35Q =346 W.
Snaga koja se trosi zbog trosila iznosi:
P=Pyx—P,=346W —-986W =247TW.

Napon je na primarnoj zavojnici:

= S T & _ 110V
Ui=€-Ruly =€~ Ry z— =110V - 10Q =~ = 786V,
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a napon na sekundarnoj:
Ny
= — =} ;
Us N, Up=15TV
Snaga u primarnom krugu transformatora iznosi
P=U1; =786V -3,14A =24TW

dok je snaga u sekundarnom krugu

3
P, =Usl; = 15Tr'\f'-%‘!‘A =24TW

Transformatori se, dakle, mogu upotrijebiti da bi se poboljsao, odnosno op-
timizirao prenos snage izmedu izvora 1 trosila.

Primjer 6.9.

Primar transformatora ima 500 zavoja. Omski otpor primara je 1 2. Pri
naponu od 220 V struja je kroz primar 0,7 A. Snaga je u primarnome krugu
100 W. Koliki su:

a) gubici u jezgri, ekvivalentni otpor i struja tih gubitaka,

b) faktor snage,

¢) maksimalni magnetski tok kroz jezgru 1
d) struja 1 otpor magnetizacije? -

a) Gubici su u zeljeznoj jezgri transformatora:

P;=100W —I’R
P;=100W —1-1,07>W =995 W.

b) Faktor snage cos ¢ za neoptereceni transformator iznosi:

P 100 W

P=Ulcosp = cosp= m = m = 71,
¢) Napon je na primaru transformatora:
d¢ d .
u; = Nq = N, = (D sinwt) = wN, D, coswt,

a maksimalna vrijednost induciranoga napona na primaru transformatora
Um — QJN]_@m
Odatle dobivamo maksimalni magnetski tok kroz lim transformatora:

_ Um _ 22012V
T wN;  314-500s-1

D, = 1,97 mWb.
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d) Ekvivalentni je otpor koji odgovara gubicima u jezgri:

U? 2202 V?
B =5 = Toow =849
Odatle je struja kroz jezgru transformatora
220V
j = m = 0,45 A .

Bududi da je ukupna struja 0,7 A, struja kroz jezgru 0,45 A, struja magne-

tiziranja 1znosi:
Iy = 4/I%2 — IJ? =4/0,72 - 0,452 A = 0,54 A

pa je reaktivni (induktivni) otpor transformatora:

U 220V
i 0,54 A
Xm =407 Q.
6.7. Trofazna struja _

U praksi se izmjenicni naponi proizvode pomocu trofaznih sinkronih generatora.
Princip je rada jednak kao kod jednofaznih (sl. 6.1) samo se umjesto jedne nalaze
trl zavojnice koje medusobno zatvaraju kut od 120°. Obiéno su te zavojnice na
statoru, a rotor je u obliku magneta koji, okreéuéi se, u zavojnicama statora inducira
elektromotornu silu. Tako se dobije trofazni sustav izmjeniénih elektromotornih
sila. Jednu fazu oznacujemo slovom R, drugu sa S, a tre¢u sa T. Obi¢no se jedan
od krajeva zavojnica R, S i T medusobno spoji i uzemlji i tako se dobiva nul-
-vodi¢. Drugi je kraj zavojnice fazni vodi¢. Napon izmedu faznoga vodi¢a i nul-
-vodi¢a fazni je napon. Njegova je efektivna vrijednost za gradsku mrezu 220 V i
jednaka je za sva tri ( R, S odnosno T) vodi¢a. Pri ovakvom spajanju zavojnica
(tzv. spoj u zvijezdu) iz generatora izlaze Cetiri vodica: R, S 1 T fazni vodi¢ i nul-
-vodié (sl. 6.18).

U trofaznome generatoru sve su tri zavojnice jednake pa su jednake i inducirane
elektromotorne sile, ali medusobno pomaknute u fazi za 2 7 (120°):

én = &5 sintot

es = £y sin (wt - % 'rr) (6.59)

4
Eip =& 00 (ut—g'fr).
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Slika 6.18. Trofazna mreza

Za gradsku mrezu &, iznosi 220v/2 = 310 V, jer je efektivni napon izmedu svakog
od faznih vodi¢a i zemlje 220 V. Napon izmedu dvaju faznih vodi¢a naziva se linijski
napon. Njegova je efektivna vrijednost U+/3 = 220v/3 V = 380 V. U to se mozemo
lako uvjeriti ra¢unom (sl. 6.18):

ers = e — € = Em sinwt — &y sin (wt - 2—;-)
1 27 1 211'
=28 - t $t ——) gin= (wtk=0wf 4 =
”‘°°S2("“ e 3)5‘“2(“’ “’*3) (6.60)
™ . T 3 T T
Chs = 284 CO8 (wt—g) smg—c‘:m\/gsm (wt—§+-2-)
. 7r
ers = EmV3sin (wt + E) .

Maksimalna je vrijednost elektromotorne sile izmedu dvaju faznih vodi¢a (am-
plituda linijske elektromotorne sile) za v/3 ve¢a nego amplituda faznoga napona,;
isto vrijedi i za efektivne vrijednosti.

Trosila moZemo spajati na trofazni sustav na razli¢ite nacine. Kada trosilo pri-
kljué¢imo izmedu faznog (R ili S ili T) vodi¢a i nul-vodica (sl. 6.19.a), na krajevima
je trodila fazni napon (220 V). Tako se npr. priklju¢uju kucanski aparati. Ako je
moguée, pozeljno je takva trosila spajati u zvijezdu i postiéi §to simetri¢nije optere-
¢enje da bi struja u nul-vodiéu bila §to manja. Jakost struje u nul-vodi¢u dobivamo
zbrajanjem triju struja kroz trosila spojena u zvijezdu (sl. 6.19.b) i pri simetricnom
opterecenju ta je struja jednaka nuli:

iny = ig +is+ i
iny = I sinwt + I, sin(wt — 120°) + I, sin(wt — 240°)

iny = I (sinwt + sinwt cos 120° — coswt sin 120° + sin wt cos 240° — coswt sin 240°)

' 1
iny = I;(sinwt — = sinwt — — coswt — - sinwt + L coswt) =0 (6.61)

3 2 2 2
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Slika 6.19. a) Spoj trosila u zvijezdu b) Struja kroz nul-vod

Ako otpori prikljuéeni na trofaznu mrezu nisu jednaki, nece ni struje u vodi¢ima
R, S, T biti jednake pa ¢e kroz nul-vodié teéi vektorski zbroj struja i, is, ir.

/
R i A
u U
S — [
Y
T y

Slika 6.20. Spoj trosila u trokut

Trofazna trosila predvidena za napon od 380 V (npr. trofazne elektromotore)
spajamo u trokut kao sto je prikazano na sl. 6.20.
Snaga je trofazne struje pri simetri¢nom opterecenju:

P=+3Ulicosp=3UsIjcosep (6.62)

gdje je U; linijski napon (380 V), I; linijska struja (struja kroz fazni vodic), cos ¢
faktor snage, U; fazni napon i I; fazna struja. Uotite da je ¢ kut izmedu faznog
napona i fazne struje, a ne kut izmedu linijskog napona i linijske struje.
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Primjer 6.10.
Na trofaznu gradsku mrezu prikljucene su tri jednake zavojnice (R = 29 ,
L = 70 mH) i spojene u trokut. Kolike su struje kroz zavojnice, a kolike
linijske struje?

Impedancija je svake zavojnice

Z =\/R*+ R} = 36,40Q

Struja kroz otpor Z; prikljuéen izmedu faza R i S je

= %

Il—Zl

= 10,44 A, ¢, =37,2°

Uzmemo li napon ugs kao referentni, struja kroz otpor Z; zaostaje za napo-

nom za 37,2° (p; = —37,2°).

Struje kroz zavojnice impedancije Z; i Z3 imaju jednaki iznos (10,44 A)

medutim fazni kutovi su razliiti i iznose 9 = —157,2° 1 3 = —277,2°
' (= 82,8°)

' Linijske su struje:

| ] lp = 1 — 13

is = 13 — 11

iy = i3 — Iy

* Pomocu vektorskih dijagrama dobivamo:

in=18,1A (pr=—67,2°)
is=18,1A (ps = —187,2°)
iT = 18,1 A. (‘PT = 52,80)
Struje su jednakog iznosa, medusobno zatvaraju kutove od 120°, te im je

zbroj
iR + is + ?:T =,
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Pitanja i zadaci

6.1.
6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

Objasnite princip rada generatora kojim se dobiva izmjeniéna struja.

Sto su efektivne vrijednosti jakosti struje i napona izmjeniéne struje? Iz-
vedite vezu 1zmedu maksimalne i efektivne vrijednosti.

Objasnite pojavu induktivnog i kapacitivnog otpora u krugu izmjenié¢ne
struje.

Sto je impedancija? Kako se raéuna ukupni otpor za serijski spoj, a kako za
paralelni spoj omskog otpora, zavojnice i kondenzatora u krugu izmjeniéne
struje?

Izracunajte induktivni otpor 1 impedanciju zavojnice induktiviteta 0,1 H
1 radnog otpora 50 Q2 koj? je priklju¢ena na izmjeniéni napon frekvencije
1000 Hz.

ObrazloZite sto uzrokuje pojavu faznog pomaka izmedu jakosti struje 1 na-
pona. O ¢emu ovisi fazni pomak 1 kako se moze izradunati? Prikazite to
vektorskim dijagramom.

Kada zavojnicu priklju¢imo na istosmjerni napon 100 V, potekne struja
Jakosti 4 A, a kada je uklju¢imo na izmjeniéni efektivni napon 100 V i
frekvencije 50 Hz, efektivna je jakost struje 2 A. Odredite induktivitet
zavojnice. Nacrtajte vektorski dijagram.

Kolik je kapacitivni otpor kondenzatora od 100 pF za izmjeni¢nu struju
frekvencije 206 MHz, a kolik za izmjeniénu struju gradske mreze?

Objasnite elektriénu rezonanciju u serijskom 1 paralelnom spoju induk-
tivnog 1 kapacitivnog otpora.

Izracunajte rezonantnu frekvenciju wq za serijski krugs R = 1092, L = 0,1H
1 C' = 10 pF. Nacrtajte ovisnost otpora Ry ,Rc i Z te struje I o kruznoj
frekvenciji w od 500 do 1500 rad/s.

PokaZite da je rezonantna frekvencija kruga na sl. 6.21. jednaka

i izradunajte je za slucaj Ry =100, R, =200Q, L =0,1 Hi C = 10 pF.



204

Izmjeni&na struja

6.12.
6.13.

6.14.

6.15.

6.16.
6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

u
Slika 6.21.

Kako se ratuna snaga izmjeniéne struje? Sto je to faktor snage?

Izvedite izraz (6.49) za radnu snagu izmjenicne struje. Posluzite se izrazima
(6.28) i (6.31) za trenutaine vrijednosti jakosti struje i napona.

Sto je to jalova, a sto prividna snaga izmjeni¢ne struje? Zasto se radna
snaga razlikuje od prividne? U &to se trosi razlika izmedu prividne i radne
snage?

Na gradsku mrezu serijski su spojeni induktivni otpor Ry = 40 {2 1 omski
otpor R = 30 Q. Koliki su: a) impedancija, b) jakost struje, c) faktor
snage, d) prividna, radna i jalova snaga? e) Kolik je kondenzator potrebno
paralelnq prikljuéiti tom spoju da b1 se faktor snage poboljsao na 0,97

Sto je transformator? Objasnite princip rada transformatora.

Transformator za elektri¢cno zvonce sniZava izmjeniéni napon od 220 V na
4 V. Koliko zavoja ima primarna zavojnica, ako sekundarna ima 12 zavoja?
Zanemarite gubitke.

Transformator je prikljucen na izlaz generatora snage 20 kW tako da napon
od 1 kV transformira na 10 kV uz korisnost od 95%. Odredite kolika ce
se snaga izgubiti pri transformaciji 1 u transportu ako je ukupni otpor
vodova 25 Q. Koliki bi bili gubici kad bi se energija izravno prenosila, bez
transformacije?

Objasnite prednosti izmjeni¢ne struje u usporedbi s istosmjernom. Obra-
zlozite zbog ega su pri prijenosu na daljinu gubici za 1zmjeni¢nu struju
izrazito manji.

Opisite osobine i naéin dobivanja trofazne izmjeniéne struje. Koje su pred-
nosti takve struje u usporedbi s jednofaznom?

Kolik je napon izmedu dviju faza, a kolik izmedu jedne faze 1 nul-vodica?
Kolika je snaga trofazne struje prilikom spoja u trokut, pri simetri¢cnom
opterecenju?



7. Maxwellove jednadzbe. Elektromagnetski
valovi |

J. C. Maxwell* postavio je 1864. opéu matematicku teoriju elektriciteta 1 os-
novne zakone elektrodinamike prikazao pomocu éetiriju jednadzbi. One su osnova
klasi¢ne elektrodinamike i svih prora¢una kaji se odnose na elektromagnetske valove
i njihovo sirenje kroz prostor; Citav se elektromagnetizam moZe sumirati pomocu
ovih Cetiriju jednadzbi. One opisuju vezu izmedu elektri¢nog i magnetskog polja, te
vezu ovih dvaju polja 1 elektri¢nih naboja. Njih smo zapravo ve¢ djelomiéno upo-
znall razmatrajuci Gaussov zakon za elektricitet 1 magnetizam, Ampéreov zakon 1
Faradayev zakon indukcije.

7.1. Gaussov zakon za elektriéno i magnetsko polje

Veza izmedu elektri¢nog polja 1 naboja koji ga proizvodi moze se izraziti jed-
nostavnom 1 korisnom relacijom, tzv. Gaussovim zakonom, do kojeg dolazimo
razmatranjem toka elektricnoga polja.

U odjeljku 1.7. 1zveli smo Gaussov zakon za elektrostatsko polje — osnovni zakoni
elektrostatike:

ﬁﬁ-dé’:q (7.1)
S

Ako naboj Q izrazimo prostornom gustoéom naboja u volumenu V (koji obuh-

vaca ploha S):
0= [[] e -

tada jednadzba (7.2) poprima oblik:

ﬁﬁ-dngf/ng L (13)
R} v

To je prva Maxwellova jednadzba u integralnu obliku.

* James Clerk Maxwell (1831 — 1879), skotski matematicar i fizi¢ar, poznat po radovima iz
elektrodinamike i kineticke teorije plinova.
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Sli¢no je i za magnetsko polje (v. odjeljak 3.10.). Magnetski je tok kroz bilo
koju zatvorenu plohu nula:

—

flros-o = e

To je Gaussov zakon za ma,gnefiz_a.fn,. jédna od osnovnih jednadzbi elektromagne-
tizma. Relacija (7.4) druga je Maxwellova jednadzba u integralnu obliku.

7.2. Faradayev zakon indukcije i treéa Maxwellova
jednadzba

Oersted je, kao §to smo veé opisali, pronasao da elektricna struja proizvodi
magnetsko polje i tako pokazao da su elektricne pojave uzrok magnetskim. Nesto
kasnije (1831) M. Faraday je pronasao da promjenljivo magnetsko polje stvara
elektri¢no. On je, naime, pokusno pokazao da promjenljivi magnetski tok kroz
neki vodié (zavojnicu) inducira elektromotornu silu na njegovim krajevima. Tako
je pronadena elektromagnetska indukcija.

Veli¢ina inducirane elektromotorne sile £ razmjerna je brzini promjene magnet-

skoga toka @ kroz petlju:
do

dt
To je Faradayev zakon indukcije. Negativan predznak u (7.5) posljedica je za-
kona o odrZanju energije.
Elektromotornu silu definirali smo kao krivuljni (krivocrtni) integral (cirkula-
ciju) nekonzervativnog polja neelektrostatskih sila. Na isti nalin mozemo i sada
induciranu elektromotornu silu pisati kao cirkulaciju nekonzervativnoga inducira-

noga elektri¢nog polja:
5;:%.@',—@5':}{@’@5 (7.6)

gdje je E ukupno elektri¢no polje E; + E¢; bududi da je elektrostatsko polje Ee
konzervativno, cirkulacija § E.; - d5 istezava pa je §E-d5 = § E; -d5'i u izrazu

&= (7.5)

(7.6) mozemo umjesto E; pisati ukupno polje E.
Iz (7.5), uzimajuéi u obzir izraz za magnetski tok ¢ = [/ B - dS, dobivamo
s

Faradayev zakon u obliku: ™~

— - d - -
fE-ds..—dt /fB-ds - (1.7)
S

pri ¢emu je krivulja K granica povrsine S.

Elektri¢no i magnetsko polje povezani su: Promjena magnetskoga toka inducira
elektri¢no polje i to je jedna od osnovnih jednadzbi elektromagnetizma.

Za razliku od elektrostatskoga polja &ija je cirkulacija i¢ezavala, inducirano
elektri¢no polje nije konzervativno i — njegova cirkulacija daje elektromotornu silu.

Relacija (7.7) treéa je Maxwellova jednadzba u integralnu obliku.
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Ampereov zakon. Struja pomaka

Promatrajmo nabijanje ili izbijanje kondenzatora (sl. 7.1). Dok se kondenza-
tor nabija, vodi¢em tece struja, a na plotama kondenzatora prikuplja se naboj i

pojacava elektricno polje izmedu plo¢a gdje nema provodne struje.

Da bi prvo

Kirchhoffovo pravilo vrijedilo i za kondenzator, kazemo da provodna struja, koja
vodi¢em dolazi do plo¢a kondenzatora, nastavlja teéi izmedu ploéa kao struja po-
maka. Promjenu elektri¢noga polja izmedu ploéa tumaéimo kao struju pomaka.
Da bi vrijedila jednadZba kontinuiteta struje (koja proizlazi iz zakona o ofuvanju
naboja), provodna struja i struja pomaka moraju biti jednake.

+0 -0
e sl s
. \ m\
Al ECRY
| I v
\\"‘ pr _'\_-/_
R
-
l\
r
a)

b)

Potrazimo vezu izmedu struje pomaka i toka elektri¢noga polja. Zamislimo neku
zatvorenu plohu koja obuhvaca pozitivno nabijenu plo¢u kondenzatora na slici.

Prema Gaussovu zakonu je:

ﬁﬁ-dng
5

Provodna struja jednaka je struji pomaka
Ipr = — =

Uvrstavanjem (7.1) u (7.8) dobivamo:

(7.8)

(7.9)
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To je ukupna struja pomaka kroz zatvorenu povrsinu oko ploce. Struja pomaka
kroz odabranu povrsinu S jednaka je:

d — —
Ipom = Et' // D -dS (710)
S

Vidimo, dakle, da se u strujnome krugu na sl. 7.1. promjenljiva provodna struja
u vodovima nastavlja kao struja pomaka u izolatoru (vakuumu) izmedu ploca i
tako zatvara strujni krug. Jednako kao provodna struja, i struja pomaka uzrokuje
magnetske efekte. Zato u Ampéreovom zakonu, koji povezuje elektri¢nu struju 1
magnetsko polje §to ga ona proizvodi, moramo napisati obje struje, i provednu, i
pomacnu:

—

H -d5'= Iy + Iyom (7.11)
K
ili:
fﬁ-dg'_—,ndi//ﬁ-dﬁ, (7.12)
K ! S

gdje je krivulja K rub plohe povrsine S. To je poopéeni Ampéreov zakon.
Provodnu struju mozemo prikazati i gustoéom struje J:

1=fff-d§ (7.13)
5

i uvrstiti u relaciju (7.12). Tako dobijemo relaciju:

j{ﬁ.dg:fff.dﬁ%/fﬁ.ag; L (114
K S S /

To je éetvria Mazwellova jednadzba.

7.4. Maxwellove jednadZzbe u integralnu obliku

Maxwellove jednadibe povezuju elekiricno i magnetsko polje i naboje koji ta
polja proizvode. One su osnova klasi¢ne elektrodinamike i opisuju elektromagnetske
valove i njihovo Sirenje kroz prostor. U prethodnim smo ih odjeljcima izveli iz
osnovnih zakona elektriciteta 1 magnetizma, napisali u integralnu obliku i tako
dobili ove &etiri jednadzbe:
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I ﬁﬁ dS = f//g dV Gaussov zakon za elekiriéno polje
S 1%

2. ﬁﬁ dS=0 Gaussov zakon za magnetsko polje
S

3. %E' -d§' = —% //B’ .48 Faradayev zakon indukcije
K S

4.

fﬁ -d§ = // J+d8 + %/fﬁ .dS poopéent Ampéreov zakon
K S 5

Ako brzine promjene elektricnoga i magnetskoga toka (d®p /d¢ i d®p/dt) nas-
taju samo zbog mijenjanja vektora D i B, tada je:

o [ B a5 s S %8s

pa zadnje dvije Maxwellove jednadZbe moZemo pisati i u obliku:

S 0B
fE-ds— f v3 .dS (7.15)
K
fﬁf-dg’ ff (f+ %—f) 4§ (7.16)
K S

Maxwellove jednadZbe pokazuju da su elektri¢éno i magnetsko polje odredeni
razmjestajem i gibanjem naboja i da su polja medusobno povezana.

Elektri¢no 1 magnetsko polje E i B definirani su Lorentzovom silom, tj. ukup-
nom silom na naboj u elektromagnetskome polju: I

i ——— ———

F=QE+QvxB (7.17)

Maxwellove jednadzbe, kao i ova relacija, osnovne su jednadzbe elektromagnetizma
- pasu, zajedno s relacijom izmedu gustoce struje i jakosti elektriénoga polja J = kE,
relacuama D=¢EiB= ,uH 1 jednadzbom kontinuiteta za naboj

/ Jd8 = T
S

osnova elektrodinamike.
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7.5. Elektromagnetski titraji i valovi

Elektromagnetski titraji nastaju u elektri¢cnome titrajnome krugu koji se sastoji
od kondenzatora kapaciteta C, zavojnice induktiviteta L i otpornika K. Takav se
titrajni krug cesto skraéeno naziva RLC-krug. Katkad se omski otpor kruga moze
zanemariti i promatrati idealizirani titrajni LC-krug.

|

1=0 Ip 'l |
> T ;
¢ ’ l
e {yyyyyc L 0=0 'lf
) > ! [
|
A
I= L
0 t=1 Y
a) b)
I=0
[
Go AAAAA
+
{
il
2
c)
Lo 1=0
=0 o Gs fmn \
3T _
t= A =T
d) e)
Slika 7.2.

Titranje u krugu mozemo uspostaviti dovodenjem pocetnog naboja na konden-
zator tako da u t = 0, naboj na kondenzatoru bude @o. Zamislimo da pomocu
prekidaga u LC-strujnome krugu odvojimo kondenzator od zavojnice i iz nekog
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vanjskog izvora kondenzator nabijemo nabojem @, te da napon na njemu bude
Uy, a energija elektricnog polja u kondenzatoru Ec = Q2/2C. Zatim prekidaéem
isklju¢imo izvor napona U i zatvorimo LC-krug tako da se kondenzator izbija kroz
zavojnicu (sl. 7.2.a). Zbog samoindukcije zavojnice struja kroz LC-krug eksponen-
cijalno raste, i kada se kondenzator izbije, dosegne maksimalnu vrijednost I, (sl
7.2.b).

Energija elektricnoga polja kondenzatora Ec = Q?/2C pritom se pretvori u
energiju magnetskog polja zavojnice Ey = LI2/2. Kada se kondenzator isprazni,
struja ne prestaje teci kroz krug jer zbog samoindukcije zadrzava isti smjer i pos-
tupno se smanjuje do nule, nabivsi ponovno kondenzator, ovajput suprotnim po-
laritetom (sl. 7.2.c). Tada ponovno poéinje izbijanje kondenzatora i proces teée u
suprotnome smjeru (sl. 7.2.d i e), a nakon vremena T sistem se nade u poéetnom
stanju 1 pocinje isti proces, koji se stalno ponavlja. Rezultat je periodi¢no nabijanje
i izbijanje kondenzatora odnosno pretvaranje energije elektri¢cnoga polja u energiju
magnetskog polja i obratno. U titrajnome su krugu nastali elektromagnetski titraji
odnosno kruzne frekvencije wy:

Wp = —/—— (718)

odnosno perioda:
T:i_’r=2m/L_c | (7.19)
0
To je poznata Thomsonova formula za frekvenciju i period elektri¢noga titrajnog
kruga.

Iz titrajnoga kruga moze se preko antene u obliku pravocrtnoga vodica (titra-
Juéeg dipola) titranje elektri¢noga i magnetskoga polja prenijeti u okolni prostor i
tako ostvariti Sirenje elektri¢noga i magnetskoga polja u obliku elektromagnetskoga
vala.

Prvi takav oscilator napravio je H. Hertz (1888) i tako proizveo elektromagnetske
valove. Pomoc¢u prijemnika, tj. rezonantnoga titrajnog kruga uspio je detektirati
elektromagnetske valove iz odasiljaca.

Primjer 7.1.

U ulaznome titrajnom krugu nekog radio prijemnika nalazi se promjen-
ljivi kondenzator paralelno spojen sa zavojnicom induktiviteta 0,33 mH i
zanemariva omskog otpora. Kolike su maksimalna i minimalna vrijednost
kapaciteta promjenljivoga kondenzatora ako prijemnik obuhvaéa cijelo sred-
njovalno podruéje izmedu 500 kHz i 1,6 MHz?

Kada je vlastita frekvencija titrajnoga kruga jednaka frekvenciji upad-
nog radio-vala, nastaje rezonancija, struja u krugu je maksimalna, pa kazemo
da je krug ugoden na tu frekvenciju. Iz formule za rezonantnu frekvenciju

f= m dobivamo:

| 1
= ———=23,07-10"°F
G = g =307 10
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C; = 307 pF
1
= ——0p—=23,0-10"1F
C2= g2 2L~ 7 :
Cz =30 pF

Da bi se obuhvatilo cijelo srednjovalno podruéje radio-valova frekvencije iz-
medu 0,5 MHz i 1,6 MHz, potrebno je mijenjati kapacitet od 307 do 30 pF.

7.6. Sirenje elektromagnetskih valova kroz prostor

Maxwellove jednadzbe opisuju elektromagnetsko polje u svakoj tocki prostora:
iz njih mozemo izvesti valnu jednadibu za elekiromagnetske valove i odrediti kako
se magnetsko 1 elektri¢no polje sire kroz prostor.

Promatrat ¢emo elektromagnetske valove u homogenome izotropnom prostoru
bez struja i naboja tako da je J = 0, o = 0 te € i p konstantni. U tom sluéaju
Maxwellove jednadzbe glase:

o 8B
f B oai= / 43 (7.20)
K S
=~ .. [f8D .=
fﬂ ds_f o 48
K S

Promatrat éemo harmonicki ravni elektromagnetski val koji putuje u smjeru osi
z (sl. 7.3). Iz prvih dviju Maxwellovih jednadzbi moZe se dokazati da elektriéno i
magnetsko polje moraju biti okomiti na pravac Sirenja, tj. da ne post.oji longitudi-
nalna komponenta elektri¢cnoga odnosno magnetskoga polja u smjeru osi z. Vektori
EiB titraju, dakle, okomito na smjer Sirenja. Smjer moZemo odrediti desnom
rukom: ako prstima slueduno kraéi put od E do B palac pokazuje smyjer Sirenja.
Odaberimo takav koordinatni sustav u kojemu E titra na pravcu osi z, B na pravcu
osi y, a val se §iri u smjeru osi z; postoje, dakle, samo komponente E; 1 By.

Na takav éemo ravni val primjeniti Maxwellove jednadzbe. Lako je dokazati da
su prve dvije jednadibe zadovoljene; tok elektri¢noga i magnetskoga polja takva
vala kroz bilo koju zatvorenu povrsinu uvijek je jednak nuli.
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“4

W=
—-

77N /7%

Taj ravni val mora zadovoljavati i trecu jednadzbu:
fﬁ-dé‘:—/ 9B 48
ot
K §

Kao povrsinu integracije S najprakti¢nije je izabrati pravokutnik u ravnini z, z
sa stranicama Az i Az (sl. 7.4). Tada je:

}(E' 45 = (E;):4a:02 — (Ez): Az

<A A
x+dx4+——
Ex(z) 7// Ex(z+dz)
| A
/qx ; dx
/ dz
x._,..___..._
l| BY : zZ E z+dz
. . > - -
z z+dz  Z / / z
y e /

B,(z+dz)

Q) b)
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a desna strana jednadzbe:

0B .z 0B,
-—/ EdSH_WA:}AZ

Izjednacavanjem (7.37) i (7.38) te nakon dijeljenja s AzAz dobivamo:

(Er)z+Az - (E::)z — _3By
Az ot

U grani¢nom sluc¢aju, kada Az — 0, dobivamo:

- (E‘s)z+Az = (E:r:)z . 6Ez
A];I—Irlﬂ Az T ot

Tako smo iz tre¢e Maxwellove jednadzbe dobili vezu izmedu elektriénoga i mag-
netskoga polja u nekoj tocki prostora:

3E,,- _ 5By

5 - ot (7.21)

Za izracunavanje ¢etvrte Maxwellove jednadzZbe izabrat éemo pravokutnik stra-
nica Ay i Az u ravnini y,2z. (Izbor pravokutnika u ostalim dvjema koordinatnim
ravninama ne bi nas doveo do rezultata jer bi se tada obje strane ¢etvrte Maxwellove
jednadzbe ponistile.)

Sli¢nim ra¢unom kao prije iz Cetvrte jednadzbe (7.20) dobivamo:

K

8D -
//a"‘ =

Izjednacavanjem tih dviju jednadzbi, dijjeljenjem s Ay i Az 1 primjenom granié-
nog prijelaza Az — 0, dobivamo:

Z AyAz

0D
ot

_3Hy B 0D,
8z = ot ’
odnosno: 3B ‘ a5
hiins; (NN L
Tl (7.22)

(Pritom smo uzeli u obzir da je D = ¢E i B = uH te da su permeabilnost i
dielektri¢nost konstantne.)

Dobili smo dvije diferencijalne jednadzbe (7.21) i (7.22) koje povezuju elektri¢no
1 magnetsko polje elektromagnetskoga vala. Ako iz njih eliminiramo jedno polje,
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npr. magnetsko polje B,, dobit ¢emo diferencijalnu jednadzbu sa samo jednim
poljem, E;. To postizemo deriviranjem (7.21) po 2z i (7.22) po vremenu:

8’E, 8B, OB, 62E,

822 0zot' 9zt  F o

Kombinirajuéi te dvije jednadibe, dobivamo valnu jednadzbu za elektriéno
polje E:

0%E, 0%E,
57 " H o

Sli¢no ¢emo eliminacijom E, dobiti valnu jednadzbu za magnetsko polje B:

=0 (7.23)

9°B 9B
8z2y —Ep 3t2y =10 (7.24)

Tako smo iz Maxwellovih jednadzbi dobili valnu jednadzbu za elektri¢no i magnet-
sko polje.

Diferencijalne jednadzbe (7.23) i (7.24) sliéne su jednadzbi za transverzalni val
u zicl:

d%s 1 8%

822 v? 812
gdje je s deformacija, a v brzina kojom val putuje u zici. U valnoj jednadzbi za
elektromagnetski val (7.23) analogno mozemo pisati:

=0 (7.25)

1
v = a (726)

nakon cega valna jednadzba poprima oblik:

82E 1 8%E
T (720

Fazna brzina (tj. brzina Sirenja valne fronte u smjeru sirenja vala) u sredstvu s
odredenom dielektri¢noscu € i permeabilnoséu p bit ée, dakle:

Brzina Sirenja elektromagnetskog vala u vakuumu (€ = €9, g = po):

' 1
v = — 5 (7.28)
EoMo /4w -10-7C-2Ns? - 8,85 - 10-12C2N—1m—2

v=2,998-10*m/s = ¢,

a to je upravo brzina svjetlosti u vakuumu, $to upuéuje na to da je svjetlost
elektromagnetski val.
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U vakuumu je fazna brzina za sve frekvencije, odnosno valne duljine
jednaka; u vakuumu nema disperzije. U tom je slucaju grupna brzina (brzina
Sirenja energije) jednaka faznoj brzini. Drukéije je u sredstvu ¢ija dielekiricnost i
permeabilnost ovise o frekvenciji, tj. gdje postoji disperzija.

Za veéinu materijala (osim za feromagnete) p & po(ur ~ 1) pa je:

€
Ver

Pri prijelazu elektromagnetskoga vala iz sredstva u kojemu se $iri jednom brzi-
nom u sredstvo u kojemu se siri nekom drugom brzinom mijenja se valna duljina.

Ako je prvo sredstvo vakuum, valna ¢e se duljina A\g = ¢/f pri ulasku u drugo
sredstvo relativne dielektriénosti €, 1 permeabilnosti g, smanjiti na:

111 e X
\/@f B \/m \/é:_,-p_rf a \/enurf B \VErfr

Najjednostavniji oblik valnoga gibanja nastaje kada izvor vala harmonicki titra.
To posebno rijesenje valne jednadzbe mozemo pisati u obliku analognome onom za
mehanicke valove:

(7.29)

V=

(7.30)

s P
==

E; = Epsinw (t — i) = Egsin(wt — kz)
v
o (7.31)
H, = Hysinw (t - —) = Hysin(wt — kz),
v

gdje je w = 2nf, k = 27/, a Eq i Hy amplitude elektromagnetskoga polja. Ako se
val 8iri u nekom smjeru odredenim jedini¢nim vektorom i, rjeSenje valne jednadzbe
mozemo pisati:

—

=g ur

E = Epsinw (t - 7) = Eysin(wt — k7) (7.32)

Rjesenje valne jednadibe cesto je prikladnije pisati u obliku eksponencijalne
funkcije s imaginarnim eksponentom:

E = ByelFr-wt) (7.33)

Iz Maxwellovih jednadzbi moZe se izraunati omjer amplitude jakosti elektri¢noga
i magnetskoga polja u elektromagnetskome valu:

Ey Iz

— =/ = 7.34

T = (7.34)
odnosno, buduéi da je B = uH, v = 1/,/€H, to je:

Eo = ‘UBQ (735)

U vakuumu, a praktiéno i u zraku, vrijedi:

Eo  [po [ 4m-10-7
e 1/60 — 1/8,85 ST Q=37TT0 (7.36)
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7.7. Energija elektromagnetskoga vala. Poyntingov vektor

Kao 1 svaki drugi val, 1 elektromagnetski val moze prenositi energiju kroz pros-
tor. Radio-valovi prenose energiju od odasiljac¢a do prijemnika, toplinska 1 svjetlos-
na energija preko elektromagnetskih valova dolazi od Sunca itd. Odredimo energiju
koju ravni elektromagnetski val u jedinici vremena prenese kroz jedinicu povrsine,
tj. odredimo gustoéu toka energije ili, kako se Cesto naziva intenzitet elektro-
magnetskoga vala.

7

o
N (I

Slika 7.5.

Promatrajmo infinitezimalni valjak osnovice povrsine S i debljine dz = v dt
(sl. 7.5). Ukupna gustoca energije elektromagnetskoga polja zbroj je gustole ener-
gije elektri¢noga polja 1 gustoce energije magnetskoga polja:

w=-€cE24 L B? (7.37)

Buduéi da su elektriéno i magnetsko polje u elektromagnetskome valit povezani
relacijom (7.35), doprinosi su elektri¢nog i magnetskog polja gustoéi energije jed-
naki pa je:

w=c¢cE? = iB: = pH] (7.38)
U vremenu d¢ kroz povrsinu S na sl. 7.5. prode energija:
Pdt =wdV = wSdz = wSv dt (7.39)
pa je gustoca toka energije (intenziteta), tj. snaga po jediniénoj povrsini:
S =wv (7.40)

Koristeéi se izrazima (7.40), (7.38) i (7.35), dobivamo izraz za gustoéu toka
energije elektromagnetskoga vala:

S =veE] = vuH} = E H, (7.41)
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Gustoéa toka vektorska je veli¢ina, a smjer joj je jednak smjeru Sirenja vala
i naziva se Poyntingov vekior. Uzevsi u obzir da je iznos Poyntingova vektora
odreden izrazom (7.41), moZemo pisati:

-

S=ExH==(Ex B) (7.42)

1
7

EE:- /-\ /\
/\\/ \ VAR

Slika 7.6.

|

Gustoca energije harmonickoga elektromagnetskoga vala mijenja se s vremenom
(sl. 7.6). Srednja gustoca energije jednaka je polovici maksimalne vrijednosti:

W= - cE> (7.43)

jer je srednja vrijednost kvadrata funkcije sinus jednaka 1/2. Buduéi da je
S = wv, i iznos Poyntingova vektora ravnoga harmonickog vala mijenja se kao
kvadrat funkcije sinus:

S =veE? = \/EEE{’ sin?(wt — kz) (7.44)

a srednja je vrijednost:

= € . 1 [e 1
S = \/; E? 51n2(wt —kz) = B \/%Egz =3 EoHy (7.45)

Gustoéa toka kuglastih valova (koji izlaze iz totkastog izvora) smanjuje se s 1/r?
zadrzavajuci time ukupni tok energije (snagu) konstantnom. Amplitude elektricnog
i magnetskoga polja kuglastoga vala smanjuju se sporije (kao 1/r).

7.8. Spektar elektromagnetskih valova

U odjeljku 7.5. opisali smo kako se elektromagnetski val moze proizvesti pomocu
titrajnoga kruga. Promjenom kapaciteta kondenzatora u Primjeru 7.1. bilo je
moguée mijenjati frekvenciju vala od 5-10° Hz do 1,6 - 10° Hz. To odgovara valnim
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duljinama od 200 do 187,5 m, buduéi da su frekvencije v i valne duljine A povezane
relacijom A = ¢/v. Spektar elektromagnetskih valova, medutim, obuhvaca mnogo
veéi raspon frekvencija i valnih duljina. Zakoni su Sirenja jednaki za sve elektro-
magnetske valove, bez obzira na valnu duljinu. Medutim, valovi razli¢itih valnih
duljina dolaze iz razli¢itih izvora i imaju razli¢ito djelovanje na materiju. (Elektro-
magnetsko se zratenje moze opisati 1 kao snop kvanata elektromagnetskog zracenja
— fotona; energija takva kvanta razmjerna je frekvenciji zracenja £ = hv. Pritom
je h = 6,626 -10~3% Js Planckova konstanta. O tome ée biti mnogo vise rijeéi u 12.
poglavlju.)

Elektromagnetske valove obi¢no klasificiramo prema tipu izvora iz kojega dolaze,
no te granice nisu uvijek ostre. Navodimo uobi¢ajenu podjelu elektromagnetskoga
spektra.

Radio-valovi obuhvaéaju valne duljine od nekoliko kilometara do 0,3 m. To su valo-
vi kojima se sluze televizijski 1 radio-odasiljaci, a njihov su izvor elektronski uredaji,
najcesce titrajni krugovi.

A/m 10® § v/Hz
o] ¥
. 10° 4
10° | radiovalovi
1 | 10° -
i 4 televizijski
-2 j 10 - mikré)valovi
10
1 12
10° 4 . 5
10 infracrveno zracenje
- g ot
l | _vidljivo svjetlo_
5] 106 | ultraljubiCasto zracenje
10° -
10_10" 10'"® 4 rendgensko zracenje
]
T 20 o
02 107" 4 gama zracenje

Slika 7.7. Spektar elektromagnetskih valova

Mikrovalovi su valovi valnih duljina od 0,3 m do 1 mm. Primjenjuju se u radarskoj
tehnici i u komunikacijskim sistemima, a proizvode ih elektronski uredaji. Frekven-
cije tih valova bliske su frekvencijama kojima titraju molekule u tvari pa se upotre-
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bljavaju pri izuéavanju atomske i molekularne strukture te za mijenjanje svojstava
tvari.
Infracrvent dio spektra obuhvaéa valne duljine od 1073 m do 7,8-10~7 m (780 nm).
Te valove emitiraju molekule i uZarena tijela. Oni imaju mnogostruku primjenu
u industriji, medicini, tehnici, astronomiji, istrazivanjima molekularne strukture i
drugdje.
Vidljivom svjetloséu nazivamo uski dio spektra unutar kojega su sadrzane valne
duljine na koje je osjetljiva mreznica ljudskog oka, a one leze izmedu 780 1 380
nm. Zakonima Sirenja svjetlosti — zakonima optike — opsezZno éemo se baviti u 8.
poglavlju.
Ultraljubiéastom (ultravioletnom) zraienju pripada podruéje od 3,8 - 107 m do
6-1071° m. To su valovi $to ih zraée atomi i molekule. Energije kvanta ultraljubi-
¢asta zracenja sezu od 3 eV do 2-102 eV, a to su upravo energije vaine u kemijskim
reakcijama. Ultraljubicasto zracenje izaziva ionizaciju i disocijaciju molekula, pa
se na tome osnivaju njegove primjene u medicini i u tehnici. Medutim, zbog tih
svojstava ono moze Stetno djelovati na Ziva tkiva i organizme.
Rendgensko zraéenje (X-zrake) proteze se od 10™° m do 6 - 10712 m valne duljine.
Otkrio ih je 1895. W. Rontgen proucavajuci katodne zrake. X-zrake nastaju pri
promjenama stanja unutrasnjih, jace vezanih, elektrona u atomima i u procesu tzv.
zakocnog zracenja. Te zrake imaju vecu energiju od ultraljubicastih i zato mogu
izazvati znatna oSte¢enja na Zivim organizmima. U medicini se upotrebljavaju u
dijagnostici, jer imaju svojstvo da razliito prolaze kroz razli¢ite organe, a takoder
i u lije€enju tumora.
v-zracenje nuklearnog je porijekla, a nastaje pri promjeni stanja atomske jezgre.
Valne su duljine tog zra¢enja od 1071% m do 10~1% m. To je zragenje koje emitiraju
radioaktivne tvari, a u interakciji sa Zivim organizmima izaziva teska osteéenja. I
to se zracenje, nuzno uz jake mjere opreza i zastite, primjenjuje u medicini i tehnici.
Jos manje valne duljine susrecu se u kozmiékom zraéenju, koje dolazi iz svemira.
Na sl. 7.7. prikazan je spektar kojim su obuhvaceni svi nabrojani tipovi elektro-
magnetskoga zracenja.
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7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

Napisite 1 obrazlozite Gaussov zakon za elektri¢no polje.
Napisite 1 obrazlozite Gaussov zakon za magnetizam.
Kako glasi Faradayev zakon elektromagnetske indukcije?
Sto je to struja pomaka?

Napisite i objasnite poopéeni Ampéreov zakon.

Kako glase Maxwellove jednadzbe u integralnu obliku? Koji je njihov
fizikalni smisao?

Izvedite Thomsonovu formulu za frekvenciju 1 period elektri¢noga titrajno-
ga kruga.

Sto je to elektromagnetski val? Kakva je veza izmedu valne duljine i
frekvencije elektromagnetskoga vala?

Napisite diferencijalnu jednadibu za elektri¢no i magnetsko polje u elek-
tromagnetskome valu.

Napisite jednadibe koje prikazuju ovisnost o vremenu elektricnog i mag-
netskog polja u elektromagnetskome valu. Kakvi su smjerovi elektricnoga
1 magnetskoga polja? PrikaZite ta polja crtezom.

Kojom se brzinom elektromagnetski val siri kroz vakuum? Sto je to fazna
brzina? O ¢emu ovisi brzina kojom se elektromagnetski val Siri kroz sred-
stvo? Sto je valmi broj?

Frekvencija je elektromagnetskoga vala u vakuumu 600 Hz. Izratunajte
kolike su frekvencija, brzina Sirenja i valna duljina toga vala u benzolu.

Pokazite da elektromagnetsko polje E; = Eysin(wt — k2), E, =0, E; =0,
B; = 0, By = Bysin(wt — kz), B, = 0, u prostoru bez struya i naboja,
zadovoljava Maxwellove jednadZzbe. Kao zatvorenu plohu odaberite kocku
stranice a, a kao zatvorenu krivulju odaberite rub stranice te kocke.

Kakav je odnos izmedu jakosti elektricnoga i magnetskoga polja u elektro-
magnetskome valu?

Kako glasi veza izmedu gustoce energije i intenziteta elektromagnetskoga
vala? Sto je Poyntingov vektor, kako glasi i koji je njegov smisao?
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7.16.

7.17.

7.18.

7.19.

7.20.

Srednja je gustoéa energijskoga toka monokromatskoga ravnog vala u zraku
26 Wm~2. Kolika je srednja gustoca energije?

Gustoéa je toka Sunéeva zragenja na Zemljinoj povrsini (tzv. solarna
konstanta) 1,35 kWm™2. Pod pretpostavkom da ta energija dolazi u ob-
liku ravnih sinusnih elektromagnetskih valova izracunajte amplitudu elek-
tri¢noga 1 magnetskoga polja.

Navedite uobi¢ajenu podjelu elektromagnetskoga spektra. Opisite svojstva
i primjene zraéenja za pojedine dijelove spektra.

Pomoéu valnih duljina navedenih u odjeljku 7.8. izracunajte granicne frek-
vencije za svaki dio elektromagnetskoga spektra.

Pomo¢u valnih duljina navedenih u odjeljku 7.8. izratunajte najniZe i najvi-
Se energije fotona za svaki pojedini dio elektromagnetskoga spektra. Ener-
gije izrazite u elektronvoltima (eV).



8. Optika

Optika je dio fizike koji proucava svjetlost i svjetlosne pojave. Svjetlost je
elektromagnetski val, dio elektromagnetskoga spektra u uskom podrucju valnih
duljina od oko 380 do 780 nm: to je ono zracenje koje djeluje na mreznicu ljudskog
oka i uzrokuje osjet vida. Preostali dio elektromagnetskoga zracenja (toplinsko,
ultraljubicasto, radiovalovi itd.) nade tijelo osjeca drukéije ili uopce ne osjeca.
Proucavanjem cjelokupnoga elektromagnetskog zracenja bavi se optika u Sirem
smislu.

Optiku éesto dijelimo na geometrijsku, fizikalnu (valnu) optiku i fotometriju*.

Svjetlost je valna pojava pa i kod nje kao i kod svih valova, postoji mogucnost
interferencije i ogiba na preprekama. U geometrijskoj optici u vecini razmatranja
zaboravit ¢emo valna svojstva svjetlosti i zamisljat cemo svjetlost kao snopove
svjetlosnih zraka koje se Sire sredstvom. Ova aproksimacija dosta je dobra sve dok
su promatrane dimenzije dosta veée od valne duljine svjetlosti. Rad gotovo svih
optickih instrumenata mozZe se objasniti geometrijskom optikom.

Fizikalna optika proucava one pojave u kojima se jasno ofituje valna priroda
svjetlosti (interferencija, ogib, disperzija i polarizacija).

Ima procesa koje ne moze objasniti klasi¢na optika, tj. valna teorija svjetlosti.
Pocetkom ovoga stoljeéa opazeno je da svjetlost (i ostalo elektromagnetsko zracenje)
pokazuje, uz valna, i Eesti¢na svojstva. Korpuskularnu (esti¢nu) prirodu svjetlosti
obradivat ¢emo u 12. poglavlju.

Fotometrija se bavi mjerenjem vidljive svjetlosti, posebno veli¢ina koje karak-
teriziraju svjetlosne izvore. Znacajke svjetlosnih izvora mogu se odrediti na dva
naéina: fizikalno (raznim instrumentima, kao npr. termoclankom, bolometrom i
sl.) i fizioloski, tj. osje¢ajem Sto ga svjetlost izaziva u ljudskom oku. Budu¢i da taj
osjea] ne ovisi samo o energiji, nego i o spektralnom sastavu svjetlosti, potrebno
je uvesti posebne fotometrijske veli¢ine i jedinice. Veza izmedu fotometrijskih 1
energijskih veli¢ina (dzula, vata i sl.) nije jednostavna, jer je oko razli¢ito osjetljivo
na razne valne duljine.

* ¢pwé svjetlost, perpew mjeriti
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8.1. Vidljiva svjetlost. Izvori svjetlosti

Elektromagnetske valove na koje je osjetljivo Jjudsko oko nazivamo vidljivom
svjetlos¢u. Valne duljine vidljiva podruéja protezu se od 380 do 780 nm, §to odgo-
vara frekvenciji od 3,8 - 10'* do 7,7 - 10'* Hz.

Suncana (prirodna) svjetlost sadrzi valove razli¢itih valnih duljina kontinuirano
rasporedene od neke minimalne do maksimalne. Ona se sastoji od ultraljubicastoga
zratenja, vidljive svjetlosti 1 infracrvenog podrugja. Vidljivo podruéje bijele svje-
tlosti sastoji se od boja prikazanih u tabl. 8.1.

Tablica 8.1. Vidljiva svjetlost

Boja A/nm v/10'*Hz | Boja A/nm v/10'4Hz
ljubicasta | 380 440 | 7,9-68 | zuta 570 - 590 | 5,3 -5,1
plava 440 — 490 6,8 -6,1 narancasta | 590 — 620 5,1-4,8
zelena 490 -570 | 6,1 -53 | crvena 620 — 780 | 4,8 -3,8

Nevidljivo ultraljubicasto zra¢enje ima valne duljine manje od 380 nm (do oko
0,5 nm), dok se toplinsko (infracrveno) podruéje proteze iznad 780 nm do oko 1 mm.
Naravno, grani¢ne valne duljine (frekvencije) ovih podru¢ja samo su priblizne.

W
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- Slika 8.1. Osjetljivost oka
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Osjetljivost oka. Oko nije podjednako osjetljivo na sve boje (valne duljine)
vidljivoga dijela spektra elektromagnetskih valova, veé je najosjetljivije na valnu
duljinu od oko 555 nm (Zutozelena svjetlost), a uopée ne vidi elektromagnetske
valove duljina ispod 380 i iznad 780 nm. Oko ima vecu osjetljivost za svjetlost za
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koju je potrebna manja snaga da se dobije jednako jak osjet vida. Sl. 8.1, prikazuje
relativnu osjetljivost (vidljivost) normalnoga ljudskoga oka V) kao funkciju valne
duljine A. Iz grafa vidimo da je oko najosjetljivije za valne duljine oko 555 nm te
da se osjetljivost brzo smanjuje kada se udaljavamo od te valne duljine. Tako je
npr. za A = 470 nm potrebna desetput jaca svjetlosna snaga nego za A = 550 nm
da bi se u oku izazvao isti osjecaj vidljivosti.

Izvori svjetlosti. Svako tijelo ugrijano na odredenu temperaturu zraci elektro-
magnetske valove u obliku kontinuiranoga spektra koji sadrzi sve valne duljine,
od neke minimalne do maksimalne. Pri obiénim temperaturama to je toplinsko
(infracrveno) zragenje, a na visokim temperaturama, osim infracrvene, tijela zrace
i vidljivu svjetlost te uzarena évrsta tijela upotrebljavamo kao svjetlosne izvore.
Plinovi i pare takoder mogu emitirati svjetlost i sluziti kao svjetlosni izvori; njihovi
se spektri sastoje od diskretnog niza valnih duljina i zato se nazivaju linijski spektri.

Veéinom je svjetlost sastavljena od vise valnih duljina (polikromatska). Neki
izvori emitiraju bijelu svjetlost (npr. Sunce, elektri¢ni luk i dr.), a neki samo
svjetlost odredene boje. Tako npr. Zivina lampa, osim ultraljubicaste i infracr-
vene svjetlosti sadrzi ove linije vidljivoga spektra: 579,1 nm, 577,0 nm, 546,1 nm,
496 nm, 491,6 nm, 435,8 nm, 404,7 nm. (Uocite da u Zivinoj svjetlosti nema crvene
svjetlosti.)

Monokromatska* svjetlost je, naprotiv, sastavljena od valova samo jedne valne
duljine. Monokromatsku svjetlost tesko je dobiti; veéina “monokromatskih” izvora
daje samo priblizno monokromatsku svjetlost. Tako je npr. natrijeva zuta svjetlost
priblizno monokromatska (tzv. D-linija) i sastoji se od dviju valnih duljina, dubleta
D; (A = 589,593 nm) i D, (A = 588,996 nm).

Jedan od najboljih monokromatskih izvora svjetlosti jest laser; kod njega je
valna duljina emitirane svjetlosti vrlo dobro odredena i razmaz A\ vrlo je malen.
Laser je najblizi monokromatskom izvoru svjetlosti. Valna je duljina He, Ne-lasera
632,8 nm.

8.2. Fotometrijske veli¢ine i jedinice

Jakost svjetlosti. Osnovna je fotometrijska fizikalna veli¢ina jakost svjetlosti I 1
to je jedna od sedam osnovnih veli¢cina Medunarodnog sustava (SI). Jedinica je za
jakost svjetlosti kandela, cd**. Definicija kandele mijenjala se nekolikoput.

Na XVI zasjedanju Generalne konferencije za utege i mjere (CGPM), 1979. g.
kandela je definirana ovako:

Kandela (znak: cd) jakost je svjetlosti u danome pravcu izvora koji emitira
monokromatsko zragenje frekvencije 5,4 - 101 Hz i ¢ija je energetska jakost u tom

* monos (jedan), chromos (boja)

** -Jedinica za jakost svjetlosti koja se prije upotrebljavala bila je npr. Hefnerova svijeca. Zanim-
ljivo je spomenuti da je Hefnerova svijeca bila definirana kao jakost svjetlosti plamena amil-acetata
visine 4 cm (u horizontalnome smjeru). Jakost svjetlosti jedne Hefnerove svijece iznosi priblizno
oko 0,9 cd.
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pravcu 1/683 W po steradijanu. Uocite da frekvencija 5,4-10'% Hz odgovara valnoj
duljini 555 nm za koju je oko najosjetljivije.

175° 150° 135°

50 cd
40 cd 120°
30cd
20 cd 105°
10 cd

0 & 90°
10 cd
20 75°
30cd
Dcd o
50 cd

15 30° 45°

Slika 8.2. Polarni dijagram jakosti svjetlosti Zarulje snage 60 W

Jakost svjetlosti izvora (npr. Zarulje, svijece) nije uvijek jednaka u svim smje-
rovima, nego svaki izvor ima svoju krivulju raspodjele jakosti svjetlosti, koja
se obi¢no prikazuje polarnim dijagramom. Slika 8.2. prikazuje jedan takav polarni
dijagram za zarulju od 60 W. Dobijemo ga da izvor zamislimo u ishodistu polarnoga

koordinatnog sustava pa iz njega nanosimo radijus vektore kojima je duljina raz-
mjerna jakosti svjetlosti I u smjeru radijus-vektora.

'Svjetlosni tok. Svjetlosni tok (fluks) @ izotropnoga tockastog izvora jakosti I

jednak je produktu jakosti svjetlosti 1 prostornog kuta u koji je emitiran:
¢ =IQ (8.1)
Ako jakost svjetlosti I ovisi o smjeru iz kojeg izvor promatramo, tada je (sl. 8.3):
d® = IdQ,

odnosno: ;
& = / 149 | (8.2)

Prostorni kut © (sl. 8.3) je kut omeden plastom stosca u koji se emitira odredeni
tok svjetlosti; racuna se tako da se povrsina odgovarajuceg dijela kugline plohe (ka-
lote) podijeli s kvadratom polumjera kugle i izrazava se u steradijanima (sr):

S

0= (8.3)



8.2. Fotometrijske veliZine i jedinice 227

ds

dQ

Slika 8.3. Uz definiciju prostornog kuta i svjetlosnog toka

Prostorni kut od 1 sr odgovara kruznome stoscu otvora 65,6°, a puni prostorni kut
ima 4w steradijana.
Jedinica je za svjetlosni tok lumen (Im). Lumen je dakle:

[45]51 =cd-sr=1m

Dakle, svjetlosni tok koji izotropni tockasti izvor jakosti od 1 c¢d emitira u prostorni
kut 1 sr iznosi 1 Im:
Im
cd = —
ST

Jedinica za jakost svjetlosti I u fotometriji je candela. Medutim energijska jedini-
ca za jakost zracenja koje emitira svjetlosni izvor je vat po steradijanu, W sr='.
Izmedu te dvije mjerne jedinice postoji veza koja ovisi o valnom sastavu zracenja
koje emitira izvor. Na osnovi mjerenja sa zdravim osobama utvrdeno je da za

zragenje valne duljine od 555 nm (za koje je oko najosjetljivije) postoji veza

1 E = 683 cd
ST
odnosno
1W =6831m

Kada bi svo emitirano zracenje izvora jakosti 1 cd bilo u obliku Zuto zelene svjetlosti
valne duljine 555 nm, izvor bi bio energijske jakosti od 683 W /sr. Definicija kandele
upravo se 1 bazira na toj ¢injenici.

Ta se veza naziva fotometrijski ekvivalent za tu valnu duljinu. Za druge valne
duljine treba uzeti u obzir osjetljivost oka (sl. 8.1). Tako npr. za 600 nm,
V(A) = 0,63 te jednom vatu odgovara 430 Im. Kada bi se sva snaga emitirala
u obliku vidljive svjetlosti od snage jednog vata dobio bi se tok od 250 Im.

Medutim izvori svjetlosti ne emitiraju svu energiju u obliku vidljive svjetlosti
te su dobiveni svjetlosni tokovi znatno manji od ove teoretske granice.

Svjetlosna efikasnost (korisnost) izvora svjetlosti 7 jednaka je omjeru ukupnog
svjetlosnog toka @,k (lumen) i ukupne uloZene snage P (vat):

_@uk
="p

(8.4)

Tablica 8.2 pokazuje tipi¢ne vrijednosti za ukupne svjetlosne tokove 1 efikasnosti
nekih svjetlosnih izvora.
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Tablica 8.2. Svjetlosni tok i efikasnost nekih izvora svjetlosti

Efikasnost
Izvor Tok @y /lm n/(lm/W)
Zarulja 110V 25 W 232 Im 9,3
” 220V 25 W 220 Im 88
” 60 W 620 Im 10,3
" 100 W 1300 Im 13
200 W 2900 Im 14,5
Fluorescentna cijev 20 W 1100 Im 55*
n " 40 W 3000 Im 75*
Visokotlaéna Zivina svjetiljka
snage 200 W 8500 Im 43

(* mnije uzeta u obzir snaga prigusnice)

Osvijetljenost. Kada svjetlosni tok upada okomito na neku povriinu, ona je
rasvijetljena to vise §to je veci svjetlosni tok, a manja povrsina koju osvjetljavamo.
Osvijetljenost (osvjetljenje, illuminancija) (F) kvocijent je svjetlosnoga toka, @, koji
okomito upada na neku plohu 1 povrsine te plohe:

@
E = 5 (8.5)
ili, opcenito:
do

Jedinica je za osvijetljenost luks (znak: Ix):

I — lﬂz _ cd -2sr
m m
Osvijetljenost je neke povrsine 1 Ix ako na 1 m? te povrsine okomito upada
jednoliko rasporeden svjetlosni tok 1 Im.
Ako tockasti izvor jakosti I osvjetljava neku povrsinu S (sl. 8.4.a), i pri tom
zrake svjetlosti upadaju okomito, rasvijetljenost je:

o IQ I5 I
E=5=%5~75 ~m @7

Kada zrake svjetlosti tockastoga izvora jakosti I upadaju pod nekim kutem o
na povrsinu S (sl. 8.4.b), osvijetljenost je:

E= i cos & . (8.8)

e

Osvijetljenost se neke povrsine smanjuje s kvadratom udaljenosti od tockastoga
izvora i razmjerna je kosinusu kuta izmedu zrake svjetlosti i okomice na tu povr-
sinu. Formula (8.7) vrijedi za tockaste izvore, tj. kada su dimenzije izvora male u
usporedbi s udaljenoséu r.
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a) b)

Slika 8.4. Uz objasnjenje osvijetljenosti povrsine

Tablica 8.3. Neke tipiéne osvijetljenosti

Sunceva svjetlost do 100 000 1x
Oblaéno vrijeme 2 000 Ix
Dnevna svjetlost u sobi 1 000 Ix
Radni stol 300 Ix
Dobro osvjetljena cesta 20 Ix
Vanjska rasvjeta ulica 8 Ix

Sjaj (luminancija) izvora. Za Siroke (rasprostranjene, plosne) izvore svjetlosti
sjaj (svjetlinu povrsine, luminanciju) izvora definiramo kao gustocu jakosti svjetlosti
u odredenom smjeru promatranja. A
I T
L= ——=— 8.9
Sicosd S, (8.9)

gdje je S; svjetleéa povrsina izvora svjetlosti, a kut ¥ kut izmedu smjera gledanja i
okomice na povrsinu (sl. 8.5), S, = S; cos ¥ projekcija je povrsine izvora na ravninu
okomitu na smjer gledanja, tj. prividna povrsina izvora gledanog u smjeru 9.

Jednadzbu (8.9) moZemo jos i opcenitije pisati u obliku:
B d?¢
"~ dQdS; cosd

Ova razmatranja vrijede i za sekundarne izvore svjetlosti, tj. povrsine koje
svjetle zbog reflektirane svjetlosti.

Jedinica za sjaj izvora, kao sto se vidi iz definicijske relacije (8.9) je kandela po
¢etvornom metru, cd/m?*.

L (8.10)

* Mijerna jedinica za sjaj nekada je imala poseban naziv — nit i znak nt.
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Slika 8.5. Uz definiciju sjaja rasprostranjenog izvora

Svjetlosni tok koji emitira mali dio povrsine dS u prostorni kut d§2 (sl. 8.6):
d’® = Lcos?y dQ2 dS

Izraéunajmo tok koji savrSeno difuzna povrsina emitira u svim pravcima, tj.
u poluprostor iznad te povrsine. Radit cemo u prostornome polarnom sustavu

(sl. 8.6).

Slika 8.6. Uz izracunavanje veze izmedu sjaja i osvijetljenosti

Prostorni kut dQ u prostornim koordinatama jednak je:

dQ) =sind ddde (8.11)

pa je:
d%® = L cos¥sin ¥ dddpdS.

Ukupni tok koji dio povrsine dS emitira u éitav poluprostor dobivamo integrira-
njem:
or w[2

d@:Lde /cosﬁsinﬂdﬁdgo:'erdS.

=0494=0
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do
iS5 =
Omjer svjetlosnog toka d® sto ga salje element povrsine dS i povrsine tog elementa,
M = d®/dS je svijetljenje (svjetlosna egzitancija) povrsine izvora na mjestu ele-
menta dS. Jedinica svijetljenja je Im/m?.
Ako je neka povrsina sekundarni izvor, tj. svijetli zbog reflektirane svjetlosti,
veza izmedu osvijetljenosti E te povrsine 1 njezinog sjaja je

oFE =nL (8.13)

7L (8.12)

gdje je o koeficijent refleksije.
Sjaj ili luminancija veéi od 7000 cd/m? izaziva bljestanje. Najveéi je dopusteni
sjaj pri‘unutrasnjoj rasvjeti 3000 cd/m?.

Tablica 8.4. Neke tipi¢ne vrijednosti luminancije

Izvor svjetlosti L/(cd m—*)
Sunce (u podne) 1,5-10°
zarna nit Zarulje 107
matirana Zarulja 3-10°
fluorescentna cijev 4-10°
filmsko platno (kinoekran) 10
Mjesec 3-10°
najmanji sjaj koji se moze vidjeti 108

Tablica 8.5. Fotometrijske veliéine i jedinice

Veliéina Znak Jedinica _ Znak jedinice
jakost svjetlosti I kandela : cd

tok svjetlosti @ lumen eI Im = cd sr
koli¢ina svjetlosti Q lumen sekunda . lms=cdsrs
osvijetljenost E luks e Ix = Im/m?
sjaj (luminancija) izvora L kandela po &etvornom metru  cd/m?
svjetlosna egzitancija M lumen po ¢etvornom metru’ Im/m?

Primjer 8.1.

Uli¢na svjetiljka na visini 7 m iznad ceste ima jakost 1000 cd u svim
smjerovima prema cesti. Kolika je osvijetljenost ceste vertikalno ispod svje-
tiljke, a koliko 10 m daleko od stupa?

Osvijetljenost ratunamo pomocéu relacije (8.8). Vertikalno ispod svjetilj-
ke iznosi:

I 1000cd
== —7=2041
£a rs 49 m? Ul Lx
Na udaljenosti d = 10 m od stupa svjetiljke osvijetljenost je ceste:
I d-
Ey= = cosa = i ookl = 3,85 Ix.

r3 (r? +d?)? (49 m? + 100 m?)3
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Primjer 8.2.

Zarulja (60 W) u balonu od mlijeénog (opal) stakla radijusa 6,5 cm os-
vjetljava savrseno difuznu reflektirajucu povrsinu. Odrediti sjaj balona, te
rasvjetu i sjaj povrsine koja je 1 m daleko od Zarulje pod pretpostavkom da
svjetlost upada okomito i da je jakost Zarulje u tom smjeru 60 cd.

Sjaj je savreno difuznoga Sirokog izvora svjetlosti:

I I

Scosd S’

gdje je S, projekcija povrsine izvora na ravninu okomitu na smjer gledanja:
Sp=r*r=(6,5-10"%)2-3,14m? = 1,327 - 10~ 2 m?.

Sjaj balona je:

I I _ 60cd
S, 0,0133m?
L =4511 -(-:-%-
m
Osvijetljenost je povrsine:
I
B= ;'2'
E=601x

Uz pretpostavku da se sva svjetlost reflektira, sjaj je povrsine:

L:g—:lg,lc—i.
™ m

8.3. Osnovni zakoni geometrijske optike

Geometrijska optika predoéuje svjetlost pomocu zraka koje iz svake tocke svije-
tleceg tijela (izvora svjetlosti) izlaze u divergentnim snopovima i Sire se po osnovnim
zakonima optike. Ako nakon lomova i refleksija (tj. prolaza kroz neki opticki sis-
tem), divergentni snop iz svjetlece tocke A konvergira u neku tocku A’, tada tocku
A’ nazivamo realnom slikom to¢ke A (sl. 8.7.a). Ako se, naprotiv, nakon prolaza
kroz neki opticki sistem zrake ne sijeku, nego divergiraju, tada njihova produzenja
(suprotno od smjera Sirenja svjetlosti) daju virtualnu (prividnu, imaginarnu) sliku
te svijetlece tocke (sl. 8.7.b). Virtualnu sliku, za razliku od realne, ne mozemo
uhvatiti na zastoru.
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, opticki
realni sistem rea@ncl
predmet slika
A A
a)

opticki
sistem

“‘_m virtualni
_-~A predmet

N

Slika 8.7. Virtualni i realni predmet i slika

Predmet (tj. izvor svjetlosti) moze takoder biti realan i virtualan. Totkasti je
1zvor svjetlosti virtualan za neki opticki sistem ako na ulaznu plohu sistema pada
konvergentni snop zraka. Iz realnog izvora (sl. 8.7.a) izlazi divergentni snop zraka,
a u virtualnom se izvoru sastaju konvergentne virtualne zrake (sl. 8.7.c). Kao i od
realnog, tako i od virtualnog predmeta (ovisno o njegovom polozaju prema sistemu)
neki opticki sistem moze dati i realnu i virtualnu sliku. )

Veé su starim Grcima bila poznata Cetiri osnovna empirijska zakona o §irenju
svjetlosti:

1. zakon pravocrina Sirenja svjetlosti,

2. zakon nezavisnosti svjetlosnih snopova,
3. zakon refleksije (odbijanja) svjetlosti i

4. zakon refrakcije (loma) svjetlosti.

To su osnovni zakoni geometrijske optike; dobiveni su opaZanjem i ni§ta nam ne
kaZu o prirodi svjetlosti. Vidjet ¢emo da su svi ti zakoni, kao i ¢itava geometrijska
optika, samo manje-vise dobra aproksimacija za opisivanje Sirenja svjetlosti. Samo
valna optika moze tocno (iako ne jednostavno) opisati Sirenje svjetlosti kroz pros-
tor.

Zakon pravocrtnoga Sirenja svjetlosti kaze da se svjetlost u homogenome
prozirnom sredstvu $irt po pravcu. Ovaj zakon proizlazi iz svakodnevnog iskustva:
ne vidimo iza ugla, predmeti obasjani svjetloiéu iz tockastog izvora daju ostru
geometrijsku sjenu.
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Geometrijska sjena predmeta ponukala je Newtona da predoci svjetlost kao roj
Cestica; samo tako mogao je objasniti oStre sjene predmeta. Kasnija preciznija
ispitivanja pokazala su da rub sjene nije niposto ostar, da se svjetlost ogiba iza
zapreke, tj. da pokazuje valna svojstva.

Zakon pravocrtnoga Sirenja svjetlosti primjenit ¢emo, dakle, samo onda kad su
pojave ogiba zanemarive. Kasnije ¢emo vidjeti da je to ispunjeno kada su dimenzije
predmeta mnogo veée od valne duljine svjetlosti. Geometrijsku optiku moZzemo,
dakle, primjenjivati samo ako su povrsine i predmeti na koje svjetlost upada vrlo
velike u usporedbi s valnom duljinom svjetlosti.

Zakon nezavisnosti svjetlosnih snopova glasi: Ako se dva svjetlosna snopa
presjecaju, jedan na drugi ne utjecu i svaki se Siri tako kao da onaj drugi ne postoji.
Ni taj zakon ne vrijedi uvijek. Ako su ta dva snopa koherentna (tj. ako ispunjavaju
odredene uvjete), tada nastaje interferencija, pojava koju moze objasniti samo
valna teorija svjetlosti (v. odjeljak 8.13). Refleksiju i lom svjetlosti obradit ¢emo
iscrpnije u slijedeé¢im odjeljcima.

8.4. Refleksija i lom svjetlosti

Kada svjetlost upada na granicu izmedu dvaju sredstava (npr. zrak-voda), iedan
se njazin dio reflektira, a ostatak prolazi (transmitira) u drugo sredstvo, pri cemu
dolazi do loma (refrakcije).

Ako je drugo sredstvo neprozirno, tada nastaju apsorpcija i pretvaranje svjet-
losne energije u toplinu.

Pri refleksiji i lomu svjetlosti vrijede ovi eksperimentalno potvrdeni zakoni:

— Kut upadanja u, koji upadna zraka zatvara s normalom na povrsinu, jednak
je kutu refleksije r, tj. kutu izmedu normale 1 reflektirane zrake (sl. 8.8).

— Upadna zraka, normala na reflektirajuéu povrsinu, reflektirana i lomljena
zraka leze u istoj ravnini (tzv. ravnini upadanja).

Omjer je sinusa kuta upada i sinusa kuta loma konstantan i jednak omjeru indeksa
loma drugog sredstva i indeksa loma prvog sredstva (Snellov* zakon loma):

sinu_n_g (8.14)

sin { ny

Neka svjetlosna zraka upada na ravninu pod kutem u i neka se reflektira pod
kutem r s obzirom na normalu na reflektirajuéu povrsinu (sl. 8.9). Tocke A;, As,
odnosno Bj; i B, na istim su valnim frontama gdje valovi imaju istu fazu. Zato je
razlika u fazi k Az od A; do B; :

dsinr

A(,D]_ = 27

* W. Snell van Royen (Snellius), 1581-1626, profesor u Leydenu.
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Slika 8.8. Refleksija i lom svjetlosti

jednaka razlici u fazi od A; do Bj:

dsinu
A

Apy = 27

Iz Ap; = Ay slijedi sin u = sin 7, §to znaci da je pri refleksiji kut refleksije jednak
kutu upada.

Slika 8.9. Uz izvod zakona na refleksiju i lom

Lom svjetlosti nastaje na granici dvaju sredstava zbog razli¢ite brzine svjetlosti
u tim sredstvima. Duzina A; A, (sl. 8.9) dio je valne fronte pa u svakoj tocki na
toj duzini val ima jednaku fazu; isto vrijedi i za tocke duzine BiB;. Promjena faze
na putu A;B; mora, dakle, biti jednaka promjeni faze na putu A;Bj. Izjednacimo
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li promjene faze Ap = k Az = 27 Az /), dobivamo:

27d sin u _ 2ndsinl

A1 Ay’

gdje su A i A valne duljine u sredstvima 1i 2. Gornju relaciju moZemo napisati i
u obliku:

sinu A

sin{ —Kz_:

_u
= (8.15)

<S8

jer je frekvencija f u oba sredstva ista. Definiramo li omjer ¢/v = n kao indeks
loma, Snellov zakon loma (8.15) poprima oblik:

sinu  ng

sinl ~ n,
Zakon refleksije 1 loma svjetlosti mozZe se izvesti 1 iz Fermatova principa o Sirenju
svjetlosnih zraka. Fermat* je zakljuéio da se svjetlost §iri tako da udaljenost izmedu
dviju tocaka prijede putem za koji je potrebno minimalno vrijeme. Ako je sredstvo

homogeno, tada je taj put oéito pravac, kao §to i kaze zakon pravocrtnoga Sirenja.
Sada ¢emo pomoéu ovog principa izvesti zakon refleksije.

A

I
|
|
|
1
|
I
I
|
I
|

|z y

| d

e -]

Slika 8.10. Izvod zakona refleksije pomoéu Fermatovog principa

Zraka ¢e svjetlosti putovati iz totke A preko tocke C u tocku B (sl. 8.10) po
onoj stazi za koju je potrebno najkrece vrijeme.
Vrijeme potrebno za put AB = AC + CB je:

Vet + B+ (d—y)’
; .

* Pierre de Fermat (1601-1665), veliki francuski matematicar, poznat po radovima iz teorije
brojeva
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Iz uvjeta za minimum, dt/dy = 0, slijedi:

y __ d-y
Va? + y2 «/bz—t-(d—y)?’

ili, §to je isto sinu = sinr. Prva mogucénost u = r znati odbijanje, dok je druga
mogucénost u = m—r pravocrtno sirenje koje nas ne zanima. Zraka se, dakle, odbija
tako da je kut refleksije jednak kutu upadanja.

Sliéno se iz Fermatova principaizvodi i zakon loma.

Neko je sredstvo opticki gusce od drugog ako je brzina Sirenja svjetlosti u njemu
manja nego u tom drugom sredstvu, odnosno njegov indeks loma veci. Ako je pak
brzina veca, onda je to sredstvo opticki rjede. Iz Snellova zakona loma sin u/sinl =
= ny/n; slijedi: kada zraka svjetlosti prelazi iz opticki rjedeg u opticki gusée sred-
stvo, lomi se k okomici. Kada pak zraka svjetlosti prelazi iz opticki guséeg u opticki
rjede sredstvo, lomi se od okomice.

Tablica 8.6. prikazuje brzine svjetlosti u nekim sredstvima i odgovarajuée in-
dekse loma za Zutu svjetlost (A = 589 nm).

Tablica 8.6. Indeksi loma nekih tvari

Sredstvo Brzina / 1000 km s~! | Indeksa loma
vakuum 300 1

zrak 300 1,0003

voda 225 1,333

etilni alkohol 220 1,362
krunsko staklo 198 1,515
kanadski balsam 198 1,515
flint-staklo 186 1,609
ugljik-bisulfid 184 1,629
dijamant 124 2,417

Indeks loma ovisi o frekvenciji svjetlosti (tzv. disperzija svjetlosti). Zato je
u tablicama indeksa loma navedeno koje se valne duljine svjetlosti ti¢e navedeni
indeks loma.

8.5. Zrcala

Zrcalo (ogledalo) je svaka glatka ploha koja dobro reflektira svjetlost. Za ra-
zliku od zrcala, odbijanje je od hrapavih ploha difuzno ili neregularno: svjetlo se
reflektira u svim smjerovima. Zrcala se prave od dobro poliranog materijala, ili se
glatke povrsine prevuku tankim slojem metala (npr. srebra) tako da refleksija bude
Sto bolja (gotovo 100 %-tna). S obzirom na oblik, postoji vise vrsta zrcala: ravno,
sferno, paraboliéno, eliptiéno...

Ravno zrcalo jest svaka glatka ravna povrsina koja moZe pravilno reflektirati
svjetlost. Pogledajmo kakvu sliku daje ravno zrcalo. Zrake emitirane iz tockastoga
izvora S nakon refleksije na zrcalu daju divergentni snop (sl. 8.11). Produzeci



238 Optika

odbijenih zraka sijeku se iza zrcala u tocki S’. Tocka S’ je, dakle, virtualna slika
izvora; ona se ne moze uhvatiti na zastoru. Ljudsko oko koje prima ovaj diver-
gentni reflektirani snop vidi sliku izvora u tocki S’, dakle u sjecistu ekstrapoliranih
reflektiranih zraka; oku izgleda da zrake dolaze iz tocke S’.

h-huf A A
r /‘r\

Slika 8.11. Ravno zrcalo

Iz zakona refleksije (u = r) slijedi da su izvor S i slika S’ na normali na zrcalo i

da je udaljenost predmeta od zrcala a jednaka udaljenosti slike od zrcala b. Naime,
trokuti SAB i S’AB su sukladni te je SA = S’A. Jednadzba ravnog zrcala je:

a=-b (8.16)

(Prema dogovoru o predznacima udaljenost a je pozitivna, a b negativna jer je slika
virtualna.) '

iy

Slika 8.12. Predmet i slika u ravnom zrcalu; zrcalna simetrija

Na slican nacin moze se naci slika svjetlog predmeta konaé¢nih dimenzija (strelice
na sl. 8.12) trazedi slike pojedinih to¢aka tog predmeta. Slika je jednaka predmetu
i virtualna (povecanje je jednako jedinici).
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Ravno zrcalo daje jasnu i ostru sliku predmeta. Zrake koje izlaze iz pojedine
tocke predmeta nakon refleksije na zrcalu sire se tako kao da izlaze iz jedne tocke;
slika tockastoga izvora jest tocka. Bududi da od tockastoga izvora daje tockastu
sliku, kazemo da je ravno zrcalo uvijek (bez obzira na polozaj i veli¢inu predmeta)
strogo stigmatiéno.

Simetrija izmedu predmeta i slike u ravnom zrcalu posebne je prirode: predmet
1 slika ne mogu se pokriti translacijom. Oni su zrcalno simetri¢ni, kao npr. desna i
lijeva ruka (sl. 8.12).

Sferno zrcalo. Sferno zrcalo dio je kugline plohe (kalote), kojoj je jedna strana
glatka, tako da reflektira svjetlost. Slika 8.13. prikazuje mogudée vrste sfernih zrcala:
konkavno ili udubljeno i konveksno ili ispupéeno. Kod konkavnoga zrcala svjetlo
odbija unutrasnja, a kod konveksnog vanjska strana.

a)
/’,‘“— h‘“"‘\
7 ~
7 %
A
\
\
\
R \
- \
optickaos T R - !
/
7
Y i
//
Ne ’ #
\“'-.. ,/
b)

Slika 8.13. Konkavno a) ikonveksno b) sferno zrcalo
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Srediste ili centar sfernog zrcala jest srediste kugle koje je to dio (sl. 8.13). Totka
T naziva se tjeme zrcala, C je srediste zakrivljenosti, R je polumjer zakrivljenosti
(R = CT), h je polumjer otvora zrcala, a glavna je opticka os zrcala pravac koji
spaja srediste zrcala C s tjemenom zrcala T.

Sferno zrcalo daje nesavrienu, vise ili manje toénu sliku. Dovoljno dobru sliku
daje samo kada sve zrake koje daju sliku zatvaraju mali kut s optickom osi, tj.
kada se upotrijebi snop malog otvora &ije zrake idu priblizno paralelno optickoj osi.
Takve se zrake zovu paraksijalne zrake, a ove aproksimacije poznate su pod imenom
Gaussovih aproksimacyja. |

Da bismo izveli jednadzbu sfernog zrcala, promatrajmo tockasti izvor svjetlosti
S na osi zrcala i nadimo njegovu sliku (sl. 8.14). Razmatranja ¢emo vrsiti na
konkavnom zrcalu, a rezultate kasnije primjeniti i na konveksno sferno zrcalo.

Uzet éemo u obzir samo paraksijalne zrake. Jedna od takvih paraksijalnih zraka
koje izlaze iz S nacrtana je na sl. 8.14. Nakon refleksije (kut u = kut r) ta zraka
sijeée os zrcala u tocki S'. Bilo koja paraksijalna zraka koja izlazi iz S nakon
refleksije na zrcalu prolazit ée istom tockom S’. Naprotiv, ako je kut ¢ velik, tj.
ako zraka SA nije paraksijalna, nakon refleksije neée prolaziti kroz istu tocku S
nego ¢e na razlicite zrake biti razli¢it polozaj tocke S’ gdje reflektirana zraka sijece
opticku os.

SN NN

Slika 8.14. Uz izvod jednadibe sfernog zrcala

Pri polozaju izvora kao na sl. 8.14. u to¢ki S’ dobit ¢emo realnu sliku tockastoga
izvora S. Sve reflektirane (paraksijalne) zrake realno se sijeku u tocki S’, i ako tu
stavimo zastor, vidjet ¢emo sliku izvora. Slitno mozemo dobiti sliku predmeta
koji je u blizini optic¢ke osi; ono §to vrijedi za jednu svijetlu tocku, vrijedi i za
¢itav niz totaka nekoga malog ravnog predmeta iz kojeg izlaze paraksijalne zrake.
Udaljenost predmeta (izvora svjetlosti) od tjemena zrcala oznacavat ¢emo s a, a
udaljenost slike s b: polumjer je zrcala R.
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Iz sl. 8.14. moZemo uoéiti relacije:

%:tg(ﬂ—u)zﬂ—u

h

7=t +u)mI+tu (8.17)
h

—=tgd~4d

R g )

gdje smo, uzimajuci priblizne vrijednosti za tangense, primjenili ¢injenicu da je
promatrana zraka paraksijalna, tj. ucinili Gaussovu aproksimaciju. Iz relacija
(8.17) zbrajanjem dobivamo:

hoh_ 2
a b R’

i T
E+3= B (8.18)

Udaljenost b, do toénosti upotrijebljene aproksimacije, ne ovisi o kutu J, pa se
stoga sve zrake koje izlaze iz tocke S sijeku u tocki S’. Tocka S’ slika je totke S i
relacija (8.18) jednadzba je zrcala koja povezuje udaljenost predmeta i udaljenost
slike s polumjerom zakrivljenosti zrcala. Ona ima isti oblik (8.17) za konkavno i
konveksno zrcalo.

Ako kutovi nisu dovoljno mali, tada od to¢kastoga izvora neéemo dobiti toékastu
sliku nego nejasnu razmazanu tocku. Ta se pojava naziva sferna aberacija.

C

e
-
*-
-
— > \E 7
s
—

a) b)

Slika 8.15. Zariste sfernog zrcala

Posebno je zanimljiv slu¢aj kada je predmet vrlo daleko od zrcala (@ = 00). U
tom slucaju jednadzba zrcala (8.18) kaze da se slika nalazi na udaljenosti
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b = R/2. Ova toika, slika beskonaéno dalckog predmcta, naziva se Zariste (fo-
kus) sfernog zrcala, a udahcnost f = R/2 zove sc Zarisna daljina. MoZemo, dakle,
reéi: sve paraksijalne zrakc vsporedae s optickom osi reflektiraju se tako da prolaze
zaristem konkavnoga sfcrnog zrcala (sl. 8.15.a). Vrlje(]l i obratno: zraka koja pro-
lazi Zaristem reflektira se paralelno s optickom osi zrcala. Veza je izmedu ZariSne

daljine i polumjera sfernog zrcala:

(8.19)

Ako umjesto polumjera pisemo Zarisnu daljinu f, jednadzba sfernoga zrcala

poprima oblik: T
: == | (8.20)

Sliku predmeta u sfernome zrcalu najlakse ¢emo konstruirati pomocu karakte-
risti¢nih zraka (sl. 8.16.a).

X
8 -
4

y N
: \

~ A N - %—T
A C y F i \
N
B’ \

a)
Slika 8.16. a) Karakteristi¢ne zrake za konkavno sferno zrcalo

1. Zraka svjetlosti koja ide paralelno s optickom osi konkavnoga sfernog zrcala
reflektira se tako da prolazi njegovim Zaristem.

2. Zraka koja prolazi zaristem reflektira se paralelno s optickom osi.

3. Zraka koja prolazi srediStem zakrivljenosti konkavnoga sfernog zrcala re-
flektira se sama u sebe.

4. Zraka koja upada u zrcalo u tjemenu reflektira se tako da ¢ini jednak kut
s optickom osi kao 1 upadna zraka (u = r).
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Dovoljno je crtati dvije karakteristi¢ne zrake, ili eventualno, radi provjere da
smo to¢no radili, tr1 zrake.

Pravila za predznake u jednadzbama konkavnog i konveksnog sfernog zrcala su:

1. Udaljenost a i b su pozitivne ako su ispred zrcala, tj. na onoj strani gdje
je zrcalo osvjetljeno.

2. Udaljenost a i b su negativne ako su iza zrcala, tj. u prostoru gdje nema
svjetlosti. Moze se takoder re¢i da su udaljenosti a i b pozitivne za realne
predmete 1 slike, a negativni za virtualne.

3. Polumjer 1 zariSna daljina konkavnoga zrcala su pozitivni (nalaze se is-
pred zrcala), dok su polumjer i Zari$na daljina konveksnog zrcala negativni
(nalaze se iza zrcala).

Omjer veli¢ine slike 1 veli¢ine predmeta zove se linearno poveéanje m. Iz sli¢nosti
trokuta ABT i A’B’T moze se napisati:

m=—=—— (8.21)

Predznak minus u (8.21) dolazi zbog dogovora da je za obrnutu sliku poveéanje
negativno, a za uspravnu pozitivno.

Za konveksno sferno zrcalo (uz navedeni dogovor o predznacima) vrijede ista
razmatranja kao i za konkavno zrcalo: jednadzbe (8.18), (8.20) i (8.21) imaju isti
oblik.

b)

Slika 8.16. b) Karakteristi¢ne zrake za konveksno sferno zrcalo

\
Konveksno sferno zrcalo uvijek daje virtualnu (b < 0), uspravnu i umanjenu

sliku. Sto je predmet blize, slika je veéa. Sliku konstruiramo sli¢no kao za konkavno
zrcalo — pomoc¢u najmanje dvije karakteristi¢ne zrake (sl. 8.16.b). Pri tome:
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Zraka paralelna osi reflektira se kao da dolazi iz fokusa.
Zraka koje pi‘oduienje prolazi kroz fokus reflektira se paralelno.

Zraka koje produzenje prolazi kroz srediste reflektira se sama u sebe.

o

Zraka koja upada u tjemenu reflektira se tako da su kut upada i kut reflek-
sije jednaki.

Konkavno sferno zrcalo primjenjujemo kad u zrcalu Zelimo vidjeti uveéanu sliku
predmeta: tada se predmet mora staviti izmedu tjemena i Zarista zrcala. Ako izvor
svjetlosti stavimo u ZariSte, tada nam sferno konkavno zrcalo malog otvora moze
posluziti kao reflektor — jer ¢e zrake svjetlosti reflektirane od zrcala iéi paralelno
optitkoj osi. Bolji reflektor dobivamo od paraboli¢noga konkavnog zrcala jer se
njime dobiva paralelni snop za otvor po volji. Konkavno sferno zrcalo upotrebljava
se i za velike dalekozore (npr. Mount Palomar); tu se slika dalekog predmeta
stvara u fokusu sfernog zrcala i promatra pomocu okulara koji nam sluzi kao lupa.
Konveksna sferna zrcala vrlo se ¢esto primjenjuju za povecanje vidnoga polja kao,
naprimjer, u retrovizoru, za promatranje prostora iza vozila.

Primjer 8.3.

Konkavno sferno zrcalo daje triput uveéanu realnu sliku. Udaljenost je
predmeta od slike 40 cm. Koliki su udaljenost predmeta i slike od zrcala te
polumjer zakrivljenosti zrcala?

Konstrukcijom se mozemo uvjeriti da konkavno sferno zrcalo daje realnu
1 uvecanu sliku kada je predmet izmedu zarista F i sredista zakrivljenosti C.
Slika je pri tom iza sredista zakrivljenosti.

Slika je obrnuta pa je povetanje m = y’/y negativno. Udaljenost slike
b veca je od udaljenosti predmeta a. Udaljenost predmeta od slike je
d=0b—a= 0,4 m. Iz jednadzbe zrcala i uvjeta zadatka:

1 1 2 b
at§=gr Pramd, =y=m
dobivamo
L B
m+1
d
=—_ —0,6m,
m+1
2dm
R=-——=03m.

Rjesenje mozemo provjeriti konstrukcijom slike pomoéu karakteristi¢nih
zraka.
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Primjer 8.4.

Polumjer je zakrivljenosti konveksnoga sfernog zrcala R = 75 cm. Pred-
met visine 3 cm, okomit na opticku os, udaljen je 37,5 cm od zrcala. Gdje
je 1 kakva je slika? Koliki su povecanje 1 veli¢ina slike?

Iz jednadzbe sfernoga zrcala

1,12
a b R
dobivamo
aR 0,375 - (—0,75)
b= = m
2a— R 2-0,375 — (—0,75)
b=-0,188 m.

Predznak minus kaZe da je slika iza zrcala i da je virtualna.
Povecanje je:
b

m=——=0,5.
a

Slika je uspravna (m > 0) i umanjena (m < 1). Visina je slike:

Y =my=15cm.

Zadatak mozemo rijesiti konstrukcijom slike pomoé¢u karakteristi¢nih zraka.

8.6. Totalna refleksija

Prilikom prijelaza iz opticki guséeg u opticki rjede sredstvo zraka svjetlosti lomi
se od okomice, tj. kut je loma [ ve¢i od kuta upada u. Ocito je da u ovom slucaju
postoji takav upadni kut, nazovimo ga grani¢ni kut u,, kada se zraka lomi tako da
ide toéno duz granice sredstava (kut [ = 90°). Ako je kut upada veéi od grani¢nog
kuta ugy, zraka viSe ne moze prijeci u opticki rijede sredstvo, nego se sva reflektira
natrag u gusce sredstvo (sl. 8.17).

Tu pojavu nazivamo totalna refleksija. Totalna refleksija moze, dakle, nastati
samo onda kada zraka svjetlosti prelazi iz opticki guséeg sredstva u opticki rjede
sredstvo, i to — za kutove upada vece od grani¢noga kuta. U slu¢aju totalne refleksije
nema lomljene zrake i upadni se tok energije potpuno reflektira u prvo sredstvo.

Graniéni kut mozemo lako izraunati iz Snellova zakona sinu/sinl = ny/n;.
Buduéi da je I = 90°, te sinl = 1, to je:

ny

sinu, = — (8.22)

ni
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Slika 8.17. Totalna refleksija

Kada svjetlost prelazi iz sredstva indeksa loma n; = n u vakuum, odnosno zrak

(n2 = 1), tada je:
) I
sinu, = — (8.23)
n
Grani¢ni kut u, za vodu-zrak iznosi 49°, za staklo—zrak oko 40° ovisno o &vrstoci
stakla, dok je npr. za dijamant-zrak (n = 2,7) relativno mali (24°) i sl.
Prednost je totalne refleksije nad obiénom u tome §to je ona uvijek 100 %.
Obiéno zrcalo, naime, dio svjetlosti apsorbira pa je reflektirana zraka manjeg in-
tenziteta od upadne, a pri totalnoj se refleksiji reflektira ¢itav intenzitet.

Svjetlovodi. Optiéka vlakna. Vodi¢ svjetlosti osniva se na totalnoj refleksiji.
Ravni ili savijeni Stap od stakla ili nekog drugog prozirnog materijala moZze nam
posluziti da bez gubitaka prenesemo svjetlost od jednog mjesta na drugo.

Slika 8.18. Svjetlovod

Ako svjetlo ude na pocetku prozirnoga stapa (sl. 8.18), moze se dogoditi da
ostane unutar Stapa i nizom sukcesivnih totalnih refleksija stigne na njegov kraj i
tamo izide iz Stapa, kao Sto prikazuje slika. Tako dobivamo svjetlovod kroz koji se
siri svjetlost kao $to voda tece kroz vodovodne cijevi. Svjetlovodni §tap ne mora biti
ravan, moze biti i1 savijen na razli¢ite nadine, uz uvjet pri svakoj refleksiji svjetlost
upadne na stijenku Stapa (cijevi) pod kutem veéim od kriticnog pa da se totalno
reflektira.
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Pri totalnoj refleksiji nema gubitaka. Ako je materijal sasvim transparentan,
ako nema gubitaka zbog apsorpcije, intenzitet svjetlosti ne smanjuje se pri pro-
lazu kroz svjetlovod, makar se svjetlost reflektirala mnogoput. Tako bi tisuéu npr.
obi¢nih refleksija na vrlo dobroj, gotovo savrsenoj podlozi koeficijenta refleksije
0,99 smanjilo intenzitet za 23000 puta (0,9971%°%), a da ne govorimo o obiénim
zrcalima (¢ = 0,95) gdje bi se intenzitet smanjio na pola veé nakon 13 refleksija. U
svjetlovodu se, zbog totalne refleksije, intenzitet smanjuje minimalno.

Umjesto jednog moze se upotrijebiti snop (fleksibilnih) vlakana i tako dobiti
svjetlosni kablovi kao vrlo efikasni vodiéi svjetlosti.

Fiberska je optika novo podruéje primjenjene fizike koja proucava i koristi se
opti¢kim vlaknima i Sirenjem svjetlosti kroz njih.

Ako se na pocetak takva snopa optickih vlakana fokusira neka slika, svako vlakno
u snopu uhvatit ¢e djeli¢ slike koji je na njega pao, prenijeti ga i na drugom kraju
snopa (kabela) dobit ¢emo poslanu sliku.

Svjetlosni kabeli primjenjuju se u istraZivanjima, u industriji, medicini i sl.
Pomocu njih se npr. u medicinskoj dijagnostici moze &initi ono $to je nedavno bilo
nemoguce: promatrati unutrasnjost tijela, tkiva, vidjeti npr. unutrasnjost srca i sl.

Opticka vlakna mogu biti vrlo tanka, promjera i do 1 pm. Snopovi takvih
vlakana debljine 1 mm mogu sadrzavati i do milijjun vlakana. Buduénost je ove
tehnike prijenosa informacija u komunikacijama, posebno digitalnim. Valna duljina
svjetlosti relativno je mala (reda veli¢ine pm), mnogo kraéa od npr. zvuka, tako
da se valovima svjetlosti mozZe prenijeti neuporedivo vise informacija nego npr.
zvuénim valovima.

8.7. Opticka prizma

Opticka je prizma prozirno sredstvo omedeno dvama ravnim dioptrima koji
medusobno zatvaraju kut A. Pri prolazu kroz prizmu zraka svjetlosti lomi se dva
puta i, zbog toga, otklanja prema debljem kraju prizme (sl. 8.19).

Promatrajmo kako se zraka svjetlosti lomi kroz opticku prizmu. Prizma je
napravljena od sredstva indeksa loma n (npr. stakla) i nalazi se u sredstvu indeksa
loma 1.

Zraka svjetlosti upada pod kutem u s obzirom na normalu, lomi se pri ulasku
1 1zlasku 1z prizme te izlazi pod kutem [!’. Prosavsi kroz prizmu, upadna zraka
zakrene se za kut devijacije 6. Iz sl. 8.19. vidi se da je:

b=u—=1l410-7.
Bududi da je A =1+ o/, slijedi:
§=u+l'—A (8.24)

Devijacija ovisi o kutu prizme A, o indeksu loma n i o upadnom kutu u. Moize se
pokazati, trazenjem ekstrema funkcije (8.24), da je kut devijacije minimalan kada
zraka svjetlosti prolazi prizmom simetri¢no, tj. kada je:

u=I' i I=A. (8.25)
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Slika 8.19. Opticka prizma

Tada je (8.24):

Smin =2u— A (8.26)
6min + A . A
= l=— :
u 5 i = (8.27)
Primjenom Snellova zakona dobivamo:
sin ‘5rnin 4 A

_sinu _ 9
" sinl . A (5:28)

sin —

2

Mjereéi minimalni kut devijacije prizme moze se odrediti indeks loma materijala.
Ako je kut prizme A mali, tada je i § mali, pa vrijedi aproksimativna relacija:

Smin = (n—1) A (8.29)

8.8. Disperzija svjetlosti

Mjerenja su pokazala da brzina svjetlosti, a time i indeks loma, u nekom sred-
stvu ovisi o valnoj duljini (frekvenciji) svjetlosti. Tu pojavu nazivamo disperzija*.
Disperzija je, dakle, pojava da se razlicite boje (valne duljine) lome razlicito.
' U vidljivom dijelu elektromagnetskoga spektra indeks loma prozirnih tvari po-
veéava se s frekvencijom, odnosno smanjuje s valnom duljinom. Empiricki nadena
ovisnost moze se prikazati pomoéu Cauchyove formule:

B
n=A+ G+ (8.30)

gdje su A i B konstante karakteristi¢ne za pojedini materijal.

* dispergere (lat.) — rasprsiti
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Tablica 8.7. Ovisnost indeksa loma vode i ugljik-disulfida o valnoj duljini.

Valna duljina crvena zuta zelena modra ljubicasta
A/nm 656 589 486 431 397
H,0O 1,331 1,333 1,337 1,341 1,343
kvarc 1,456 1,458 1,464 1,469 1,172
krunsko staklo | 1,513 1,516 1,523 1,528 1,531
flint staklo 1,621 1,626 1,638 1,646 1,651
CSy 1,619 1,628 1,653 1,677 1,699

Nacrta li se indeks loma nekog materijala u ovisnosti o valnoj duljini, dobije se
disperzijska krivulja sredstva. Tako je na sl. 8.20. prikazana disperzijska krivulja
nekih materijala. Diferencijalni kvocijent dn/dA mjera je disperzije u odredenoj
tocki te krivulje, tj. za odredenu valnu duljinu.

flint staklo

1,52- o _krunsko staklo

g T—

~J—

F D C A-107

Slika 8.20. Disperzijske krivulje

Devijacije zrake svjetlosti pri prolazu kroz prizmu ovisi o indeksu loma, dakle,
1 o valnoj duljini upadne svjetlosti (rela,cua. 8.24 i 8.29). Devijacija je najveca za
_jubicasti dio vidljive svjetlosti, a najmanja za crveni dio. Prizma, dakle, rastavlja
bijelu svjetlost u spektar boja (sl. 8.21). Zbog toga se prizme upotrebljavaju u
instrumentima (spektroskopima) za dobivanje spektara polikromatskih svjetlosnih
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Crveng

Slika 8.21. Disperzija u prizmi

izvora i odredivanje valnih duljina koje se pojavljuju u tim spektrima (sl. 8.22), jer
je svaka valna duljina u spektru otklonjena pod razli¢itim kutem. Osim s prizmom,
postoje 1 spektrometri s optickom resetkom (v. odjeljak 8.15).

prizma

Slika 8.22. Princip rada spektrometra s prizmom

Disperzija prizme opisuje se tzv. disperzijskom moci prizme. Disperzijska moé
definira se pomoéu devijacija dviju odredenih boja, tzv. C 1 F Fraunhoferovih
linga:*

Ac = 656,3nm (crvena) Ap = 486,1nm (zeleno — plava)

i devijacije zute natrijeve D linije (Ap = 589,3 nm). Disperzijska je mo¢ prizme:

bp — 6
Wi e (8.31)
6p ,

Ako je kut prizme mali, vrijedi relacija (8.29) é§ = (n — 1) A pa je:

_ MF—ngc
e (8.32)

Reciproéna vrijednost 1/w naziva se v—vrijednost stakla (ili Abbeov broj):

gz D=L (8.33)
ng — nc :

* Tamne linije u Sunéevu spektru nastale apsorpcijom odredenih valnih duljina u Suncevoj
atmosferi. Oznacavaju se slovima od A,B,C... Tako je npr. D-linija dublet (589 i 589,6 nm) i
nalazi se na istom mjestu u spektru gdje i natrijeva Zuta svjetlost, linija C na mjestu vodikove
crvene linije (656,3 nm) i sl.
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Disperzijska mo¢ optickih stakala varira od é do 315

Srednji indeks loma np 1 Abbeov broj v sluze za opisivanje opti¢kih znacajki
stakla, iako je za to¢no poznavanje optickih svojstava potrebno poznavati disper-
zijsku krivulju n(A).

C-linija
‘______,__ﬂ F—llnljc

krunsko

Slika 8.23. Akromatska prizma

Kombinacijom dviju prizmi, jedne od krunskog i druge od flint-stakla, mogude
Je napraviti sistem koji otklanja svjetlost uz vrlo malu disperziju. To je tzv. akro-
matska prizma (sl. 8.23).

krunsko

Slika 8.24. Amicieva prizma

Kombinacijom triju ili pet prizmi od razlicitih vrsta stakla (ili drugih prozirnih
materijala), ali s jednakom srednjom devijacijom, dobiva se tzv. Amicieva prizma za
izravno gledanje (sl. 8.24). Takva prizma, kao §to joj 1 samo ime kaZe, ima vrlo malu
devijaciju i1 zbog te svoje osobine Cesto se upotrebljava u manjim spektroskopima.

8.9. Sferni dioptar

Sferni dioptar sastoji se od dvaju homogenih, izotropnih optickih sredstava ra-
zli¢itih indeksa loma n, i ng, rastavljenih sfernom plohom (sl. 8.25). Leée, najvaz-
niji sastavni dijelovi optickih instrumenata, sastoje se, kao sto éemo kasnije vidjeti,
od dvaju takvih sfernih dioptara koji imaju zajednicku os.

Pretpostavit cemo da je indeks loma prvog sredstva n; manji od ny indeksa
loma drugog sredstva, npr. zrak — staklo. Zraka svjetlosti koja putuje od lijeva na
desno nakon loma savit ¢e se prema optickoj osi. Nadimo sliku predmeta, koji se
nalazi u prvom sredstvu, kada su zrake koje sudjeluju u preslikavanju paraksijalne
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jer e, samo u tom sluéaju, slika biti neiskrivljena i ostra. Kao 1 za zrcalo, 1 ovdje
udaljenost zraka od opticke osi mora biti mnogo manja od polumjera zakrivljenosti.

—

a b

e
Lo et |

N

Slika 8.25. Lom na sfernom dioptru

Pogledajmo gdje je slika tockastoga predmeta S koji se nalazi na opticko]) osi.
Iz sl. 8.25. se vidi da je:

g

u=¢p+9 1 l=9—-¢p.

Dijeljenjem ovih dviju relacija dobivamo:

2= (8.34)

Koristeéi se izrazom (8.34), moZemo napisati zakon loma:

ny sinu _ sin(d+¢)  J+¢

ny  sinl sn(W—¢') I—¢ (8:39)
Buduéi da su uz Gaussove aproksimacije kutovi mali, slijedi:
h h h
tgomp=—, tg' e =—1 tgdxd=— 8.3
gpre=—, g =71 tg B (8.36)
Aproksimacije (8.36) prevode jednadzbu (8.35) u:
h h
" _R_ a
m B_%
R b
Nakon sredivanja dobivamo:
- L L (8.37)

a b R

Relacija (8.37) jednadzba je konjugacije sfernoga dioptra u uvjetima Gaussovih
aproksimacija. Ona vrijedi za konkavnu i za konveksnu plohu te za bilo koji polozaj
predmeta i slike. Pri tom se drzimo dogovora za predznake:
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1. Polumjer R pozitivan je ako je na strani prema kojoj ide svjetlo, inage je
D
negativan. Zafkonveks u granicu U a 23 konkavnu R <0.

2. Udaljenost je preameta od tjemena a pomtlvna. ako Je ‘na strani odakle
dolazi svjetlost. Za realne predmete a > 0, a za virtualne a < 0.

3. Udaljenost je slike od tjemena b pozitivna ako je na strani prema kojoj ide
svjetlo. Za realnu sliku b > 0, za virtualnu je b < 0.

Slika 8.26. Karakteristicne zrake za sferni dioptar

Iz jednadzbe (8.37) slijede za zaridnu daljinu slike (a = oo, b = f’) i za ZariSnu
daljinu predmeta (b = 0o, a = f) izrazi:
n2

f/=R——— i f=R

nz —nj nz —ny

n

(8.38)

Sliku uspravnoga svijetlog predmeta okomitog na opticku os najlakie dobivamo
pomocu karakteristi¢nih zraka (sl. 8.26). Iz sli¢nosti trokuta ABC i A’B’C i zakona
loma slijedi povecanje sfernog dioptra:

!

b
m=%=_2 (8.39)

Y naa

8.10. Tanka leéa

Prozirno sredstvo omedeno dvama sfernim dioptrima naziva se leca. Pravac
koji prolazi kroz srediste zakrivljenosti sfernih dioptara naziva se opticka os lece
(sl. 8.27). Tocke T3 i T, su prednje i straznje tjeme leée, a 7175 debljina leée. Ako
je leca tako tanka da joj se debljina moze zanemariti, tada smatramo da su 77 i T5
u isto) tocki T — tjemenu lece. Promatrat cemo samo tanke lece jer su za debele
lece razmatranja slozenija.

Razlikujemo dvije vrste leca: konveksne (konvergentne) i konkavne (divergentne)
lece*. Konveksne su lece u sredini deblje nego na rubovima; nazivaju se jos i sabirace
ili konvergentne (pozitivne) lece jer upadni paralelni snop zraka skupljaju u jednu
tocku — Zariste lece. Konkavne (divergentne) leée u sredini su tanje nego na kraje-
vima 1 Cesto ih nazivamo lece debeloga ruba. One od upadnoga paralelnog snopa
daju divergentni snop 1 zato se Cesto nazivaju 1 rastresace. Na sl. 8.28 prikazane

* Naziv leca nastaje zbog slicnosti sa sjemenkom biljke le¢e (Lens culinaris)
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Slika 8.27. Leca

su razne vrste konvergentnih i divergentnih leca, kao 1 simboli¢na oznaka za kon-
vergentnu 1 divergentnu lecu.

Sli¢no kao za sferno zrcalo i sferni dioptar, 1 ovdje ¢emo jednadzbu leée (relacija
koja povezuje udaljenost predmeta a, udaljenost slike b i zZarisnu daljinu f) izvesti
upotrebom Gaussove aproksimacije. Slike ¢e biti vjerne predmetu samo ako je on
mali i ako se nalazi na optickoj osi, ili blizu nje, a zrake od njega padaju samo na
sredisnji dio lece, tj. ako su te zrake paraksijalne.

Neka je le¢a napravljena od materijala (stakla) indeksa loma nq, a nalazi se u
sredstvu indeksa loma nj, npr. zraku (sl. 8.27). Leca ima dva polumjera zakrivlje-
nosti: R; je polumjer prvog, a Rs polumjer drugoga sfernoga dioptra. Debljina je
leée zanemariva prema polumjerima zakrivljenosti pa i pretpostavljamo da je tjeme
leée u istoj tocki kao i tjemena sfernih dioptara.

A Y
WV A
a) b) c) d) e) f) s)) h)

Slika 8.28. Vrste leca

Buduéi da je le¢a sastavljena od dvaju sfernih dioptara, jednadzbu cemo tanke
leée naéi jednostavno: najprije ¢emo naci polozaj slike predmeta s obzirom na prvi
sferni dioptar (udaljenost '); zatim cemo tu sliku uzeti kao predmet za drugi sferni
dioptar i, na taj nacin, naci polozaj §to ju od predmeta stvara leca.
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Udaljenost &’ slike koju od predmeta daje prva sferna granica nalazimo iz jed-
nadzbe sfernog dioptra (8.37):

— "\
ny /naz \ na—ny
ki I e\ 8.40) .
- TR (8.40)

Ova slika sluzi kao predmet drugomé sfernom dioptru; predmet je virtualan
pa je po dogovoru za predznake njegova udaljenost od tjemena drugoga sfernoga
dioptra negativna, tj. —b’. Kad u jednadzbu za drugu sfernu granicu:

ny ni ng —na
— 4 — = 8.41
- b R A
uvrstimo vrijednost za ny /b’ iz (8.40) i sredimo, dobivamo jednadzbu tanke lece:
1 1 ny—m 1 1
S = e s 8.42
@i (Rl Rg) (842)
A
- -
F F
F v - ¥ v bl '
zariste slike zariste predmeta
a)
J N
// B S
—c” il
=N —»> /// 3 '
= -
zariste slike zariste
predmeta
b)

Slika 8.29. Zarista a) konvergentne b) divergentne leée

Slicno kao 1 za sferni dioptar definiramo 1 za lecu ZzariSte i Zarisnu daljinu
(sl. 8.29). Ako je s obiju strana leée isto sredstvo, tada su ZariSne daljine predmeta
1 slike jednake pa ¢emo ih oznaéiti istim slovom f. Slika ¢e biti u Zaristu slike (tj.
b = f) ako je predmet u beskonaénosti (a = o0), odnosno svijetli predmet smjesten
u zariStu predmeta (@ = f) dat e sliku u beskonaénosti (b = co0). Uvrstimo li to u
jednadzbu (8.42), dobivamo izraz za zari$nu daljinu slike odnosno predmeta:

1 . Nng — Ny 1 1
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Primjenom izraza (8.43) za Zaridnu daljinu, jednadzba leée (8.42) poprima jedno-
stavan oblik 1 postaje po obliku istovjetna jednadzbi sfernoga zrcala:

+ (8.44)

K| =
=l
|

Konveksne leée imaju Ry < R, (a uglavnom je uvijek n, vete od n;) pa je prema
(8.44) zarisna daljina f pozitivna. One skupljaju paralelni snop zraka u Zaristu i
nazivaju se sabirace ili konvergentne leCe. Konkavne lede, koje su u sredini tanje
nego na krajevima, imaju negativnu zarisnu daljinu, rasipaju paralelni snop zraka
i nazivaju se rastresace, negativne ili divergentne lece.

a)
1
= 2
y T | i — -
: Y —F
b)

Slika 8.30. Karakteristicne zrake za a) konvergentnu i b) divergentnu le¢u

I kod lece, kao 1 kod zrcala, sliku najlakse konstruiramo pomoéu triju karakte-
risticnih zraka (sl. 8.30): .

1. Zraka koja dolazi paralelno opti¢koj osi lomi se kroz zariste slike F”.
2. Zraka koja dolazi kroz ZariSte predmeta F' lomi se paralelno optickoj osi.

3. Zraka koja prolazi kroz tjeme lece ne lomi se, tj. prolazi bez promjene
smjera.

Razmatranja za konvergentne lece vrijede 1 za divergentne le¢e. Pri tom treba
uzeti u obzir ovaj dogovor o predznacima:
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Pod pretpostavkom da se svjetlost siri od lijeva na desno, udaljenost a je pozi-
tivna ako je predmet lijevo od tjemena, udaljenost b je pozitivna ako je slika desno
od tjemena. Polumjer je zakrivljenosti pozitivan ako je srediSte desno od 7', inace je
negativan; zarisna je daljina pozitivna za konvergentne, a negativna za divergentne
leée. Ako se svjetlost §iri zdesna nalijevo, predznaci su obrnuti.

Iz sl. 8.30. vidi se da je linearno poveéanje tanke lece, tj. omjer velicine slike
y' prema veli¢ini predmeta y jednako:

== 2 (8.45)

Znakom minus oznacavamo da je slika okrenuta prema predmetu (povecanje nega-
tivno) ako su a i b pozitivni.

Jakost (konvergencija) leée reciprotna je vrijednost zZariSne daljine izraZena u me-
trima, tj.:
J 7 (8.46)

Jakost leée izrazava se u dioptrijama: jedna dioptrija je jakost lece koja ima
7arisnu daljinu jedan metar. Konvergentne le¢e imaju pozitivnu, a divergentne lece
negativnu jakost.

Narav i veli¢ina slike konvergentne leée ovise o polozaju realnog predmeta.

Divergentne (konkavne) le¢e daju uvijek virtualnu, umanjenu i uspravnu sliku,
bez obzira na to gdje je bio realni predmet.

Primjer 8.5.

Predmet se nalazi na udaljenosti a; = 10 cm ispred konvergentne lece
jakosti j; = 20 m~!. Iza konvergentne le¢e na udaljenosti ¢ = 2,56 cm nalazi
se druga konvergentna lec¢a jakosti j» = 20 m™1.

a) Gdje je slika predmeta i kakva je?
b) Gdje bi bila slika koju taj sistem daje od beskona¢no dalekog predmeta?

a) Prva leéa od predmeta daje sliku na udaljenosti b;:

1,1 . 1_. 1 . &
a 51—31’ bl_]l e’ ' jiei—1°

Ta je slika predmet za drugu leéu. Primjenom jednadzbe lece dobivamo:
1 + L .
as b2 =J2.

Tu je a; udaljenost predmeta od druge lee i u ovom je primjeru
as = —(by — ¢), a by je udaljenost slike od druge lece. Dakle:
) 1 1 g j]_al _ 1

—=——— = -

g =i
bo c—b jiaic—c—ay
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ili, pisano pomocu Zari$nih daljina:
1 _ 1 ay — f1
ba fo ac—fic—arfy’

Ako je ¢ zanemarivo:

1 1 al—fl_l ]. 1

52:5" —-a1fi f2 A a

Rezultat koji smo dobili ne ovisi o vrsti le¢a, pa ga mozZemo upotrijebiti
za bilo koji par takvih leca.

Ovisno o zadanim veli¢inama bs moze biti pozitivno (realna slika) i ne- -
gativno (virtualna slika). Uvrstavanjem vrijednosti dobivamo b; = 10 c¢m,
b, = 3 cm. Slika je realna i umanjena (sl. 8.31).

L L2

.

a‘| l C I bz =1|

o

Slika 8.31.

b) Ako je predmet beskonaéno dalek (a; = o0), tada iz:

. 1
1 ; e —1 ) Jl_a_l
b_=32_'ac-—c—a —dd ™ c
2 Jiai1c1 2 jicg———1
a
dobivamo:
i 3 . J1 1 1 _hA+p—e

b2 f P Gie-1 f c—h FRh-9

U zadanom primjeru jakost leée j; = 20 m™1!, jo = 20 m~?!, ¢ = 0,025 cm
pa je:

20 m™?
= —=920m~! -
F by M T 9000251

=60m™!; f=167cm
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Ako je ¢ zanemarivo, sistem od dviju leca ima ZariSnu daljinu:

1_1,1
f h o fa
J=J1+J2

i ekvivalentan je jednoj tankoj leci koje je jakost jednaka zbroju jakosti
pojedinih leca.

8.11. Pogreske lece

Pri razmatranju lee ogranicili smo se samo na paraksijalne zrake (Gaussove
aproksimacije) i samo pod tim uvjetima lece su stigmati¢ne, tj. od tockasta pred-
meta daju tockastu sliku. Medutim, to je dosta idealiziran slucaj, zapravo Cesto
zrake svjetlosti dopiru 1 do ruba lece ili sijeku opticku os pod nekim kutem. Tada
sinuse 1 tangense kuteva ne mozZemo zamijeniti lukovima, dobivene slike nisu viSe
ostre 1 govorimo o pogreskama lece.

Disperzija svjetlosti takoder utjece na kvalitetu slike kod le¢e. Osvrnut cemo se
ukratko na dvije pogreske lece.

Sferna aberacija. Ova se pogreska pojavljuje kada Siroki snop zraka upada na
le¢u. Rubne zrake lome se jace od centralnih i oblikuju sliku blize leci (sl. 8.32).
Tako npr. paralelni snop zraka koji upada na le¢u s velikim otvorom ne lomi se
sav kroz zariste; zato leca s velikim otvorom od tockasta izvora ne daje tockastu,
nego razmazanu sliku u obliku malenoga kruga. Tf]. pogreska koja se pojavljuje

1 o /(,f.-”'llr\r%‘_-{'hﬁ s /J-( $ X ? Vo

+
2 .
T T T » Opticka os_ j
> Rk Lo
—_— {
pl

Slika 8.32. Sferna aberacija

kod sfernih zrcala i leca naziva se sferna acija. Jedan od nacina da se ta
pogreska izbjegne jest upotreba dljafragml kOJe ogranlcavaju upadni snop zraka na
paraksijalne zrake. Aberacija se moze ispraviti i zgodnim kombiniranjem pozitivnih
1 negativnih lec¢a kojih su aberacije u suprotnim smjerovima tako da se u sistemu
le¢e ponistavaju. Takav je sistem npr. objektiv mikroskopa.

Kromatska aberacija. Kada polikromatska (npr. bijela) svjetlost prolazi kroz
leéu, razlicite valne duljine lomit ce se razliéito jer indeks loma ovisi o valnoj duljini
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(disperzija). Tako ée le¢a za svaku valnu duljinu imati drukéije zariste (sl. 8.33). Za
konvergentnu leéu Zarisna daljina za crvenu svjetlost veca je nego zarisna daljina za
plavu (ljubicastu) svjetlost, dok je za divergentnu lec¢u obratno. Slika bijeloga toc-
kastog izvora sastojat ¢e se od koncentriénih krugova raznih boja. Ova se pogreska
naziva kromatska aberacija.

bijelo \ bijelo
- —

Slika 8.33. Kromatska aberacija

Da bi se pomoéu leée dobila dobra slika, potrebno je da svjetlo raznih boja
fokusira §to je moguce bolje u istu tocku. To nije moguce posti¢i obi¢nom lecom,
veé je potrebno napraviti tzv. akromatski sistem leca.

Sistemom od konveksne lece napravljene od krunskoga stakla priljubljene uz
konkavnu (divergentnu) lecu od flint stakla, tzv. konvergentnim akromatom, moze
se dosta dobro ukloniti kromatska aberacija (sl. 8.34).

Slika 8.34. Akromatske leée

Na kraju ponovno istaknimo da se pogreske le¢e mogu djelomiéno otkloniti tako
da sastavimo vise leca razlicitih jakosti i1 razli¢itih indeksa loma jednu do druge.
Takve korigirane lece vrlo su precizno izradene i upotrebljavaju se u raznim optickim
instrumentima (dalekozorima, fotografskim aparatima itd.).

8.12. Opticki instrumenti

Gotovo svi opticki instrumenti osnivaju se na geometrijskoj optici 1 njezinim
zakonima; jedino pri proucavanju njihove moci razluéivanja moramo uzeti u obzir
valnu prirodu svjetlosti.
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Postoje dvije skupine optickih instrumenata: okularni i projekeijski instru-
menti. Prvi od njih, stvarajuci virtualnu sliku omogucuju promatranje vrlo malih
(mikroskop) ili udaljenih predmeta (dalekozor, teleskop). Oni, naime, povecavaju
kut gledanja, a time i prividnu veli¢inu predmeta. Kod projekcionih aparata
pomocéu konvergentne le¢e dobivamo realnu uveéanu (npr. duapro;ektor) ili uma-
njenu (npr. fotoaparat) sliku predmeta.

Ukratko ¢emo razmotriti neke od njih.

'Yy

a)

hrmedas

Shka. 8.35. Normalno a) kratkovidno b) i dalekovidno c) oko
j'

( Oko je najvazniji iako ne i najjednostavniji opticki sistem. Najbitniji dio oka
jest konvergentna leca koja stvara sliku na straznjoj strani, tzv. mreznici oka. Uda-
ljenost leée od mrezZnice uvijekje stalna pa da bismo ostro vidjeli predmet.e na svim
njem i rasteza,njem mijenjati njezin oblik 1 tako omogucm da se na mreznici uvijek
dobije ostra i jasna slika. Ta se sposobnost oka naziva akomodacijom. Kada se oko
odmara ono je adaptirano za gledanje dalekih predmeta 1 to je jedino gledanje bez

.....

zakrivljenost lece i oko se pri tom napreze.

< :
“y |
-
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Akomodacija oka nije neograniéena; oko ostro vidi predmete izmedu jedne naj-
blize (P) i jedne najdalje tocke (R). Bliska to¢ka P (punctum proximum) kod nor-
malnog je oka na udaljenosti oko 10 cm, i predmete blize od te totke oko ne vidi
jasno. U toj je tocki akomodacija oka najjaca i jakost o¢ne lece najveéa. Starenjem
bliska se totka odmice tako da je u dobi od oko 60 godina udaljena od oka oko 2
m. Naravno, to mijenjanje, kao i ostala svojstva oka, mijenjaju se od covjeka do
¢ovjeka. Blisku tocku P mozemo odrediti npr. tako da knjigu priblizavamo oku
dok ne dodemo na udaljenost kada slova postaju nejasna.

Daleka totka R (punctum remotum) najudaljenija je totka na osi oka koju oko
jasno vidi. Tada le¢a ima najmanju jakost, oko nije akomodirano. Za normalno
oko ona je u beskonaénosti. Starenjem sc smanjuje sposobnost akomodacije oka 1
u dobi oko sezdeset godina ova se totka pomakne kroz beskonacnost i dode iza oka
na udaljenost od nekoliko mctara.

Kada je daleka totka oka u beskonaénosti, kazemo da je oko emetropi¢no. Takvo
oko paralelni snop zraka fokusira na mreznicu (sl. 8.35.a) i, sto se tice daleke
totke, emetropicno je oko normalno. Oko je ametropi¢no ako daleka tocka nije u
beskonacnosti.

U neakomodiranu ametropi¢nu oku paralelni snop zraka ne fokusira se na mrez-
nicu. Postoje dvije vrste takvog oka: kratkovidno i dalekovidno, ve¢ prema tome
na kojoj strani oka lezi daleka tocka R.

vV
-
= R—*‘E.::_-::____‘_ £
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A
g 7 F —_— 1K
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V
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Slika 8.35. Korekcija miopije d) i hipermetropije e)

Ako totka R lezi na konaénoj udaljenosti ispred oka, oko je kratkovidno i ta se
mana oka naziva miopija. Paralelni snop zraka u takvom oku fokusira se ispred
mreznice (sl. 8.35.b). Kod dalekovidnosti (hypermetropia) paralelni snop zraka
dode na mreznicu prije fokusiranja i fokus je izz mreznice (sl. 8.35.c). Kratkovidno
oko ne vidi jasno daleke predmete bez upotrebe naocala. Dalekovidno se oko mora
naprezati da bi vidjelo bilo koji realni predmet. Korekcijske naocale sluze, dakle,
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da b1 ametropi¢no oko jasno vidjelo daleke predmete (sl. 8.35.d). Naocalne leée
moraju, dakle, fokusirati paralelni snop zraka u daleku totku oka. Za kratkovidno
oko to su konkavne (divergentne) lece, a za dalekovidno oko to su konveksne (kon-
vergentne) lece, kao sto je prikazano na sl. 8.35.d i 8.35.e.

U literaturi se ¢esto susrece i pojam daljine jasnoga vida d koja iznosi 25 cm. Taj
pojam unosi dosta nesporazuma jer oko moze jasno vidjeti ne samo na jednoj uda-
ljenosti nego i na razli¢itim udaljenostima od neke najkraée do najduze. Prirodno
Je stanje kad oko gleda daleke predmete, kad se ne napreze akomodacijom. Daljina
jasnog vida samo je umjetno stvoren pojam i sluzi za definiciju nekih pojmova u
optici. To je udaljenost na kojoj normalno oko lako, bez velika naprezanja gleda
sitne predmete, kao npr. pri ¢itanju. Ako knjigu drZzimo na toj udaljenosti, oko se
nece brzo zamoriti.

Slika 8.36. Oko. Vidni kut i prividna veli¢ina predmeta

Sto je predmet blize oku, njegova je slika na mreznici veéa i predmet je, dakle,
prividno veéi. Prividna veli¢ina predmeta myjeri se, dakle, veli¢inom vidnog kuta
pod kojim se vidi predmet (sl. 8.36). Vidni kut moZemo poveéati ili priblizavanjem
predmeta, §to je ograni¢eno najmanjom udaljenoséu jasnog vida, odnosno bliskom
tockom P, ili pomoéu optickih instrumenata.

Prividna se veli¢ina predmeta smanjuje, dakle, s udaljenoséu oka a raste s
veli¢inom predmeta. Mjeri se u stupnjevima odnosno radijanima. Tako je npr.
prividna veli¢ina Mjeseca oko pola stupnja, grani¢na je vrijednost za ljudsko oko
vidni kut od 1’ (2,9 - 10~* rad) pa oko ne moze razlikovati dva predmeta &ija je
kutna razlika manja od te grani¢ne vrijednosti. Za male vidne kutove tangens kuta
priblizno je jednak kutu (izrazZenom u radijanima) pa se obiéno prividna veli¢ina
predmeta izrazava tangensom vidnoga kuta. =

Povecalo (lupa). Da bismo povecali vidni kut pod kojim gledamo neki bliski pred-
met, sluZimo se povecalom. To je jednostavna konvergentna leéa Zarisne daljine
manje od daljine jasnoga vida (25 cm). Leca se postavi uz oko tako da je predmet
izmedu Zarista i tjemena lece (0 < a < f) (sl. 8.37). Dobivena je slika uspravna,
virtualna i poveéana.

Kutno povecanje povecala definiramo kao omjer tangensa kuta gledanja ¥ pod
kojim se predmet vidi kroz povecalo i tangensa kuta 9 pod kojim se predmet vidi
bez povecala, tj.: '

_ tgy' o

= A 4
tgd ¢ 84)
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a \\ b

NN B

o<

b!

i
L

Slika 8.37. Lupa ili povecalo

Vidni kut 9 pod kojim oko (bez poveéala) vidi predmet dogovorom se definira
kao:

tgd = % (8.48)
gdje je y veli¢ina predmeta, a d = 25 cm = %m udaljenost jasna vida.

Neka se predmet visine y izmedu poveéala i njegova Zarista, na udaljenosti a od
tjemena. Virtualna poveéana i uspravna slika visine y’ nalazit ¢e se na udaljenosti
b od lupe. Udaljenost oka (centra zjenice) od lupe je ¢ od predmeta je a”, a od
slike je b'.

Vidni kut slike je ¢'.

Primjenom jednadibe lee moze se pokazati da je kutno povecanje povecala:

gty e

Ono ovisi, dakle, o instrumentu i o oku pa nije jednoznaéno definirano. Zato se
“apsolutno” poveéanje poveéala (optickog instrumenta) kroz koji gledamo definira

tako da izraz 3]» (1 - %) is¢ezne. To se dogada kad je predmet u Zaristu, a slika u

beskonaénosti. Tada je:

v == 8.50
7 (8.50)
gdje je d = 25 cm daljina jasnog vida, a f ZariSna daljina povecala. Ako se povecalo
postavi tako da je slika koju ono daje na udaljenosti d = 25 cm od oka, a udaljenost
oka od poveéala zanemariva (b = —d, ¢ = 0), povecanje povecala je:
d
y=5+1 (8.51)
7
Mikroskop. Obiéno poveéalo ne poveéava vise od desetak puta a da se ne izoblici
slika. Zato se za veéa poveéanja upotrebljava mikroskop koji moze povecati i do
1000 puta.
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objektiv okular

Slika 8.38. Mikroskop

Mikroskop se sastoji od dviju konvergentnih le¢a: objektiva i okulara (sl. 8.38).
Objektiv je konvergentna le¢a male zarisne daljine (nekoliko cm), predmet je nesto
dalje od zarista (f < a < 2f) 1 objektiv, dakle, daje uveéanu realnu sliku predmeta.
Okular, koji radi kao lupa, ovu sliku jos vise poveca, tj. stvaranjem virtualne
uveéane slike povecava vidni kut gledanja. Zarisna daljina objektiva f znatno je
manja od Zari$ne daljine okulara, a obje su znatno manje od razmaka ¢ objektiva
od okulara.

Predmet y (sl. 8.38) nalazi se izmedu Zarista i dvostruke Zarisne daljine. Ob-
jektiv od predmeta y daje realnu sliku y’. Okular se namjesti tako da okom prislo-
njenim uz okular (kao poveéalo) vidimo virtualnu, uveéanu sliku y” na udaljenosti
25 cm (daljini jasnog vida).

Ukupno je povecanje mikroskopa produkt povelanja m; objektiva i kutnog
povecanja v okulara:

by d
m=myy ( Gl) 7 (8.52)
MozZemo pretpostaviti da je a; =~ f; 1 b; = ¢ — f3 & ¢, pri éemu je ¢ udaljenost
izmedu okulara i objektiva (obi¢no oko 18 cm). Odatle dobivamo ukupno poveéanje

mikroskopa:
cd

“hb (8.53)

m

Primjer 8.6.

Zariéna je daljina objektiva mikroskopa fi = 0,5 cm, zarisna daljina
okulara f, = 5 cm, a duljina tubusa (razmak leéa) ¢ = 18 ecm. Gdje treba
stavitl predmet da bi oko koje gleda kroz mikroskop vidjelo virtualnu sliku
predmeta na daljini jasnog vida d = 25 cm? Koliko je ukupno poveéanje
mikroskopa?
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Ako je predmet na udaljenosti a; od objektiva, objektiv ¢e dati sliku na
udaljenosti by, pa je:

N I | _ bifi

== = a; =
aa b fi > b1 — f

Ta slika, koja je od okulara udaljena za ¢ — b; sluzi kao predmet okularu
koji od nje daje virtualnu sliku na udaljenosti jasnog vida, te je by = —d.
Uzevsi sve to u obzir, dobivamo iz jednadzbe okulara:

1 1 1

Iz tih relacija dobivamo udaljenost predmeta od objektiva:

e defi + fifa(c—d)
de+ fac— fod— fid— fifo

Uotite da se predmet nalazi nesto dalje od Zarisne daljine objektiva.
Ukupno poveéanje mikroskopa jednako je produktu linearnoga poveéanja
objektiva i kutnog povecanja okulara:
by by — f1

m=my=——vy= i
! 017 fi 7

=5-10"%m.

Bududi da je kutno poveéanje povecala (8.51)

d
7—-1+E
to je:
_—J (1+—d#-) _(e=h)d+fo)—dfs d+ fo
fi f (d+ f2)fr fa
o (C—fl)(d+f2)—fzd:160_

fifa
Uzmemo li normalno povecanje lupe (8.50) vy = d/f, tada je:

_bhh-fid _(c=fi)d+f)—dfp

A 2 fifa(d+ f2) i
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Dalekozori (teleskopi). Dalekozor je opticki instrument koji poveéava vidni kut
pod kojim gledamo daleke predmete. Sastavljen je od dva bitna dijela: objektiva i
okulara.

Objektiv velikog otvora (da bi mogao primiti dovoljno svjetla) konvergentni je
sistem velike zarisne daljine (konvergentna leca ili konkavno zrcalo) i daje realnu
okrenutu sliku daleka predmeta. Okular je povecalo kratke zarisne daljine i daje
virtualnu sliku koje promatra oko.

objektiv okular

Slika 8.39. Teleskop

Slika 8.39. pokazuje princip rada teleskopa. Drugi fokus objektiva obiéno se
podudara s prvim fokusom okulara. Slika daleka predmeta oblikuje se u fokusu F»
1 ona je realna 1 obrnuta. Okular sluzi kao povecalo kojim gledamo realnu sliku
predmeta Sto ga objektiv stvara u svojoj Zarisnoj daljini. Zbog toga kroz oku-
lar vidimo obrnutu, uvecanu i virtualnu sliku predmeta koju pomicanjem okulara
mozemo dobiti na udaljenosti jasnog vida ili (ako Zelimo gledati neakomodiranim
okom) u beskonaénosti.

Kod reflektora ili Newtonova dalekozora objektiv nije le¢a nego konkavno sferno
zrcalo velike Zarisne daljine. Reflektori se upotrebljavaju kao najveéi astronomski
dalekozori jer je lakse napraviti dobro konkavno sferno zrcalo velikih dimenzija nego
dobru le¢u jednakih dimenzija.

Galileiev (nizozemski) dalekozor ili kazalisno staklo ima kao objektiv konver-
gentnu lecu velike Zarisne daljine, a okular je divergentna le¢a. Ovakav je dalekozor
dosta kraci 1 daje uspravnu sliku.

Snop zraka iz daleka predmeta upada na objektiv pod kutem ¥ prema osi tele-
skopa. Uoimo jednu od njih koja dolazi s vrha predmeta (sl. 8.39). To je vidni kut
pod kojim oko vidi predmet bez teleskopa. Iz okulara te zrake izlaze pod kutem 9’
1 ulaze u oko te je ¥’ vidni kut pod kojim oko kroz teleskop vidi predmet. Iz slike
slijedi:

/ !
v tgﬂ __ﬁ__fob (854)

T= R =

J 7 tgd T fa fa
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To je, dakle, poveéanje teleskopa fokusiranog na beskona¢no daleki predmet, i to
za emetropi¢no neakomodirano oko. Za astronomski (Keplerov) dalekozor f; i f
su pozitivni, povecanje je negativno, a slika obrnuta. Za nizozemski dalekozor f;

je pozitivno, f, negativno, povecanje pozitivno 1 slika uspravna.

Primjer 8.7.

Izvedite izraz za opcéenito poveéanje teleskopa koji se sastoji od objektiva
zarisne daljine f; 1 okulara Zarisne daljine f;. Oko je udaljeno od okulara
za c.

Ako je predmet udaljen za a od objektiva, slika ce biti na udaljenosti b,
vidni kut pod kojim se predmet vidi iz tjemena objektiva je:

mtgg=¥= g (L_1
19~tg19_a_ Y (fob a)’

gdje je ¥’ linearna velic¢ina slike koju daje objektiv i koja sluzi kao predmet
okularu.

Okular je zapravo povecalo kroz koje gledamo tu sliku. On poveéava
vidni kut, 1 to ovisno o Zarisnoj daljini udaljenosti okulara od oka i veli¢ini
predmeta. Vidni je kut 9’ pod kojim oko kroz povecalo vidi predmet (8.49):

faa |21 (1.8
""‘”[f b (1 f)]

gdje je y veli¢ina predmeta, f ZariSna daljina povecala, a b’ udaljenost od
oka slike koju stvori povecalo. Za na$ primjer uvrstavanjem odgovarajucih

oznaka dobivamo
1 1 c
¥ fok b fok

Povecanje je teleskopa:

Ako je predmet beskonacno daleko (a = o0) i slika beskonaéno daleko
(b = 00), tada je:
_Jo

T= -
fok
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8.13. Interferencija svjetlosti

Interferencija i difrakcija tipi¢ne su valne pojave i pomocu njih pokazala se i
valna priroda elektromagnetskih valova, posebno svjetlosti. Ako pretpostavimo da
je svjetlo (i ostali elektromagnetski valovi) sastavljeno od valova, tada ono mora
pokazivati sliéne efekte kao mehanicki valovi (valovi na vodi, valovi zvuka i sl.).
Zaista se 1 pokazalo da za elektromagnetske valove, kao i za mehanicke, vrijedi
princip superpozicije. Poznato je da se dva vala na vodi koji izlaze iz dvaju bliskih
izvora u odredenim to¢kama prostora pojaiavaju, a u drugima ponistavaju.

To sto vrijedi za valove na vodi vrijedi i opéenito za svako valno gibanje. Kada
dva ili vise valova dodu u istu toc¢ku prostora, oni se zbrajaju i nastaje interferencija.
Pri tom je, ovisno o razlici u fazi, rezultantni intenzitet manji ili veéi: superpozici-
jom (zbrajanjem) valova moze nastati konstruktivna ili destruktivna interferencija.
Dva ¢e se vala pojaéati ako su u fazi, tj. ako maksimum jednog i maksimum drugog
istodobno dode u tu tocku prostora; oni ée se ponistavati ako maksimum jednog
koincidira s minimumom drugog.

Da li svjetlost interferira? Drugi osnovni zakon geometrijske optike kaze da
dva snopa zraka kad prolaze jedan kroz drugi ne utjecu jedan na drugi. Na prvi
pogled ovaj zakon izgleda kao da je u kontradikciji s valnim svojstvima svjetlosti.
Pazljivija su prou¢avanja, medutim, pokazala da svjetlosni valovi interferiraju. Da
bismo opazili interferenciju, svjetlosni valovi moraju Biti koherentni.

Valovi su koherentni kada im Je frekvencua 1sta, a razlika u fazi neovisna o
e e e - e
vremenu, tj. uvijek konstantna

Kako dobiti dva ili vise koherentnih valova svjetlosti?

Atomi u svjetlosnom izvoru emitiraju kratke valne pakete. Poznato je, naime,
da pobudeni atom emitira visak energije u obliku svjetlosti; taj proces traje vrlo
kratko (102 s) i za to vrijeme emitira se val duljine oko 3 m. U meduvremenu
poéinju emitirati drugi atomi. Emisija svjetlosti sastoji se, dakle, od velikog broja
kaotiénih emisija pojedinih atoma, pa nastali valovi nemaju nikakvu korelaciju u
fazi. Iz toga je jasno da je nemoguée da dva razli¢ita izvora (iako iste frekvencije)
ili razli¢iti dijelovi istoga izvora emitiraju valove s konstantnom razlikom u fazi.
Razlika u fazi takvih valova stalno se mijenja u vremenu pa se zbog toga stalno
mijenja 1 interferencijska slika; zbog te vrlo brze promjene nemoguce je opaziti
maksimume i minimume nego se vidi samo srednja rasvijetljenost.

(Napomenimo da je moguée napraviti svjetlosni izvor u kojemu atomi emitiraju
ovisno jedan o drugome, dakle koji emitiraju koherentnu svjetlost. To su laseri naz-
vani po prvim slovima engleskih rije¢i za pojacanje svjetlosti stimuliranom emisijom
zracenja. Laserska je svjetlost, dakle, koherentna.)

Zbog ¢injenice da se svjetlosni izvori sastoje od mnogo atoma, koji neovisno
jedan o drugome emitiraju elementarne svjetlosne valove, nemoguce je opaziti in-
terferenciju od dvaju razli¢itih izvora svjetlosti. Da bismo dobili interferenciju,
moramo na neki naéin od jednog izvora nafiniti vise njih. To se moZe posti¢i na
viSe nacina.
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Youngov pokus. Engleski fizicar Thomas Young (1773-1829) opazio je inter-
ferenciju svjetlosti iz dviju pukotina, i to je bio jedan od prvih pokusa koji su
potvrdili valnu prirodu svjetlosti. Taj je pokus pokazao da svjetlost koja izlazi iz
dviju pukotina interferira slicno kao sto interferiraju dva vala na povrsini vode.

Young je pustio sunanu svjetlost kroz usku pukotinu i zatim pomocu zastora
s dvije bliske pukotine tu zraku podijelio na dva dijela, tj. na dva koherentna
vala. Na mjestima u prostoru gdje su se ta dva vala preklapala Young je opazio
maksimume 1 minimume svjetlosti.

Youngovu interferenciju mozemo opaziti npr. ovako: Dvije uske pukotine (npr.
girine oko 2 c¢cm i razmaka 0,2 mm) postave se u laserskom snopu tako da laserska
svjetlost pokrije obje pukotine. Na zastoru udaljenom nekoliko metara od pukotina
opazaju se svijetle 1 tamne pruge interferencije. Pove¢anjem razmaka pukotina raz-
mak se medu prugama smanjuje. Kada se jedna od pukotina prekrije, interferen-
cijska slika i§¢ezne, a umjesto nje vidimo ogibnu sliku jedne pukotine. Slican pokus
moZemo napraviti ako umjesto laserskoga snopa upotrijebimo tockasti izvor svje-
tlosti (npr. pukotinu rasvjetljenu luénicom), samo je u tom slucaju, zbog slabijeg
intenziteta interferenciju teze opaziti.

Slika 8.40. Youngov pokus

Na sl. 8.40. shematski je prikazan Youngov uredaj. Iz pukotina izlaze dva
koherentna vala jednake amplitude, frekvencije i faze. Na zastoru (u tocki P)
elektromagnetski valovi iz jednog i drugog izvora (pukotine) zbrajaju se i daju
interferencijsku sliku. Valovi su na pukotinama bili u fazi, ali, dosavsi do tocke P,
jedan je od njih prevalio duzi put. Razlika u fazi ¢ ovisi o razlici putova jednog
i drugog vala, tj. 6 = r; — r; = dsind. Pritom smo pretpostavili da se oba vala
sire u vakuumu (zraku). Veza je izmedu razlike u fazi i razlike puta jednostavna.
Kada je razlika u putu A/2, tada je razlika u fazi =, a kada je razlika puta A, tada
je razlika u fazi 27 itd., ili opcenito:

dsind
A

o =27 = kdsin? (8.55)

gdje je valni broj k = 27 /A.



8.13. Interferencija svjetlosti 271

Elektri¢no polje valova iz izvora S; 1 S; mozemo opisati izrazima:
Ey = Egcos (kry —wt) i Ej = Egcos (kry — wt).
Ta se dva vala u tocki P zbrajaju pa dobivamo rezultantno titranje:

E = Fy + E; = Ep[cos(kry — wt) + cos(kry — wt)]

kri — — kry —
B = 9F; &o8 r1 wt;—krz wt e r12kr2

il
k(i —
E = 2Ej cos w cos [k rl-;-_r;; - wt] (8.56)
Prvi faktor u izrazu (8.56) jest amplituda titranja, a drugi opisuje harmoniéno
titranje u toj tocki.
Intenzitet elektromagnetskoga vala (svjetlosti) u tocki P jednak je srednjem
iznosu Poyntingova vektora u toj tocki:

1 ’ ;
I= 3 1 /E (amplituda elektri¢nog polja)?
_ 1 fe o ok(ri—m) 1 [e 5, 49
I= 5 \/;45,'0 cos 5 =3V 4E; cos 5 (8.57)

Ako intenzitet koji pojedini izvor daje u tocki P oznaéima s

1 Je 5

I=4hcm2g (8.59)
Raspodjela intenziteta pri interferenciji na dvjema pukotinama (izraz 8.49) prika-
zana je na sl. 8.41. Kao §to se vidi i iz slike, na zastoru se opaZa niz svijetlih i
tamnih interferencijskih pruga.

Iz relacije (8.57) i sl. 8.41. vidimo da je intenzitet maksimalan (svijetla pruga)
kad je razlika u fazi jednaka: h R

rezultantni je intenzitet:

¢ =kdsind =m- 2w m=0.1.2.3; .. (8.60)
Taj se uvjet za konstruktivnu interferenciju moze pisati i pomo¢u razlike hoda:

dsind = ml; mi= 0,1,2,8;.. (8.61)

Sli¢no se vidi da destruktivna interfeiencija nastupa na mj-é_s'iima, gdje je ispunjen
uvjet:

| hhﬂ:(m+%)d; m=0,1,23,.. (8.62)
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Itv)

tlo

T ' T T T —
=9 -1 0 1 2 dsiny
A

Slika 8.41. Raspodjela intenziteta svjetlosti u Youngovom pokusu; pruge interferencije

Primjer 8.8.
Izratunajte razmak izmedu dviju susjednih svijetlih (tamnih) pruga in-
terferencije u Youngovu pokusu.

Ako u Youngovu eksperimentu na udaljenosti od D > d stavimo zastor,
na njemu Ce se pojaviti svijetle i tamne interferencijske pruge. U sredini
zastora (tot¢ka O na slici 8.40) svijetla je pruga, a zatim se na jednu i drugu
stranu nizaju ekvidistantne tamne i svijetle interferencijske pruge.

Ozna¢imo razmak dviju susjednih svijetlih (tamnih) pruga s y. Iz
sl. 8.40. vidimo da vrijedi:

d\? d\?
r%:DQ-f-( —5) 1 rf=D2+(y+§) .

Odbijanjem ovih dviju relacija dobivamo:
rf - rf, = 2uyd,

odnosno:
(T']_ _— Tg)('r']_ 4= 'l‘g) =] 2yd "

Bududi da je za dvije susjedne svijetle (tamne) pruge r; + ro & 2D, a
ri—ry = A, dobivamo da je razmak izmedu dviju susjednih svijetlih (tamnih)
pruga interferencije:

_Da

y=— (8.63)
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Mjerenjem y, d i D mozemo odrediti valnu duljinu svjetlosti A. To je jedna
od metoda mjerenja valne duljine. Tako npr. ako je d = 0,02 cm, udaljenost
zastora D = 100 ¢cm, razmak pruga y = 0,29 cm, dobiva se valna duljina:

)\:%‘:580nm.

Opticka razlika putova. Pri proucavanju interferencije na dvjema pukotinama
ustanovili smo da razlika u fazi dvaju valova ovisi o razlici njihova hoda (puta) 4.

Kp = g; ) (8.64)
Pri tom su obje zrake (oba vala) putovale kroz zrak (n ~ 1). Opcenito se valovi
mogu §iriti kroz sredstvo indeksa loma n odnosno jedan val moze putovati sredstvom
indeksa loma n;, a drugi sredstvom indeksa loma n,. Valna duljina u sredstvu
manja je nego u vakuumu, tj. A/n. Ako val prijede put duljine d u sredstvu
indeksa loma n, tada sadrzi toliko valova (tj. valnih duljina) koliko bi sadrzavala
duljina puta nd u vakuumu (zraku). Put vala pomnoZen indeksom loma naziva se
opticki put vala (zrake). Ako se val na svojem putu reflektira na opticki guséem
sredstvu, faza mu se mijenja za 7 (brijeg se odbija kao dol i obratno) pa optickom
putu treba dodati A/2.

Opticki se put, dakle, dobiva tako da se geometrijski put mnozi s apsolutnim
indeksom loma sredstva kroz koji val prolazi i eventualno doda A/2 ako nastane
refleksija na guscem sredstvu. Buduéi da je vrijeme potrebno da val prevali put d
u vakuumu jednako d/c, a u sredstvu

d_d _nd
v & 7 ¢’
n

proizlazi da su za jednake opticke putove potrebna jednaka vremena.

Uzmimo npr. da se u nekoj tocki prostora P sastaju dva vala koji iz izvora S
dolaze razli¢itim putovima. Prvi val putuje sredstvom indeksa loma n; i prevali
put duljine r1, a drugi val, putujuéi sredstvom indeksa loma ns, prevali put rs.

Pretpostavimo li da je u izvoru S faza titranja wt, tada ¢e elektri¢no polje
prvoga vala u tocki P titrati po zakonu Epy; cosw(t — r1/vy), a drugog vala po
zakonu Fgy cosw(t — r3/v2), gdje su vy i vy brzine svjetlosti u sredstvima indeksa
loma nji 1 23.

Razlika je faza ovih dviju valova:

r r r r
)3

Vg " V2 1
Ako uvrstimo v; = ¢/n; i vy = ¢/ny, dobivamo:

w T
Ap = = (narg —niry) = Y (ngre —niry),
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gdje je A = ¢/v valna duljina svjetlosti u vakuumu. Ako opticku razliku putova
0znacimo s

6= Nareo —N1M (865)

dobivamo da je razlika u fazi:

Ap=—26.

Primjer 8.9.

Promatrajte interferenciju na tankome sloju zraka izmedu planparalelne
staklene ploce i plankonveksne lece (sl. 8.42), poznatom Newtonovu uredaju
za interferenciju svjetlosti. Odredite polumjere svijetlih i tamnih kolobara.

Y 4

A\

D Z

Slika 8.42. Newtonov uredaj; Newtonovi kolobari

Kada se uredaj obasja monokromatskom svjetloséu i gleda u normalno
reflektiranoj (ili prolaznoj) svjetlosti, u ravnini gornje plohe planparalelne
plote se vidi niz svjetlih i tamnih koncentri¢nih krugova, tzv. Newtonovih
kolobara, sa sredistem u dodirnoj tocki lece 1 ploce.

Promatrat ¢emo Newtonove kolobare u normalno reflektiranoj svjetlosti:
oni nastaju interferencijom valova reflektiranih na planparalelnoj ploéi i va-
lova reflektiranih na sfernoj leénoj plohi.

Pokus pokazuje da je centralni kolobar taman. Na tom je mjestu razmak
izmedu lece 1 ploce zanemariv pa jedina razlika u fazi (180°) nastaje zbog
refleksije na guséem sredstvu. Ovo je jo§ jedna eksperimentalna potvrda
¢injenice da se refleksija na guséem sredstvu faza valu mijenja za 180°.

Svjetli kolobar bit ¢e tamo gdje je opticka razlika puta prve i druge zrake
jednaka mA, a gdje je ta razlika jednaka (m + -;—) A, kolobar ¢e biti taman.
Da bismo odredili polumjere kolobara, treba naéi razliku u hodu izmedu
ovih dviju zraka.
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Geometrijska je razlika hoda 2 AB, a zbog refleksije na guséem sredstvu
(u tocki B), opticka se razlika hoda razlikuje od geometrijske:

§=2AB+

.

po| >

Ako s r oznaimo udaljenost tocke refleksije (B) od dodirne tocke D
(sl. 8.42), slijedi:

2
(R-AB)?+r’=R? ili ABw ;—R—.
Ovdje smo zanemarili AB- buduéi da je AB <« R. Sada razliku hoda

mozemo pisati u obliku:
j=l oy 2
R 27

Polumjer m-tog tamnog kolobara r,,, dobivamo iz uvjeta da je opti¢ka razlika
hoda § jednaka (m + 1/2) A, tj.:

En . A 1 L -
_R_+§_(m+§),\:>rm_ mRA. m=10,1,2,8,..

Sliéno mozemo odrediti polumjer m-tog svijetlog kolobara

rm=\/R(2m—l)% =i 1. 2.8 .

Mjereéi polumjere Newtonovih kolobara, mozemo odrediti valnu duZinu svjet-
losti.

Newtonovi kolobari mogu se opaziti i u prolaznoj svjetlosti. Pri tom je sredisnji
kolobar (r = 0) svijetao. Izvedite izraze za polumjere kolobara u ovom sluéaju.

Medu ostalim, Newtonovi se kolobari primjenjuju za ispitivanje kvalitete le¢a
pri njihovoj proizvodnji. Leca se stavi u kalup od stakla i, ako je polirana da
toéno sjedne u kalup, kolobari se ne opazaju. Cim zakrivljenost leée odstupa od
zakrivljenosti kalupa, tj. ako le¢a nije to¢no ispolirana, kolobari ¢e pokazati mjesta
na kojima su nedostatci.

Primjer 8.10.

Izmedu dvaju mikroskopskih stakalaca, na jednom njihovom kraju, stav-
ljen je komadi¢ papira i tako nacinjen klin (sl. 8.43). Koliko je debeo
papir ako se izmedu pocetka klina i mjesta gdje je stavljen komadié papira
opazi 120 svijetlih interferencijskih pruga u reflektiranoj natrijevoj svjetlosti
(A = 590 nm)?
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Slika 8.43.

Refleksijom svjetlosti na plohama klina nastaju koherentni valovi koji se
razlikuju u fazi te njihovim zbrajanjem nastaju interferencijske pruge. U
nasem sluéaju klin je od zraka i upadna se svjetlost prvi put reflektira pri
prijelazu iz stakla u zrak (na opticki rjedem sredstvu), a drugi put pri prije-
lazu iz zraka u staklo (na opticki guséem sredstvu). Pri toj, drugoj refleksiji,
svjetlosni val mijenja fazu za 180°. (Zbog relativno velike debljine staklenih
plo¢a refleksija na ostalim dvjema staklenim plohama ne daje interferencijske
pojave.)

Ukupna je razlika optickoga puta izmedu zrake koja se reflektira na gor-
njem stakalcu i zrake koja se reflektira na donjem stakalcu:

A A
6_2nx+§_23:+§,
pri éemu je z debljina klina na promatranom mjestu. (A/2 smo dodali zbog
refleksije jedne od zraka na guséem sredstvu.)
Svijetla pruga nastat ¢e tamo gdje je § = kA, odnosno:

z=(2k—1) % (k=1,2,3,..).

Na mjestu gdje se stakalca dodiruju bit ée tamna pruga (z =0, § = A/2).

Za k = 1, tj. tamo gdje je klin debeo A/4, bit ¢e prva svijetla pruga, za

k = 2 druga svijetla pruga itd. Buduéi da je u naSem primjeru na kraju

klina 120. svijetla pruga, na tom mjestu je debljina klina, a i papira:
_2k-1

r=d= - A=35-10"%m.
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8.14. Ogib svjetlosti

Ogib (difrakcija) lako se opaza kod valova zvuka ili valova na vodi. Zvuk ¢ujemo
i kada je iza neke prepreke ili u drugoj sobi. Sli¢no se ogiblju i valovi na vodi
(sl. 8.44). Iza pukotine valovi se sire kao da je pukotina izvor vala (Huygensov
princip). Kad ne bi bilo ogiba, dobili bismo geometrijsku sjenu pukotine 1 valovi
ne bi ulazili u podrugje sjene.

Slika 8.44. Ogib valova na vodi

Buduéi da je svjetlost elektromagnetski val, i kod svjetlosti moramo opaziti
ogibne pojave. Ogib svjetlosti teZe je opaziti i zato u velini slucajeva opazamo da
svjetlost daje ostre sjene. Ogib se, naime, opaza tek kada su dimenzije prepreke
ili pukotine uporedive s valnom duljinom. Kod zvuka ili vdlova na vodi valne su
duljine reda veli¢ine jednog metra, te je ogib lako opaziti. Naprotiv, kod svjetlosti
valna je duljina reda veli¢ine mikrometra, pa je ogib teze opaziti.

Stavimo li usku pukotinu u snop laserske svjetlosti, opazamo na zastoru difrak-
cijsku sliku koja se sastoji od svijetlih i tamnih pruga, tj. maksimuma i minimuma
difrakcije. Pri tom je srediSnji maksimum najintenzivniji, dok su maksimumi vi-
seg reda sve slabiji. (Umjesto laserskoga snopa moze se, naravno, upotrijebiti 1
snop svjetlosti npr. iz elektriénoga luka, ali je pokus s laserskom svjetlosc¢u jedno-
stavnije izvesti.) Mijenjanjem Sirine pukotine, mijenjaju se i udaljenosti izmedu
difrakcijskih minimuma 1 maksimuma.

Detaljnije éemo promatrati ogib (difrakciju) na jednoj pukotini. Pri tom razliku-
jemo Fresnelovu i Fraunhoferovu difrakciju. Pri Fresnelovoj difrakeiji izvor svjet-
losti i zastor na kojem se difrakcija gleda na konaénoj su udaljenosti od pukotine
(sl. 8.45.a): valne fronte koje padaju na pukotinu i odlaze od pukotine nisu ravnine.
Ako su, naprotiv, izvor i zastor vrlo daleko od pukotine, valne su fronte ravnine, a
zrake svjetlosti medusobno usporedne i imamo tzv. Fraunhoferovu difrakciju. Nju
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a)

b)

Slika 8.45. Fresnelova a) i Fraunhoferova b) difrakcija

mozemo posti¢i pomoéu dviju konvergentnih leca koje kuglaste valove pretvaraju
u ravne i obratno (sl. 8.45.b).

Iscrpnije éemo prouéavati samo Fraunhoferovu difrakeiju jer je nju jednostavnije
matematicki interpretirati.

Sirinu pukotine oznagit ¢emo s a i pretpostavit éemo da je a mnogo manje od
duljine pukotine. Zamislimo da je Citava Sirina pukotine podijeljena u tanke pruge
Sirine dz. @a_da\nipukqj;_inu upada ravni elektromagnetski val, svaka od tih pruga
ponasa _se__lgag__i&vgﬁ;wga..déﬁié}it_a;rnogai cilindri¢nog vala (Huygensov princip).
Sve tocke valne fronte AB (sl. 8.46) emitiraju, dakle, elementarne valove u svim
smjerovima. Anvelope tih valova daju nove valne fronte.

Izraéunajmo kolik je ukupni.intenzitet u smjeru ¥ prema nekoj dalekoj tocki P.
Svaka elementarna pruga pukotine pridonosi ukupnom intenzitetu u P, ali razliciti
doprinosi imaju razli¢ite faze, pa zbrajanjem tih doprinosa u tocki P moze nas-
tati konstruktivna ili destruktivna interferencija, odnosno maksimumi ili minimumi
ogiba. Zapravo, nema neke bitne razlike izmedu fizikalne prirode interferencije 1
difrakcije. Difrakcijska slika nastaje interferencijom beskonaéno mnogo koherent-
nih valova (koji npr. izlaze iz jedne pukotine), a interferencijsku sliku dobivamo
zbrajanjem dvaju ili vise koherentnih valova iz odvojenih izvora.

Rezultantno titranje u tocki P dobiva se vektorskim zbrajanjem svih elemen-
tarnih titranja valova koji iz raznih dijelova pukotine dolaze u tocku P. Svako od
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Slika 8.46. Uz izvod intenziteta svjetlosti pri ogibu na jednoj pukotini

tih elementarnih titranja ima razli¢itu fazu titranja ¢, ovisno o tome gdje je na
pukotini stvoren elementarni val. Koordinata z (sl. 8.46), koja se mijenja od nula
do a, oznaéit ée nam mjesto nastanka elementarnoga vala. Razlika je u fazi izmedu
vala iz tocke A i onoga iz tocke s koordinatom z:

o= -%/\E zsind = kzsin? (8.66)

Valovi iz krajnjih toéaka pukotine (tj. iz A i B) najviSe se razlikuju u fazi, i to za:
©m = kasin? (8.67)

Svaki elementarni val razlikuje se u fazi od sljedeéeg susjednog vala za dp =
= kdzsind. Njegova je amplituda razmjerna dijelu pukotine na kojoj je nastao,
tj. veli¢ini dz. Elektriéno polje, koje u tocku P dolazi valom iz djelica pukotine dz
koje je polozaj odreden koordinatom z, moze se prikazati funkcijom:

d
dE = Eof cos(wt + ) (8.68)

gdje je faktor 1/a dodan da bi relacija (8.68) bila dimenzionalno ispravna i da
bi ukupna amplituda bila Ey kada je ¥ = 0. Relaciju (8.68) mozZemo prikazati 1
pomoéu realnoga dijela eksponencijalne funkcije s imaginarnim eksponentom:

: d
dE = Eoe’(“‘ﬂO)_x (8.69)
a
Rezultantno titranje u totki P dobiva se zbrajanjem svih elementarnih titranja,
uzevsi u obzir njihovu razliku u fazi.
Da bismo izra¢unali ukupnu amplitudu u dalekoj tocki P, zbrojimo sve dopri-
nose, tj. integrirajmo izraz (8.69) po z od nule do a:

a

F :.-/Eoei(Wt+‘P) FE - ]& eiwteikx Sinﬂdﬂ.'.
a a
0 0
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Nakon integriranja dobivamo:
ikasind _ 1 |
B =By (8.70)

tkasind

Intenzitet svjetlosti (iznos Poyntingova vektora) razmjeran je prosjecnoj vrijednosti
kvadrata amplitude elektriénoga polja:

1 [e "
I= 2 \/EEE (8.71)

I (v‘)#

/7
e B — g
-4 3 -2 0 1 2 3 L asing

Slika 8.47. Intenzitet svjetlosti pri ogibu na jednoj pukotini

Uvrstavanjem izraza (8.70) u (8.71) dobivamo raspodjelu intenziteta po kutu 9:

. 2 (kasint‘?)
sin 5
I =1 8.72
’ (kasinﬂ 4 B
2

gdje je I, intenzitet srediSnjeg maksimuma, tj. intenzitet za J = 0. Zamjenom
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J= k2—a sind = 2= S:\m 19, formula (8.72) poprima jednostavniji oblik:
sin?y
I'=.dp 5 (8.73)

Za ¥ = 0 dobivamo sredisnji maksimum: tada je y = 01siny = 0, pa je1 I = I.
Minimumi nastaju uvijek kada je sin y = 0 (osim, naravno, za y = 0). Prema tome,
uvjet za minimum glasi:

e ———— L ———

gy LT ARA sind = % n=123... (8.74)
Izmedu minimuma nalaze se sve manji sekundarni maksimumi (sl. 8.47).

Kada je sirina pukotine nesto veca od valne duljine (npr. a = 5}), svi elemen-
tarni valovi koji izlaze iz pukotine nisu u fazi i kao rezultat njihove interferencije
u prostoru iza pukotine pojavljuju se pruge ogiba. Na zastoru ¢emo vidjeti niz
maksimuma i minimuma. Kako se a/)\ povecava, sredisnji maksimum postaje sve
uZzi, ogibna slika postaje sve manje izrazita i, u slu¢aju a > A, ne vidi se ogib, nego
samo geometrijska slika pukotine.

(AU 2T 2 Arn D Mt s\ A

o I(v)
5(..‘;#/? = Fkazﬁ__ >‘
2
o 14,2223 f \
/
i
/ \
/ \
/ \
/ \
' A\
,‘h \\
/ \
/ \
I_mxl //I\J ' VU ' W’

8 7 6 54 3 21 01 2 3 & 5 6 7 8 dsnv

Slika 8.48. Ogib i interferencija na dvije pukotine

Pri razmatranju interferencije na dvjema pukotinama (Youngov pokus) pret-
postavili smo da je a < A, tako da svaka pukotina daje jednaku rasvjetu u prostoru
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iza nje. To u realnome eksperimentu nije ispunjeno (Jer je a > \),. pa uz pruge in-
terferencije vidimo maksimume i minimume difrakcije. Slika 8.48. pokazuje pruge
interferencije u Youngovu pokusu, kada je razmak izmedu pukotina d = 4a.

8.15. Opticka resetka

Niz ekvidistantnih uskih pukotina naziva se opticka (ogibna) resetka. Svaka je
pukotina siroka a, a razmak je izmedu pukotina d. Razmak izmedu pukotina d
naziva se konstanta resetke.

zastor

d'/
l/

Slika 8.49. Opticka resetka

Optitka resetka za ogib vidljive svjetlosti obi¢no je nalinjena tako da je na
staklenoj ploéi zarezan niz paralelnih zareza: tamo gdje je staklo zarezano svjetlost
ne prolazi, a prolazi prostorom izmedu zareza. Tako se mogu dobiti resetke s vrlo
velikim brojem zareza po jedinici duzine: dobre resetke imaju 500 do 1000 zareza
po mm; poznate su vrlo kvalitetne Rowlandove resetke”.

Promatrajmo monokromatski ravni val koji upada okomito na opticku resetku
(sl. 8.49). Konvergentnom leéom dobit éemo na zastoru (koji je u ZariSnoj ravnini
leée) difrakcijsku sliku. Svaka od pukotina daje svoju difrakcijsku sliku, a rezul-
tantna slika nastaje interferencijom valova iz svih (N) pukotina resetke.

U smjeru okomitu na opticku resetku (¢ = 0) svi su valovi u fazi pa na zas-
toru dobivamo svijetlu prugu. Zatim ée slijediti maksimumi i minimumi dobiveni
interferencijom svjetlosti iz N pukotina i ogibom na svakoj pukotini.

Najprije éemo izraéunati interferenciju N koherentnih elektromagnetskih valova
koji dolaze u toéku P na zastoru iz N ekvidistantnih pukotina opticke resetke.

Buduéi da se uredaj nalazi u vakuumu (zraku) opticka razlika hoda izmedu
dvaju susjednih valova koji se susreéu u toéki P jednaka je geometrijskoj i iznosi
§ = dsind, dok je razlika u fazi ¢ = 3% 6.

S _
Henry Rowland (1848-1901), americki fizicar, poznat po radovima iz spektroskopije i elektro-
magnetizma.
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Pisemo li izraz za elektri¢no polje elektromagnetskoga vala u kompleksnome ob-
liku, mozemo jednostavno izvesti izraz za rezultantnu amplitudu (odnosno inten-
zitet) pri interferenciji N koherentnih valova. Neka se u tocki P sastaju N valova
jednake amplitude i medusobno konstantne razlike u fazi; tada njihovo elektri¢no
polje u tocki P titra po zakonu:

B = Aes‘(ut—kr) ’ Ey = Aei(wt-—kr-l—tp) ‘ Es = Aei(wt—kr-i—:zgp) o
En = Aei[wi—kr+(N—l)tp]

Rezultantno je elektriéno polje :

E = E; + Ey +-- - + Ex = Ae'(Wt=*r) [1 +&% L el g ei(N'l)"’] (8.75)

I} e

q N 36, rw n n

) ELVAVOVAVERVAVOVAVA RVAVVVAVILVAVVVAVER VAW

Slika 8.50. a) Raspodjela intenziteta svjetlosti pri interferenciji iz Sest izvora

Izrac¢unavsi zbroj geometrijskoga reda u uglatoj zagradi, dobivamo:

iN i(N— sin ( &
E=Aei(wt-kr) 1 -t _Ae—(N—zl)ﬁ ( 2 ) ei(wt—kr) )

1 —eti¥ sin (4"23)
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Intenzitet je razmjeran prosjecnoj vrijednosti kvadrata amplitude

EE“ - A2 sin? 2
sin (f

(8.76)

gdje je N broj izvora (pukotina), a ¢ = kdsind razlika u fazi izmedu susjednih
valova.

I N=20

400 J,

=

Mw_h : " OO jlw
-2 -1 0 1 2 dasiny
A

Slika 8.50. b) Raspodjela intenziteta svjetlosti pri interferenciji iz dvadeset izvora

Slike 8.50.a 1 8.50.b prikazuju I(¢) za N = 6iza N = 20. Uocite da se jaki i uski
maksimumi pojavljuju u onim tockama i kojima valovi iz svih N izvora dolaze u
fazi, tj. za ¢ = 0,27, 4m, ... Tada se i brojnik i nazivnik u izrazu (8.76) ponistavaju,
a intenzitet poprima vrijednost:

I ISIH (%&) 1. JN_2“‘l ’ 2

——
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Minimumi intenziteta (tj. potpuno ponistavanje valova) pojavljuju se u tockama
u koje valovi dodu s takvom razlikom u fazi da je brojnik u izrazu (8.76) jednak
nuli, a nazivnik razli¢it od nule. Izmedu jakih maksimuma pojavljuju se (N — 2)
sekundarnih maksimuma na mjestima gdje je brojnik u izrazu (8.76) jednak jedinici.

A
I
,”i"\\ interferencija
4 \
/ \ .
g \—difrakcija
A
/ W\‘
,l \\ maksimum 1. reda
\
I/ /
\
/ \
/ \ /maksimum 2.reda
/ﬁ ﬂ\
/ \
/’ \
/ \
/ \
7~
MM 'l A
-3 -2 =1 0 1 2 3 A

Slika 8.51. Ogib i interferencija na optickoj resetki

Uzimajuci u obzir interferenciju N koherentnih valova (relacija 8.76) i ogib na
jednoj pukotini (relacija 8.72), dobiva se rezultantni intenzitet za optic¢ku resetku:

19) = Ip (Si;y)z (Si',lN 2)2, (8.77)

sin z
gdje je:
y:%sinﬁ, a z:%smﬁ

Prvi faktor u relaciji (8.77) dolazi zbog ogiba na svakoj pukotini, a drugi faktor
zbog interferencije N pukotina

sinz = 0 111

dsind =mA  m cijeli broj . (8.78)

s S

Izmedu dvaju jakih maksifiuma imamo N — 2 mnogo slabija sekundarna maksi-
muma (sl. 8.51). Uvjet minimuma za ogib na jednoj pukotini (8.74) takoder je
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uvjet minimuma i za opticku resetku:
agind =mx m=1,2,3 (8.79)

Osim ovih minimuma izmedu susjednih glavnih maksimuma, pojavljuje se N —1
minimum zbog destruktivne interferencije valova iz pojedinih pukotina. Uvjet je

za ove minimume:

sinNz=0 ili dsind = %’\ , (8.80)

gdjejem=1,2,3,... ali # N,2N,...

Slika 8.51. prikazuje difrakcijsku sliku opticke resetke koja ima Sest pukotina a
razmak je pukotina d = 4a.

Kao sto se vidi iz uvjeta (8.78) polozaj glavnih maksimuma ovisi o valnoj duljini
A. Zato se pri prolazu bijele svjetlosti kroz resetku svi maksimumi, osim sredisnjeg
razlazu u spektar boja. “Spektar” je nultoga reda (m = 0) bijel, spektar prvog
reda (m = 1) pocinje ljubi¢astom, a zavrsava crvenom bojom, zatim slijedi spektar
drugoga reda itd.

Cesto se spektri pojedinih redova prekrivaju. Buduéi da opticka resetka raz-
licito otklanja razli¢ite valne duljine, moze se, slitno kao prizma, upotrijebiti u
spektroskopskim uredajima.

Primjer 8.11.
Izra¢unajte rezoluciju A/AM i kutnu disperziju dd/d) opticke resetke.

Mo¢ razluéivanja (rezolucija) opticke resetke kaze koliko je minimalna
razlika izmedu dviju valnih duljina (A)) koje resetka moze razluéiti. Definira
se kao omjer A/AM.

Da bi resetka razlucivala valne duljine A i A + AX maksimum m-tog reda
valne duljine A + AX mora pasti bas na rub maksimuma za valnu duljinu
A, tj. na prvi minimum do toga maksimuma. Prema tome, moraju biti
ispunjeni ovi uvjeti:

uvjet maksimuma za A+ AX:  dsind = m(A + AX)

uvjet minimuma za A: dsind = mA + N

Izjednacujuéi ova dva uvjeta, dobivamo rezoluciju opticke resetke:

A

Moc¢ razluéivanja reSetke razmjerna je broju pukotina N 1 redu spektra m.
Kutna disperzija reSetke definira se izrazom dJ/d\. MozZe se izra¢unati
deriviranjem relacije (8.78):

dcos v dd = mdA

d_i?_ m
d\ ~ dcos?
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Kutna disperzija razmjerna je redu spektra m, a obrnuto razmjerna
konstanti d.

Primjer 8.12.
Opticka resetka ima 500 zareza na 1 mm. Okomito na reSetku pada pa-
ralelni snop svjetlosti valne duljine A = 400 nm i A’ = 410 nm. Kolik je

kutni razmak izmedu:
a) maksimuma prvoga reda i
b) maksimuma drugog reda za.ove dvije linije?

Buduéi da na opticku resetku upadaju dvije razlicite duljine vala, u
spektrima prvog, drugog itd. reda dobit ¢emo po dvije linije, a u smjeru
okomitom na opticku reSetku (spektar nultoga reda) samo jednu linjju -
maksimum od obiju valnih duljina.

a) Tz uvjeta za maksimum rasvjete kod opticke resetke

dsin¥,, =mA (m=0,1,23,..)

dobivamo za spektar prvoga reda (m = 1) kutove pod kojima se vidi mak-
simum za valnu duljinu A odnosno A’

sind; = 3 =02 = ¢ =11°32"12"

/

A
siny] = == 0,205 = o} = 11°49'42".
Odatle je kutni razmak:
AYy =97 — 9 = 17'30".

b) Sli¢no dobivamo za spektar drugoga reda

m
. % 2\
sindy = % =i 0,4 = 9, = 23°34'42"

m
. ¥ 2N
sin 9}, = ft\i’ = % =041 = ) = 24°12'18".

Kutni razmak iznosi:
Ay =09y — 9y = 37'36".

Uocite da je kod spektra visega reda kutni razmak (rasip svjetlosti) veéi.
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8.16. Polarizacija svjetlosti

Svjetlost je transverzalni elektromagnetski val ¢ije elektricno i magnetsko polje
titraju medusobno okomito i okomito na smjer Sirenja vala. Ako s osi z oznaéimo
smjer Sirenja vala, tada elektri¢no polje moze titrati u bilo kojemu smjeru u ravnini
okomitoj na os z. SI. 8.52. pokazuje dvije od bezbroj mogucih orijentacija vektora
E i B s obzirom na smjer Sirenja vala. Kazemo da je svaki od tih valova polariziran.
Ravnina definirana vektorom E i smjerom $irenja naziva se polarizacijska ravnina.

E ravnina titranja

7. WA provac__

Slika £.52. Polarizirani elektromagnetski val

Dok pojave interferencije i ogiba pokazuju da je svjetlost valne prirode, polari-
zacija pokazuje da su svjetlosni valovi transverzalni, tj. da elektri¢no i magnetsko
polje titraju okomito na smjer Sirenja elektromagnetskoga vala.

Neki izvori elektromagnetskih valova emitiraju polarizirane valove (npr. tele-
vizijska antena). Naprotiv, svjetlost emitirana iz vecine svjetlosnih izvora nije po-
larizirana. Prirodna se svjetlost, naime, sastoji od elektromagnetskih valova ¢iji
su smjerovi elektricnoga polja kaoti¢no raspodijeljeni i titraju u svim moguéim
smjerovima s razli¢itim faznim razlikama. Golemi broj atoma u izvorima svjet-
losti emitira svjetlost vraéajuéi se iz pobudenog u osnovno stanje. Atom emitira
svjetlost u relativno kratkom vremenu (1072 s) i pritom jedan atom daje svjetlost
polariziranu u jednom smjeru, drugi u nekom drugom. Nastala svjetlost sastoji
se od titranja u svim smjerovima pa se polarizacija stalno mijenja i kaZemo da je
takva svjetlost nepolarizirana.

)K > il #{; " > 00 1 Ul g

a)

b)

Slika 8.53. Oznaka za a) polariziranui b) nepolariziranu svjetlost
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Obiéna svjetlost sastavljena je, dakle, od velikog broja valova koji su polarizi-
rani u svim ravninama okomitim na smjer §irenja. To je simbolicki prikazano na
sl. 8.53.a gdje strelice pokazuju titranje elektri¢noga polja u svim moguéim smjero-
vima. Svako od tih elektriénih polja moZe se rastaviti u dvije medusobno okomite
komponente, npr. u smjeru okomito na ravninu upada i paralelno upadnoj ravnini,
pa se nepolarizirana svjetlost umjesto s mnogo strelica moze prikazati i dvjema
strelicama kao na sl. 8.53.a od kojih jedna izlazi iz ravnine crtnje, a druga je u
ravnini crtnje.

Medutim, ako je ta raspodjela nesimetri¢na, svjetlost je polarizirana (sl. 8.53.b).

I
I

zraka | polarizirana
I zraka
I

| [ It
djelomicno
| polarizirana
' lt II zraka
I I
a) b)

Slika 8.54. Polarizacija refleksijom

Ima vise nacina da od nepolarizirane dobijemo polariziranu svjetlost. Jedan od
najjednostavnijih nalina jest refleksijom prirodne svjetlosti na nekoj (npr. stak-
lenoj) povrsini. OpaZeno je da se pri tom vise reflektiraju oni valovi &iji elektri¢éni
vektor titra okomito na upadnu ravninu. Zbog toga su reflektirana 1 transmitirana
zraka djelomi¢no polarizirane (sl. 8.54). Stupanj polarizacije ovisi o kutu upada.
Postoji kut kada se reflektiraju samo valovi ¢iji elektri¢ni vektor titra okomito na
upadnu ravninu. To je takozvani Brewsterov kut ug. Uvjet je za potpunu polari-

zaciju reflektirane svjetlosti:
up+1=90° ili tgug=n (8.81)

Tako je npr. Brewsterov kut ug za staklo oko 56°, a za vodu oko 53° i sl.
Svjetlost se moze polarizirati i pomocu dikroiénih kristala. Takvi kristali pro-
pustaju svjetlost ¢iji elektriéni vektor titra samo u jednome smjeru, a apsorbiraju
svjetlost koja titra u okomitu smjeru. Komercijalni naziv za takav materijal jest
__polaroid; to je suspenzija malih dikroi¢nih kristala jod-kinin-sulfata na celofanu.
Kada nepolariziranu svjetlost propustimo kroz polaroid, prolaze uglavnom va-
lovi ¢iji E titra u odredenu smjeru, a ostali ne prolaze i1 tako dobivamo polariziranu

svjetlost (sl. 8.55).
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polaroid

Vi

Slika 8.55. Polarizacija svjetlosti pomocu polaroida

Uredaj kojim smo od nepolarizirane napravili polariziranu svjetlost naziva se
polarizator. Ako iza takva polarizatora stavimo jos jedan polaroid, tzv. analizator,
tada ¢e intenzitet transmitirane svjetlosti kroz ova dva polaroida ovisiti o kutu koji
zatvaraju polarizator i analizator (sl. 8.56).

polarizator i analizator
paralelni

st
e

e
:

7
e

Slika 8.56. a) Prolaz svjetlosti kroz dva paralelna polaroida

Kada su polarizator i analizator paralelni, tada je intenzitet maksimalan
(sl. 8.56.a); ako su pak ukrsteni, tada polarizirana svjetlost ne prolazi kroz analiza-
tor (sl. 8.56.b). Opéenito, kada analizator i polarizator zatvaraju kut @, elektriéni
vektor vala koji upada na analizator zatvara kut @ s propustaju¢om ravninom ana-
lizatora i kroz analizator prolazi komponenta Ej cos@. Intenzitet ¢e transmitirane
svjetlosti iza analizatora biti: S _

I=1Ipcos’0 (8.82)
M e |
gdje je Ip intenzitet svjetlosti koja upada na analizator. Ovo je poznati Malusov
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polarizator i analizator
ukrsteni

7
P

Slika 8.56. b) Prolaz svjetlosti kroz dva ukritena polaroida

Svjetlost se moze polarizirati i pomoéu tzv. dvolomca. Neki kristali su anizo-
tropni i imaju svojstvo da im indeks loma ovisi o smjeru pod kojim svjetlost upada
na taj kristal, kao i o polarizaciji upadne svjetlosti. Kada prirodna (tj. nepolari-
zirana) svjetlost upada na kristal kalcita CaCOjz (islandski dvolomac), pod nekim
kutom u, nastaju od nje u kristalu dvije zrake (sl. 8.57). Jedna se od njih lomi pod
kutom /; a druga pod kutom I,; jedna se lomi vise a druga manje. Zato se takav
kristal i zove dvolomac. Ako mijenjamo kut upada, opazit ¢emo ¢udnu pojavu.
Dok se jedna zraka lomi po Snellovu zakonu, za drugu indeks loma (dakle, i brzina)
ovisi o smjeru kroz koji se zraka §iri kroz kristal.

Ako je opticka os kalcita okomita na povrsinu na koju upada svjetlo i ako zraka
svjetla upada usporedo optickoj osi, kalcit se ponasa kao ostala prozirna anizotropna
sredstva; nema dvoloma.

| 4zrc1kc1
| e

redovna
zraka

L A nepolarizirana
—_’.__.
%DP l I || r\ zraka
|

Slika 8.57. Dvolom

//’\ izvanredna
/

Ako je kristal kalcita tako odrezan da je opticka os usporedna s povrsinom
kristala i ako zraka svjetlosti upada okomito na povrsinu (pa i na optitku os),
zraka je jednostruka, iako se zapravo sastoji od dviju zraka koje se Sire razli¢itim
brzinama.
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Ako ravnina kristala i opticka os zatvaraju neki kut razlicit od 0° 1 90°, a zraka
upada okomito na povrsinu kristala, od jedne zrake nastaju dvije koje u raznim
smjerovima putuju razli¢itim brzinama v, 1 v;.

Prvu zraku za koju je indeks loma neovisan o smjeru nazivamo redovna zraka, a
onu drugu izvanredna zraka. Izvanredna i redovna zraka polarizirane su (sl. 8.57)
pa je dvolom jedan od nac¢ina dobivanja polarizirane svjetlosti.

Tablica 8.8. Svojstva nekih dvolomaca (za natrijevu svjetlost)

Dvolomac Ny vr/ms™! ng vi/ms~!
kalcit CaCO3 | 1,658 | 1,8 -10° | 1,486 | 2,02 - 10°
kvarc SiO2 1,544 | 1,94-10® | 1,553 | 2,28 .108

Opticki aktivne stvari. Neki prozirni materijali (npr. vodena otopina Sedera)
opticki su aktivni u smislu da zakreé¢u ravninu polarizacije svjetla koje kroz njih
prolazi. Ako se takvi materijali umetnu izmedu ukrstenog polarizatora 1 analiza-
tora, svjetlo ¢e prolaziti jer se ravnina polarizacije zakrene. Da bi svjetlo iScezlo,
analizator se mora zakrenuti za dodatni kut o (kut optickog zakretanja ravnine
polarizacije) kojim se moze mjeriti to zakretanje.

Kut a jednak je umnosku specificne moéi optickog zakretanja «,, promatrane
tvari, gustoce opticki aktivne tvari ¢ = m/V i duljine [ puta zrake kroz taj materijal:

a=amol (8.83)

gdje se a izrazava jedinicom radijan (stupanj), gustoca, ¢ kilogramom po kubi¢nom
metru, (kg m™?3), a | metrima (m). Tako se zakretanjem ravnine polarizacije moze
mjeritl koli¢ina Secera u otopinama.

Plasti¢ni predmeti takoder kada su napregnuti zakreé¢u ravninu polarizacije §to
se moze vidjeti umetanjem takvih predmeta izmedu ukrstenoga polarizatora i ana-
lizatora. Neke organske molekule tzv. tekuéi kristali takoder imaju to svojstvo koje
se primjenjuje u modernoj tehnologiji elektronickih komponenata.

Primjer 8.13.

Polarizator je uredaj za odredivanje koncentracije Secera u otopini. To je
valjkasta staklena cijev s prozirnim krajevima, smjestena izmedu ukrstenoga
polarizatora i analizatora. Kada se cijev napuni otopinom $ecera, polariza-
cijska ravnina zakrene se za 80°. Kolika je koncentracija Secera u otopini?
Cijev je dugacka 15 cm. Specifi¢no zakretanje iznosi 0,665 m? /kg.

Iz izraza za kut opticog zakretanja polarizacijske ravnine dobivamo:
a=amel=0,665°m2kg™!-0-0,15m
a = 80°
0=2800kgm 2 =0,8gem™3.
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Polarizirana svjetlost i tekuéi kristali. Spomenimo upotrebu polarizirane
svjetlosti u prikazima pomocu tekucih kristala (LCD - Liquid Crystal Display),
tehnologiji koja se sve vise primjenjuje u dZzepnim raéunalima, digitalnim instru-
mentima, satovima i sl. To je moderna elektronska tehnologija s vrlo malom
potrosnjom energije (oko 1 WW/cm?). Televizori sa LCD-ekranima veé se pro-
izvode u “portabl” izvedbama. '

Tekuci su kristali organske molekule sa svojstvima kristala i tekuéina. Otkrivene
su pocetkom ovoga stoljeca, ali tek sada se potinju intenzivnije upotrebljavati. To
su dipolne molekule koje se u vanjskome elektriénom polju orijentiraju u smjeru
polja.

Tekudi su kristali opticki aktivni i zakreéu polarizacijsku ravninu polarizirane
svjetlosti. Medutim, ako su u vanjskome elektriénom polju, njihova opticka ak-
tivnost prestaje. Upravo se to svojstvo upotrebljava u LCD-tehnologiji.

Objasnit ¢emo ukratko, dosta pojednostavljeno, naéin prikazivanja broja i slova
pomocu LCD-a.

Nepolarizirana svjetlost prolazi, kroz stakleni pokrov i kroz polarizator. Nakon
polarizatora polarizirana zraka prolazi kroz tekuéi kristal i ulazi u analizator. Po-
larizator 1 analizator su ukrsteni i, kada ne bi bilo tekuéega kristala, zraka bi se
tu apsorbirala. Medutim, tekuéi kristal zakrene polarizacijsku ravninu tako da
svjetlost prode do zrcala, reflektira se i vraéa natrag.

U reflektiranoj svjetlosti takav uredaj izgleda svijetao. Uklju¢imo li vanjsko
elektri¢no polje, tekuci kristal gubi opticku aktivnost, zrake svjetlosti ne prolaze
kroz ukrsteni polarizator i gledajuéi analizator vidimo tamnu podlogu.

Svjetlost je pomocu koje vidimo brojeve na LCD-u (npr. u dZepnom racunalu),
dakle, polarizirana. U to se mozemo uvjeriti ako ra¢unalo gledamo kroz sunéane
naocale od polaroida. Okreéudéi radunalo brojke ée u jednom polozaju nestati jer ée
tada polarizator u racunalu i polaroid nao¢ala biti medusobno pod kutem od 90°.
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Pitanja i zadaci

8.2.

T —

8.5.

8.8.

8.9.

8.10.

—mrTe———rw = —

e — ——

|
|
‘ 8.1.
!
|

8.3.

8.4.

8.7.

Cime se bavi fotometrija? Sto znate o vezi fotometrijskih i energijskih
veli¢ina?

Definirajte jakost izvora svjetlosti, svjetlosni tok, efikasnost izvora svjetlosti
i osvijetljenost. Navedite jedinice kojima se te veli¢ine mjere. Koja je od
njih osnovna Sl-jedinica?

Kolik je ukupni tok koji daje tockasti svjetlosni izvor jakosti 92 cd? Kolika
je osvijetljenost povrsine okomite na zrake svjetlosti 1 udaljene 0,5 m?

Kolika je jakost svjetlosnog izvora koji se nalazi 6 m iznad pjesSatkog pri-
jelaza ako je osvijetljenost prijelaza 30 1x? Kolik tok svjetlosti upada na

povrsinu ceste od 0,5 m??

Navedite osnovne zakone geometrijske optike. Koje su aproksimacije sadr-
zane u tim zakonima?

. Izvedite zakone refleksije i loma svjetlosti iz Fermatova principa.

Koja je najmanja visina vertikalnog zrcala u kojem bi ¢ovjek visine h =
= 1,80 m mogao vidjeti sliku &itava svojeg tijela? Kako bi ogledalo moralo
biti postavljeno ako je visina covjekovih oéiju hy = 1,68 m?

Predmet visok 1 cm udaljen je 15 cm od tjemena konveksnoga sfernog zrcala
sarisne daljine 25 cm. Odredite polozaj, visinu i prirodu slike.

U retrovizoru koji ima oblik konveksnoga zrcala vidi se slika automobila.
Koliko je slika daleko od tjemena zrcala ako je automobil udaljen 100 m?
Polumjer je zakrivljenosti zrcala 10 m.

Dva sferna zrcala, jedno konkavno polumjera zakrivljenosti 25 cm, a drugo
konveksno polumjera zakrivljenosti 50 cm, postavljena su jedno prema dru-
gome, tako da im se opticke osi podudaraju i da im je udaljenost tjemena
50 cm. Predmet je u sredini izmedu obaju zrcala. Mali zastor sprecava da
arake svjetlosti padaju izravno na konveksno zrcalo, zato slika nastaje naj-
prije na konkavnome, a zatim na konveksnome zrcalu. a) Gdje se nalazi 1
kakva je slika? b) Gdje ée biti slika ako umjesto konveksnoga upotrijebimo
ravno zrcalo? (Rijesite racunski i graficki.)
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8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

8.18.

8.19.

8.20.
8.21.
8.22.

8.23.

8.24.

8.25.

8.26.

Zraka svjetlosti upada na granicu izmedu zraka 1 prozirnoga sredstva pod
kutem od 60° i lomi se pod kutem 34° 52’. Koliko iznosi indeks loma
sredstva?

Objasnite pojavu totalne refleksije. OpisSite pojave pri kojima se ona po-
javljuje te navedite primjene ove pojave.

Na dnu bazena duboka 2 m nalazi se tockasti izvor svjetlosti. To¢no iznad
1zvora na povrsini vode pliva okrugla daska. Koliki mora biti promjer daske
ako Zelimo da se sve zrake svjetlosti reflektiraju natrag u vodu?

Objasnite prolaz svjetlosti kroz opticku prizmu. Sto je to disperzija svjet-
losti 1 kako se ona opaza pomocu prizme?

Kako glasi jednadzba tanke lece? Kako se, poznajuéi polumjere zakrivlje-
nosti, moze izracunati Zarina daljina lece?

Sto je jakost leée i kojim se jedinicama mjeri? Izralunajte: a) jakost
konvergentne lece Zarisne daljine 2 m; b). jakost divergentne leée Zarisne
daljine 50 cm.

Konvergentnom le¢om ZariSne daljine 2 ¢cm promatramo sitne predmete.
Ako je virtualna slika koju daje to povecalo na udaljenosti 25 cm, gdje je
predmet i koliko je linearno povecanje?

Na koju udaljenost od divergentne leée Zarisne daljine 10 cm treba postaviti
predmet da bi se dobila triput umanjena slika?

Kolike su Zarisna daljina i jakost divergentne lece koja od predmeta visokog
2 cm, udaljenog od lec¢e 60 cm, daje virtualnu sliku wvelic¢ine 0,5 cm?

Opisite 1 objasnite sfernu 1 kromatsku aberaciju lece.
ObrazloZite princip na kojem se osnivaju lupa, mikroskop i dalekozor.

Mikroskop ima objektiv sa Zarisnom daljinom 1 cm 1 okular Zarisne daljine
4 cm. Neki preparat, udaljen 1,1 cm od objektiva, daje konaénu virtualnu
sliku udaljenu 25 cm od okulara. Kolika je duljina tubusa (razmak leéa) i
povecanje instrumenta?

Sto je interferencija svjetlosti i u kojim se uvjetima ona moze opazati?
Opisite Youngov pokus i druge uredaje za dobivanje interferencijskih pruga.

U cemu se razlikuju opticka i geometrijska razlika putova? U kojim se
slu¢ajevima optickoj razlici putova dodaje polovica valne duljine (A\/2) i
zasto?

Opisite kako se dobivaju Newtonovi kolobari. Izratunajte razmak izmedu 4.
1 25. tamnog kolobara, ako kolobare promatramo u reflektiranoj svjetlosti,
a polumyjer je le¢e 15 m. Valna je duljina 600 nm.

Napisite analiticki izraz za intenzitet svjetlosti koja kroz pukotinu Sirine a,
pada na zastor, u ovisnosti o kutu #. Prikazite tu ovisnost graficki. Za koje
se kutove dobivaju tamne pruge?
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8.27. Opisite princip djelovanja i primjene opticke resetke. Sto je konstanta re-
setke?

8.28. Pod kojim se kutovima vide maksimumi intenziteta svjetlosti opticke resetke,
ako je konstanta resetke 2 pm, a na reSetku pada okomito svjetlost valne
duljine 0,6 pm?

8.29. Odredite konstantu opticke resetke ako se pri osvjetljenju svjetlom valne
duljine 656 nm spektar drugoga reda vidi pod kutem od 15°.

8.30. Objasnite razliku izmedu polarizirane i nepolarizirane svjetlosti. Opisite
uredaje i naéine za dobivanje polarizirane svjetlosti.

8.31. Sto je Brewsterov kut i kako se moze izracunati?

8.32. Navedite nekoliko natina primjene polarizacije svjetlosti.
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Uvod u strukturu tvari

9. Osnovna medudjelovanja u prirodi

9.1. Uvod

Istrazivanje strukture tvari interdisciplinarni je znanstveni pothvat, u kojemu
ravnopravno sudjeluju fizika, kemija i druge prirodne znanosti. Razlicite teorijske
1 eksperimentalne metode kojima se te znanosti sluze uzajamno se nadopunjuju i
poti¢u na nov razvoj. Sve od prije kraja 19. st. te su se znanstvene grane razvijale
odvojeno: fizika je proucavala zakone gibanja i sile, rad i energiju, toplinske pojave
te pojave elektriciteta, magnetizma i optike. Kemija je ispitivala sastav tvari te
promjene 1 nacine pretvorbi tvari u raznim uvjetima, sa svrhom da se doznaju
empirijski zakoni koji vladaju tim promjenama. Ta su se istrazivanja osnivala na
predodzbi o atomima kao temeljnim, nedjeljivim gradevnim elementima od kojih
Je sazdana svaka tvar i svako tijelo u prirodi. Do korjenite promjene u shvaéanju
strukture tvari doslo je potkraj 19. st. Prijelomnim dogadajem moZemo smatrati
otkrice elektrona. Nakon sto je J. J. Thomson godine 1897. izmjerio omjer naboja i
mase elektrona, a E. Rutherford godine 1911. svojim pokusima dokazao postojanje
atomske jezgre, postalo je jasno da atom nije nerazoriva cjelina, nego da se i sam
sastoji od manjih dijelova, elektrona i jezgre, koji se pod utjecajem uzajamnih
sila gibaju u prostoru. Objasniti atom znaéi opisati to gibanje pomoéu jednadzbi
gibanja, nadi izraze za energiju takva sistema Cestica. Sli€no treba pristupiti i
objasnjenju grade molekula, kristala i drugih oblika u kojima se tvar pojavljuje
u prirodi. Pritom se neki od sastavnih dijelova tvari mogu i dalje dijeliti, kao
naprimjer atomska jezgra, a drugi su — poput elektrona — osnovne (elementarne ili
fundamentalne) cestice.

Ubrzo se, medutim, pokazalo da klasi¢cna Newtonova mehanika nije dovoljna
za takav opis, da je njezin domet ogranicen na sisteme sastavljene od malog broja
cestica, sisteme kojih dimenzije znatno premasuju 10~1° m i kod kojih su brzine
mnogo manje od brzine svjetlosti ¢ = 3-108 ms~!. Ta su otkriéa dovela do razvoja
triju novih grana fizike: statisticke fizike, koja opisuje sisteme s velikim brojem
Cestica (sjetimo se da u 1 L vode ima priblizno 102° molekula), relativisticke fizike
za gibanja velikim brzinama i kvantne fizike, koja vrijedi kad su dimenzije sistema
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reda veli¢ine 10~1° m ili manje. Sve do dana$njih dana razvoj tih triju podrugja
fizike nastavlja se nesmanjenom Zestinom. Otkrivaju se 1 tumace nove pojave koje
u sebi ispreplecu statisticka, relativisticka i kvantna obiljezja 1 koje nam obecavaju
obilje primjena i nesluéeni tehnologki razvoj. Newtonova mehanika, medutim, nije
pritom izgubila svoju vaznost. U svakoj od novih grana fizike ona se prirodno po-
javljuje kao graniéni slucaj i vrijedi za sisteme sastavljene od malog broja Cestica,
za gibanja na podruéjima mnogo veéim od atomskih mjerila 1 za Cestice koje se
gibaju brzinama malim u usporedbi sa brzinom svjetlosti. Kvantna fizika 1 pojave
koje ju karakteriziraju katkad se u udzbenicima nazivaju “suvremenom fizikom”.
Treba reéi da je, kad se govori o strukturi tvari, pojam suvremenosti znatno:§iri,
on zadire i u klasiénu fiziku i u njezinu primjenu na mikroskopsko ustrojstvo tvari.
Suvremena znanost u objasnjavanju prirodnih pojava slijedi opéa nagela 1 zakoni-
tosti, a to su: zakoni o¢uvanja, principi simetrije, osnovna medudjelovanja i koncept
polja. Danasnji pristup znanstvenom istrazivanju strukture tvari mogli bismo:sazeti
u tvrdnji da se materija u prirodi pojavljuje u obliku osnovnih estica 1 mjihovih
medudjelovanja, a da pod pojmom “tvar” razumijevamo mredeni oblik materije,
bilo da je rije¢ o atomu,atomskoj jezgri i o kompleksnim molekulama, o realnim
fluidima i tvari u évrstomsstanju, ili o naéimu kako je organigirana materija u zvjez-
danim sustavima i u drugim svemirskim objektima. Buduéida su za svaki uredeni
oblik materije bitna medudjelovanja Eestica, majprije ¢emo wkratko opisati njthove
osnovne znacajke.

9.2. Osnovna medudjelovanja

U prirodi pestoje Cetiri temeljne vrste medudjelovanja. o su gravitaciyske
medudjelovanje, elektromagnetsko medudjelovanje, jako medudjélovanje 1 slabo me-
dudjelovanje. Swakom od tih medudjelovanja pripada odgovarajuce polje. Osim
polja, u nerelativistickim se problemima cesto upotzebljava pojam sile, ili se me-
dudjelovanje opisuje potencijalnom energijom.

U ovom éemo poglavlju opisati najvaznija obiljezja Cetiriju osnovnih medu-
djelovanja u prirodi, vodeéi ratuna o tome da se ona medusobno razlikuju po
dosegu, jakosti 1 naginu na koji ih:-mozemo matemati¢ki izraziti. Svako od osnovnih
medudjelovanja dolazi do izrazajam nekim karakteristiénim pojavama 1 procesima,
svako od njih igra odredenu znaéajnu ulogu u strukturi tvari. Napokon, svako od
njih ima svoje vaZno mjesto u tehnici i u tehnoloskim primjenama. Na ta njihova
svojstva upozorit éemo u ovom kratkom pregledu osnovaih medudjelovanja.

9.3. Gravitacijsko medudjelovanje

Gravitacijsko se medudjelovanje pojavljuje izmedu bilo koja dva tijela. Ono je
privlaéno, a ovisi o masama tijela i o njihovoj medusobnoj udaljenosti r. Mate-
maticki opis najéesée je dan u obliku opéega Newtonova zakona gravitacije za silu
kojom Eestica mase M privlaci Cesticu mase m:

—

Fy=—v 25 (9.1)
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Pritom je 7y jediniéni vektor usmjeren od tijela mase M prema tijelu mase m
(sl. 9.1),ay =6,67-10~'! Nm?kg~? opéa gravitacijska konstanta. Vazno je napo-
menuti da taj izraz vrijedi ne samo za materijalne toéke nego i za svaka dva tijela
koja posjeduju kuglastu simetriju, pri é¢emu je r udaljenost njihovih sredista. Cak
1 ako je rije¢ o dvjema kuglama koje se dodiruju, sila se ra¢una na isti naéin. U

polozZaju.

E
7 L —h
o

Slika 9.1. Smjer djelovanja gravitacijske sile

U mehanici smo se iscrpno bavili gravitacijskom silom (Mehanika ¢ toplina. pogl.
8). Pokazali smo kako se gravitacijsko medudjelovanje moze izraziti gravitacijskim
poljem, 1 izra¢unali smo potencijalnu gravitacijsku energiju dvaju tijela:

Mm

r

Ef" = —v (9.2)

Doseg je gravitacijskoga medudjelovanja beskonatan. Iako slabi s kvadratom
udaljenosti, gravitacijska sila izmedu dvaju tijela nikada sasvim ne iSéezava
(sl. 9.2). Zbog svoje prisutnosti u svakodnevnu zZivotu (tezina tijela, slobodni pad)
i zbog uloge koju ima u gibanju planeta i zvijezda, gravitacijsko je medudjelovanje

3

F

Slika 9.2. Gravitacijska sila

bilo prvo koje je ovjek poceo sustavno istrazivati. Promatranje pojava vezanih uz
gravitaciju neposredno je utjecalo na razvoj fizike kao znanosti u njezinoj najranijoj
fazi (otkrica N. Kopernika, G. Galileia i I. Newtona), kao i na suvremenu znanost
(teorija relativnosti A. Einsteina, suvremena astrofizika). Medutim, u usporedbi
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sa drugim medudjelovanjima, gravitacijsko je medudjelovanje izrazito najslabije.
Ono postaje vaino tek kad je rije¢ o velikim masama kakve su mase planeta i zvi-
jezda. No od davnine do danasnjih dana Zovjek je znao primijeniti i iskoristiti
gravitacijsko privlaéenje Zemlje, pocevsi od primitivne vodenice do akumulacionih
jezera, u kojima je uskladistena velika gravitacijska potencijalna energija. Gravi-
tacijsko je medudjelovanje omoguéilo precizna mjerenja vremena (sat s njihalom) i
mase (vaga). Napokon, zahvaljujuéi gravitaciji u orbiti oko Zemlje kruzi mnostvo
umjetnih satelita, koji nam — uz mnoge druge namjene — omogucuju prijenos. ko-
munikacijskih signala na velike daljine.

Primjer 9.1.
Izracunajte gravitacijsku silu koja djeluje izmedu dvaju atoma dusika u
molekuli N,. Udaljenost je medu atomima 1 nm.

Masa jednog atoma dusika je

my=14u=14-1,66-10"%"kg
my = 2,324-10" 26 kg .

Sila medu atomima iznosi, dakle:

_, (2,324-10-2 kg)?
(10—°m)?

F, =6,67-10"" Nm’kg

F,=3,60-10"*N.

Primjer 9.2.

Izratunajte silu kojom Zemlja privlaéi vodu u akumulacijskom jezeru
povrsine 4 km? i dubine 5 m. Masa je Zemlje 5,96 - 102* kg, a polumjer je
Zemlje priblizno 6 380 km.

Masa vode iznosi:
my = quz Qv “Sh= ]_Oakgm_a.4.]_06m2 5m:21010kg
Sila se moZe izracunati iz Newtonova zakona gravitacije 1 iznosi:

vaZ

R

_p 2-10°kg 5,96 - 10% kg

=6,67-107' Nm?k
= =8 (6,38 - 10° m)?

F=%

F=1,95-10"N.
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9.4. Elektromagnetsko medudjelovanje

Medu tijelima koja posjeduju elektriéni naboj javlja se elektromagnetsko me-
dudjelovanje. UnoSenjem u neki prostor jedne ili vise elektricki nabijenih Gestica
koje miruju ili se gibaju taj prostor poprima nova svojstva: u njemu se stvaraju
elektricno 1 magnetsko polje. Elektriéno polje mozemo opisati vektorom E ¢ime su
u svakoj tocki prostora zadani njegova jakost i njegov smjer. Istodobno, u prostoru
mozZe postojati i magnetsko polje, opisano vektorom gustoée magnetskoga toka (ili
magnetske mdukcue) B. Nade li se naboj ¢ u nekoj tocki prostora u kojoj postoje
polja E i B, na njega ¢e djelovati elektromagnetska sila (Lorentzova sila), dana
izrazom: . . .

F =gq¢(E + 79 x B) (9.3)
Elektromagnetska sila sastoji se od dvaju dijelova: elektri¢ne i magnetske sile.
Elektri¢na sila F, = qE ima smyjer elektri¢noga polja, ili njemu suprotan, ovisno o
predznaku naboja ¢q. Drugi ¢lan, magnetska sila F, = qU X B, pojavljuje se onda
kad se nabijena Cestica giba brzmom v u prostoru u kojemu postoji magnetsko
polje. Ta sila ima zanimljivo svojstvo: njezin je smjer okomit i na smjer brzine i
na smjer magnetskoga polja, a ovisi i o njihovu medusobnom kutu.

Primjer 9.3.

Izracunajte iznos i smjer elektromagnetske sile koja djeluje na elektron
ako se on giba brzinom v = 10* ms™! u smjeru osi z, te ako u prostoru
postoje homogeno elektri¢no polje jakosti £ = 1000 Vm~! u smjeru osi y i
magnetsko polje gustote magnetskog toka B = 0,2 T u smjeru osi 2.

Raéunamo . . .
F=—eE—eix B,

Prvi ¢lan je _
F.=—eEj=-16-10"C-10® Vm™!
F,=-16-10"%N.7

Magnetski je doprinos sili:

Fr=—e(vix BE)=evB-7=1,6-10"°C-10*ms~' . 02T -
Frn=32-10"1N.7.

Ukupna je sila:

F=F,4+F,=(-1,6+32)-10"1N.7,

ili )

F=16-10"*N.7

Na elektron djeluje sila od 1,6 - 1071 N u smjeru osi y.
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Elektromagnetska je sila usko povezana s pojmom relativnosti, jer brzina ovisi
o sustavu u kojemu je mjerimo. No prijelazom iz jednog sustava u drugi, ne mijenja
se samo brzina, veé se mijenjaju i polja E i B. Kako to utjece na elektromagnetsku
silu? Zamislimo uredaj koji se sastoji od ravnog vodia kroz koji tete struja i

q1-q2<0

Slika 9.3. Elektrostatska sila izmedu dvaju naboja

nabijene Gestice koja se giba brzinom v paralelno s vodicem. Koordinatni sustav u
kojemu vodi& miruje oznaéimo sa S, a onaj u kojemu miruje Cestica sa S’. Ra¢unom
se moize pokazati da se sila na nabijenu Eesticu u sustavu S i ona koja na cesticu
djeluje u sustavu S’ mogu povezati relacijom
! ‘02

F=F -4/1- =z (9.4)
gdje je ¢ brzina svjetlosti. Ima li Cestica malu brzinu (v < ¢), zakljutujemo da je
sila ostala nepromijenjena. Time smo utvrdili izuzetno vaznu Cinjenicu: elektricno
i magnetsko polje samo su dva oblika jednog, elektromagnetskog polja. A §to ako
se ¢estica giba relativistickom brzinom v < ¢? Tada se moramo prisjetiti da fizicku
realnost — koja ostaje nepromijenjena bez obzira na sustav — predstavlja promjena
koli¢ine gibanja Ap, a ona je jednaka impulsu sile F' - At. Buduéi da se pri velikim
brzinama mijenja i vremenski interval (Mehanika i toplina, poglavlje 9.)

T (9.5)
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zaklju¢ujemo da je FF At = F'At, dakle, ponovno u oba sustava dobivamo isti
rezultat.

Elektromagnetskom medudjelovanju te njegovim posljedicama i primjenama
posvetili smo prvi dio ovog udzbenika. Spomenimo ovdje jos samo poseban sluéaj
sile koja se javlja izmedu dvaju totkastih naboja ¢; i g2, koji miruju na medusobnoj
udaljenosti r. Ta je sila dana Coulombovim zakonom:

- 1 .

o 4meg g;‘_gz " (9.6)
gdje je €0 = 8,85 - 10712 N=m~2C? elektricna permitivnost vakuuma. Sila je
privlaéna ako su naboji razlicitih predznaka, a odbojna ako su predznaci obaju
naboja jednaki. Ovisnost sile o udaljenosti za ta dva sluéaja prikazana je na
sl. 9.3. Uotavamo da se Coulombovasila, poput gravitacijske, smanjuje s kvadratom
udaljenosti, i da stoga ima beskonacan doseg. Usporedimo li jakost elektrostatske
1 gravitacijske sile kojom uzajamno djeluju elektroni, protoni ili druge nabijene
cestice, zapanjit ¢e nas podatak koliko je elektrostatska sila jaga.

Primjer 9.4.

Izratunajte omjer izmedu sile elektrostatskoga privlaéenja i gravitacijske
sile koja djeluje zmedu protona i elektrona u vodikovu atomu. Udaljenost
Je protona i elektrona ag = 0,053 nm.

Elektrostatska sila iznosi:

1 e?
Fe = 4 g
a gravitacijska:
memy
F .
g=7 ag )
pa je njihov omjer:
fi: L:23-1039.
Fg 4“’60 - memp ’

Elektromagnetsko medudjelovanje osnovica je za brojne primjene u suvremenom
svijetu. Na njemu se osnivaju elektrotehnika i elektronika, bez njega ne bi bilo elek-
tronskih racunala ni televizije, industrijskih postrojenja ni udobnosti svakodnevna
zivota. Najbitnija je, medutim, uloga koju elektromagnetsko medudjelovanje ima
u strukturi tvari i u uzrocima svojstava tvari. Elektromagnetsko je medudjelovanje
ono koje drzi na okupu elektrone i jezgru u atomu, ono je uzrok molekularnim
1 medumolekularnim silama i odgovorno je za kemijske promjene. Sva energija
oslobodena u kemijskim reakcijama zapravo je elektromagnetska potencijalna ener-
gija. Elektromagnetsko medudjelovanje ima nezamjenljivu ulogu u mnogim mjer-
nim tehnikama i metodama, a njegovo poznavanje nuzan je preduvjet za istrazivanje
1 razvo) suvremenih materijala i tehnoloskih procesa.
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9.5. Jako medudjelovanje

Jako medudjelovanje naziva se katkad i jako nuklearno, jer djeluje unutar atom-
ske jezgre. To je medudjelovanje koje drzi na okupu nukleone (protone i neutrone)
u atomskoj jezgri. Osim nukleona, otkriven je cijeli niz Cestica srodnih nukleonima,
koje uzajamno djeluju jakim medudjelovanjem. Jake nuklearne sile jace su od svih
ostalih medudjelovanja poznatih u prirodi, oko stoput jace od elektromagnetskih
sila. Doseg je jakoga medudjelovanja mali, oko 10~!° m, sto je priblizno jednako
veli¢ini jezgre. Zbog toga nuklearno medudjelovanje ne utjece na stvaranje molekula
i na kemijske pretvorbe tvari; to su, naime, pojave u kojima jezgra uglavnom ostaje
nepromijenjena. Medutim, u procesima u kojima se mijenja stanje jezgre (nuklearne
reakcije, nuklearni raspad), oslobada se dio nuklearne potencijalne energije. Buduéi
da je nuklearna sila vrlo jaka u usporedbi s elektri¢nim silama koje djeluju u atomu,
i oslobodena je energija pri nuklearnim reakcijama mnogo ve¢a od one u kemijskim
procesima. Dok su tipiéne energije pri promjenama stanja atoma oko 10 eV, pri
nuklearnim procesima energije iznose oko 1 MeV. Odatle potjece veliko znacenje
jakih nuklearnih sila u energetici i tehnologiji.

14 fm

Slika 9.4. Jaka nuklearna sila

Navedimo sada neka od bitnih obiljezja nuklearnih sila. Za razliku od elek-
tromagnetskoga 1 gravitacijskoga medudjelovanja, nema jednostavnog i opcenitog
izraza kojim bismo mogli izraziti nuklearnu silu ili odgovarajucu potencijalnu ener-
giju. Osim o udaljenosti medu Eesticama, ova sila ovisi i o njihovim svojstvima,
kao §to je, naprimjer, spin. Pri opisivanju uzajamna djelovanja medu nukleonima
nuklearni se fizi¢ari sluze mnostvom pribliznih izraza, koji omogucuju interpretaciju
eksperimentalnih rezultata.
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Primjer 9.5.
Jednostavna priblizna formula za nuklearno medudjelovanje izmedu dvaju
nukleona dana je Yukawinom potencijalnom energijom:

Byt = —Boe™% (2) 9.7)

gdje je Eo = 50 MeV i rp = 1,5- 107" m. Prikazite grafi¢ki Yukawinu
potencijalnu energiju za r = 0,579, o, 1,570, 2rg i 3rg. Usporedite rezultat s
elektrostatskom potencijalnom energijom dvaju protona na istoj udaljenosti.

Izracunajmo vrijednosti za Yukawinu potencijalnu energiju

r

Ey** = -50MeV - (2) &%
r
1 za elektrostatsku potencijalnu energiju (v. pogl. 1):

Bl = L f(ﬂ)zo,gsmev-(-’—”)

P " 4meg ro \ 1 r

Dobivamo tablicu:

r/ro 0,5 1,0 1,5 2,0 3,0
EY“¥/MeV | —60,65 | —18,39 | —7,44 | —3,38 | —0,83
ES' /MeV 1,92 09 | 064 | 048 | 0,32

Iz tablice i grafickog prikaza (sl. 9.4) opaza se da na malim udaljenostima
nuklearno privlacenje medu protonima izrazito prevladava nad elektrostat-
skim odbijanjem. Na veéim udaljenostima nuklearnog privlacenja nestaje i
tada se opaza djelovanje elektri¢nih sila.

Smatra se da je nuklearna sila na vrlo malim udaljenostima izrazito odbojna.
Dva nukleona u jezgri ne mogu se pribliZiti na udaljenost manju od oko 0,4 fm, sto
se na krivulji potencijalne energije oéituje postojanjem beskonaéno strmog zida na
toj udaljenosti (sl. 9.5). Kad se priblize na najmanju udaljenost ro, nukleoni se
uzajamno odbijaju poput tvrdih kuglica. Takve odlike sila medu nukleonima uzrok
su mnostvu raznolikih nuklearnih fenomena o kojima ¢ée biti vise rije¢i u 16. pogl.
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Slika 9.5. Yukawina potencijalna energija

9.6. Slabo medudjelovanje

Slabo medudjelovanje, ili — kako se katkad jos naziva — slabo nuklearno medudje-
lovanje, odgovorno je za mnoge procese i pretvorbe sto se zbivaju medu osnovnim
gesticama u prirodi, naprimjer za f-raspad. U f-raspadu neutron prelazi u elektron
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1 proton, a pritom nastaje i ¢estica nazvana antineutrino:
n—p+e +7v,.

Sli¢an se proces zbiva kad se jedan neutron u atomskoj jezgri pretvori u proton,
uz emisiju elektrona i antineutrina. Pritom se atom rednog broja Z pretvara u
atom rednog broja Z + 1. Takve pretvorbe su prvi put primijeéene potkraj 19. st.
i bile su veliko iznenadenje za znanstvenike, koji su dotad vjerovali da su atomi
nepromjenljive tvorevine. Uzrok je tim pretvorbama slabo medudjelovanje.

Doseg slaboga medudjelovanja vrlo je mali, dosta manji od promjera atomske
Jezgre. Ono se moze usporedivati s elektromagnetskim medudjelovanjem, no i od
njega je slabije za faktor 10 do 10%. U opisu slabih medudjelovanja nisu prikladni
pojmovi sile 1 potencijalne energije, jer su tu relativisticki efekti izrazito vazni.

Slabo medudjelovanje predmet je intenzi na proucavanja u suvremenoj fizici,
1 u proteklim je desetlje¢ima odigralo vaznu ulogu u razumijevanju svojstava os-
novnih Zestica. Zahvaljujuéi njemu u prirodi nema slobodnih neutrona. Slabo je
medudjelovanje takoder odgovorno za to §to ne postoje izotopi veéih atomskih masa:
kad neka jezgra ima previSe neutrona, neutron se pretvara u proton, a &itav atom
postaje atom drugog elementa. Ne mozemo, dakle, tvrditi da se u svijetu oko nas
ne osjecaju posljedice slaba medudjelovanja. Medutim, neposredno u svakodnev-
nu zivotu, u kemijskim procesima i u tehnolodkim primjenama, ono je najmanje
prisutno od svih Cetiriju osnovnih medudjelovanja.

Zakljucak. Recimo na kraju da je nase danasnje poznavanje &etiriju osnovnih
medudjelovanja rezultat velikog broja preciznih i domisljatih eksperimenata i teo-
rijskih proracuna. Fizicari i dalje istrazuju i usavrsavaju svoje uredaje i razvijaju
teorijske modele. Jedno od pitanja na koje Zele odgovoriti jest ovo: postoji li veza
izmedu ¢etiriju osnovnih medudjelovanja, imaju li ona neko zajednitko porijeklo?
Dosad se elektromagnetsko uspjelo povezati sa slabim medudjelovanjem. Medutim,
na pitanje kako to da se gravitacijska i elektrostatska sila smanjuju s kvadratom
udaljenosti, a toliko su razlicite po intenzitetu, i nema li nekog zajednickog izvora tih
dviju sila, jos§ nema odgovora. Postoje li zajednicki uzroci svim medudjelovanjima,
1 nisu li mozda u prirodi prisutna i neka jos nepoznata medudjelovanja? Fizi¢ari u
cijelome svijetu danas intenzivno tragaju za cdgovorima na ta pitanja, i nadajmo
se da cemo bar neke od njih saznati u bliskoj juduénosti.

Upoznavsi osnovna medudjelovanja medv Zesticama koje su sastavni dio tvari,
sljededi je zadatak fizike da predvidi i ob i svojstva tih tvari. U tome kom-
pleksnom zadatku neprocjenjivo je vaino snavanje opéih zakonitosti kojima se
podvrgava materija i koje odreduju njez’ . gibanja i promjene.

Imajuéi to na umu, u sljedeéim éer. » poglavljima upoznati zakone otuvanja,
kao 1 zakone klasicne i kvantne fizike koji upravljaju strukturom tvari.
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Pitanja i zadaci

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.
9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.
9.10.

9.11.

9.12.

Koja su znanstvena otkriéa potkraj 19. i pocetkom 20. st. unijela bitne
promjene u shvaéanje strukture tvari? Kako su ona utjecala na razvoj fizike

i kemije?

U kojim se smjerovima nastavila razvijati fizika nakon sto su dola do
izrazaja ogranicenja klasi¢cne Newtonove mehanike?

Navedite ukratko osnovna nacela na kojima se temelje suvremena istrazi-
vanja u fizici.

Koliko ima osnovnih medudjelovanja u prirodi, i koja su to?

Navedite matematicke izraze za silu i potencijalnu energiju gravitacijskog
medudjelovanja.

Napisite i objasnite izraz za elektromagnetsku (Lorentzovu) silu. Obra-
zlozite utjecaj velikih (relativistickih) brzina na elektromagnetsku silu.

Opisite sliénosti i razlike izmedu gravitacijske i elektrostatske (kulonske)

sile.

Izraéunajte gravitacijsku i elektrostatsku silu izmedu dvaju protona na uza-
jamnoj udaljenosti od 1072 m, te nadite njihov omjer.

Rijesite prethodni zadatak za potencijalnu energiju.

Koliki je doseg i jakost jakog medudjelovanja? Medu kojim Cesticama ono
djeluje?

Nacrtajte i objasnite krivulju koja prikazuje uzajamnu potencijalnu ener-
giju dvaju nukleona.

Izraéunajte potencijalnu energiju Yukawina nuklearnog medudjelovanja za
dva protona na uzajamnoj udaljenosti od 10~'® m. Usporedite je s odgo-

varajuéom gravitacijskom i elektrostatskom potencijalnom energijom. Obra-
zloZite rezultat.



10. Zakoni oCuvanja

Promatrajuéi gibanje &estica i tijela, otkrili smo da neke fizikalne veli¢ine za-
drzavaju stalnu vrijednost u zatvorenom sistemu, bez obzira na promjene koje se
zbivaju unutar sistema. Takve veli¢ine su koli¢ina gibanja, moment koli¢ine gibanja,
energija i elektri¢ni naboj.

Nepromjenljivost navedenih veli¢ina u fizici nazivamo zakonima ocuvanja. Ti
su zakoni izuzetno vazni u istraZivanju pojava u prirodi. Njihovo se znacenje osniva
na ¢injenici da vrijede uvijek, bez obzira na to o kojim se Cesticama i tijelima radi
i kakva su medudjelovanja prisutna unutar fizikalnog sistema. Zakoni su o¢uvanja
ona spona koja povezuje razli¢ita podrugja fizike i koja omogucuje razumijevanje
prirodnih pojava na zajednickoj osnovi, ma kako one izgledale razlicite. Kad ne
bismo poznavali zakone o¢uvanja, prirodne bi nam se pojave ¢inile kao kaoti¢an skup
nepredvidivih dogadaja. Medutim, zakoni otuvanja unose u sve ostale prirodne
zakone red i pravilnost i — §to je mozda najvaznije — omoguéuju predvidanje novih
pojava i otkrivanje novih zakonitosti.

Naveli smo éetiri fizicke veli¢ine — koli¢inu gibanja, moment koli¢ine gibanja,
energiju i elektri¢ni naboj — za koje vrijede zakoni ocuvanja. Posljedice tih za-
kona vidljive su u makroskopskim zbivanjima kakva smo proucavali u klasi¢noj
fizici, no jednako tako i u kemijskim reakcijama te u svim procesima u kojima
sudjeluju molekule i atomi. No u prirodi ima i drugih zakona o¢uvanja. Oni ne
dolaze do izrazaja u kemijskim i makroskopskim procesima, ali imaju vaznu ulogu
u nuklearnim reakcijama i u procesima u kojima sudjeluju osnovne Zestice visokih
energija.

Zakoni o¢uvanja u uskoj su vezi sa simetrijom fizikalnog sistema. KaZemo da
sistem posjeduje izvjesnu simetriju ako ga neki odredeni postupak ostavlja nepromi-
jenjenim. Katkad je rije¢ o simetriji u geometrijskome smislu. Naprimjer: zrcalimo
li kvadrat oko osi koja prolazi kroz dva suprotna vrha, nista se nece promijeniti.
Ili, zavrtimo li kruznicu oko njezina sredista za bilo koji kut, ona ostaje nepromije-
njena. No simetrija moze imati i druk¢iji smisao. Centralnu simetriju, naprimjer,
posjeduje Eestica ako njezina potencijalna energija ne ovisi o kutu, nego samo o
udaljenosti od ishodista.

Pokazalo se da je svaka takva simetrija povezana s otuvanjem neke fizicke
veli¢ine. Koli¢ina gibanja ostaje otuvana ako se svojstva sistema ne mijenjaju pri
linearnom pomaku. Posjeduje li potencijalna energija sistema centralnu simetriju,
moment koli¢ine gibanja ostaje konstantan. Sli¢no se sa simetrijama mogu povezati
energija, elektri¢cni naboj i sve ostale ofuvane veliine.
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U slijedeéim éemo odjeljcima ilustrirati kako se zakoni ofuvanja koli¢ine gibanja
i momenta koli¢ine gibanja, koje smo izuéavali u mehanici (Mehanika i toplina,
poglavlja 3. i 6) mogu neposredno primijeniti na neke procese u kojima sudjeluju
atomi i subatomske ¢estice. Zatim ¢emo se iscrpno baviti zakonom ocuvanja ener-
gije 1 njegovim primjenama.

10.1. Zakon oc¢uvanja koli¢ine gibanja

Ocuvanje koli¢ine gibanja povezano je s drugim Newtonovim zakonom mehanike,
koji mozZemo izraziti relacijom:
- dp
F=— 10.1

Pritom smo s F = Eﬁ.', oznatili zbroj svih sila kojima okolina djeluje na sistem
Cestica, a i

ﬁ: ngf)}_ (102)

ukupna je koli¢ina gibanja sistema Cestica. Ako je rezultanta vanjskih sila jednaka
nuli, tada je:
d -
@ _q
dt

odakle proizlazi da je:
= Z m;v; = konst.
i

Za jednu &esticu to nas vodi zakonu ustrajnosti (inercije), a primjeri zakona ocuva-
nja koli¢ine gibanja za dvije 1 vie Eestica poznati su nam iz mehanike: sjetimo se
pokusa s topom ili sudara medu cesticama. Zakon o¢uvanja koli¢ine gibanja vrijedi
1 u procesima u kojima sudjeluju Zestice atomskih 1 subatomskih dimenzija, te ima
kljuénu ulogu u tumacenju strukture tvari i u razumijevanju nuklearnih reakcija.

Primjer 10.1.

Atomska jezgra, prvobitno u mirovanju, raspadne se radioaktivno i pritom
emitira elektron koli¢ine gibanja p, = 9,22-10~2'kgms™" i, okomito na smjer
elektrona, neutrino koli¢ine gibanja p, = 5,33 - 10~2' kgms™!.

a) U kojem ¢ée se smjeru otkloniti novonastala (rezidualna) jezgra i kolika je
njezina koli¢ina gibanja p,?

b) Kolika je brzina v, rezidualne jezgre, ako je njezina masa m, = 3,90-
-10~2° kg?

a) Zbog otuvanja koli¢ine gibanja mora biti

ﬁc“*‘fv'l'ﬁn:(): ili ﬁe‘}'ﬁv:_ﬁm
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a odatle kvadriranjem dobivamo:
(ﬁe + ﬁl«')Q = f’.ez + fuz + 25&5&1 — ﬁnz
Bududi da je kut koji zatvaraju p. 1 p, ., = 90°, dobivamo p, - p, = 0,
dakle je
pa+p,=ry i pa=V0240l
tj. kolicina gibanja rezidualne jezgre iznosi:

Pn = /(9,22 -10-21)2 4 (5,33 - 10-21)2 kgms ™"
pn=1,06-10"2kgms™".

Zelimo naéi kut a., koji smjer otklona jezgre zatvara sa smjerom u kojemu
je emitiran elektron.

Py
=
(Xen
P
Slika 10.1. Zakon o¢uvanja koli¢ine gibanja
MozZemo pisati:
ﬁe + ﬁn = —Py;
sto kvadriranjem daje:
pg +Pr21 + 2P * P = pﬁ:
1l1:
PE + Pg i P?, + 2pppe COS ey = pf-
Odatle dobivamo:
& 9,22-10~21
CO8 Oy = B = —0,866

P 1,6-10-2
aen = 150°  (vidisl. 10.1).

b) Brzina je rezidualne jezgre:

Pn _ 1,06-10"2°kgms™"

m,  3,90-10-25kg

vp = 2,72-10* ms™.

Un =
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10.2. Zakon ocuvanja momenta koliéine gibanja

Moment koli¢ine gibanja L otuvan je u sistemu ako je rezultanta M momenta
vanjskih sila jednaka nuli. Tada se jednadzba gibanja za vrtnju (Mehanika ¢ toplina,

‘pogl. 5. i 6):
. dL
M= Ty (10.3)
moze pisati kao:
dL
= 0.

Pritom smo s L oznagéili ukupni moment koli¢ine gibanja za sistem Cestica:
E=) axa (10.4)
i
as M ukupni moment vanjskih sila

M=>"7xF (10.5)

Budu¢i da je promjena ukupnog momenta koli¢ine gibanja jednaka nuli, znati da
velicina L u toku vremena zadrZava stalan iznos 1 smjer:

I-::-Zﬁ- X p; = konst.

Za vrtnju sistema Cestica ili tijela oko glavne osi ofuvanje kutne koli¢ine gibanja
moze se pisati 1 na drugi nacin:

L= Z L;w; = konst.,

gdje je L iznos momenta vrtnje, a njegov smjer ima smjer osi vrtnje. S I; oznacili
smo moment tromosti s obzirom na glavnu os, a w; je kutna brzina i-te Cestice
oko te osi. Zakon otuvanja momenta koli¢ine gibanja u mehanici smo ilustrirali
mnostvom pokusa (Prandtlov stoli¢, zvrkovi). Ponovno treba istaknuti da zakon
o¢uvanja momenta koli¢ine gibanja vrijediiu atomskoj, molekularnoj i u nuklearnoj
fizici, te da ima vaznu ulogu u tumacenju strukture tvari.

Primjer 10.2.

a) Covjek stoji na Prandtlovu stoliéu (sl. 10.2.a) i u ruci drzi kotag koji se
moze vrtjeti oko vertikalne osi. Najprije cijeli sistem miruje, a zatim covjek
zavrti kotaé u svojoj ruci i opaza da se kotaé u odnosu prema njemu vrti re-
lativnom frekvencijom od éetiri okretaja u sekundi. Kolikom se frekvencijom
vrti stoli¢, a kojom kota¢ u odnosu prema Zemlji?
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Moment tromosti covjeka sa stolicem je I; = 15 kg mz, a moment tromosti
kotaga iznosi I, = 1 kg m?.

b) Rijesite isti zadatak ako je posrijedi relativna (unutrasnja) vrtnja
molekule (v. sl. 10.2.b). Momenti su tromosti dviju atomskih grupa:
L =5-100%kgm? i I = 9-10~* kgm?, a relativna frekvencija iznosi
v =101 s"1

Slika 10.2. Zakon o&uvanja momenta koli¢ine gibanja

a) Relativna je kutna brzina kotaca prema stoliéu:
Ww=ws —wi.
Kutna koli¢ina gibanja cijeloga sistema iznosi:
L = Lw + Iowy =0,

jer na pocetku uopce nije bilo vrtnje.
Za frekvencije v = gw_,r vrijedi:

V=1V —1

I + Lvs = 0.
Odatle izlazi za frekvenciju vrtnje stoli¢a:
4571 4
v = — uI .. 5 = —Es_l = —0,2557",
1
-k 14 =
1+ T + 1
a za frekvenciju vrtnje kotaca:
4 -1
vy = "I = —— =375s5"!
142 14—

7 15
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b) Za frekvenciju vrtnje prve atomske grupe dobivamo:

W= — ”I = —6,43-109s7L,
;O T
+ T
a druga se grupa atoma u molekuli vrti frekvencijom od:
vy = = 3,67:10'%s1,
14 ol
L

10.3. Zakon o¢uvanja energije

Poznato nam je da se energija u prirodi pojavljuje u razlicitim oblicima: gravi-
tacijska, elektri¢na, toplinska i kemijska energija, energija zracenja, nuklearna itd.
Znamo takoder da se energija moZe pretvarati iz jednog oblika u drugi. Pritom
ukupan zbroj svih vrsta energije ostaje nepromijenjen. Ako u nekom pokusu ili
tehnoloskom procesu izmjerimo potroSenu 1 dobivenu energiju i utvrdimo da one
nisu jednake, to samo moze znaciti da nismo dovoljno precizno mjerili ili da se
energija potrosila na neki dio sistema o kojemu nismo vodili ra¢una. U proslosti
se fizika sastojala od vise nepovezanih podruéja; jedan od glavnih razloga tome bio
je §to nije odmah uoceno da se energija u svim tim naizgled razli¢itim sistemima
moZe 1 mora opisivati na isti naéin.

Zakon otuvanja energije upoznali smo u mehanici. Na osnovi Newtonovih za-
kona zakljuéili smo da se energija Cestice mase m sastoji od energije gibanja ili

kineticke energije Ey = e 1 od energije polozaja ili potencijalne energije E,(7).

Ukupna energija cestice

E=E+E, (10.6)

ostaje nepromijenjena.

Potencijalna energija uzrokovana je medudjelovanjem s drugim tijelima, dakle,
ovisi o poloZaju §to ga Cestica zauzima, s obzirom na druga tijela. Ona se, dakle,
moze izraziti kao funkcija polozaja. Mijenja li se polozaj ¢estice, mijenja se 1 njezina
potencijalna energija. Ukupna energija moze pritom ostati konstantna samo tako
da se na odgovarajuéi nacin promijeni i kineticka energija.

Za sistem viSe tijela ukupna se energija sastoji od kineticke

2
m;v?
- 10.7
2 ( )

Ey =

1 od potencijalne energije

E, = ZEP(E) + %EEp(i,I) (10.8)

i#l
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Prvi ¢lan predstavlja energiju koju Cestice imaju zbog djelovanja vanjskih sila, a
drugi je uzajamna potencijalna energija koju tijela imaju zbog medusobnih inter-
akcija. U drugom élanu pojavljuje se faktor 1/2 kako se uzajamna energija para
¢estica 7 1 [ ne bi brojala dvaput.

U sistemu koji se sastoji od vise ¢estica ima mnogo nagina kako se energija moze
izmjenjivati. Cestice, kao naprimjer u sudarima, mogu medusobno izmjenjivati
kineticku energiju a da se potencijalna uopce ne promijeni. No moguce su 1 razlicite
druge pretvorbe.

Ako vanjske sile ne djeluju ili je njihova rezultanta konstantna, ukupna energiyja
sistema ostaje otuvana. O tome svjedoce brojni pokusi, 1 nijedan proces opaZen 1
izmjeren u prirodi nije se dosad sukobio s tim zakonom. Stoga imamo puno pravo
pretpostavljati da je zakon ofuvanja energije univerzalno i svagdje prisutno pravi-
lo. Pomoéu njega mozemo stoga otkrivati 1 nove zakone. Mnogi zakoni u raznim
podrugjima fizike zapravo su posljedica zakona ofuvanja energije. Takvi su zakoni
primjerice u mehanici fluida, Bernoullieva jednadzba za protjecanje idealnog fluida
te, u termodinamici, prvi zakon termodinamike. U elektricitetu, pri proucavanju
strujnih krugova — susreli smo se s drugim Kirchoffovim pravilom, koje takoder nije
nista drugo do zakon ofuvanja energije.

10.3.1. Potencijalna energija i vremensko ponasanje sistema

Ovdje éemo pobliZe razmotriti jos jedan vazan aspekt zakona o¢uvanja energije,
da se, naime, pomoc¢u njega moze predvidjeti vremensko ponasanje sistema. Za
razliku od pristupa u kojemu smo posli od jednadzbe gibanja (Newtonovi zakoni
mehanike) i kao pocetne uvjete zadali pocetni poloZaj i pocetnu brzinu tijela, sada
polazimo od zakona otuvanja energije 1 obavezno zadajemo ukupnu energiju. Kao
rjeSenje dobivamo vezu brzine i polozaja Cestice, a zatim integracijom dobivamo
ovisnost polozaja Cestice o vremenu.

Pritom polazimo od izraza (10.6) koji za jednodimenzionalno gibanje ima oblik:

muv?

E=

+ E,(z), sto daje:

2
v = \/%[E — Ep(z)] .

»e . T . . it . .
Bududi da je v = pTE prethodni se izraz moZe napisati kao:

m dz

Integriramo li to od potetnog trenutka (¢t = 0, z = z¢) do krajnjeg trenutka (¢, z)

| \/%‘x[Ej_xwzofdtzt (10.9)
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dobivamo, ovisno o potencijalnoj energiji, polozaj estice u svakom trenutku. De-
riviranje ¢e nam, naravno, dati ovisnost brzine o vremenu.

Primjer 10.3.

Polazeéi od zakona o¢uvanja i izraza za potencijalnu energiju harmonickog
oscilatora E,(z) = (1/2)kz?, nadite ovisnost poloZaja o vremenu, ako je
zadano da je u trenutku ¢ = 0 Cestica mase m u polozaju z = 0 te da je
njezina ukupna energija E.

Jednadzba (10.9) poprima oblik:

/3] dz —
2 paiiticd)
0 \/E—%kxz’

odakle integriranjem dobivamo:

(2 aresi 1/i _
5 arcsin 2Ex =
—\/——QE n it
T = k S > .

To je poznato rjesenje za harmonicki oscilator uz relacije koje povezuju am-
plitudu A i kruznu frekvenciju w s masom m i konstantom harmonicke sile

k:
E:lkAz i u=1/£.
2 m

10.4. Energija i masa

U kemijskim reakcijama zbivaju se pretvorbe prilikom kojih se skupine atoma
spajaju na razli¢ite nacine i tvore nove spojeve. Atomisticka struktura tvari otkri-
vena je upravo zahvaljujuéi tome §to se tvari spajaju u zadanim omjerima, i §to
— poznajuéi mase sastojaka — mozemo predvidjeti 1 masu spoja. Tako su kemicari
zakon o otuvanju mase dugo smatrali jednim od osnovnih zakona prirode, neovisno
o zakonu o¢uvanja energije.

Teorija je relativnosti, medutim, pokazala da je masa m s energijom najuze
povezana relacijom (Mehanika i toplina, pogl. 9):

E = mc?.
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Zakonom je otuvanja energije, dakle, obuhvadeno i o¢uvanje ukupne mase:

my
m =
’U2
1--
c

Cestica ve¢ samim tim 3to postoji posjeduje tzv. energiju mirovanja Ey = mgoc?.

Time, medutim, nista nije reeno o ofuvanju mase mirovanja mo. Masa mirovanja
sistema Cestica nije jednaka zbroju masa mirovanja pojedinih estica. To éemo
pokazati sljede¢im razmatranjem. Svaka Cestica u sistemu ima svoju energiju, a
ona se sastoji od energije mirovanja i kineticke energije:

E; = mic® = mgic® + Ex; (10.10)

Slovom 17 obiljezili smo pojedinu Cesticu.

Ukupna energija cijeloga sistema jednaka je zbroju energija E; za sve Cestice,
¢emu jo$ treba pribrojiti ukupnu uzajamnu potencijalnu energiju Ej,, jer Zestice
jedna na drugu djeluju uzajamnim silama. Dakle, energija mirovanja cijeloga sis-

tema jest:
Ey = EE:' +E, = EmD,EC2+ZEk,£ + E,.

Zbroj kineticke energije ZE;,,,- = Ej 1 potencijalne energije F, znali promjenu

1
unutrasnje energije sistema:

AE = Ex + E,,

a ukupna se energija moze pisati kao:

Ey = mu(22 = Z Tn{),.‘c"3 + AFE.

Podijelimo 1i to s kvadratom brzine svjetlosti, dobivamo relaciju izmedu masa:
AE
mo = E mp,; + T

i

Buduci da je za vezano stanje obicno AE < 0, masa mirovanja sistema manja je
od zbroja mase mirovanja pojedinih dijelova sistema. Razlika masa:

|AE|
c2

Am = (10.11)
naziva se defektom mase. Postavlja se pitanje moze li se defekt mase ekspe-
rimentalno provjeriti za razlicite procese u kojima se mijenja unutrasnja energija
sistema. Pokazuje se da je defekt mase zanemarivo mali i da je ispod granica
toénosti mjerenja (Am < 10719 kg) za procese kao sto su elasti¢na deformacija,
toplinske promjene 1 — §to je vazno — za kemijske reakcije. U nuklearnim reakcijama,
medutim defekt je mase oko 1% 1 vidljiv je u eksperimentu.
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Primjer 10.4.

Izracunajte razliku unutrasnje energije i defekt mase koji nastaje u ovim
procesima:
a) pri elasti¢noj deformaciji koja nastaje kad sila od F = 2-10* N djeluje
na éeliénu sipku duljine I = 1 m i presjeka S = 1 ¢cm? i produii je za
Al =1 mm;
b) kod toplinske promjene pri kojoj se 1 kg vode pretvori u paru. La-
tentna je toplina isparavanja vode L; = 2,25 - 10 Jkg™1;
c¢) pri kemijskoj reakciji koja se zbiva izgaranjem m = 1 kg ugljena. U
tom se procesu oslobada energija od AE; = 3-107 J;
d) prilikom nuklearne reakcije:

1d+ id — 3He,

u kojoj se dva deuterona spajaju u jezgru helijja. Pritom od 1 kg deuterija
nastaje 993,75 g helija;

e) Usporedite slucajeve ¢) i d) i izratunajte koliko je ugljena potrebno
sagorjeti da bi se dobila jednaka koli¢ina energije kao pri nuklearnoj reakciji.

a) Promjena unutrasnje energije pri elasti¢noj deformaciji jednaka je radu
koji treba obaviti da bi se svladala elasti¢na sila iznosa F' = kAl. Taj je rad:

Al
1
AEgq =W = ]km de = 3 k(Al)? = % F(Al).
0

Razlika unutrasnje energije iznosi:
1
AEq = 5 .2-10°N-107®*m =107,

a defekt mase:

AE, 10J

- -16
a = E e mey = bl 107 ke,

Am,g =

b) Pri isparavanju m = 1 kg vode promjena je unutrasnje energije:
E;=L;-m=225-10%Jkg™! - 1kg =2,25-10°J.
Tome odgovara defekt mase:

AE; 2,25 -10%J

Ami = =5 = B 100 ms )2

=25-10"1 kg.

c¢) Iz poznate razlike unutradnje energije pri sagorijevanju jednog kilograma
ugljena:

AE,=3-107]
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moze se izracunati defekt mase:

AEy  3-107J
¢z (3-103ms—1)2

d) Pri nuklearnoj reakciji 2d + 2d — 3He defekt je mase:
Am, = 1kg —0,99375 kg = 6,25 - 10~> kg.

Amy, = =3,33-10"10 kg.

Oslobodena je energija:

AE, = (Amy)-¢*=6,25-10"% kg (3 - 10° ms™')?

AE, =5,625-107J.
e) Masa ugljena koja bi imala sagorjeti da bi se dobila ista energija kao pri
raspadu 1 kg deuterija iznosi:
_AE, o o 5,625 - 104 J
TAE T 3-1077
m=1,875-10" kg.

m

kg

Defekt mase i razlika unutrasnje energije podaci su koji sadrze vaznu informa-
ciju o jakosti uzajamna medudjelovanja medu cesticama, a mozemo je doznati ako
1zratunamo energiju vezanja £ koja otpada na pojedinu Cesticu

AE
E=—.
N
Pritom ¢emo broj cestica N doznati iz relacije:
m
N =Ny —,
AM

gdje je m masa, Ny Avogadrova konstanta, a M molna masa spoja.

Primjer 10.5.
Uzevsi u obzir rezultate prethodnoga primjera, izraéunajte kolika ener-
gija vezanja otpada:
a) na jednu molekulu pri elasti¢noj deformaciji eliéne Sipke;
b) na jednu molekulu vode pri isparavanju;
c¢) na jedan atom ugljika pri sagorijevanju;
d) na jednu jezgru helija prilikom nuklearne reakcije:

2d+ 2 — He.

a) Masa je Celicne sipke (uz podatak da je gustoca elika gz = 7,7-10%kg m™3);

m=gglS=T,T- 103kgm™-1m-10~* m?
m = 0,77 kg.
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Ako za molnu masu éelika uzmemo M = 60 gmol ™!, broj je molekula:
0,77 kg

N = 6,022 - 10 mol ! -
Mo 6010~ kgmol

N =1,7-10%,
a energija vezanja po molekuli iznosi:
L= Aﬁ"‘ = 7,7195024 =1,30-10"%*J
Ea=10""¢eV.
b) Broj je molekula u 1 kg vode:
l1kg

N =6,022-10% mol ™! -

18,02 - 10-3 kg mol~*
N =3,34-10%.
Energija vezanja koja otpada na jednu molekulu iznosi:

AE; 2,25-10°]

| = - i 4.1 -26
& N 3,34-10% Bl 07
£ =042eV.
c¢) U 1 kg ugljena ima:
1kg

N = 6,022 - 102 mol " -

12,011 - 10-3 kg mol ™
N =5,01-10%
atoma ugljika. Energija vezanja po atomu iznosi:
AE; 3-10%3

_ _ —a.10-19
“=—N Zsorm0m 010
& =3,7€V.
d) Broj atoma u 0,993 75 kg helija jest:
0,993 75 kg

N = 6,022 - 10** mol ™ - :
. 4,01-10-3 kgmol™

N =1,49-10%,

Energija je vezanja po jednoj helijevoj jezgri:
AE, 5,625 10*4]
N 1,49 - 1026
£n=2,36-10" eV = 23,6 MeV.

&, = =3.77-10712]
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10.5. Konzervativne 1 nekonzervativne sile

Konzervativne su sile one sile kod kojih je obavljen rad jednak razlici potenci-
jalnih energija. Ako se Cestica giba pod djelovanjem konzervativne sile, 1 pritom
se pomakne iz tocke A u totku B, obavljeni rad ovisi samo o pocetnoj 1 konacnoj
tocki. On je jednak razlici potencijalnih energija:

Was = E,(B) — E,(A).

Za svaku stazu koja spaja totke A i1 B, bez obzira na to koliko ona bila dugacka 1
zapetljana, rad je jednak (v. sl. 10.3.a). Ista se Cinjenica moze izre¢i i tvrdnjom
da je rad na zatvorenoj krivulji jednak nuli (sl. 10.3.b). Konzervativne su sile
naprimjer sila gravitacije, elektrostatska sila i harmonicka sila (Mehantka ¢ toplina

4. pogl.).

A A

Slika 10.3. Rad konzervativne sile

Iz iskustva znamo da u svakodnevnu Zzivotu i u laboratoriju susreéemo i sile
koje nemaju navedeno svojstvo. Popnemo li se pa zatim spustimo stepenicama, ili
nac¢inimo li kruznu Setnju kroz gradske ulice, s pravom smo uvjereni da smo potrosili
dosta energije i obavili neki rad. Pustimo li tijelo da klizi po kosini, potroseni rad i
razlika potencijalnih energija nisu jednaki. To nas navodi na misao da u prirodi ima
i sila koje nisu konzervativne, kao sto je primjerice sila trenja. Takve sile nazivamo
nekonzervativnim ili disipativnim silama. Cini se na prvi pogled, a i samo ime
tih sila sugerira nam takvu pomisao, da se pri njihovu svladavanju ne odrzava ener-
gija. To, medutim, nije tocno. Kad predmet klizi niz kosinu, dio njegove energije
potrosi se na svladavanje sile trenja. Sto to zapravo znaci? To znaéi da je i kosina
dio naseg sistema, a mi to nismo uzeli u obzir. Povrsina kosine sastoji se od nerav-
nina, koje su opet nakupine molekula. Predmet koji klizi izaziva promjene u stanju
tih molekula, on ih ubrzava, mijenja_njihove medusobne udaljenosti i tako zapravo
mijenja unutrasnju energiju sistema. Buduéi da smo u takvim primjerima obiéno
zainteresirani samo za gibanje predmeta, gledano makroskopski, sve ostalo pripisu-
jemo trenju. Treba, medutim, razumjeti da se takve pojave natelno mogu objasniti
mikroskopski, medudjelovanjem izmedu pojedinih Cestica (atoma, molekula ...), a
tada se sve promjene mogu protumadciti osnovnim medudjelovanjima, koja su uvijek
konzervativne sile.
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Pitanja 1 zadaci

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

10.8.

10.9.

10.10.
10.11.

10.12.

Objasnite smisao zakona otuvanja u prirodi. Koje smo otuvane veli¢ine
dosad upoznali?

Ima li, osim o¢uvanja koli¢ine gibanja, momenta koli¢ine gibanja, energije i
elektricnoga naboja, i drugih zakona ocuvanja, i gdje oni dolaze do izrazaja?
Sto razumijevamo pod pojmom simetrije u prirodi? Ima li veze izmedu
simetrije 1 zakona oCuvanja?

Opisite zakone otuvanja koli¢ine gibanja i momenta koli¢ine gibanja, koje
ste upoznali u klasi¢noj mehanici.

Navedite zakone i pravila klasiéne fizike koji proizlaze iz zakona o¢uvanja
energije 1 elektricnoga naboja.

Obrazlozite kako se vremensko ponasanje Cestice moze predvidjeti ako se
poznaje ovisnost njezine potencijalne energije o polozaju.

Nadite vremensko ponasanje Cestice mase m i ukupne energije E, pretpo-
stavljajuci da potencijalna energija ovisi o udaljenosti z po zakonu E, =
= mgz.

Sto je to defekt mase?

Kolik je (navedite red veli¢ine) defekt mase za tipiéne procese sto se zbivaju
u elasti¢nim, toplinskim, kemijskim 1 nuklearnim promjenama?
Izracunajte koliko se energije oslobodi pri fuziji triju a-cestica u jezgru 12C.

Objasnite razliku izmedu konzervativnih i disipativnih sila. Navedite pri-
mjere. Ima li medu osnovnim medudjelovanjima takvih koja su disipativna?

Predmet mase 200 g, koji klizi niz kosinu visine 20 em i nagiba 30°, stigne
na podnozje kosine brzinom od 1 m/s. Predmet nema pocetne brzine.

a) Koliko je energije tijelo izgubilo? Kolika je razlika potencijalnih ener-
gija?

b) Kolika je sila trenja, a kolik prijedeni put?

c) Koliki je rad utrosen na svladavanje sile trenja?



11. Primjena zakona oCuvanja energije na vezane
sisteme

11.1. Uvod

U ovom ¢emo poglavlju zakone oéuvanja, znanje o osnovnim medudjelovanjima
i poznavanje dinamike materijalne tocke i krutog tijela primijeniti na jednostavne
vezane sisteme kakve susreéemo u proucavanju strukture tvari. Takvi su sistemi,
naprimjer, dvoatomna molekula ili sustav Zemlja-Sunce, koji se mogu opisati rela-
tivnim gibanjem jedne cestice prema drugoj. Takav jednostavan sistem moze biti 1
neka slozenija molekula, npr. C,Hg, koja poput krutoga tijela rotira oko unutrasnje
osl.

Iz dosadasnjih primjera mozemo zakljuciti da je dovoljno poznavati potencijalnu
energiju, te da odatle mozemo naéi jednadzbe koje upravljaju gibanjem Ccestice.
Posebno je vaino, i to éemo napose istaknuti u ovom poglavlju, da se i bez rjesavanja
jednadzbi i bez postupka integriranja moze predvidjeti ponasanje Cestice ako se
poznaje njezina potencijalna energija. :

Poznajemo li ovisnost konzervativne sile o polozaju Cestice, jednostavnim pos-
tupkom mozemo naéi potencijalnu energiju te estice u bilo kojoj tocki prostora.
Zato za konzervativne sile opis medudjelovanja dvaju tijela pomocu sile mozemo
zamijeniti izrazom koji nam daje potencijalnu energiju. Ta su dva nalina opisi-
vanja interakcije nacelno potpuno ravnopravna. U klasi¢noj mehanici sluzili smo
se uglavnom pojmom sile, i osnovna jednadzba koja nam je sluzila za predvidanje
svojstava fizikalnog sistema bio je drugi Newtonov zakon. U kvantnoj fizici, u
fizici materijala i fizici estica, no isto tako 1 u mnogim podrucjima klasi¢ne fizike
i u njezinim primjenama, medudjelovanja se najéesée opisuju pomocu potencijalne
energije. Izrazita prednost potencijalne energije nad pojmom sile jest u tome sto je
potencijalna energija skalarna veli¢ina i §to se racuni za viSeCesticne sisteme svode
na zbrajanje skalarnih veli¢ina. To je mnogo jednostavnije nego zbrajanje sila
koje su vektorske veli¢ine. Ima, medutim, jos jedan razlog: sila je pojam uveden u
mehanici, i u svojem se klasiénom obliku ne moze primijeniti na sva medudjelovanja.
Pojam sile sadrzi u sebi pretpostavku trenutaéna djelovanja. Stvarne interakcije u
prirodi, medutim, nisu trenutaéne: npr. elektromagnetsko se medudjelovanje 8iri
brzinom svjetlosti ¢ = 3 - 103 ms™?!, koja je velika, ali ipak konatna.
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11.2. Veza izmedu sile i potencijalne energije

Da bismo nasli iz}aze koji povezuju silu i potencijalnu energiju, moramo se
sjetiti da je, za konzervativne sile, rad moguce dobiti samo na racun potencijalne
energije sistema. Ako promatramo rad obavljen na infinitezimalnom putu dz, on
je po iznosu jednak promjeni potencijalne energije toga sistema, no suprotna je
predznaka:

dW = —dE,.
Buduéi da je za Cesticu koja se giba na pravcu,
dW = F(z) dz,
dobivamo
Fdz = —-dE,,
odakle slijedi:
F(z) = —-dEd"f) (11.1)

Ovaj izraz treba shvatiti kao derivaciju funkcije potencijalne energije, 1 on nam
omogucuje da iz poznate potencijalne energije nademo silu. Cesto nam je, medutim,
potrebna obrnuta veza. Buduéi da je obrnuta operacija od deriviranja integriranje,

mozemo pisati:
I

Ep(z) = — / F(z)dz. (11.2)

Tr

Pritom je z tocka u kojoj se nalazi cestica. Vezu potencijalne energije 1 sile mozemo
izracunati i pomoéu neodredena integrala, uz uvjet da vrijednost konstante pri-
lagodimo zadanim poéetnim uvjetima. _

Uoéavamo da potencijalna energija nije odredena jednoznaéno. Za istu silu
moZemo nacrtati mnogo razlicitih potencijalnih krivulja koje se medusobno raz-
likuju samo za vrijednost konstante. Ta konstanta ovisi o polozaju tocke z,, koju
nazivamo referentnom totkom. Vrijednost z, zadajemo tako da potencijalna
energija u toj tocki bude jednaka nuli.

Potencijalne energije koje se medusobno razlikuju samo za konstantu znace,
medutim, istu fizikalnu situaciju, jer daju jednaku silu.

Jednakost (11.1) koja povezuje potencijalnu energiju 1 silu ima vaznu posljedicu:
ako je na nekom mjestu zo sila jednaka nuli, znati da je na tom mjestu derivacija
potencijalne energije jednaka nuli. Drugim rije¢ima, krivulja potencijalne energije
na tom mjestu ima ekstrem — minimum ili maksimum. Posebno su vazne tocke u
kojima E,(z) ima minimum: to su totke u kojima je sistem u stabilnoj ravnotezi.

11.3. Harmonicki oscilator u jednoj dimenziji

Ovim primjerom, koji je dobro poznat iz mehanike, ilustrirat ¢emo kako se iz
oblika krivulje potencijalne energije mogu izvuéi zakljucci o ponasanju sistema.
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Titranje Cestice na pravcu uzrokuje harmonitka sila F(z) = —kz, sto pomoéu
relacije (11.2) vodi na izraz za potencijalnu energiju:

Ei(z) = % kz? (11.3)

Ovdje je k konstanta harmonicke sile, a oblik je potencijalne krivulje parabola
(v. sl. 11.1.a). Gibanje &estice ovisi o njezinoj ukupnoj energiji E. Cestica te

A A

E Ep(x)
E Ep(X)
|
|
!
I
|
!
b
E| |1 |
B | :
! | ! —
X3 X 0 x X . I
a) by O % X
A
E

Slika 11.1. Potencijalna energija harmonicke sile

energije titrat ¢e oko ravnoteinog polozaja ¢ = 0 u konaénom dijelu prostora,
izmedu totaka z; i 3. Ona se ne moze naéi u tocki z3, jer bi tada njezina kineticka

energija Ep = bila negativna, a to je nemoguée. Ma kolika joj bila ukupna
energija, Cestica se nikad neée moéi sasvim otrgnuti od ravnoteina polozaja i otiéi
u nepovrat. Takva je Cestica uvijek u vezanu stanju, ali estica veée energije titrat

¢e s ve¢om amplitudom.
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Umjesto u ishodidtu, ravnoteini polozaj &estice mogao je biti u nekoj tocki
z = z, kao sto je prikazano na sl. 11.1.b. Tada je potencijalna energija opisana
1zrazom:

Ey(z) = % k(z — 20)?, (11.4)

a svi ostali zakljuéci ostaju isti.

Buduéi da je fizikalna situacija nepromijenjena ako potencijalnoj i ukupnoj ener-
giji dodamo jednak konstantni ¢lan, situacija izrazena u izrazu (11.4) moZe se opisati
1 potencijalnom energijom:

E,(s)=-D+ % E(e—ag)? (11.5)

prikazanom na sl. 11.1.c. Ona nam samo kaze da smo odabrali drugu vrijednost
kao polaziste od kojega mjerimo energiju.

Primjer 11.1.

Cestica mase m = 1 g titra oko ravnoteznoga polozaja zo = 0,4 m pod
djelovanjem harmonicke sile kojoj je konstanta k¥ = 80 Nm~*. Ukupna je
energija Cestice £ =4 J.

A
J
0,0
1t
Ep:ka
5.0
E- i
| |
| |
| |
| |
|
[
: /
X |
T X1|1 T T T T XBI lfxz T T T —
-01 |001 02 03 04 05 06 07 08 09 10 x
m
Slika 11.2. a) Potencijalna energija kod harmonickog oscilatora
a) Napisite potencijalnu energiju i silu i nacrtajte njihov graficki prikaz u
intervalu —0,1m < z < 0,9 m.
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Izracunajte:

b) amplitudu titranja te Eestice,

c) unutar kojeg ¢e se intervala (z;, z5) gibati Gestica,

d) potencijalnu i kineticku energiju &estice te njezinu brzinu u tocki zz =
= 0,6 m,

e) isto kao u zadatku d) za totku z4 = 0,9 m. Moze li se estica naéi u toj
tocki?

a) Za potencijalnu energiju mozemo pisati:

By(2) = 5 k(z — 20)? = 40 Nm™(z — 0,4 m)?

z

By(@) =403 (2 ~04)".

Graficki prikaz na slici (11.2.a) dobiven je pomoéu tablice vrijednosti za
tocke na paraboli:

z/m | -0,1]00]01]02[]03[]04[05][06]0,7]08] 009
Ep/J | 10,0 | 643616040004 ]|1,6]36]6,4] 10,0

_FA
N

307 F>0

Xo

T T T ] 1 T L _P
-01 O] 01 02 03 04\05 06 07 08 09

X
m

Slika 11.2. b) Sila kod harmonickog oscilatora

Za silu dobivamo ovisnost (sl. 11.2.b):

- dE
F(z) = -2 = —k(z — 20) = ~80 N (% ~04).
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Tablica vrijednosti daje tocke na pravcu:

z/m | -0, |00 [01]02]03[04][05] 06 [07 08109
F/N| 40 | 32 | 24 | 16 | 8 | 0 | -8 | —16 | —24 [ —32 | —40

b) Amplituda titranja dobije se iz uvjeta da je:
1
E = -FkA®
2 ]

koji kaze da je u totkama z = zo=+ A kineticka energija jednaka nuli. Odatle
je:

fe 26 _ [2-47 _ [1
"V k" V8ONm™! V10
A=0,316m.

c) Ukupna je energija Cestice:

mv2

E =
2

1

+ - k(:l: - 1?0)2.
2

Kineticka energija mora biti pozitivna, dakle:

mv2

= 1 2
T—E—2k(ﬁ?—xo) 20

Ova nejednadzba ima rjeSenje:
I S z S T3,

gdje su krajnje tocke intervala:

[2E .
Ty =-— -k—+I0=0,084m 1
[2E
Iy = EE:_ + 2o = 0,716 m.

d) Potencijalna energija iznosi:
1 2 1 -1 2
EP($3)= §k(£3—$0) T ESONm (0,61’1’1—0,41’(1)
Ep(z3)=1,617.
Kineticka energija predstavlja Ira.zliku:

Ex(z3) = E — Ep(z3) =43 - 1,6]
E;,(a:a) = 2,4 J.
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L]

Brzina se dobije pomocu kineticke energije Ey =

/2Ek 2-2417]
V=
10-3 kg
v=693ms”
e) Potencijalna energija iznosi:
Ep(z4) = = k(:c4 —i#g)? == 80 Nm™!.(0,9m —0,4m)>
p(:!?q) = 10 J.
Kineticka je energija

Ei(24) = E— Ep(z4) =43 —107J
Ek(:c‘l) =—-61J.

negativna 1 zato se Cestica energije £ = 4 J ne mozZe naéi u tocki z4.

11.4. Anharmonicki oscilator

Pravi harmoniéki oscilator malokad ¢emo susresti u prirodi. Pri veéoj energiji
stvarna se Cestica obi¢no otrgne i udalji od ravnoteznoga polozaja oko kojega bi
titrala Cestica manje energije. Tipi¢an primjer takvih anharmonickih oscilacija
(vibracija) opisuje nam Morseova potencijalna energija:

By(w) = D |72 (55%) _geme (5550 (11.6)

prikazana na sl. 11.3. Ako odaberemo polaziste za mjerenje energije tako da
potencijalna energija cestice u beskona¢nosti bude jednaka nuli, tada nam negativna
energija £ < 0 opisuje vezano stanje, a pozitivna energija £ > 0 slobodno stanje
cestice. Morseova potencijalna energija ima izraziti minimum u toéki z = zg.
Cestica koja ima energiju E < 0 titra izmedu z; i z3, a ako joj izvana dovedemo
energiju tako da bude E' > 0, tada ¢e se ona moéi naéi na bilo kojoj 1'daljenosti
z > x3. Energiju D, koju je potrebno dovesti da bi se otrgnula i udal ‘la ¢estica
koja miruje u tocki ravnoteze, nazivamo energijom disocijacije.

Takva potencijalna energija opisuje naprimjer titranje dvoatomne molekule, pri
¢emu jJe z medusobna udaljenost dvaju atoma u molekuli.

Za male energije gibanje je Cestice vrlo sli¢no gibanju harmonickog oscilatora.
U to ¢emo se lako uvjeriti ako potencijalnu energiju (11.6), koristeéi se znanjem iz
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matematicke analize, napisemo u obliku beskonaénoga reda:

2 3
=+ pe? (222 per (E22) "4

Lo

7 T — xyp 4
& = Da* (—) —mfeon 4 (11.7)

Ako su udaljenosti |z—z| male, élanove s treom i vis§im potencijama moZemo zane-
mariti, i tada nam ostaje harmonicka potencijalna energija, pril" 7»ra crtkanom
linijom na sl. 11.3.

g A lE
eV “eso P
Z2- |
|
11X Xg X9
0 HH I -
X [ |
3 [ ! | X
N
2. 4 |
\
E<0 \ /
‘ KJ

Slika 11.3. Anharmonicni oscilator

Oblik krivulje potencijalne energije, koji smo upoznali kod Morseova medu-
djelovanja, vrlo je tipican. Potencijalna energija ima izrazit minimum na nekoj
ravnoteinoj udaljenosti. Na malim udaljenostima potencijalna energija postaje
velika i pozitivna, a na vrlo velikim udaljenostima priblizava se konstantnoj vrijed-
nosti, obi¢no nuli. Promatramo li odgovaraju¢u silu, vidimo da je sila za male
udaljenosti pozitivna, tj. odbojna. Na ravnoteznoj udaljenosti ry sila je jed-
naka nuli, a zatim postoji raspon udaljenosti na kojima je sila negativna, dakle,
privlaéna. Na nesto veéoj udaljenosti sila postaje zanemarivo mala. Takva je
sila koja drZi na okupu dva atoma u dvoatomnoj molekuli, pa je u sluc¢aju kova-
lentnog vezanja mozemo priblizno prikazati Morseovom krivuljom. Medutim, i u
drugim vezanim sistemima potencijalne energije imaju slican oblik iako su dane
drukéijim matemati¢kim izrazom. Tako se sliénim oblikom potencijalne energije
moze prikazati vezanje ionskoga tipa u molekulama, no jednako tako i medudjelo-
vanje izinedu dviju molekula u plinu ili medudjelovanje dvaju nukleona u atomskoj
jezgri. Karakteristi¢no je da Eestica, koja s nekom drugom cesticom djeluje takvom
silom:

a) na malim energijama titra gotovo harmonicki,

b) na energijama veéim od energije disocijacije moze se otrgnuti i udaljiti,

c) postoji najmanja udaljenost do koje se Cestice mogu medusobno pribliziti.



11.4. Anharmoni&ki oscilator 331

Ovdje treba primijetiti da je nas fizicar Ruder Boskovié jos u 18. st. predvidio
postojanje ' vaznost takvih sila, u vrijeme dok se jos gotovo nista nije znalo o
atomisti¢' ) gradi tvari.

Primjer 11.2.
a) Nacrtajte graficki prikaz Morseove potencijalne energije u intervalu 0 <
< z < 0,3 nm, ako je zadano:

D=4¢eV, a=2, &i=01nm.
b) Napisite priblizni izraz za potencijalnu energiju za male amplitude, te

izratunajte frekvenciju kojom ce titrati cestica mase m = 1,67 - 10~27 kg i
ukupne energije £ = —35 eV.

e A

eV
10
Ep (X)
8 —
6
Morseova potencijalna
energija
4] D=4 eV
=2
X=01 nm
40
= >
04 X
nm

Slika 11.4. Morseova potencijalna energija
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a) Da bismo nacrtali graficki prikaz (sl. 11.4), nainit ¢emo tablicu vrijed-
nosti funkcije:

E,(z)=D ¢ (%) — g (%‘l)" .

z/nm 0 0,05 0,06 0,07 0,09 0,10
Ep/eV | 159,3 7,81 2,00 [ —-1,30 | —3,80 | —4,00
z/nm 0,11 0,12 0,15 0,20 0,25 0,30
E,/eV | —3,87 | -3,57 | —2,40 | —1,01 | —0,39 [ —0,15

b) Priblizni izraz za male amplitude dobiva se razvojem u red u kojemu
zadrzavamo samo prva dva ¢lana:

2
- 1
Ey(z)=-D+ Do’ (%) ==D+4 B mw?(z — 29)°,

§to odgovara harmonickom oscilatoru. Frekvencija titranja moze se odrediti
iz uvjeta:

Do? 1 z
5 = o mw’,
Ty 2

§to daje:

[2Da? o ([2D
Ww = 35 —_— |1
mzg zo m

Za dani je slucaj kruzna frekvencija:

- 2 2-4-1,602-10-1°J
~0,1-10~°m 1,67 -10-27 kg
w=5054-10"rads™!
a frekvencija iznosi:
V= — = 882103 Haz.
2T

Primjer 11.3.
Potencijalna energija za medudjelovanje dviju molekula u plinu moze se
prikazati Lennard-Jonesovom funkcijom:

E,(r) = —Eq [2 ("—")6 - (®) 12] . (11.8)

r T

a) Nacrtajte graf Lennard-Jonesove potencijalne energije za ro = 0,25 nm 1
E(} =5 aV.
b) Nadite ovisnost medumolekularne sile o udaljenosti i prikazite je graficki.

Primjena zakona ofuvanja energije na vezane sisteme
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c) Izracunajte ravnoteinu udaljenost molekula i potencijalnu energiju na toj
udaljenosti.

d) Odredite za koje je udaljenosti sila odbojna, a za koje privlaéna. Nadite
za koju je udaljenost privlaéna sila najveéa i izracunajte tu silu.

a) Graficki prikaz (sl. 11.5.a) dobivamo pomoéu tablice za potencijalnu ener-
giju:

r/nm 0,21 | 0,22 0,23 | 0,24 0,25 0,26

EpfeV | 12,05 | 1,65 | —2,89 | —4,61 | —5,00 | —4,78

r/nm 0,27 | 0,28 | 0,29 0,30 0,35 0,40
'i Ep/eV | —432 | 3,78 | =3,26 | —2,79 | —1,24 | —0,58
,; r/nm 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65

Ep/eV | =029 | —0,16 | —0,09 | —0,05 | —0,03

e 4
eV
5_
Lennard - Jonesova potencijalna energija
| L\6 [r\12
eolr) =5 [2(2)- (2]
0 , T
01 06 L.
nm
£,
-5

Slika 11.5. a) Lennard-Jonesova potencijalna energija

b) Ovisnost je sile o udaljenosti:

F(r):—% =_12E0 [(ﬁ)s— (,-_0)12} |

r r r
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Graficki prikaz na sl. 11.5.b dobivamo pomocu tablice:

r/nm 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26 0,27 0,28 0,29
F/10~° N | 108,5 44,7 14,2 0 —-6,1 —8,3 —8,6 —8,0
r/nm 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60
F/10°N | -T71 -3,2 -1,3 -0,6 -0,3 —~0,2 -0,1

F/10°N

F>0, odbojna sila

10- Ovisnost medumolekularne sile
o udaljenosti

r/nm

«<——3N

-10-

Slika 11.5. b) Sila kod Lennard-Jonesovog medudjelovanja

¢) Ravnoteina je udaljenost kad je F(r) =0, tj.:

(%)6 = (%)12 =0 =>r=rg=10,20 nm.

Tome odgovara potencijalna energija:
Ep(f‘g) = —E(} =—-5eV

d) Sila je odbojna kad je F > 0, dakle za r < 1o, a privlaéna kad je F' <0,
tj. za r > ro. Privlaéna je sila najveéa kad F(r) ima minimum, t}. kad je:

=R )] -

dr r2 r
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Rjesenje je ove jednadzbe:

of1
-?3 =111 = 0.277Tnm.

Sila pritom ima vrijednost:

504 /7 Ej -9
Fon=F(rm)=——x\/—= - —=-8,62-1 :
(rm) =155 /T3 "7, = ~8:62-107°N

11.5. Potencijalne krivulje s dva minimuma

Oblikom potencijalnih krivulja koje smo dosad upoznali nisu iscrpljene sve
mogucnosti. Potencijalna energija moze imati i neki slozeniji oblik. Zanimljiv
Je primjer potencijalna energija krivulja koje ima dva minimuma, prikazana na
sl. 11.6.

A
E EP(X)

G H
E31-- r
Ept——tte———=52 :
Ear---r :
N Tin
ET B b : I

ro
MWL
| (- I —_

)Ib)l('CXA XBXD )‘(E );F )'(H X

Slika 11.6. Potencijalna energija sa dva minimuma

Promotrimo gibanje Zestice u takvu potencijalu. Ono ovisi o energiji Cestice.
Ako je energija Cestice Eyy < E; < Ey, Cestica ée oscilirati izmedu tocaka Tp 1
zg. Ako pak ima vecu energiju, takvu da je ENy < Ey < Ep, ona ée titrati ili
izmedu tocaka z¢ i zp ili izmedu tocaka zg i zp. Prostor je 1zmedu tocaka zp i zg
nedostupan, on je za klasiénu éesticu neprobojna prepreka (potencijalna barijera).
Medutim, Zestica kojoj je energija jos veéa (E3 > Ep) ima na raspolaganju &itav
raspon izmedu toéaka zg 1 zy.

Primjer 11.4.
Tipican slu¢aj potencijalne energije s dva minimuma opisan je funkcijom:

Ey(s) = ks* — k's2. (11.9)

Ako konstante imaju vrijednosti £ = 1,7-105%eVnm~%i %' = 3.10%2eV nm~2,
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takva funkcija opisuje inverziju molekule amonijaka NHj. Pritom je s uda-
Jjenost N-atoma od ravnine u kojoj leze atomi vodika (sl. 11.7). Uz pretpo-
stavku da vrijede zakoni klasi¢ne fizike, izratunajte:

Slika 11.7. Molekula amonijaka NHj

a) vrijednosti s za koje je molekula u stabilnoj ravnotezi;

b) razlike izmedu visine potencijalne barijere i minimuma potencijalne ener-
gije;

¢) brzinu kojom se giba dusikov atom ukupne energije £ = 0 kad prolazi
kroz ravnotezni polozaj

d) graficki prikaZite ovisnost potencijalne energije o s, u intervalu —0,06nm <
< 5 < 0,06 nm.

a) Stabilna je ravnoteza kad je:

dEp =4ks® —2k's =0 1ikad je
ds

dzEP 2 I

P 12ks? —2k' > 0,

a to je ispunjeno za:

k! 3.102 eV nm™?
S1o =2\ — == = +0,03 .
BTV 2k \/; 1,7-105eVnm™ e

b) U totkama s; i 57 potencijalna je energija minimalna i ima vrijednost:

k2 (3-10%)?

Emin = EP(Sl) = Ep(sz) - ‘_E o _2 -1,7-10% ¢

V = —0,132€V.
Potencijalna energija ima lokalni maksimum u tocki s = 0, gdje njezina
vrijednost iznosi Emaks = Ep(0) = 0.
Visina je potencijalne barijere:

k'?

E = E aks — Fmin = —— = 0,132 V.

4k
¢) Kad prolazi kroz ravnotezni polozaj, cestica energije £ = 0 ima potenci-
jalnu energiju Ep(s1) = Emin = —0,132 €V.
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Kineticka energija, dakle, iznosi:

2
myv
E; = }; =B~ Emin
Ey =0,132eV.

Odatle dobivamo brzinu atoma dusika:

_ 2By [2.0132-16-10-19] _ .
”‘VmN‘\/ 416610 kg oo mE™,

E,/eV *
1 el
0.5
Sy 0 S -
-006 -005 -004 -003 -002 ~ |0 ~~_002 003 004 005 006 | s/nm
I : .*i?
_0'2...

Slika 11.8. Potencijalna energija molekule NHz

d) Graficki prikaz potencijalne energije (sl. 11.8) dobivamo pomoéu tablice
vrijednosti:

s/mm [ 0] £0,01 [ $0,02 | £0,03 | +0,04 | £0,042 | £0,05 | +0,06
Ep/eV | 0 | —0,028 | —0,093 | —0,132 | —0,045 0,000 | 0,313 | 1,123
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11.6. Potencijalna energija pri vrtnji

Dosad smo, radi jednostavnosti, promatrali slu¢aj u kojemu sila i potencijalna
energija ovise samo o udaljenosti. Pokazalo se da je ¢ak i taj jednostavan slucaj
moguée primijeniti na stvarne sisteme u prirodi. No gibanje po pravcu nije jedini
sluéaj jednodimenzionalnog gibanja. Ima u prirodi slu¢ajeva koji se mogu opisati
kao vrtnja Cestice ili tijela oko &vrste osi. Za jednu Cesticu, ako njezina vrtnja
nije slobodna, potencijalna energija 1 moment sile mijenjaju se kad se mijenja kut
vrtnje, a rad obavljen pri zakretu za mali kut de moze se 1zraziti kao: i

AW = Fdl = Frde = M dyp.

Pritom je dI element kruznoga luka koji pripada kutu dp, r je polumjer kruznice
po kojoj se Eestica vrti, a M = Fr iznos je momenta sile M = ¥ x F, ako je sila F
tangencijalna. Kako je dW = —dE,, dobivamo za potencijalnu energiju 1 moment
sile relacije analogne onima pri gibanju na praveu:

M(p) = —d—@(ig—"o) (11.10)
i .
By(p) = - [ M(p)dp (11.11)

Lako je pokazati da ovi izrazi, izvedeni za Zesticu, vrijede i za rotaciju kruta tijela
oko &vrste osi.

Primjer 11.5.
U molekuli etana CyHg jedna metilna grupa CHs moze rotirati u odnosu
prema drugoj metilnoj grupi oko osi koja spaja ugljikove atome (sl. 11.9).

‘j. H
Z,
C . LT
H
H

Slika 11.9. Prikaz molekule etana C;Hg. Crtkani klin oznaZava vezu ispod ravnine
prikaza, a puni klin vezu iznad ravnine prikaza.

Ta vrtnja, medutim, nije slobodna, jer potencijalna energija skupine CHjs |
ovisi o kutu unutrasnje rotacije po zakonu:

E
Ep(p) = 73(1 — cos 3p).
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Pritom je E3 = 0,127 eV, a moment tromosti grupe CH3 s obzirom na os
vrtnje je I = 5,3 -10~47 kg m?.

a) Nadite vrijednosti kuta ¢ za koje je molekula u stabilnoj i u labilnoj
ravnotezi, u intervalu —60° < ¢ < 300°.

b) Graficki prikazite ovisnost potencijalne energije o kutu.

c) Opisite gibanje molekule ako je njezina ukupna energija Fy = 0,010 eV.
Izracunajte kutnu amplitudu i frekvenciju kojom ée titrati oko ravnoteznoga
kuta, uz pretpostavku da vrijede zakoni klasi¢ne mehanike.

d) Opisite gibanje molekule ako je njezina ukupna energija Er = 0,140 eV.
Kolikom ¢e kutnom brzinom i frekvencijom ta molekula prolaziti kroz polozaj
stabilne, a kojom kroz polozaj labilne ravnoteze?

a) Molekula je u ravnotezi kad je:

dE,(p) 3Es
dp 2

sin3p = 0,

k - ;
dakle, za kutove ¢ = %, gdje je k cijeli broj.

Da bismo razlikovali polozaje stabilne od polozaja labilne ravnoteze, mora-
mo naci drugu derivaciju potencijalne energije:

2
d f;gw) &= 9;;3 cos3p = % cos k.

Potencijalna energija ima minimum kad je coskr > 0, dakle, za k = 2n, pa
stabilnoj ravnotezi odgovaraju kutovi 0°, 120° i 240°. Za labilnu ravnotezu
mora biti coskm < 0, a to je ispunjeno za neparne vrijednosti k = 2n + 1, i
odgovara kutovima —60°, +-60° i 180°.

b) Graficki prikaz (sl. 11.10) moZemo nacrtati pomoéu tablice:

P —60° | —30° 0° 30° 60° 90° 120°
E,/eV | 0,1270 | 0,0635 0 0,0635 | 0,1270 | 0,0635 | 0,0000
@ 150° 180° 210° 240° 270° 300°
Ep/eV [ 0,0635 | 0,1270 | 0,0635 | 0,0000 | 0,0635 | 0,1270

c) Molekula energije Ey = 0,01 eV titrat ée oko ravnoteznoga polozaja tako
da bude

Ex = Ev — Ey(p) > 0.
To je ispunjeno za kutove za koje vrijedi

2F
cosdp >1— EV
3

= 0,842 52.

Odaberemo li kao ravnotezni kut ¢o = 0°, molekula ée oscilirati (vibrirati,
titrati) izmedu kutova ¢; = —10,86° i 5 = +10,86°.
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Et+—— A ————

0 Y T T T { >
-60° @0 60° 120° 180° 260° 300° ¢
Slika 11.10. Potencijalna energija jedne metilne grupe u odnosu na drugu u molekuli

etana, u ovisnosti o kutu vrtnje. Skice uz sliku prikazuju, na drugi nacin, prostorni
raspored atoma vodika u stanju stabilne i labilne ravnoteze molekule.

Frekvenciju titranja naéi éemo ako potencijalnu energiju oko poloZaja rav-
noteze ¢ = 0° razvijemo u red i zadrzimo kvadratni ¢lan:

Ep(w)=%3 {1— [1_£3_"2°)i+_...]}g§23,g¢2_

Toj potencijalnoj energiji odgovara moment sile:

E
M 28 =2 3 o=-Dp, uz- D=9,144-107%°J.
dy 2

U analogiji s gibanjem torzionog njihala, dobivamo period titranja Ty :

- oud . 2,65 - 1047 kg m2 . —13
Tv.-27r\/ D =2 9144 -10-20J =1,07-107"" s,

te odgovarajuéu frekvenciju titranja vy :

1
vy = = 9,35-1012s7 L,

d) Ako je ukupna energija molekule Er = 0,140eV > E3, molekula rotira,
ali ta rotacija nije jednolika. Kinetika je energija vrtnje:
1

Ey = 2 Ieawh = Er — Ep(9),
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gdje je Ieq reducirani moment tromosti, a kutna brzina w:

g = \/'fr?;;" [ER - Ep(w)] - \/Iid [ER ~ (1 - cos 3(,0)] .

Za polozaj stabilne ravnoteze, npr. za ¢ = 0°:

9
” 0,140 - 1,6 - 10-19 J
" \/2,65 1047 kg m?

wr =4,11-10"% rads™ 1, '-

a za polozaj labilne ravnoteze, tj. za ¢ = 60°:

2
WR = 0,140 — 0,127] - 1,6 -10-19J
f \/2,65 10-47 kg m? | ]
wr=1,25-10'3 rads™ 1.
. e .. . | 1
Pritom smo se posluzili izrazom za reducirani moment tromosti = I_+
red 1

: i ‘ ; I
+E’ sto za simetri¢nu molekulu iznosi I.q = 2

Odgovarajuce su frekvencije vrtnje:

i =il 651026 |
2r

Primjer 11.6.
Potencijalna energija molekule 1,2-difluoretana CoH4F, (sl. 11.11), ovis-
na je o kutu ¢ unutrasnje vrtnje jedne grupe CHyF prema drugoj, po zakonu:

E E
Ep(p) = 71(1 —cos ) + 73(1 — cos 3p),

gdje su konstante F; = 0,30 eV i F3 = 0,15 eV.

a) Izracunajte kutove za koje ée molekula biti u stabilnoj, a za koje u labil-
noj ravnotezi.

b) Izrac¢unajte visine potencijalnih barijera u odnosu prema potencijalnoj
energiji stabilnih ravnoteznih stanja.

c) Graficki prikazite ovisnost potencijalne energije o kutu unutrasnje rotacije,
u intervalu —180° < ¢ < +180°.
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Slika 11.11. Molekula 1,2-difluoretana CoH4F2

a) Polozaji ravnoteze dobiju se iz jednadzbe

E, . E;s |
dEdp_g(:F‘) = 71 sm e + 3—23 s 3¢
in
- 81290 [E1 + E3(4cos’p —1)] =0
Posluzili smo se trigonometrijskom relacijom sin 3¢ = sin ¢(4 cos? ¢ — 1).
E
Rjesenja su kutovi ¢ = k - 180°, ili — zbog cos® ¢ = 2 y (. 1, Tp
4 3E;

@ = k - 180° £ 73,22°. Dakle, za interval —180° < ¢ < +180° rjeSenja su
0=0, ¢p=473,22°, ¢ =+£106,78° i p = +180°.

i P
dp?
ravnotezi) odgovaraju kutovi ¢ = 01 ¢ = £106,78°, a maksimumu (labilnoj
ravnotezi) ¢ = £73,22° i ¢ = +180°.

b) Vrijednosti su potencijalne energije u tockama stabilne ravnoteze:

Iz uvjeta 2 0 vidi se da minimumu potencijalne energije (stabilnoj

Ex=Ey(p=0)=0 i
Ep = E,(p = £106,78°) = 0,211 €V,

a u toékama labilne ravnoteze

Ec = E,(p = £73,22°) = 0,239¢eV i
 Ep = Ep(p = £180°) = 0,450 eV.

Visina potencijalne barijere C prema apsolutnom minimumu A jest:
Ec — Ex =0,239 ¢V,
a prema relativnom minimumu B iznosi:
Ec— Eg =0,239eV —0,211eV = 0,028 eV.

Visina potencijalne barijere D prema apsolutnom minimumu A iznosi:

ED = EA - 0,450 eV,
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a prema relativnom minimumu B:

Ep — Ep = 0,450 eV — 0,211 eV = 0,239 eV.

E/eV

0471

B3

02t

01+

0 } ; $ 4 t
-180° -120° -60° 0° +60° +120° +180°
@

Slika 11.12. Potencijalna energija za unutarnju vrtnju molekule Co,H Fo

c) Graficki prikaz (sl. 11.12) moZemo nacrtati pomocu tablice

w/° +180 | +£150 | £120 | +106,78 +90 +73,22 +60 +30 0
E,/eV | 0,450 | 0,355 | 0,225 0,211 0,225 0,239 0,225 | 0,095 | 0,000

11.7. Gibanje Cestice u trodimenzionalnom prostoru

Kada se pri gibanju Cestice mijenjaju sve tri komponente njezina polozaja, vezu
1zmedu sile 1 potencijalne energije mozemo izraziti relacijama koje poznajemo iz
vektorske analize. Tako je sila dana izrazom:

F(z,,2) = ~VEy(2,y,7) (11.12)

Ovdje je V diferencijalni operator nabla ili del, a katkad se jos naziva i operator
gradijenta i biljezi se kao grad E,(z,y,z). On je definiran vektorom koji se dobije
parcijalnim deriviranjem skalarne funkcije, na sljedeci nacin:

L0A  _0A -GA)
+F—

Jaith At (11.13)

VA= grad A = (
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Umjesto pravokutnih koordinata z, y i z, za opisivanje gibanja Eestice mozemo
upotrijebiti i sferne koordinate 7, J 1 .

Ako je sila poznata, potencijalnu éemo energiju naéi pomocu integrala:
’,?
E,(7) = Ep(z,y,2) = — / F(z,y,z)-dF (11.14)
R

Pritom je 7 radiusvektor tocke ¥ = z7+ yj+ zk, a 7 je polozaj referentne tocke u
kojoj je vrijednost potencijalne energije nula.

Primjer 11.7.
Potencijalna energija zadana je 1zrazom

A

Ep(z:,y,z) = = m:

gdje je vrijednost konstante A = 5-103 Jm. Nadite vektor sile i iznos sile u
tocki opisanoj radiusvektorom -

7= (27+ 37+ 4k) m.

Nademo li parcijalne derivacije l

0E, Az 0E, _ Ay
0z ~ J@+y2+22)8 Oy (@ +yE+22) ‘

OE, Az

0z V(= +y% + 22)3 2

| moZemo pisati

AT+ yT + k) 5-103Jm- (20'+ 37+ 4k) m
T JErr ¢ 2+ +aem
F = —32(27+ 37+ 4k) N = (—647+ 967+ 128k) N
F =+/642 + 962 + 1282 N = 172 N.

=
[l

I
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11.8. Centralne sile

Centralnom silom nazivamo silu koja je uvijek usmjerena prema ishodistu i ovisi
samo o udaljenosti od njega. Takva je sila gravitacije: ako, promatrajuéi gibanje
Zemlje oko Sunca, smatramo da je Sunce u ishodistu, tada je gravitacijska sila na
Zemlju uvijek usmjerena prema ishodistu, a sila ovisi samo o udaljenosti Zemlje
od Sunca. Potencijalna energija tada takoder ovisi samo o udaljenosti cestice od
ishodista. Ona je za konzervativne sile povezana s izrazom za silu na ovaj nagin:

F(r) = -2,

Potencijalnu energiju mozemo izracunati iz obrnute relacije

r

By(r) = - [ P ar,

TR

gdje je rr referentna tocka, u kojoj je zadana vrijednast potencijalne energije.

Primjer 11.8.

Izracunajte potencijalnu energiju gravitacijske sile koja djeluje izmedu
dvaju tijela kojima su mase m i M. Smatramo da potencijalna energija
i¢ezava kad r — oo.

Gravitacijska sila ovisi o udaljenosti po zakonu:

mM

r2

F(r)=—vy ,
gdje je ¥ = 6,67 - 10~ Nm®kg~2 opla gravitacijska konstanta.
Potencijalna ce energija biti:

f mM mM | mM
By == [ () ar=

r
o

11.8.1. Efektivna potencijalna energija centralne sile

Cestica se pod djelovanjem centralne sile giba po nekoj zakrivljenoj stazi. Brzina
Cestice pritom moZze imati razli¢ite smjerove. U svakom trenutku moZemo brzinu
v rastaviti na dvije komponente, jednu koja je usmjerena prema sredistu, i drugu
koja je okomita (normalna) na taj smjer:

— — —
V= Vr + Un,

gdje je v, vektor usmjeren prema srediStu, a ¥, normalna komponenta brzine
(v. sl. 11.13). Cestica u svakom trenutku ima i potencijalnu i kineticku energiju.
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c \
Slika 11.13. Radijalna i normalna komponenta brzine

Kineticku energiju mozemo napisati kao:

2 2,.2,2

mv m muv m*réy
B = e 2 2y 3 n
k 2 2 (v +vn) 2 v 2mr2 '’
i g ; ar . . : . P
pri temu je vp = =, 1 gdje smo uzeli u obzir da je v, - v, = 0.

™y

e P

Slika 11.14. Moment koli¢ine gibanja

Sjetimo li se definicije momenta koli¢ine gibanja (sl. 11.14) (kutne kolic¢ine
gibanja):
L=7xp=Fxmo,

uocavamo da je L? zapravo:
L? = (F x m9)? = (7 x m¥,)? = r’m?u2.
Stoga za kineticku energiju moZemo pisati:

mu? L?
B = L
8 g + 2mr2’

a ukupnu energiju Cestice na koju djeluje centralna sila:

2 2

mv L
T+ FE — .
) + P(r) + erz (11 16)

=
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Ukupna je energija konstantna. No za centralne je sile M = # x F = 0, pa je
isto tako konstantan i moment koli¢ine gibanja L. Dobili smo izraz kojem ¢lanovi
ovise samo o udaljenosti od ishodista i o radijalnoj komponenti brzine. Vidimo
da, ako promatramo samo radijalnu komponentu brzine v,, dakle brzinu kojom se
mijenja udaljenost Cestice od ishodista, mozemo ovaj problem gibanja promatrati
kao gibanje u jednoj dimenziji, pri ¢emu se mijenja samo udaljenost . No to je
sada problem s izmijenjenom, efektivnom potencijalnom energijom:

2

Ey(r)es = Ep(r) + (11.17)

2mr?

Ako je posrijedi gravitacija, efektivna se potencijalna energija cestice mase m moze
napisati kao:
Mm I#
E,(r)e; = —
p(r)es T + 2mr?
pri éemu masa M miruje u ishodistu. Prvi ¢lan prikazuje gravitacijsku potencijalnu
energiju (sl. 11.15.a).

(11.18)

J
A Er ‘\
F>0 & \\
\
S
0 i WA 0 T~——
! r - - JAY ‘| rz[ r*';
E ASR SRR E<0 1= oy
N Pef’
Ep(r) /
/
a) ! b)

Slika 11.15. Potencijalna energija gravitacijske sile

Nacrtamo li efektivnu potencijalnu energiju, dobivamo rezultat koji ¢ée nas
mozda iznenaditi. Krivulja koju smo dobili (v. sl. 11.15.b) vrlo je slicna krivulji
koja je opisivala medudjelovanje dvaju atoma u molekuli: potencijalna energija ima
1zrazit minimum na nekoj udaljenosti. Sila je odbojna na malim udaljenostima, a
privlaéna na veéim.

Promotrimo gibanje cestice koja ima energiju £ < 0 (v. sl. 11.15.b). Ta je
Cestica u vezanu stanju. Iz slike vidimo da se Cestica moze gibati tako da udaljenost
od ishodista bude veca od r;, ali manja od r,. Staza je takve cestice elipsa kojoj je
Jedno od zariSta u ishodistu. Ima li ¢estica ukupnu energiju upravo jednaku nuli,
ona ne moze doci na udaljenost r < rsz, ali se moze udaljiti i potpuno odvojiti.
Staza je takve Cestice parabola. Ima li Cestica energiju E > 0, ona je slobodna,
moze se udaljiti od ishodista, a njezina je staza hiperbola. To su krivulje po kojima
se pod utjecajem gravitacije gibaju planeti, asteroidi, sateliti i svemirske letjelice.

Prvi ¢lan predstavlja privlacenje prema ishodistu, dakle, negativnu potencijalnu
energiju. Drugi ¢lan, koji dolazi od centrifugalne sile, pozitivan je i nastoji cesticu
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udaljiti od ishodista to jate §to je veéi L. Ono Sto zapanjuje, to je rezultat nji-
hova zajednickog djelovanja: potencijalna energija koja stabilizira sistem 1 koja ne
dopusta Gestici da znatno odstupi od ravnoteine udaljenosti. Pritom se Cestica
vrti i giba u prostoru, pa ipak je njezino gibanje opisano jednom jednostavnom
krivuljom potencijalne energije, kakvu smo susretali u raznim primjerima stabilnih
jednodimenzionalnih sistema.

Sve $to smo zakljucili o gibanju dviju masa, vrijedi i za dva elektri¢na naboja
suprotnih predznaka, jer je sila izmedu njih privla¢na 1 obrnuto razmjerna s kva-
dratom udaljenosti. To nas logi¢no navodi na ideju da atom vodika, koji se sastoji
od protona i elektrona, pokusamo objasniti kao mali planetarni sustav. Ta je
predodiba osnovica Bohr-Sommerfeldova modela atoma. Pokazalo se, medutim,
da mnostvo pojava u atomskoj fizici proturjeci jednostavnoj planetarnoj slici, da
za sisteme malih dimenzija, manjih od 107!% m, klasi¢na fizika ne vrijedii da treba
primijeniti nove zakone — zakone kvantne fizike.

No klasi¢ne predodibe o gibanju i potencijalnoj energiji ostaju nam i dalje kao
zorna slika i putokaz od neprocjenjive vrijednosti.

Primjer 11.9.

Satelit mase m = 107 kg giba se oko Zemlje po elipsi, kojoj je velika
poluos a = 10® m, a manja poluos b =5-10" m (sl. 11.16).
a) Nadite najmanju i najvecu udaljenost satelita od srediSta Zemlje.
b) Odredite ukupnu energiju E satelita i njegov moment koli¢ine gibanja L.
¢) Napisite izraz koji prikazuje ovisnost efektivne potencijalne energije sa-
telita o udaljenosti r od Zemlje. Graficki prikazite ovisnost gravitacijskog
i centrifugalnog ¢lana, te ukupne potencijalne energije u ovisnosti o r, za
0<r<20-107" m.

; /108 m
elipsa ¥
2 2
-)—‘-2+ %‘f 1
a 05 e2=qg2- b2
hi f
| § 7
e Y | i X F )0 x/10%m

Slika 11.16. Gibanje pod djelovanjem gravitacijske sile
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a) Najmanja udaljenost 71 i najveéa udaljenost ro mogu se izracunati iz

1Zraza:
m=a—Va2—5=134-10"m
rp=a+ Va2 -5 =187-103m.

b) Za najblizu i najdalju totku v, = 0 pa izraz (11.16) glasi:

mMZ L2
+ y
r 2mr?

E=—v
§to se moze napisati u obliku kvadratne jednadzbe za r:
9 mMZ L2
TR -0
"TYTE "7 amE

Za rjesenja ry 1 ro kvadratne jednadzbe vrijedi, uz rezultate pod a):

L2

= b?

ry-rqp = —

mMz
E

= 2a.

rL+ry = —y
Odatle dobivamo:

E=— - — . .
Y "2 6,67 - 107" Nm°kg 5 105m
E=-2-103]

L=mb

1M 5 10 \/6’67 -10~"'Nm?kg~2 - 5,96 - 102%kg
a 103 m
L=10"%7s.

c) Izraz za efektivnu potencijalnu energiju glasi:

B . =y ™Mz L A B
gi8d =70 "y 2mr: 2’

gdje je:
A=ymMz =4-102' Jm

L? b?
B:%:'yMZ-%:5-1028Jm2.

Pritom smo uzeli u obzir masu Zemlje Mz = 5,96 - 102* kg. Efektivna
potencijalna energija jednaka je nuli u tocki:
b2

rp = —=125-10" m,
2a
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a minimalna je u tocki u kojoj je:
2
4Epes =0, dakle,za ryg= o =2,50-10" m.
dr a

Krivulje mozemo nacrtati (sl. 11.17) pomocu tablice:

/10" m 1,0 1,25 2,0 2,5 3,0
Epqe/107° J —40,00 | —32,00 | —20,00 | —16,00 | —13,33
B 10°% ] 50,00 32,00 12,50 8,00 5,56
Epef/107° ] 10,00 0,00 [ —-7,50 -8,00 | —7,78
r/10" m 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0
Epg[107° ] -10,00 | -6,67 | —5,00 | —4,00 [ —3,34
E:/10"° J 3,12 1,39 0,78 0,50 0,35
Epc /100 T —-6,88 | —5,28 | —4,22 -3,50 | —2,99
/107" m 14,0 16,0 18,0 20,0
Epg/101° J -2,86 | —2,50 | —2,22 | —2,00
E./10'° ] 0,26 0,20 0,15 0,12
Epes/10°J | -260 ] —-2,30 | —-207 ]| —1,88
T
£/10°) t
|
104 |
\
\

Slika 11.17. Efektivna potencijalna energija gravitacijske sile
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Pitanja i zadaci

11.1.

11.2.
11.3.
11.4.

11.5.

11.6.

11.7.

11.8.

11.9.

11.10.

Napisite relacije kojima se 1z poznate potencijalne energije moze naci sila,
1 obratno, za slucaj jednodimenzionalnog gibanja pod djelovanjem konzer-
vativne sile.

Sto je referentna tocka?
Kako se odreduje tocka u kojoj je testica u stabilnoj ravnotezi?

Nadite i1zraz za silu 1 ravnotezni polozaj cestice ako je potencijalna energija
dana izrazom (uz uvjet z > 0):

A
Eg(2) = 7 Bz.

Konstante imaju vrijednost A = 32eVnm i B = 2eVnm™'. Prikazite
graficki silu 1 potencijalnu energiju.

Sila ovisi o polozaju &estice po zakonu F(z) = —az + bz3, gdje su a i
b pozitivne konstante. Nadite ovisnost potencijalne energije o ¢ ako ona
18¢ezava u ishodistu.

Napisite izraz za potencijalnu energiju jednodimenzionalnoga harmonickog
oscilatora ako je ravnotezni poloza)

a) u ishodistu,
b) u tocki zo.
Prikazite to graficki.

Potencijalna energija Cestice koja harmonicki titra dana je izrazom E, =
= 50 Nm™'(z — 1 nm)?. Nadite polozaje z; i £3 krajnjih tocaka izmedu
kojih se giba Cestica energije 10 eV.

Kako se mijenja fizikalna situacija ako potencijalnoj energiji dodamo kon-
stantni ¢lan? Kako ta promjena utjece na silu?

Opisite Morseovu 1 Lennard-Jonesovu potencijalnu energiju i objasnite nji-
hovo znacenje.

Objasnite gibanje cestice ako potencijalna energija ima dva minimuma.
Navedite primjere.
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11.11.
11.12.

11.13.

11.14.

11.15.

Napisite vezu potencijalne energije 1 tangencijalne sile za slucaj rotacije.

Nacrtajte krivulju potencijalne energije za molekulu etana C2Hg te objas-
nite titranje 1 unutrasnju rotaciju te molekule.

Nacrtajte krivulju efektivne potencijalne energije satelita koji se giba oko
Zemlje pod djelovanjem gravitacijske sile. Objasnite porijeklo takve krivulje.

Po kakvim se stazama moze gibati cestica na koju djeluje gravitacijska sila?
Kakva je veza izmedu oblika staze 1 energije Cestice?

Nadite veliku i malu poluos elipse po kojoj se giba elektron oko protona
ako je ukupna energija elektrona £ = —1,51 eV, a njegov moment koli¢ine
gibanja L = 1,054 - 10~3* Js. Pretpostavite da vrijedi klasi¢na mehanika.



12. Temelji suvremene kvantne fizike

U manje od tri stoljeéa, od prvih pokusa G. Galileia do Maxwellove teorije elek-
tromagnetizma, fizika je presla divovski put. Kraj prosloga stoljeca znanstvenici su
docekali zadovoljno, uvjereni da sada, kad poznaju valnu prirodu 1 zakonitosti elek-
tromagnetskih valova, kad su ovladali zakonima Newtonove mehanike 1 upoznali
statisti¢ku prirodu tvari, pred njima stoji jo§ samo uskladivanje nekih sitnih de-
talja u velikom mozaiku prirode. No upravo u tom trenutku, na prijelazu stoljeca,
pokazalo se da rubovi toga mozaika obiluju ¢udnim i jo§ nevidenim fenomenima
koje klasi¢na fizika ne moze objasniti, Istrazivanje tih pojava dovelo je do neslucena
razvoja fizike 1 njezinih primjena, i upravo godinu 1900. mozZemo smatrati pocetkom
suvremene fizike.

Suvremena je fizika prosirila poznavanje zakonitosti prirode na pojave u mi-
krosvijetu 1 na pojave pri velikim brzinama. Taj je razvoj covjeCanstvu otvorio
put prema novim materijalima, novim izvorima energije 1 novim komunikacijskim
sustavima, bez kojih danas tesko mozemo zamisliti svakodnevni zivot. Istodobno,
znanje koje je u proteklim stoljecima fizika nagomilala o makrosvijetu nije izgubilo
nidta od svoje to¢nosti, veé se prirodno uklopilo u jednu novu, siru sliku prirodnih
zakonitosti.

Medu pojavama koje su potkraj prosloga stoljeca opazene, a zatim ubrzo i
protumacene na sasvim nov 1 revolucionaran naéin, izdvojit é¢emo &etiri: to su
toplinsko zracenje tijela, fotoelektri¢ni efekt, rasprsenje svjetlosti na elektronima
1 atomski spektri. Svaku od tih pojava iscrpno ¢emo razmotriti kako bismo bolje
shvatili nove koncepte fizike 20. st/ Sto je bitno u tim novim predodzbama, a nije
bilo poznato u klasié¢noj fizici?

Jedan od novih pojmova jest dvojna priroda svjetlosti. Svjetlost se ponasa kao
val, ali ona ima i Cestiénu prirodu. Naizgled u protuslovlju, ta dva vida svjetlosti
ipak nigdje u fizici ne dolaze u sukob, nego se medusobno nadopunjavaju. Daljnji
je razvoj pokazao da i materija, koju smo navikli zamisljati kao mnostvo cestica,
1 sama ima dvojnu prirodu; bas kao 1 svjetlost 1 ostala elektromagnetska zracenja,
i materija ima istodobno i &esti¢nu i valnu prirodu. Nadalje, hova je fizika uni-
jela u sliku svijeta pojam kvantiziranih promjena i veli¢ina. Dok je klasi¢na fizika
u svakoj pojavi vidjela neprekinutu, kontinuiranu promjenu, mnostvo pokusa izve-
denih potkraj prosloga stoljec¢a pokazalo je da se energija, ali 1 mnoge druge mjerive
fizikalne velic¢ine, mijenjaju skokovito.
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Pretpostavku o kvantiziranoj promjeni energije prvi je izrekao Max Planck na
sastanku Njemackog fizickog drustva 1900. g., objasnivsi toplinsko zracenje tl_]ela
Taj se datum, 14. 12. 1900, smatra rodendanom kvantne fizike.

12.1. Toplinsko zracenje

Toplinsko (termicko) zracenje nastaje kada atomi ili molekule tijela, pobude-/b
ni termickim gibanjem, emitiraju elektromagnetske valove. Uzarena tijela zrace’
elektromagnetske valove uglavnom u infracrvenom (toplinskom) podruéju: Upa-
ljena pec grije okolne predmete to jace Sto joj je temperatura veéa. Intenzitet i
spektralni sastav izragene toplinske energije nekog tijela uglavnom ovise o njegovo_]
temperaturi. ' *“Jr INFRACre

Pri nizim temperaturama tijela emitiraju infracrveno zracenje, a ako su tem-
perature veée od oko 800 K, tijela pocinju, uz infracrvenu, zraciti 1 vidljivu svjet-
lost; pri vrlo visokim temperaturama, osim infracrvene i vidljive, emitira se 1 ul-
traljubicasta svjetlost. Iako pri visokim temperaturama tijela svijetle, ne smijemo
zaboraviti da vidljiva svjetlost nije jedino zracenje koje emitiraju: oko 90% zracenja
je nevidljivo.

Uzarena tijela emitiraju, dakle, kontinuirane spektre koji se sastoje od .svih
valnih duljina, od najkracih ultraljubicastih do najduzih infracrvenih; pritom su
neke valne duljine isijavane jace, druge slabije. Raspored energije po pojedinim
valnim duljinama bitno ovisi o temperaturi tijela koje zraci.

12.1.1. Toplinska ravnoteza

Pretpostavimo da se u evakuiranoj posudi, temperature zidova T}, nalazi ugri-
jano tijelo temperature 75 (sl. 12.1). Neka je T > T;. Nakon nekog vremena
uspostavit ¢e se termicka ravnoteza: tijelo ¢e se ohladiti, stijenke posude ugri-
jati 1 temperature tijela i zidova posude ce se izjednaiti. Buduéi da predmet i
posuda nisu u izravnom dodiru, veé¢ odvojeni vakuumom, toplina moze prelaziti

Slika 12.1. Objasnjenje termicke ravnoteze

samo zratenjem. Ugrijano ¢e tijelo emitirati elektromagnetske valove, ali i1 apsor-
birati zracenje koje prima od zidova posude. Sli¢no ¢e i stijenke posude emitirati
zralenje 1 apsorbirati zracenje koje im dolazi od ugrijanog tijela (sl. 12.1). Pritom
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je intenzitet zracenja tijela veéi nego intenzitet zracenja zidova posude zbog vece
temperature 75.

Temperatura ugrijanog tijela smanjivat ce se sve dok izraena energija ne bude
jednaka apsorbiranoj energiji, a temperatura 7} zidova posude ¢e se istodobno
povecavati, sve dok se ne uspostavi toplinska ravnoteza. Ako je tijelo toplije od
okoline, ono ¢e se hladiti, jer vise emitira nego §to apsorbira. Kad se postigne
toplinska ravnoteza, emisija je jednaka apsorpciji.

Prva vaznija ispitivanja toplinskoga zracenja obavljena su potkraj prosloga
stoljeéa. Mjereni su zraenje uzarenoga tijela, spektar tog zracenja na odredenoj
temperaturi, te raspored energije zracenja u spektrima. Otkrivena su tri empirijska
zakona za zracenje: Kirchhoffov, Stefan-Boltzmannov 1 Wienov zakon. Neuspjeh
u pokusaju da se zakonima klasi¢ne fizike objasni toplinsko zraenje doveo je do
nastanka kvantne fizike.

12.1.2. Kirchhoffov zakon

Kada zracenje upada na neku plohu, jedan njegov dio moze biti propusten u
- drugo sredstvo, dlgge__gg reflektirati a dio de se @p_sorblmtl u tvan ] Da bismo

xoplsal & pojave, uvest ¢emo tok zracenja kroz povrsinu S:

:]§-d§.

S

gdje je S Poyntingov vektor koji smo definirali u poglavlju 7, a &iji iznos ima,
znacenje intenziteta (gustoce toka) elektromagnetskog zracenja. Upada li zracenje
okomito i 3 ravnomjerno na plohu povrsine S, uobicajeno je njegov intenzitet oznaciti
slovom I /tako da vrijedi:
b
3
Tok @ zracenja predstavlja energiju koja je u jedinici vremena protekla kroz plohu
povrsine S, 1 iskazuje se jedinicom vat (W). Jedinica za intenzitet I zracenja jeste
vat po etvornom metru (Wm~2).

Ozna(:lmo li s @,p upadni tok, s @, apsorblra.m tok, s @; propusteni (transmi-
‘tlram) tok, a s @, reflektirani tok, zbog otuvanja energije mozemo pisati

=

cpup =P, +P; + P,.

Sedin,

{Ako uvedemo nove velicine: faktor apsorpcije o = @,/P, rfaktor transmisije
(T = @y/Pyp i faktor refleksije ¢ = @,/@,,p, tada je

a+T7+0=1 (12.1)

Ovi faktori mogu poprimiti vrijednosti izmedu 0 i 1. Njihove se vrijednosti za
neko tijelo, medutim, mogu i mijenjati, ovisno o temperaturi na kojoj je tijelo, kao
i o spektralnom sastavu zrafenja. Naime, zratenja koja prou¢avamo obuhvacaju
kontinuirani niz razli¢itih valnih duljina A, za koje se apsorpciona i ostala svojstva
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tijela mogu znatno razlikovati. Stoga faktore apsorpcije, refleksije i transmisije
najéesce pisemo kao funkcije a(A,T), o(A,T) 1 7(A,T). Tim funkcijama odredena
su karakteristi¢cna svojstva nekog tijela. Tako Ce npr. za potpuno neprozirna tijela
biti 7 = 0 za sve temperature i valne duljine. Ako je a(A,T) = 1, to znaéi da je
tijelo crno za valnu duljinu A. Cada, na primjer, ima a = 1 za vidljivi dio spektra,
ali nije “crna” za zracenje u infracrvenom dijelu spektra.

Slika 12.2. Idealno crno tijelo

Posebnu vaznost u izucavanju zracenja ima tzv. idealno crno tijelo, kod kojega
je a = 1 za sve valne duljine i sve temperature. Iako idealno crno tijelo ne postoji
u prirodi, moZemo ga oponasati tako da uzmemo izotermnu Supljinu (7" = konst.)
s vrlo malim otvorom (sl. 12.2). Takav otvor ponasa se kao idealno crno tijelo
jer potpuno apsorbira sve upadno zracenje koje ude u Supljinu. Naime, usavsi u
supljinu, zraka svjetlosti ili drugog zracenja brojnim se refleksijama u njoj potpuno
apsorbira. Vjerojatnost da nesto od upadnog zracenja izade kroz otvor zanemarivo
je mala. (Na sl. 12.2. reflektirane su zrake sve tanje i tanje, da bi se istaklo kako
se pri svakoj refleksiji dio energije apsorbira.)

Na pocetku ovog poglavlja bilo je rije¢i o tome da tijelo koje je u toplinskoj
ravnoteZi s okolinom mora, istodobno s apsorpcijom, energiju i emitirati. Oznagimo
li slovom &, emitirani tok zracenja, intenzitet emitiranog zracenja mozemo pisati
kao

P,

I=— (12.2)

a omjer € = @, /®,,, nazivamo faktorom emisije. Pritom intenzitetom I obuhvacene
su sve valne duljine i on zapravo predstavlja zbroj doprinosa po svim valnim dulji-
nama sadrZzanima u emitiranom spektru. Kako je rije¢ o kontinuiranom spektru,

mozemo pisati
o0

T dI
I:_/L\d,\zf(-&—,\-) o
0 0

Za idealno crno tijelo uvodimo veli¢inu koja se naziva emisiona mo¢ crnog tijela ili
E;_)g_k_gg_lgg _g_ustoéa. zracenja
dI
M) = —
f( H ) (d,\)d
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Ona ovisi samo o temperaturi i valnoj duljini, bez obzira na sastav, oblik i strukturu
tijela. Jedinica kojom se iskazuje emisiona moé crnog tijela je vat po kubnom metru
(Wm™3).

Zamislimo sada da se unutar zatvorene evakuirane posude, zidovi koji su na
temperaturi 77, nalaze dva razli¢ita tijela temperatura T5 i 75. Nakon §to bude
postignuta toplinska ravnoteza, oba ée tijela imati istu temperaturu kao i zidovi
posude. Pretpostavimo da je faktor apsorpcije prvoga tijela veéi od faktora ap-
sorpcije drugoga tijela. Buduci da je prvo tijelo apsorbiralo vise energije, a ipak je
postiglo istu temperaturu kao i drugo tijelo, proizlazi da je moralo emitirati vise
energije nego drugo tijelo.

To znati da ce tijelo koje jate apsorbira jage i emitirati pri istoj temperaturi.

U ravnotezi je emitirani tok jednak apsorbiranom, sto za crno tijelo vodi na izraz

?,, = & = o (12.3)

Radi li se o “sivom” tijelu, tj. takvom za koje je @ < 1, dio upadnog zratenja
opisan tokom @, = ad,, se apsorbira, no isto toliko zraéenja mora biti emitirano,
pa je
P = eDyp =Py = aPy,.
To vodi na relaciju
B dl,

Ako je spektar sastavljen od vise valnih duljina, a apsorpciona se svojstva mi-
jenjaju ovisno s valnom duljinom zracenja, tada relacije (12.3) vrijede za emisionu
moc tijela, dI/dA, tj. za dio toka koji otpada na interval valnih duljina izmedu
A1 A+dA Sjetimo li se da je spektralna gustoéa upadnog zraéenja upravo jed-
naka spektralnoj gustoci emitiranog (i apsorbiranog) zragenja crnog tijela, mozemo
pisati

e T) FOLT) = a(A\,T) FA,T),
§to nas vodi na izraz
e(A,T)
a(A,T)

To je Kirchhoffov zakon koji tvrdi da je omjer faktora emisije i faktora apsorpcije
jednak Jedinici za bilo koje tijelo. Vazno je naglasiti da svaki od tih dvaju faktora
zasebno moZe ovisiti o valnoj duljini i temperaturi, a ako tijelo nije idealno crno,
tada ¢ak i o sastavu tijela, njegovoj povrsini i obliku; no njihov je omjer uvijek
konstantan i jednak jedinici} Dakle, ako nekom tijelu uglaéamo povrsinu u namjeri
da reflektira vise i apsorbira manje od upadnog zraéenja, tada ¢e se i sposobnost
emitiranja tog tijela smanjiti. Takoder je iz Kirchhoffova zakona jasno da je idealno
crno tijelo najefikasniji emiter za danu temperaturu, a sva druga tijela — koja nisu
crna — emitirat ¢e manje.

Umjesto pomocu valne duljine, spektralna gustoéa zracenja moze se izraziti i
pomocu frekvencije v, iz uvjeta

=1 (12.4)

f(ry,T)dv = f(A\,T) dA.
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Naime, intervalu d\ odgovara interval frekvencije dv, i intenzitet zralenja u tom
intervalu mora biti isti, bez obzira kako ga izrazavamo. Kako je A = ¢/v, to mora
biti dA = (—c¢/v?) dv. Stoga je

f@,T) = (=c/v*) (A, T).

Predznak minus potjeée od toga §to frekvencija pada kad valna duljina raste, 1
nema utjecaja u razmatranju spektralne gustoce.

Treba napomenuti jos i da je zracenje koje izlazi iz otvora izotermne Supljine
samo mali dio zratenja koje ispunja Supljinu kad u njoj vlada toplinska ravnoteza.
Stoga je spektralna gustoéa emitiranog zratenja f(A,T') razmjerna s gustocom
energije

dWw
dV dA

zraenja unutar supljine koje otpada na interval valnih duljina od A do A + dA.
Moze se pokazati da tocan izraz glasi

FOT) = % w(\,T).

12.1.3. Spektar zraéenja crnog tijela

Kada je izotermna Supljina (sl. 12.2) ugrijana na neku temperaturu 7', iz njezina
otvora izlazi zragenje s kontinuiranom raspodjelom valnih duljina, od neke mini-
malne do maksimalne. Spektar toga zracenja vrlo je blizak spektru zracenja crnog
tijela. Da bi se odredila spektralna gustoéa zracenja f(X,T'), zracenje je potrebno
rastaviti u spektar (npr. pomoéu ogibne resetke) i mjeriti intenzitet dijelova spek-
tra sirine d) za razne ). Rezultati takvih mjerenja prikazani su na sl. 12.3. To su
spektri zracenja crnoga tijela, tj. emisiona mo¢ kao funkcija valne duljine, za razne
temperature.

Iz spektra na sl. 12.3. vidljivo je nekoliko vaznih Einjenica. Spektar bitno ovisi
o temperaturi tijela: §to je temperatura veéa, i ukupna je izracena energija veca.
(Uotite da povrsina ispod krivulje f(A,T) predstavlja ukupni intenzitet zracenja,
tj. ukupnu energiju koju u sekundi emitira jedini¢na povrsina.) Svaki spektar ima
maksimum na odredenoj valnoj duljini J,,,. Kako temperatura raste, maksimumi
se pomi¢u prema manjim valnim duljinama. To pomicanje maksimuma dobro nam
je poznato iz iskustva: bijelo usijana peé zrati mnogo vise topline od peci koja je
usijana do crvene boje.

Ova svojstva spektara uocena su jos u proslome stoljecu i izrazena su pomocu
Stefan-Boltzmannova 1 Wienova zakona.

12.1.4. Stefan-Boltzmannov i Wienov zakon

Joief Stefan otkrio je na osnovi eksperimentalnih spektara zracenja da je ukupni
intenzitet zracenja, tj. energija koju zraci 1 m? povrsine tijela u sekundi razmjeran
s etvrtom potencijom apsolutne temperature crnoga tijela.
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L. Boltzmann, neovisno o Stefanu, teorijskim je razmatranjem dosao do istog
rezultata i odredio izraz za ukupni intenzitet zratenja idealnoga crnog tijela:

I= [ f(\T)d) = oT?,
/

gdje je 0 = 5,67-1073 tzv. Stefan-Boltzmannova konstanta.

Izraz:

m2K*4
I=oT" (12.5)

naziva se Stefan-Boltzmannov zakon.
Iz (12.5) slijedi da ukupna snaga P zraéenja crnoga tijela povrsine S iznosi:

P = 8T (12.6)

Za realna “siva” tijela faktor emisije ¢ manji je od jedinice (0 < € < 1), pa
Stefan-Boltzmannov zakon glasi:

I:g:‘f-_‘crfr'4

Primjer 12.1.
Koliku snagu emitira 1 cm? povrsine crnoga tijela pri temperaturi 1000
K, a koliku pri 2000 K?

Primjenom relacije (12.6) dobivamo:

P, = SoT =10"*m?.5,67-103 — 1000* K*
P, =56TW

_ s W
Py= 80Ty =10"*m?*: 5671078 mz—w‘-zooo‘1 K*
P, =90,7W

Ako je crno tijelo temperature T} okruzeno stijenkama temperature 7j (sl. 12.1),
tijelo ce emitirati snagu SoTy, ali i apsorbirati snagu SoT}!, pa je snaga koju tijelo
gubi zracenjem jednaka:

AP = So(T; - T7)

Iz sl. 12.3. jasno se uocava da svaka krivulja ima maksimum na odredenoj
valnoj duljini A,;,. To je ona valna duljina oko koje se pri odredenoj temperaturi
emitira najvise energije. Maksimumi spektralne gustoée zragenja f(A,T) pomicu
se prema kra¢im valnim duljinama kada temperatura raste.
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Slika 12.3. Spektri zracenja crnoga tijela za razli¢ite temperature

Tu ¢injenicu izrazava Wienov zakon pomicanja, koji kaze da je valna duljina
koja odgovara maksimumu izracene energije A, obrnuto razmjerna apsolutnoj tem-
peraturi:

AmT =b=2,898-10">Km (12.7)

Tako se npr. pri sobnoj temperaturi (7' = 300 K) najvise energije emitira s
valnom duljinom od oko 10 nm (infracrveno - toplinsko podrugéje), dok je pri tem-
peraturi 6000 K maksimum spektra u podrugju vidljive svjetlosti (oko 500 nm).
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Primjer 12.2.

Odredite temperaturu povrsine Sunca i snagu koju zrac¢i 1 m? njegove
povrsine pod pretpostavkom da Sunce zraéi kao crno tijelo. (Maksimum je
Sunéeva zracenja za valnu duljinu od 480 nm.)

Iz
AnT =29-1073Km
slijedi ,
2,9-107° Km
= T = 6040 K.

Iz Stefan-Boltzmannova zakona dobije se snaga koju zraéi kvadratni metar
povrsine Sunca:

2tes d -3 4 -4
I=0T"=5,7-10°— -6 040" K
I= 7 107Wz

m

Primjer 12.3.
Odredite pocetnu i konaénu temperaturu crnoga tijela ako mu se pri
povecanju apsolutne temperature za dvaput A,, smanji na 580 nm.

Iz Wienova zakona, koji glasi Ap,, T3 = b 1 A, 75 = b, proizlazi

Tl_’\"‘ﬂ-l
T3~ Am; 2
i Odatle se dobiva
|
t b ,898 -10~3 K . T:
Ty ot o WO R o | M= Tl ounsk

Ama _ 580-10-°m 2

12.1.5. Ultraljubicasta katastrofa

Potkraj prosloga stoljeca, nakon 3to je bio izmjeren spektar zragenja crnoga
tyjela, fizicari su pomocu statisticke mehanike i valne teorije svjetlosti pokusali ob-
Jasniti oblik krivulja spektra za pojedine temperature i dobiti kvantitativnu ovisnost
energije zracenja o valnoj duljini.

Mogu li zakoni klasic¢ne fizike (mehanike i elektrodinamike) objasniti toplinsko
zracenje? Atome mozemo shvatiti kao harmoniéke oscilatore koji, kad se pobude,
titraju i emitiraju svjetlost. Buduéi da uzarena évrsta tijela emitiraju kontinuirani



362 Temelji suvremene kvantne fizike

spektar, njihovi atomi moraju emitirati sve valne duljine od neke minimalne do
maksimalne.

Neka je materijal od kojeg su napravljeni zidovi Supljine na sl. 12.2. zagrijan na
temperaturu T'. Elektroni u zidovima 3upljine pobudeni termi¢kim gibanjem emi-
tiraju elektromagnetske valove u Supljinu. Tako nastali valovi putuju po Supljini,
upadaju na njezine zidove i ondje se apsorbiraju. Kada je uspostavljena toplinska
ravnoteza, apsorpcija je jednaka emisiji 1 Citava je Supljina izotermna.

Da bi izracunali gustoéu energije u izotermnoj supljini, engleski fizicari Jeans 1
Rayleigh pretpostavili su da se zraenje unutar supljine sastoji od stojnih elektro-
magnetskih valova. Oni su izracunali da je broj valova dV frekvencije izmedu v 1
v + dv koji se nalaze u volumenu V jednak:

dv (12.8)

Energija dw po jedinici volumena koja otpada na interval frekvencije dv do-
biva se mnozenjem dN/V sa srednjom energijom harmonickog oscilatora W. U
klasiénoj fizici po svakom stupnju slobode titranja u prosjeku otpada iznos energije
jednak kT, gdje je Boltzmannova konstanta k¥ = 1,3805 - 10-23 JK™!, a T apso-
lutna temperatura. Zato ¢e srednja energija vala (harmonitkog oscilatora) iznositi

W = kT.

E \
% 1 \
> 5101
~ \
= 410" \\
r=1700K  \fryAT)
anh \
31 mjerenje \  klasicna
1 teorija
210"
110"

1 T b
1 2 3 IA 5 6 A//um

Slika 12.4. Usporedba Rayleigh—Jeansove krivulje i eksperimentalnih rezultata

Uz tu pretpostavku Rayleigh i Jeans dobili su sljedecu formulu za spektralnu

gustocu zracenja:
26e — 2uwekT
f(/\, T) - 'A_4 W = A4

Slika 12.4. usporeduje Jeans—Rayleighovu formulu (12.9) i eksperimentalni
spektar za neku temperaturu 7'. Za velike valne duljine (male frekvencije) Rayleigh—

(12.9)
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——

—Jeansova krivulja priblizava se eksperimentalnome spektru, ali za manje valne
duljine, pogotovo u ultraljubicastom podruéju, odstupanje je zaista veliko. Ona
takoder, za razliku od eksperimentalne krivulje, nema maksimum.

Integriranje formule (12.9) po svim frekvencijama dalo bi beskonaéno veliku vri-
Jednost za ukupnu izracenu energiju, $to, naravno, nije u skladu s eksperimentom.

Kad bi Rayleigh-Jeansova formula bila to¢na, zraéenje u podruéju valnih duljina
manjih od valne duljine ultraljubicasta zratenja imalo bi beskonaéni intenzitet pa
se taj rezultat naziva “ultraljubi¢astom katastrofom”.

Slicno je 1 Wien pomocu zakona termodinamike i elektrodinamike pokusao ob-
Jasniti spektre crnoga tijela: formula koju je dobio nije reproducirala &itav spektar,
nego samo njegov kratkovalni dio. Emisiona mo¢ uZarenog tijela u vidljivu dijelu
spektra prema Wienovu zakonu zraéenja iznosi:

fAT) =2 & (12.10)

F €
gdje su A 1 B konstante.

Tako Rayleigh-Jeansova formula (12.9) moze priblizno opisati spektar na ve-
likim valnim duljinama, a Wienova formula dio spektra na kratkim valnim dulji-
nama. Ni jedna ni druga formula ne mogu reproducirati ¢itav spektar.

Jeans-Rayleighov i Wienov rezultat nisu u skladu s eksperimentom, ali ne zato
Sto se u izvodu potkrala neka pogreska, veé zato §to klasi¢éna fizika svojim zakonima
ne moze objasniti sve pojave u prirodi, a pogotovo u mikrosvijetu atoma i molekula.
Klasi¢na fizika ne moze zadovoljavajuce objasniti zraenje crnoga tijela, i potrebne
su sasvim nove ideje za objasnjenje fizike mikrosvijeta.

12.1.6. Planckov zakon zraéenja

Problem zracenja crnoga tijela rijesio je Max Planck g. 1900. svojom smionom
hipotezom o kvantiziranosti energije atoma. Dotad se inage smatralo da atomi mogu
kontinuirano mijenjati svoju energiju, sli¢no klasi¢énim harmoniékim oscilatorima.

Atome i molekule u ¢vrstome tijelu mozemo aproksimirati harmoni¢kim oscila-
torom koji titra. Pomocu zakona statisticke fizike moze se naéi srednja energija
koju ima atom ili molekula nekoga tijela ugrijanog na temperaturu 7. Poznato je
da se srednja vrijednost nalazi pomoéu izraza:

[ Wew) dw
W=2_ :
[ P(W)dw
0

gdje je P(W) vjerojatnost da molekula ima energiju u intervalu izmedu W i W+
+dW. U klasi¢noj fizici molekule su rasporedene po tzv. Maxwell-Boltzmannovoj
statistici:

P(W) = konst. - e~ W/*T
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pa je:
o0
[ We=WIkT qw
W="22 = kT (12.11)
f e—W/kT qW
0

Klasiéna fizika kaze da je srednja energija molekule u Evrstome tijelu jednaka kT
Energija zratenja bit ée proporcionalna srednjoj energiji molekule. M. Planck je
uvidio da to ne mo#e biti ispunjeno ako zelimo dobiti ispravan zakon zralenja crnoga
tijela. Nastojeéi da dobije izraz koji ce toéno prikazivati eksperimentalne spektre,
on je uoéio da energija §to je emitiraju atomi ili molekule ne moze biti bilo kakva,
nego je kvantizirana. Atom ne moze primiti ili emitirati bilo kako malu koli¢inu
energije, nego samo neku odredenu koli¢inu (kvant) energije ili visekratnike toga
kvanta.

Planck je pretpostavio da se elektromagnetsko zracenje emitira iz atoma u obliku
kvanata energije kojih je veli¢ina proporcionalna frekvenciji zracenja

W = hv (12.12)

pri ¢emu je koeficijent proporcionalnosti h dobio kasnije naziv Planckova kon-
stanta. Njezina je vrijednost eksperimentalno odredena i iznosi:

h=16,626-10"2*Js

U klasiénoj fizici energija je neprekinuta varijabla i klasi¢ni harmonicki oscila-
tor koji titra frekvencijom v moze imati bilo koju vrijednost energije, od nule do
neke maksimalne. Nasuprot tome kvantni harmonicki oscilator (atom, molekula

nhv

3hv

2hv
hv
0

Slika 12.5. Energijski spektar klasi¢nog i kvantnog oscilatora

i sl.) moze imati samo odredene diskretne energije 0, hv, 2hv, 3hv. Slika 12.5.a
prikazuje energijski dijagram klasi¢nog oscilatora koji titra frekvencijom v, a sl
12.5.b dozvoljena energijska stanja Planckova oscilatora.
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Izracunavanje srednje energije Planckova oscilatora. Pretpostavljajuéi kvan-
tiziranost energije, srednja energija atomskog oscilatora, umjesto k7", postaje:

oo

Z nhve—nhv/kT

W: n=0

(a)9] H

E e—nhv/kT

n=0

(12.13)

gdje n poprima cjelobrojne vrijednosti.
Ta je relacija analogna izrazu (12.11), samo su integrali zamijenjeni odgo-
varajué¢im sumama.

Da bismo izra¢unali W, zamijenimo e~ **/¥T = g

hvz + 2hva? + 3hvzd + .- 142z 4+3224.-.

W = =k
l+z+z24234--- S R

U nazivniku je beskonaéni geometrijski red, a u brojniku derivacija toga reda:

d 2
- '(‘1":;(1'{"23-]-33 +) d 5 5
W = hvz P —— :fw:caln(l+a:+z: +z° 4.
Buduc¢i da je
{papa® g a® foeee = ,
11—z
to je
- d 1 hve hv
:h _— — =
v dez:m(l—:n) -z I-1
il nakon zamjene:.'::e'ﬁ"’:
W= ’“{”f
exr — 1

Tako smo dobili izraz za srednju energiju kvantnog oscilatora. Ova formula prelazi
u klasiéni 1zraz W = kT kada h — 0, Sto je u skladu s ¢injenicom da u klasi¢noj
fizici energija moze poprimiti neprekinuti niz vrijednosti.

Planckova formula. Ako u Rayleigh-Jeansovu formulu (12.9) uvrstimo ovaj izraz
za W, dobivamo Planckovu formulu za spektralnu gusto¢u zraenja crnoga tijela:

27h V3
T) = . 12.14
f,T) = — T (12.14)
I\ _,..--—“/
ili T - -
N orh
|0, 1) = 555 ! (12.15)

AS 'e’fﬁ*-—l.
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Kada se krivulje (12.14) i (12.15) nacrtaju kao funkcije frekvencije odnosno
valne duljine za razne temperature, dobiva se potpuno slaganje s eksperimentalnim
rezultatima (sl. 12.3). U tome je i bio najveéi uspjeh Planckova zakona. Planckova
ideja o kvantiziranosti energije ne moze se shvatiti 1 opravdati zakonima klasi¢ne
fizike, ali ona daje ispravan rezultat za zracenje crnoga tijela i zbog toga kvantizira-
nost prihvaéamo kao fundamentalnu &injenicu u prirodi.

Prijelaz Planckove u Rayleigh-Jeansovu i Wienovu formulu. Planckova
formula prelazi u Wienovu na jednome kraju spektra, a u Rayleigh-Jeansovu na
drugome kraju spektra.

hv
Zaista, kada je hv < kT, tada je M /*T = 1 4 T pa je W = kT i formula
(12.14) prelazi u:
27
f(v,T) = —~ v2kT,
a to je upravo Rayleigh-Jeansova formula.

Sli¢no za hv > kT, e"/*T > 1 pa je e?/*¥T — 1 = e"/¥T j formula (12.14)
prelazi u

f(V,T) = C—2L’ e kT
1li:
FOT) = 21rhc e X

fAT) = e,
a to je upravo Wienova formula za zracenje crnoga tijela.

Izvod Wienova i Stefan-Boltzmannova zakona iz Planckova zakona. Po-
kazat ¢emo da Planckov zakon (12.15) sadrzi u sebi i Wienov i Stefan-Boltzmannov
zakon. Wienov zakon pomicanja kaze gdje je maksimum krivulje f(A, 7). Da bismo
odredili vrijednost od A za koju izraz (12.15) ima ekstrem (maksimum), moramo
prvu derivaciju df(A,7)/dA izjednaciti s nulom:

af(r, 1) 5N (e — 1) — ASer (— e

= =0
) )
A Al8 (eﬁ% - 1)
odnosno:
he  exkT
he = 5‘
AT edr — 1
Zamjenom z = ;’:—; dobiva se jednadzba:
: T
= 5.

e*'—l=
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Ova transcedentna jednadiba ima korijen z) = 4,9652 u sto se je lako uvjeriti

uvr§tavanjem.
Dakle:
he
) = ')‘_”-IIC_T = 4,9652
Ao he 66256107 Js-2,0979 - 10° ms~!
™7 T 49652k T 4,9652-1,3805 - 10-23 JK~ !

ili:
AnT = 2,808 103 Km,

a to je upravo Wienov zakon pomicanja.

Primjer 12.4.

a) Iz Planckova zakona odredite frekvenciju v,,, pri kojoj spektralna gustoéa
f(v,T) ima maksimum.

b) Koliki je produkt v,, A7 Zasto nije v A = c?

a) Deriviramo izraz (12.14) za f(v,T) 1 izjednaimo s nulom. Nakon uvr-

Stavanja ¢ = é dobivamo jednadzbu
ze®
=3,
et —1

koja ima rjesenje z, = 2,826. To nas vodi na vrijednost

Vm _ kzx,
T  h
vm _ 138107 - 2,826 i g
T = 6626 105,k = 0886 107K
he . k2T
I:)‘kT 1V = h

b) Iz poznatih vrijednosti A, = dobivamo

Ty 2,826

. = 103 3,
a:)‘c_4,965c_0)5696_1,707 10° ms™".

AmVm =

Iz Planckove formule (12.15) moze se izvesti i Stefan-Boltzmannov zakon tako
da se integriranjem odredi ukupni intenzitet zrafenja za sve valne duljine.
Ukupni intenzitet zragenja je:

(=]

T 9whe? ar
Iz]f()\,T)dA:/ .
4]

0




368 Temelji suvremene kvantne fizike

he . . :
Zamjenom r = . integral poprima oblik:

kT A
[ 2nkeT 7 23 dz
T WA et —1
0
oo
3 4
Buduéi da je odredeni integral /% = %, to je:
0
kTt 7t _8 —2 -4 4 4
I—W-E_E),G'T‘IO Wm K S A

Planckov izraz za emisionu mo¢ crnoga tijela odliéno se slaze s eksperimentalnim
krivuljama (sl. 12.3) za sve valne duljine. I Wienov i Stefan-Boltzmannov zakon
posljedice su Planckova zakona i mogu se izvesti iz njega. U tome je 1 najveca
vaznost Planckova zakona. Planck je prvi uoéio korpuskularnu prirodu elektro-
magnetskoga zragenja i kvantiziranost u svijetu atoma i molekula 1 tako osnovao
modernu kvantnu fiziku. U makroskopskim dimenzijama ni ne opazamo ovu “zr-
natu” strukturu svjetlosti jer je kvant energije tako mali (oko 1072° J za vidljivu
svjetlost), a broj kvanata tako velik da nam zratenje izgleda kontinuirano; zato smo
sirenje svjetlosti i pojave u vezi s tim (npr. interferenciju, difrakciju 1 sl.) mogli
objasniti valnom prirodom svjetlosti. Medutim, za objasnjenje apsorpcije 1 emisije
te interakcije svjetlosti s atomima svjetlost moramo shvacati korpuskularno, tj. kao
snop kvanata svjetlosti — fotona.

Zakoni zrafenja mogu se primijeniti pri odredivanju temperature uzarenih ti-
jela i izratunavanju temperatura zvijezda. Metode tih mjerenja proucava opticka
pirometrija.

12.2. Fotoelektriéni efekt

U prethodnom smo odjeljku vidjeli da klasi¢na fizika ne moze objasniti toplinsko
zracenje. Sada éemo upoznati jos jednu pojavu — fotoelektricni efekt — za Eije e
nam objasnjenje ponovno biti potrebna kvantna priroda svjetlosti.

H. Hertz je 1887. opazio da se intenzitet iskre na metalnom iskristu poveéava ako

je negativna elektroda osvijetljena ultraljubi¢astom svjetloséu. Kasnije je utvrdeno
(Hallwacks, 1888) da iz metala obasjanih svjetloséu odgovarajuée valne duljine
izlaze elektroni.
Pokus: Negativno nabijena oéiséena plo¢a od cinka, koja je spojena s elektroskopom
(sl. 12.6.a), izbija se ako je obasjamo svjetlos¢u luéne lampe koja sadrzi ultraljubi-
¢aste zrake. Pri osvjetljavanju kroz staklenu plotu (koja apsorbira ultraljubiasto
zraéenje) razmak se listiéa elektroskopa ne mijenja (sl. 12.6.b).

Fotoelektriéni efekt na cinku izaziva, prema tome, ultraljubitasta komponenta
svjetlosti luénice, a ne njezin vidljivi dio. Pokusi su, nadalje pokazali da za neke
druge metale (Na, K, Cs i sl.) fotoefekt nastaje i s vidljivom svjetloséu.
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staklo

Slika 12.6. Obasjavanje cinka ultraljubiéastim zratenjem

Pojava da metali pod utjecajem elektromagnetskih valova (svjetlosti) emitiraju
elektrone naziva se fotoelektri¢ni efekt. Elektromagnetsko zracenje (svjetlost) _
dakle pri odredenim uvjetima oslobada elektrone iz metala. Neki metali (npr. Zn)
emitiraju elektrone samo ako se upotrijebi ultraljubiasta svjetlost, a neki drugi
(npr. alkalni) metali pokazuju fotoefekt i pri vidljivoj svjetlosti.

12.2.1. Rad izlaza

U metalima se elektroni manje vise slobodno gibaju unutar kristalne resetke,
ali zbog kulonske barijere ne mogu napustiti povrsinu metala. Da bi se iz metala
izbio elektron, potrebna je odredena energija, tzv. rad izlaza W;.

Ima razli¢itih nafina oslobadanja elektrona iz metala, npr. grijanjem metala
(tzv. termoemisijom), fotoefektom itd. Ako je energija koju elektron dobije od
upadne svjetlosti manja od rada izlaza, elektron neée izi¢i iz metala; fotoelektri¢ni
efekt nastat ¢e samo ako elektroni u interakeiji sa svjetloséu dobiju energiju veéu
od rada izlaza.

12.2.2. Eksperimentalne &injenice

Na sl. 12.7. shematski je prikazan uredaj za ispitivanje fotoelektri¢nog efekta.
U evakuiranome staklenom balonu nalaze se fotoosjetljiva katoda (od materijala
koji se ispituje) i anoda. Cijev je preko ampermetra (galvanometra) spojena za
izvor napona,

Kada katodu obasjamo odgovarajuéom svjetlosti, poteéi ée u krugu elektricna
struja. Ovakvim uredajem mozemo mjeriti U-I karakteristiku, tj. krivulju koja
pokazuje ovisnost fotostruje I o naponu U izmedu elektroda pri stalnome svjetlos-
nom toku. Kada je katoda obasjana stalnim intenzitetom svjetlosti, a anodni napon
varira, struja se mijenja, kao to to prikazuje sl. 12.8. Kada se napon na anodi
povecava, povecava se i struja sve do zasi¢enja, kada su svi elektroni emitirani iz
katode skupljeni na anodi. Struja zasi¢enja, osim o karakteristikama cijevi, ovisi i o
intenzitetu upadne svjetlosti. Tako je na sl. 12.8. struja I,; dobivena s dvostruko
manjim intenzitetom svjetlosti nego I,,.
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Slika 12.7. Uredaj za ispitivanje fotoelektricnog efekta

Sto je intenzitet svjetlosti vedi, to je broj emitiranih elektrona veéi, dakle, 1
fotostruja je veca.

Smanjivanjem napona smanjuje se fotostruja. Kada napon padne na nulu, foto-
struja ne i§tezne, sto pokazuje da fotoelektroni izlaze iz katode brzinom razli¢itom
od nule.

Slika 12.8. U—I karakteristika

Ako se na anodu prikljuéi negativni napon, struja se smanjuje da bi konatno
prestala kada napon dostigne vrijednost U, (napon zaustavljanja). Tada je napon
dovoljno negativan da zaustavi i one najbrze elektrone oslobodene na fotokatodi:

2
muv,,

= gl

Mjereéi napon zaustavljanja mogu se odrediti maksimalna brzina i kineticka ener-
gija fotoelektrona.

Millikan je prvi pokazao da napon zaustavljanja, odnosno maksimalna energija
oslobodenih elektrona ovisi samo o frekvenciji svjetlosti (sl. 12.9). Sto je frekven-
cija veéa, elektroni imaju veéu energiju i potreban je veél negativni napon da bi ih
zaustavio.

Eksperiment je pokazao da za svaki metal postoji najmanja, tzv. graniéna
frekvencija svjetlosti v, ispod koje nema fotoelektriénog efekta ma kako velik bio
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\)g v

Slika 12.9. Ovisnost napona zaustavljanja o frekvenciji

intenzitet upadne svjetlosti. Naprotiv, ako je frekvencija v > vy, fotoefekt Ce nastati
ma kako malen bio intenzitet svjetlosti. Intenzitet utjeée samo na broj emitiranih
elektrona: sto je intenzitet svjetlosti veéi, broj je fotoelektrona veéi. Ispod graniéne
frekvencije v < v, nema fotoelektrona. Za v > v, kineticka energija elektrona raste
linearno s frekvencijom:

1
el, = 3 m, vl = konst. - (v — ;) (12.16)
Relacija (12.16) zapravo je jednadzba pravea na sl. 12.9. Graniéne frekvencije ovise
o vrsti metala. Za veéinu metala one su u ultraljubiéastom podruéju, dok su npr.
za cezij 1 kalij u vidljivom dijelu spektra.

12.2.3. Dvojna priroda svjetlosti

Nemoguée je ove osobine fotoefekta protumaciti valnom prirodom svjetlosti. Po
klasi¢noj valnoj teoriji energija koju bi elektromagnetski val predao elektronu u me-
talu morala bi ovisiti o intenzitetu svjetlosti. Eksperiment je, medutim, pokazao
da tome nije tako. Energija ovisi o frekvenciji, a o intenzitetu ovisi samo broj foto-
elektrona. Postojanje graniéne frekvencije takoder nije u skladu s valnom prirodom
svjetlosti. Prema valnoj teoriji, fotoefekt bi se morao dogoditi za bilo koju frekven-
ciju ako je intenzitet elektromagnetskoga vala dovoljno velik.

Albert Einstein objasnio je fotoefekt godine 1905. korpuskularnom teorijom
sv3etlost1 a R. A. Millikan je 1914. eksperimentalno pokazao da postoji grani¢na
frekvencija ispod koje nema fotoefekta i tako potvrdio Einsteinovu teoriju.

12.2.4. Einsteinovo objasnjenje fotoelektri¢nog efekta

Prema Einsteinu, iz izvora svjetlosti izlaze kvanti svjetlosti koji se nazivaju
fotoni. Svaki foton ima energiju:
E=hv (12.17)

gdje je h Planckova konstanta, a v frekvencija svjetlosti.
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Fotone moZemo smatrati éesticama svjetlosti kojima je masa mirovanja nula 1
koje se gibaju brzinom svjetlosti c. Buduéi da i za fotone vrijedi Einsteinova relacija
E = mc?, masa je fotona:

F (12.18)

a koli¢ina gibanja:
hv h
p=mec=—=7 (12.19)

Dakle, foton kao i svaka druga ¢estica ima odredenu masu, brzinu, energiju i
koli¢inu gibanja.

Primjer 12.5.
Izraéunajte masu i koli¢inu gibanja fotona valne duljine A = 500 nm.

Iz jednadzbi (12.18) i (12.19) proizlazi:

hv _ h _ 6626-10"%
¢z e\ 3-10%.500-10-°
m=4,42-10" kg

m=

_h_6,626-10"%
P=7% = "500-10-°
p=133.10""kgms™".

kgms—1

Ako svjetlost shvatimo kao roj fotona, lako mozemo objasniti sve pojave u vezi
s fotoefektom.

Kada foton upada na povrsinu metala, sudara se s elektronom, predaje mu svoju
energiju hv, foton nestaje, apsorbira se, a elektron, ako je dobio dovoljnu energiju,
moze iziéi iz metala.

Dio energije fotona trosi se pritom na oslobadanje elektrona iz metala (rad izlaza
W;), tj. na svladavanje potencijalne energije kojom je elektron vezan u metalu, a
ostatak se pretvara u kineticku energiju fotoelektrona:

| 1 5
| hv = W; + 3 ™MeUmaks (12.20)

Ovo je poznata Einsteinova relacija za fotoelektri¢ni efekt. Kineticka energija u
formuli (12.20) maksimalna je energija koju elektron moze imati; naravno, mnogi ¢e
elektroni iziéi iz metala i manjom kinetizkom energijom jer ée prije izlaska iz metala
na svojem putu kroz metal izgubiti dio svoje kineti¢ke energije. Zato relaciju (12.20)
mozemo pisati 1 ovako:

1
3 mev? < hv — W;.
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Sve eksperimentalne rezultate fotoelektri¢nog efekta mozemo razumjeti pomoéu
relacije (12.20). Ako je frekvencija upadne svjetlosti takva da je:

hy < W;,

tada nema fotoefekta jer elektron ne moze iziéi iz metala. To znaéi da je graniéna
frekvencija za pojedini metal odredena radom izlaza:
Wi
Wi=hy, = v, = —hi (12.21)

Rad izlaza, ovisno o metalu, varira izmedu 2 eV 1 6 eV, sto odgovara graniénim
frekvencijama od oko 4,8-10'* Hz (crvena svjetlost) do 1,4-10' Hz (ultraljubi¢asta
svjetlost).

Koristeéi se relacijom (12.21) za rad izlaza, Einsteinovu relaciju za fotoefekt
moZemo pisati i u obliku:

% MV = bV —vy) , (12.22)

a to je upravo eksperimentalno dobivena relacija za maksimalnu energiju fotoelek-
trona (sl. 12.9).

Primjer 12.6.

Najveca valna duljina koja izaziva fotoefekt u natriju jest 530 nm. Kolika
¢e biti najveéa brzina fotoelektrona iz natrija ako ga obasjamo ljubi¢astom
svjetloiéu valne duljine 400 nm?

Relacija (12.22) moZe se pisati kao:

1 1 1
Lot 1),

b

odakle 1zlazi:
. _ [2he l i
maks — m, 2 /\g

o [2:6626-10-3¢-3-108 1 B 1 -
maks 9,1-10-31 400-10-° 530-10-9

Vmaks = 5,18 - 10° ms 1.
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Primjer 12.7.

Maksimalna kineti¢ka energija elektrona koji se oslobadaju iz rubidija
kad na njegovu povrsinu padne ultraljubi¢asto zracenje valne duljine A =
= 317 nm iznosi Emaxs = 2,84-1071° J. Izratunajte rad izlaza i fotoelektricni
prag za rubidij.

Iz izraza .
hvy =Wi, Erpp.=hlv—vy) i v= 3
slijedi:
T l Ekmaks - 1 _ 2,84 L 10_19
A he 317 -10-° 6,626-10-34.3.108
Ay =579 nm

.10-34.3 . 10°
W, = he _ 6,626-107-3-10° |
Ay 579 -10-°

W; =3,43-10"1°J = 2,14 V.

Kako objasniti eksperimentalnu injenicu da o intenzitetu svjetlosti ovisi broj
fotoelektrona? Korpuskularna teorija zragenja objasnjava i tu pojavu. Veéi in-
tenzitet u korpuskularnoj slici znaéi veéi broj fotona, a time i veéi broj izbagenih
fotoelektrona. (Iako svaki foton ne izbaci elektron, ipak je broj fotoelektrona raz-
mjeran broju upadnih fotona.)

U nasim razmatranjima nismo uzeli u obzir zakon odrZanja koli¢ine gibanja pri
sudaru fotona i elektrona. Uocite da elektron nije slobodan nego vezan za atom
ili resetku pa se koli¢ina gibanja apsorbiranoga fotona razdijeli izmedu elektrona
i resetke (atoma). Zbog velike razlike u masi moZemo pretpostaviti da pritom
elektron dobiva gotovo svu energiju fotona. PokaZite da je zbog zakona odrzanja
koli¢ine gibanja nemogué fotoefekt na slobodnom elektronu.

Tako je fotoelektriéni efekt bio jos jedan dokaz kvantne prirode svjetlosti. Dok
interferencija, difrakcija i polarizacija elektromagnetskih valova pokazuju njihova
valna svojstva, fotoefekt i jos neke druge pojave dokaz su estiéne prirode zralenja.
Zakljuéujemo da svjetlost i ostali elektromagnetski valovi imaju dualnu prirodu:
valnu i korpuskularnu.
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12.3. Comptonov efekt

Americki fizicar A. HI. Compton otkrio je 1923. jos jedan efekt koji moze objas-
niti samo kvantna teorija i tako na jos jedan naéin dokazao korpuskularnu prirodu
zragenja. Pri rasprienju rendgenskih zraka (elektromagnetskih valova kratke valne

AT
a B
= detektor

|X-zracenje

m grafit

Slika 12.10. Shema Comptonova efekta

duljine, manje od 107'® m) na elektronima u komadu grafita (sl. 12.10) opazio
je da rasprseno zralenje ima dvije komponente od kojih prva ima valnu duljinu
jednaku onoj u upadnome snopu, a druga nesto vecu (sl. 12.11).

/]

P90

|
|
|
|
|
|
|
|

|
|
|
|l
68 7 72 74 76 A/nm

Slika 12.11. Intenzitet rasprienog zraenja

Razlika valnih duljina ovih dviju komponenata (A)) ovisi o kutu rasprienja i
proporcionalna je sa (1 — cos ).

Valna teorija ne moze objasniti zasto se valna duljina dijela zraéenja nakon
rasprienja nesto povecala. Shvacajuci zracenje kao roj fotona, ovu je pojavu lako
protumagiti.

Prilikom sudara fotona i elektrona, foton izgubi dio svoje energije (E = hv), i
zbog toga mu se smanji frekvencija, a povecéa valna duljina.

Pogledajmo kvantitativno sto se dogada kada se foton sudari s elektronom.

Neka je masa elektrona m,, frekvencija fotona prije sudara v, a poslije sudara v/
(sl. 12.12).
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vy
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Slika 12.12. Sudar fotona i elektrona

Iz zakona oéuvanja energije i zakona ofuvanja kolicine gibanja, koji glase:

E + m.c? = E' + mc? (12.23)
F= gt (12.24)
slijedi:
E F ¢ e
—— T =mc-mec I p.=p-—p.
c c
Kvadriranjem ovih dviju relacija i uvritavanjem p = —, p’ = — i p; = m2v?
c
dobivamo:
E\® (E\® 2EE'
(—) + (—) - =m’? + mic’ - 2mm,c? (12.25)
(15 [ c \
E l 2 2
E E EE'
m%? = (—) + (—) —2— cos? (12.26)
c c c
Zbrojimo li (12.25) i (12.26), dobivamo
E I3
m2v? — m¥c? — m2c® + 2mm.c? =2 L (1 — cosd).

c?

s 1
2 v - .
Kako iz m = m./ (1 - ——2-) slijedi m2v? = m2¢? — m2c?, dobiva se:

c

_ 2EF

2me(m::2 —m.c?) = = (1 —cos?).

Odatle zbog otuvanja energije (12.23) slijedi:
/
m.(E —E') = -"Ew;g-(l — cos V).

Podijelimo li s EE’, dobivamo:

1 1 1
™me (E‘T - E) = ?(1 — cos ),
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; .. he . h .
§to nakon uvrstavanja energije fotona E = TC i Ef= )Tf daje:

Ad=X =)= (1 —cos?) (12.27)

Mmec

Pritom smo sa m, oznaéili masu mirovanja elektrona m, = 9,1 - 103! kg.
Izratunamo li vrijednost konstante, dobivamo upravo Comptonovu valnu duljinu:

Ap = i =2427-107%m (12.28)
mec

izmjerenu u eksperimentu.

Promjena valne duljine relativno je mala, reda veli¢ine Comptonove valne duljine
Ac. Ovako malu promjenu za vidljivu svjetlost ne mozemo opaziti, dok se za rend-
genske zrake ona moie mjeriti, pogotovo kod tvrdih zraka, tj. onih manje valne
duljine.

Ako elektron nije slobodan, nego vezan za atom, dolazi do izmjene energije i
kolitine gibanja izmedu fotona i atoma kao cjeline. Buduéi da je masa atoma znatno
veca od mase elektrona, to je A) neznatno; tako objasnjavamo da u rasprienom
snopu postoji komponenta nepromijenjene valne duljine.

12.4. Linijski spektri i stacionarna stanja

Poznato nam je da uZarena tijela zrafe elektromagnetske valove, i ako takvo
zrafenje rastavimo pomoéu prizme ili opticke resetke, dobivamo kontinuirani spek-
tar. Zakone takva zracenja upoznali smo u pogl. 12.1. Medutim, i uzareni razrije-
deni plinovi mogu biti izvori vidljive svjetlosti i zraéenja u nevidljivu dijelu spektra.
Takav je izvor svjetlosti npr. Zivina lampa. Proucavanje zraéenja koje emitiraju
razrijedeni plinovi i pare metala poéelo je joi polovicom 19. st., a rezultati su
bili takvi da ih klasi¢na fizika nikako nije mogla objasniti. Naime, kad se zracenje
uzarena plina u atomskom stanju rastavi pomoéu optiéke resetke, ne dobiva se kon-
tinuirani spektar, veé se on sastoji od odvojenih, diskretnih, spektralnih linjja. Zato
svjetlost koju daju takvi izvori ima karakteristiénu boju, npr. u svjetlosti Zivine
lampe nema ni traga crvenoj boji, svjetlost koju daje neonska rasvjetna cijev je
crvene boje, a ako je lampa punjena argonom, svjetlost je plavkasta. Na sl. 12.13.
prikazan je dio spektra zragenja zivinih para koji ima frekvencije iz vidljiva dijela
spektra.

12.4.1. Linijski spektri atoma

Posebno mjesto u povijesti atomske fizike pripada vodikovu spektru. Veé 1865.
Balmer je uotio da u zraéenju vodikovih para postoje Eetiri linije koje pripadaju
vidljivu dijelu spektra, a koje je on oznatio nazivima H,, Hg, Hy i Hy.
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E EE
€
E g E c :, cc
— O - w s ?i_ :..
o~ w =
BF @ 4 $ 8S
zuta zelena ljubicasta
svjetlost svjetlost svjetlost

Slika 12.13. Dio spektra Zivinih para

Balmer je uotio da valne duljine tih linija nisu neki nepovezani brojevi, nego da
se mogu izraéunati formulom:
1 1 1
3= e (2— - n—) :

gdje je Roo tzv. Rydbergova konstanta Ro, = 1,097 - 107 m~!, a Eetiri navedene
linije odgovaraju cijelim brojevima n = 3,4,516. Nasl. 12.14. prikazana je ta tzv.
Balmerova serija vodikova spektra. Osim navedenih linija u vidljivu dijelu spektra,
ona sadrZi i mnogo linija u ultraljubitastom dijelu spektra koje odgovaraju cijelim
brojevima n = 7,8, itd, a zavrdavaju s Ho, valne duljine A = 365 nm.

12.4.2. Bohrovo objasnjenje linijskih spektara

Godine 1913. Niels Bohr postavio je temelje suvremenoj fizici strukture tvari,
utvrdivéi sljedeée: atom (a isto tako i drugi sistemi atomskih dimenzija) ne moze
imati bilo koju energiju; on se moze nalaziti samo u nekim stanjima, stanjima
odredene energije. Kad je atom u takvu stanju, on ne zragi energiju, 1 takvo se
stanje naziva stacionarnim stanjem. Za svaki atomski sistem postoji toéno odreden
niz energija By, Es, ..., By, ... koje odgovaraju stacionarnim stanjima. Za vrijeme
dok je atom u nekom od stacionarnih stanja, on je stabilan i ne gubi energiju.
Medutim, atom moze zraditi energiju i to se dogada tako da atom prijede iz stanja
vise energije E,, u stanje nize energije E,,. Pritom atom emitira to¢no odredenu
koli¢inu, “kvant” energije, u obliku elektromagnetskoga zratenja frekvencije v. Ra-
zlika energije konaénoga i poéetnoga stacionarnog stanja jednaka je energiji kvanta:

hv = E,, — En, (12.29)

a frekvencija zraéenja dobiva se ako napiSemo:

By, —Eay
T
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E E [ E E E E
€ c c c = c c
o (=] (=) o o Q o
§ 8 8 &8 g 8 g
= e V] e J LJ
Paschenova serija Balmerova serija Lymanova serija
E E
= E EE E
™ — o~ .
B ® 32 3
7] ~ ~ ™
o Hﬁ H), Hs Heo
crvena linija ultraljubicasto podrudje

Slika 12.14. Balmerova serija vodikova spektra

Dovedemo li atomu koji se nalazi u stacionarnom stanju energije E,, energiju hv,
on ¢e prijedi u vise pobudeno stanje energije E,,. Uz ovu je pretpostavku (koja
je poznata pod imenom_drugog Bohrovog postulata) Niels Bohr objasnio linijske
spektre vodika i reproducirao eksperimentalno nadene vrijednosti valnih duljina i
Rydbergove konstante. Time se jo§ jednom potvrdila ispravnost pretpostavke da
se elektromagnetsko zraZenje moie protumaéiti kao snop fotona, kvanata energije
hv, gdje je h Planckova konstanta.

U ovome poglavlju ne ulazimo u detalje Bohrova modela vodikova atoma. O
tome ¢e biti rijei u 14. poglavlju. Napomenimo samo da je Bohr pretpostavio da se
vodikov atom sastoji od protona i od elektrona koji se oko protona giba po kruznici,
poput maloga planetarnog sustava. Medutim, elektron je — za razliku od planeta —
nabijena Cestica, i prema klasiénoj fizici, on bi trebao za ¢itavo vrijeme vrinje gubiti
energiju. Zbog toga bi se polumjer njegove staze smanjivao, sve dok elektron ne bi
pao na jezgru. Takav atom nikako ne bi mogao biti stabilan. Vidimo da je kljuénu
ulogn u tumadenju strukture atoma odigrala bitno nova Bohrova pretpostavka da
atomski sistemi imaju odredena, stabilna, stacionarna stanja. Ta je pretpostavka
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potvrdena u svim kasnijim atomskim, ali i u nuklearnim i molekularnim eksperi-
mentima, i predstavlja osnovnu &injenicu strukture tvari. Zorna slika o kruznim
stazama bila je samo pomoéno sredstvo kojim se trebalo posluZiti da bi se doslo do
ispravne, kvantnomehanicke slike svijeta.

12.4.3. Frank-Hertzov eksperiment

Frank i Hertz uspjeli su godine 1914. eksperimentalno potvrditi postojanje
odredenih energijskih razina (nivoa) u atomu i opravdanost Bohrove teorije. Oni
su atome #ive bombardirali elektronima. Uredaj se sastojao od triode napunjene
razrijedenim #ivinim parama (sl. 12.15). Iz uiarene katode izlijeéu elektroni i
ubrzavaju se prema anodi. Potencijal je resetke nesto malo pozitivniji (za oko 0,5
V) od potencijala anode, te ce se elektroni, koji imaju energiju manju od oko 0,5
€V, zaustaviti na resetki, dok e se ostali elektroni veée energije skupiti na anodi.

P —e— ¢

0-20V o5V

Slika 12.15. Frank-Hertzov pokus

Mijenjanjem anodnoga napona 1 mjerenjem anodne struje moze se izmjeriti U~I
karakteristika ove triode (sl. 12.16). Kada se napon podize od nule do 4,9 V, anodna
struja I raste jer se elektroni skupljaju na anodi. Kada je napon oko 4,9 V, anodna
struja padne (a struja redetke raste). Kako napon dalje raste, struja ponovno raste
dok napon ne dosegne 9,8 V kada se pojavljuje novi minimum anodne struje itd.
(sL. 12.16).

Cim je energija elektrona dosegla 4,9 eV, elektron ima dovoljno energije da
pobudi atom zive u pobudeno stanje. U takvu neelastiénom sudaru elektron izgubi
energiju i umjesto na anodu ide na resetku. Zbog toga se anodna struja smanjuje,
a struja redetke raste. (Resetka ce, naime, zbog svojega pozitivnog prednapona
privuéi elektrone koji su u sudaru u blizini resetke izgubili svu kineticku energiju.)

Ovaj pokus mozemo shvatiti samo ako pretpostavimo da su energijske razine
elektrona u atomu Zive kvantizirane. Kada je anodni napon manji od 4,9 V, elek-
troni u cijevi nemaju dovoljno energije da pobude atome Zive, nego se samo elastiéno
sudaraju s atomima i zbog male mase praktiéno im ne predaju energiju; u cijevi
struja raste s naponom jer se elektroni skupljaju na anodi.
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S5V 10V BV v
Slika 12.16. U-I karakteristika Frank-Hertzove cijevi

Kada napon dalje raste, elektroni sve ranije dobivaju energiju potrebnu za ne-
elastiéni sudar (4,9 eV) koji se dogada prije reSetke, u prostoru izmedu katode i
reSetke sve blize katodi, te elektron nakon sudara, dok dode na resetku, dobije
dovoljno energije da prode kroz nju. To je razlog da struja raste kada je napon veci
od 4,9 V. Kada napon dosegne 2 - 4,9 V, elektron je energijski sposoban da izvri
dva neelasti¢na sudara, jedan ispred, a drugi blizu redetke. To je uzrok drugom
minimumu u U—/ karakteristici.

Iz ovih je eksperimenata zakljuteno da atom Zive iz osnovnoga stanja £y moze
prijei u pobudeno stanje primivéi samo odredeni kvant energije. Prvo je takvo
pobudeno stanje atoma Zive 4,9 eV iznad osnovnoga stanja. Sudarom s elektronom
koji ima energiju veéu od 4,9 eV atom Zive prelazi iz osnovnoga u prvo pobudeno
stanje, a elektron gubi 4,9 eV energije.

Pobudeni se atom Zive ubrzo nakon pobudivanja vrada u osnovno stanje i po
drugom Bohrovu postulatu emitira svjetlost frekvencije hv = E3 — E4. U ovome
pokusu atomi Zive zaista emitiraju svjetlost ¢&im je anodni napon veéi od 4,9 V. To
je poznata ultraljubiéasta Zivina linija valne duljine 253 nm. Tu istu valnu duljinu
predvida 1 Bohrova formula:

L. Ez —_ E1 4,9 CV C

= = . 15 = — = ©
V= A = =1,19-10" Hz A V 253 nm

Ovaj 1 drugi sli¢ni eksperimenti pokazali su da se neelasti¢ni sudari s atomom
dogadaju samo kada postoje odredeni iznosi raspoloZive energije i da atomi samo u
tim slu¢ajevima mogu apsorbirati energiju. Pokus je pokazao da su stanja atoma
kvantizirana, tj. da u atomu postoje odvojene, diskretne, energijske razine.

12.5. Valna priroda cestica

12.5.1. Dvojna priroda svjetlosti

Za objasnjenje zraenja crnoga tijela te fotoelektri¢nog i Comptonova efekta bilo
je potrebno pretpostaviti da svjetlost (i ostalo elektromagnetsko zratenje) posjeduje
korpuskularnu prirodu. Foton je Cestica koja se giba brzinom svjetlosti ¢, a masa
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mirovanja jednaka je nuli. Energija je fotona: \
E = hy,

gdje je h Planckova konstania, a v frekvencija elektromagnetskoga zracenja. Koli-
¢ina gibanja fotona dana je relacijom:

Uvedemo i valni broj k = 27/, kruznu frekvenciju w = 27w, i reduciranu Plancko-
vu konstantu h = h/2r = 1,054 - 10734 Js, relacije (12.17) i (12.19) moZemo pisati
kao:

E=he 1 p=hk (12.30)

Eksperimenti su, dakle, pokazali da svjetlost, kao i ostali elektromagnetski va-
lovi, ima dualnu prirodu: to je istodobno 1 roj fotona i valna pojava. To je tesko
zorno predoéiti, a ipak je tako. Bez pretpostavke o dvojnoj prirodi elektromag-
netskih valova ne bismo mogli protumaéiti rezultate mnogih eksperimenata. Ova
dualnost val-gestica ne smeta nam pri prou¢avanju elektromagnetskih valova. Kad
prouéavamo interferenciju 1 ogib (opéenito sirenje zragenja kroz prostor), zracenje
shva¢amo kao val odredene valne duljine A 1 frekvencije v i upotrebljavamo zakone
valnog gibanja, a prilikom proutavanja interakcije zraéenja s atomima ratunamo s
fotonima odredene energije E 1 kolicine gibanja p.

12.5.2. Dvojna priroda Eestica

Zbog simetrije u prirodi namece nam se pitanje zasto elektron i ostale mate-
rijalne estice ne bi pokazivale, uz ¢estitna, i valna svojstva. Na tu ideju prvi je
dosao Louis de Broglie; on je 1924. postavio hipotezu, prema kojoj svaka Cestica
koja se giba ima uz estiéna i valna svojstva. Ta je njegova pretpostavka kasnije
potvrdena mnogim eksperimentima.

Dakle, elektron, proton i druge Cestice odredene brzine imaju 1 valnu duljinu!
M;i smo navikli elektron smatrati malom kuglicom, odredene mase m i brzine v, pa
nam je tesko da si ga predoimo kao val. Jos je teze to bilo shvatiti godine 1924,
kad je de Broglie prvi put uveo u fiziku valove materije braneci svoju disertaciju
pod naslovom Recherches sur la Théorie des Quanta na Sveuéilistu u Parizu.

12.5.3. De Broglieve relacije za valnu duljinu i frekvenciju

Kako izracunati valnu duljinu elektrona koji se giba brzinom v? Koja je veza
jzmedu valne duljine i koli¢ine gibanja neke materijalne testice? De Broglie je
pretpostavio da za materijalne cestice vrijede sliéne relacije kao i za fotone. Elektron
i foton sli¢ni su po tome sto i jedan i drugi imaju neka Eestitna i neka valna svojstva.
Analogno relacijama (12.17) i (12.19) za fotone, de Broglie je pretpostavio da svaka
materijalna Zestica (elektron, proton, neutron, atom, molekula itd.) mase m koja
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se giba brzinom v ima valna svojstva, posebno valnu duljinu A i frekvenciju v dane
s e —— e — g

[A=gal oty 12.31
| T = "7F (12.31)

To su poznate de Broglieve relacije. Valovi pridruzeni ¢esticama nazivaju se valovi
materije, a A se naziva de Broglieva valna duljina. De Broglieve relacije za valove
materije mogu se izraziti i relacijama (12.30).

Materija je, dakle, dualne prirode; kao sto svjetlost ima svojstvo vala i Eestice,
tako i svaka Cestica ima valna svojstva. Svaki je elektromagnetski val u isto vrijeme
i snop &estica (fotona), a svakoj gestici pripada odgovarajuéi val. Val i &estica dva
su nagina kako se oéituje materija. Dualnost éestica—val osnovna je osobina svijeta
atoma.

Pritom treba voditi rauna da su E 1 p relativisticki izrazi za energiju 1 koli¢inu
gibanja cestice:

E = /mict+ ?p? = (12.32)

moc?
S
o 5
P =mv = mpcC ﬁ (12.33)

gdje je 3 = v/e, a my masa mirovanja &estice.
Zbog toga izraze za valnu duljinu mozemo napisati u nekoliko oblika:

el b Y-8
p mec B
ili:
ili /\:E:E i

P E L mgc? 2
E

QOve relacije pokazuju da se, za odredenu masu mirovanja mgp, valna duljina sma-
njuje kad brzina odnosno energija Cestice raste.

Primjer 12.8.
Elektroni imaju toliku brzinu da im je masa Cetiri puta veéa od mase
mirovanja. Kolika im je valna duljina?

m=4m0:>—1m°—:4m0, \/1—ﬁ2=i, 8 = 0,968
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Recimo nesto o brzini éestice koju prikazujemo valom. Tzraéunamo li tzv. faznu
brzinu vy, dobivamo:

2
gpi= e B 05 E (12.34)
k P mu v
§to je veée od brzine svjetlosti. O¢ito pri opisivanju brzine Zestice ne .smijem(\)
prihvatiti faznu brzinu kao brzinu kojom se giba stvarna cestica. .
Medutim, to nam daje naslutiti jednu vrlo vaZnu &injenicu: Zelimo li da nam
val opisuje stvarnu &esticu, objekt omeden u prostoru, tada moramo uzeti dva ili
vise valova bliskih valnih duljina. Takva pojava poznata je iz valne mehanike pod
nazivom “valnog paketa”. Takav paket valova giba se tzv. grupnom brzinom koja
se mozZe izrafunati pomodu relacije:

dw

o (12.35)

Vg =

Primijenimo li to sada na valove materije, dobivamo, zbog (12.35) i (12.32):

dE cp
V= — = —
T dp /mi+p?
o c I (12.36)

2 2
VE) ()
m v
Vidimo da je brzina materijalne ¢estice jednaka grupnoj brzini skupine valova.
U sluéaju malih brzina, kolicinu gibanja 1 energiju cestice mozemo pisati kao:
p=mov i E =myc®+ E,
gdje je kineticka energija Ey = % mov?.
Stoga je valna duljina u nerelativistickoj aproksimaciji:
h h h

A= - = =
P mou 2moEy

(12.37)

Za izracunavanje valne duljine sporih elektrona mozemo se koristiti prakti¢nom

relacijom:
12.41-10~37 i 150,6 ~10
A= W m il A= Ek/eV -10 m.

Primjer 12.9.
Izraéunajte valnu duljinu elektrona i protona kineticke energije E;, = 150 eV.

150
A, = 75739 107" m=100""m =0,1nm
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h 26 - -34
X = = 6,635 10 m=234-10"%m
\/QmpEk \/2 -1,673-10-27.150-1,6 - 10—19
Ap = 0,0023 nm.

Primjer 12.10.
Izrac¢unajte de Broglievu valnu duljinu kuglice mase 1 g koja se giba brzi-
nom od v = 1 cm/s.

h _ 6,626 - 1034
mov  10-3.10-2

A= m=6,63-10"2° m.

Primjer 12.11.
Izracunajte valnu duljinu molekule dusika ako je temperatura plina T =
= 300 K.

Prosjetna je kineti¢ka energija Cestice u plinu:

3 3

By =S kT = 7-1,38-107% 3007 = 6,21-1077'J,

gdje je k = 1,38 . 10~2% JK~! Boltzmannova konstanta. Masa je molekule:

M 28-1073

Na = 6,072 108 &= 4065107  ke.

mp =

Odatle dobivamo:

_h 6,626 - 10~
V2moEy  \/2.4,65-10-% . 6,21 - 10-2!

m=276-10""m.

12.5.4. Eksperimentalna potvrda de Broglieve teorije

Tri godine nakon de Broglieve hipoteze Davisson i Germer u SAD i G. P. Thom-
son u Engleskoj opazili su interferenciju 1 ogib elektrona na kristalima metala 1 tako
eksperimentalno pokazali da elektroni u gibanju imaju valna svojstva. Valna duljina
odredena u tim pokusima to¢no se slagala s onom koja proizlazi iz de Broglieve teo-
rijske relacije (12.31). Tako je de Broglieva relacija bila eksperimentalno potvrdena
i otklonjena svaka sumnja u njezinu ispravnost (sl. 12.17).
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Slika 12.17. Ogib elektrona na kristalnome prahu

12.5.5. Elektronski mikroskop

Valna svojstva elektrona nasla su praktiénu primjenu u elektronskom mikrosko-
pu. Poznato je da granica rezolucije (moé razlucivanja) optickih sistema ovisi o val-
noj duljini: ako je udaljenost izmedu dviju toéaka koje promatramo mikroskopom
manja od oko pola valne duljine svjetlosti kojom se sluzimo, nikakvim poveéanjem
neéemo uspjeti razluciti te dvije totke. Moé razluéivanja mikroskopa mozemo
poveéati ako smanjimo valnu duljinu. Pomoéu elektronskih leca (elektricnih ili
magnetskih polja) snop brzih elektrona usmjeruje se u elektronskom mikroskopu
kao svjetlosne zrake u obi¢nom mikroskopu. Buduéi da je valna duljina elektrona
manja od 0,1 nm (npr. 0,01 nm pri 15000 V), i moé razlucivanja elektronskoga
mikroskopa bit ée vise tisué¢a puta veéa nego kod obi¢nog mikroskopa.
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Pitanja i zadaci

12.1.

12.2.

12.3.
12.4.
12.5.
12.6.
12.7.

12.8.

12.9.

12.10.

12.11.

12.12.

12.13.
12.14.

Definirajte tok i intenzitet elektromagnetskoga zragenja 1 navedite kojim se
jedinicama iskazuju.

Kako se dijeli upadno zraenje kad padne na graniénu plohu izmedu dvaju
sredstava?

Sto je idealno crno tijelo? Postoji li takvo tijelo u prirodi?
Objasnite Kirchhoffov zakon zraéenja.

Objasnite fizikalni smisao spektralne gustoée zracenja.
Kako glase Wienov i Stefan-Boltzmannov zakon?

Izracunajte pri kojoj bi temperaturi maksimum spektralne gustoée zragenja
crnoga tijela bio na valnoj duljini od: a) 240 nm, b) 0,48 nm, ¢) 9,7 pm.

Spektralna gustoéa Sunéeva zraenja ima maksimum za valnu duljinu 0,5 pm.

a) Kolika je temperatura Sunceve povriine, uz pretpostavku da Sunce
zraci kao crno tijelo?

b) Koliku snagu zraéi 1 m? povrsine Sunca?
¢) Kolika je ukupna snaga koju zraéi cijela Sunéeva povriina?

Kako glasi Planckov zakon zragenja za crno tijelo? Nacrtajte i objasnite
krivulje koje prikazuju spektralnu gustodu zralenja za razliite tempera-
ture.

U ¢emu je bitna razlika izmedu Planckove i Rayleigh-Jeansove pretpostavke
o prirodi zradenja crnoga tijela?

Iz izraza za spektralnu gustoéu zragenja f(A,T") izvedite izraz za f(v,71"), u
kojemu je spektralna gustoda zrafenja izraZena pomocu frekvencije.

Izratunajte spektralnu gustocu zraienja danu Planckovom i Rayleigh—Jeanso-
vom formulom za crno tijelo na temperaturi 1700 K, ako valna duljina
poprima vrijednosti od 1,2,3,4,5,6 1 7 pm. PrikaZite to tabli¢no i graficki.

Opisite pojavu fotoelektri¢nog efekta.

Objasnite 3to su to rad izlaza, napon zaustavljanja i grani¢na frekvencija
za fotoelektriéni efekt.
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12.15.
12.16.

12.17.

12.18.

12.19.

12.20.

12.21.
12.22.

12.23.
12.24.
12.23.

12.26.

Kako glasi Einsteinovo objasnjenje fotoelektricnog efekta? -

Kolik je rad izlaza za cink ako je graniéna valna duljina za fotoelektri¢ni
efekt na cinku 295 nm? Izrazite rezultat u eV.

Povrsina nekog metala obasja se svjetlos¢u valne duljine A; = 589 nm_a
zatim svjetloséu valne duljine A2 = 405 nm. Pritom se dobiju vrijednos
napon zaustavljanja U; = 0,2 Vi U = 1,16 V. Izracunajte iz tih poda
Planckovu konstantu i rad izlaza metala.

Opisite pokus kojim je Compton dokazao esti¢nu prirodu zracenja.

Foton energije 10* eV sudari se sa slobodnim elektronom u mirovan
rasprii se pod kutem od 60°. Nadite promjenu energije, frekvencije 1 vi
duljine.

Sto su to stacionarna stanja? U éemu je bitna razlika Bohrova objasnje
u usporedbi s klasiénom slikom atoma?

Opisite Frank—Hertzov eksperiment.

Kolika je energijska razlika dvaju stanja u atomu natrija izmedu k¢
prelazi elektron pri emisiji Zute natrijeve svjetlosti valne duljine 589 nx

Sto znaci kad kaZemo da svjetlost i materija imaju dvojnu (dualnu) prirodu?
Navedite de Broglieve relacije za valove materije.

Nadite izraz za valnu duljinu ) Eestice koja se giba velikom brzinom ako je
zadana njezina kineticka energija Ej.

De Broglieva valna duljina elektrona iznosi 8,7 pm. Izracunajte brzinu te
kineti¢ku energiju (u MeV) toga elektrona.
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13.1. Relacije neodredenosti

Mjerenje je u osnovi svih primjena fizike. Poznato nam je da nije dovoljno oba-
viti samo jedno mjerenje, jer se javljaju odstupanja izmedu izmjerene i stvarne vri-
Jjednosti. Stoga uvijek ratunamo pogresku mjerenja pa, mjerimo li vrijednost neke
fizikalne veli¢ine f, rezultat mjerenja izrazavamo kao f & Af. U klasiénoj fizici, u
promatranju makroskopskih pojava, relativna pogreska mogla je iznositi npr. 10%
ili 0,01%, no uvijek smo to mogli pripisati nepreciznosti uredaja kojim smo mjerili.
Presutno smo pretpostavili da bi vrlo precizan uredaj omoguéio mjerenje sa zane-
marivom pogreSkom. Nedto potpuno nove pojavljuje se pri mjerenju pojava u svi-
jetu atomskih dimenzija. Postoji granica toénosti do koje se moze poznavati stanje
nekog fizikalnog sistema: ne zato §to bi uredaj bio nesavrien, ve¢ zato $to poveéana
totnost mjerenja jedne fizikalne veli¢ine vodi nepoznavanju neke druge fizikalne
velicine za taj sistem. Ta se pojava moze izraziti relacijama neodredenosti. Za
koli¢inu gibanja p i za polozaj z Cestice vrijedi:

Az-ApZ h (13.1)

gdje je Az neodredenost s kojom poznajemo polozaj Cestice, a Ap neodredenost
s kojom poznajemo koli¢inu gibanja p = mv. UmnoZak uvijek mora biti veéi
ili priblizno jednak vrijednosti Planckove konstante h = 6,626 - 10734 Js. Kad
bismo totno poznavali poloZaj Cestice, to bi znalilo da Az — 0. Zato bi relacije
neodredenosti bile zadovoljene samo kada bi pogreska s kojom poznajemo kolié¢inu
gibanja postala vrlo velika: Ap — oo.

Drugim rije¢ima, Sto tocnije poznajemo polozaj Eestice, sve manje znamo o
njezinoj brzini i obrnuto. Te su relacije eksperimentalno provjerene za mnoge raz-
licite atomske sisteme. One zapravo izrazavaju &injenicu da uredaj kojim mjerimo
1 sistem o kojemu Zelimo dobiti podatke nisu medusobno neovisni te da i samo
mjerenje utjeée na stanje sistema. Sljedeéi primjer to ée zorno ilustrirati.

Promotrimo eksperiment (prikazan na sl. 13.1) kojim Zelimo odrediti poloZaj
Cestice npr. elektrona tako da na pukotinu Sirine b na zastoru, okomito usmje-
rimo snop elektrona pa gledamo je li neka Eestica prosla kroz pukotinu ili nije.
IzraZunajmo Az, Apiumnoiak Az -Ap za taj sluéaj. Toénost s kojom poznajemo
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difrakcijska
slika na
zastoru

upadni
elektroni 24
g ¥

Slika 13.1. Relacije neodredeno.sti

polozaj gestice koja je prosla kroz pukotinu jest Az = b.* Medutim, snop elektrona
ponasa se i kao val. Pri prolazu kroz pukotinu doslo je do ogiba pa se na zastoru
opaza ogibna (difrakcijska) slika. Elektron je najvjerojatnije pao unutar glavnog
maksimuma, §to znaéi — sje¢amo se iz valne optike — sind = A/b.

Istodobno vidimo da za taj smjer koli¢ina gibanja ima z-komponentu p; =
= psind, te da je neodredenost komponente p; jednaka Ap; = 2p;. Uvrstimo li
koli¢inu gibanja iz de Broglieve relacije p = h/), i prije nadenu vrijednost za sin v,

dobivamo: £ 5 5
Ap=2p-sind =2 (X) . (E) = Q—b-,

AzAp:b%:?hZh.

Dakle, da bismo odredili to¢an polozaj Eestice, nastojimo uzeti §to uzu pukotinu.
To, medutim, uzrokuje sve jati ogib i sve giru centralnu ogibnu prugu, dakle, sve
slabije poznavanje koli¢ine gibanja Eestice.

Polozaj i brzina nisu jedini par veliCina za koje vrijede relacije neodredeno-
sti. Eksperimenti su pokazali da slican odnos postoji i za z-komponentu 1 y-
-komponentu momenta vrtnje, ili za energiju i vrijeme. Klasiéna fizika nema natina
da objasni relacije neodredenosti. To nam nije smetalo pri uobi¢ajenim mjerenji-
ma u klasiénoj fizici, jer su pogreske mjerenja, pa tako 1 njihov umnozak bili vrlo
veliki u usporedbi s Planckovom konstantom. Medutim, za opis atomskih pojava
potrebna je nova teorija, kvantna fizika, 1 njezine osnovne ideje izloZit ¢emo u
ovom poglavlju.

ili za umnozak:

* Neodredenost neke velicine ovdje smo definirali kao interval unutar kojega su izmjerene vri-
jednosti.
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13.2. Valna funkcija i gustoéa vjerojatnosti

Eksperimenti opisani u prethodnim poglavljima, te mnoga druga opaZanja koja
su se nagomilala u razdoblju do g. 1924. uvjerila su fizicare da moraju potpuno
promijeniti tradicionalne predodzbe Zele li uspjesno objasniti pojave u atomskom
svijetu.

Umjesto kontinuiranih promjena energije, u atomskom svijetu energija se mi-
jenja u skokovima. Zbog relacija neodredenosti pojam staze po kojoj se Eestica giba
izgubio je smisao. Njezina se brzina i polozaj nikako ne mogu doznati istodobno.

Kako éemo onda opisivati gibanje Zestica i kako predvidati svojstva atomskih sis-
tema? Odgovor se na to pitanje nametnuo kad je Louis de Broglie 1924. izrazio ideju
da se Cestice mogu istovremeno shvatiti i kao valovi materije. Kao 8to mehanicki
stojni val (npr. na Zici) ima pojedina mjesta s velikim amplitudama i mjesta koja
uopée ne titraju, tako i valovi materije mogu na nekim mjestima imati znatan,
a na drugima slab intenzitet. Cestica koja se nalazi na nekom mjestu moze biti
prikazana valom materije koji ima znatnu amplitudu na tom mjestu. Dakle, da
bismo doznali gdje se nalazi éestica, treba poznavati amplitudu ¥(z) vala mate-
rije. Ta se amplituda naziva valnom funkcijom. Buduéi da Jje intenzitet vala
uvijek dan kvadratom amplitude, i intenzitet vala materije odreden Jje kvadratom
valne funkcije. Medutim, valna funkcija ne mora biti realna, nego moze biti dana

kompleksnim izrazom
U(z) = U, (x) + i¥;(x),

pa stoga intenzitet takva vala izrazavamo kvadratom apsolutne vrijednosti [¥(z)|?.
Ta je vrijednost povezana s vjerojatnodéu da se estica nade u malom intervalu
izmedu z 1 z+dz. Zato je nazivamo gustoéom vjerojatnosti i oznacavamo* kao:

P(z) = [¥(z)[* = ¥*(2) - ¥(),

Cestica ¢e najvjerojatnije biti tamo gdje je [¥(z)|* znatan. Tamo gdje je [T (z)|?
vrlo mali, mala je i vjerojatnost da ée se Zestica pojaviti.

Promotrimo Zesticu koja se giba u omedenom intervalu. Vjerojatnost da se
Cestica nade u nekom malom intervalu dz jest |¥(z)|?dz. Da bismo saznali vjero-
jatnost da se Cestica nade u veéem intervalu, npr. od a do b, treba izratunati
integral:

b
Pla<z<b)= / [¥(z)]? dz.

Kao uvijek u raunu vjerojatnosti, ukupna vjerojatnost mora biti Jjednaka jedinici:
gestica mora biti “negdje”. Mora dakle biti:

+o0
/ [¥(z)|? dz = 1.

* Zvjezdicom smo oznaéili konjugirano kompleksni broj.
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Ovime smo izrazili vrlo vaino svojstvo valne funkcije: ona mora biti normirana.
Ako taj integral nije 1, ve¢ neki drugi, konac¢an broj, valnu funkeiju moZemo
vrlo lako uskladiti sa zahtjevom normiranja: dovoljno je da je pomnozimo odgo-
varajuéim faktorom. No, ako je funkcija takva da je integral beskonatan, onda
ne moze predstavljati valnu funkciju konaénog sistema. Primjer valne funkcije 1
gustoée vjerojatnosti za Cesticu koja se giba unutar intervala AB prikazuju nam
sl. 13.2.a113.2.b.

N Yix)
_\ A

N [Wix) 12 3

b) N

N

Slika 13.2. Valna funkcija i gustoca vjerojatnosti

Uvjet normiranosti znaéi da je povrsina ispod krivulje vjerojatnosti na sl. 13.2.b
jednaka jedinici.

Za gibanje Cestice u trodimenzionalnome prostoru valna ¢e funkcija ovisiti o
svim trima prostornim koordinatama, pa ée gustoéa vjerojatnosti biti

Plwyyz) = |‘1!(z,y,z){2.

Najvaznije je, dakle, doznati valnu funkciju. U idu¢im ¢emo poglavljima ilustri-
rati kako se to radi. Nauéit éemo kako se osobine valne funkcije mogu povezati s
energijom i drugim svojstvima fizikalnoga sistema. Na kraju cemo pokazati kako
se pomoéu kvantne mehanike mogu protumaciti svojstva atoma 1 molekula.

Primjer 13.1.
Pokazite da valna funkcija:

zadovoljava uvjet normiranja. PrikaZite graficki |¥(z)]?.
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Slika 13.3. Gustoca vjerojatnosti za funkciju. Povriina ispod krivulje prikazuje ukupnu
vjerojatnost.

Uputa i rjeSenje: Treba izracunati integral:

+ o0 a
2
/ |¥(z)|? d:c:/— sin? (—) da:=
a a
—00 0
1 1 . [(2n “
=—|-z——-sin|—= =1
T la 2 a 0

Graficki prikaz dan je nasl. 13.3.

13.3. Schrodingerova jednadiba

Nas je sljedeéi zadatak da nademo postupak kojim bismo, ako poznajemo sile
koje djeluju na Zesticu i ako znamo njezinu ukupnu energiju, mogli doznati valnu
funkciju. Za konzervativne sile gibanje je cestice odredeno njezinom potencijalnom
energijom, pa ofekujemo da ée i valna funkcija ovisiti o ukupnoj i o potencijalnoj

energiji cestice:
2

14
E = % +Ep(l')

U prvome ¢lanu, koji opisuje kineticku energiju, p je kolicina gibanja, a m masa
cestice.

Postupak koji trazimo dan je u obliku diferencijalne jednadibe koju je g. 1926.
formulirao njemacki fizi¢ar Erwin Schrodinger. Za sluaj jedne dimenzije Schrodin-
gerova jednadzba za valnu funkciju ¥(z) glasi:

A?  d*0
~om 4t + Ep(2)¥(z) = E¥(z), (13.2)
gdje je uvedena tzv. reducirana Planckova konstanta A = h/2x, ii B =

=1,054-10"3 Js.
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To je osnovna jednadiba kvantne mehanike, jednako toliko vazna za kvantnu
fiziku kao 8to su Newtonovi zakoni znaéajni za klasi¢énu mehaniku ili Maxwellove
jednadzbe za elektromagnetizam.

U svojem zakljugivanju Schrodinger je slijedio ideju Louisa de Brogliea da ma-
terija ima dvojnu prirodu te da se Gestica s energijom E i koli¢inom gibanja p moze
smatrati valom materije valne duljine A = h/p. Valna funkcija ¥(z) ima sliénu
ulogu kao amplituda £(z) stojnoga vala:™

s(z,t) = &(x) - coswt,

za koju vrijedi jednadiba:
¢ =0
dz? -
gdje smo s k oznaéili valni broj. Bududi da je k¥ = 27/A = p/h, mozemo ocekivati
da ée za valnu funkciju vrijediti sli¢na jednadzba:
v p?
— + =¥ =0.
d272 o 52
Pretpostavit ¢emo da je taj izraz to¢an i kad koli¢ina gibanja nije konstantna: p?
ovisi o polozaju Zestice i moze se iz zakona energije napisati kao

p? = 2m(E — Ey()].

Uvrstavanje nam daje:

2y 2m
%‘ + ?[E - Ep(a:)}\ll =0 (13.3)
a to je upravo jednadiba (13.2). Ovo ne smijemo shvatiti kao egzaktan izvod
Schrodingerove jednadibe, veé samo kao intuitivni putokaz. O strogim pravilima
kako se dolazi do jednadibi kvantne mehanike bit ée rije¢i u odjeljku 13.8. No
treba odmah reéi da, usprkos analogijama s klasi¢nim fizikalnim jednadzbama, i bez
obzira na matematitko opravdanje, treba shvatiti da se Schrédingerova jednadzba
ne moie izvesti na osnovi nekih drugih fizikalnih zakona, veé da je ona sama osnovni
zakon, formuliran na osnovi mnoétva opazanja i eksperimenata u pojavnome svijetu
atomskih dimenzija.
Ako se Eestica giba u trodimenzionalnome prostoru, Schrodingerova jednadzba
glasi:

2
- % V2 + Ep(z,y,2)¥ = E¥ (13.4)
gdje je: |
A=V?= _8,2”_ 8_2 _‘2 - q‘;!‘."f‘\~"'5].llr./
- Bz e dy? + 022 |

Laplaceov diferencijalni operator. On sadrzi parcijalne derivacije jer sada valna
funkcija ovisi o svim trima prostornim koordinatama:

¥ = ¥(r) = ¥(z,y,2).
* V. Heng, P. Kuligié, Valovi i optika, odjeljak 2.4.
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13.4. Slobodna ¢estica u kvantnoj fizici

Pokazimo na najjednostavnijem sluéaju — slobodnoj gestici — §to nam daje
rjesavanje Schrodingerove jednadibe.  Slobodna &estica ima samo kineticku
energiju:

A2 k>
B 2m’
pa Schrodingerova jednadzba glasi:
d?w 5
o : . 2mE s o s miznd
gdje je valni broj k = 27 /) = ST a E energija Cestice. RjeSenja su ove valne

jednadibe dvije funkcije:
U(z) =  W(z)=e 7,

Prva pokazuje gibanje slobodne estice u smjeru osi z, a druga gibanje iste Zestice
u suprotnome smjeru. (Sjetimo se pritom da je:

e'* = cosa +isina.)

Kolika je vjerojatnost da se estica nade na mjestu z? Gustoéa vjerojatnosti je
N~

P(z) = [¥(2)]* = ¥(z) - ¥*(2) = & . e~Fo = 1

§to znati da se Cestica s jednakom vjerojatnoséu nalazi na bilo kojem mjestu. No to
je potpuno u skladu s relacijama neodredenosti: buduéi da je brzina éestice toéno
poznata, Ap =0, pa mora biti Az — oo da bi se moglo ispuniti:

Az -Ap =2 h.

To bi znatilo da o polozaju Zestice ne znamo nista. No, ako je Cestica smjestena
unutar konaénog intervala Az, tada njezina valna funkcija ne moze biti zadana
samo jednom jedinom vrijednoséu p = hk nego s nekoliko susjednih vrijednosti.
Tako se valna funkcija, znagajna samo u malom intervalu Az, moze pisati pomodéu
sume ili integrala:

WM:ZMM“HiW@:/mmMM (13.5)
P
1 naziva se valnim paketom.
Svaka linearna kombinacija:
¥(z) = Ae’*® 4 Beike (13.6)

takoder je rjesenje Schrodingerove jednadzbe za slobodnu Zesticu. Na sl. 13.4.a
prikazana je takva valna funkcija za Eesticu odredene brzine, a sl. 13.4.b prikazuje .
valni paket opisan funkeijom (13.5).
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Slika 13.4. Ravni val a) i valni paket b)

Primjer 13.2.
Provjerite zadovoljava li funkcija ¥(z) = Aet*® 4+ Be~i** Schrodingerovu

jednadzbu za slobodnu Eesticu, i pod kojim uvjetom.

Funkciju ¥(z) dvaput deriviramo i uvrstimo u jednadibu (13.2) s E, = 0:

g— = ik(Ae'F® — Be ™y i
d? : .
% = —k?(Ae’*® + Be™**) = —k?V.
Odatle slijedi:
h2
h’k?
§to je ispunjeno uz uvjet B = .
2m

Primjer 13.3.
Izracunajte br
2 eV.

zinu, valni broj i valnu duljinu slobodnog elektrona energije

Rjedenje:

v= ,/?E = 8,386 - 10° ms™!
Me
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13.5. Potencijalna stepenica

Nakon §to smo upoznali rjeenja Schrodingerove jednadzbe za slobodnu €esticu,
zamislimo &esticu na koju djeluju sile. Zanimljiv je sluéaj sile prikazane tzv. po-
tencijalnom stepenicom (sl. 13.5).

4
ESE,; E
Ep:E
E<E, 4 ’
&
E,=0 P _
0’ X

Slika 13.5. Potencijalna stepenica

U totkama z < 0 potencijalna je energija jednaka nuli, a za tocke z > 0 ona
ima konstantnu vrijednost (E, = Ej). Kako se u klasi¢noj fizici ponasa Eestica u
prostoru u kojemu djeluje takva potencijalna energija? To ovisi o energiji Cestice.
Ako je njezina energija E < Ej, Cestica ¢e se gibati do totke z = 0, a zatim ce se
odbiti 1 vratiti. Ona nikako ne moze prodrijeti dalje od totke z = 0, jer bi joj tada
kineticka energija bila negativna. Cestica energije E > Ej gibat ée se, medutim,
nesmetano dalje, iako ¢e u totkama z > 0 imati manju brzinu, naime, tamo Je
njezina kineticka energija manja.

U kvantnoj mehanici podatke o tome gdje je éestica dobivamo iz valne funkeije.
Promatrajmo najprije sluc¢aj kad je energija testice E < Ey. Schrodingerovu jed-
nadzbu sada treba zasebno rijesiti za totke < 0 (rjeSenje je valna funkcija ¥;) i
za totke £ > 0 (rjedenje je valna funkcija ¥,). Jednadiba za z < 0 glasi jednako
kao za slobodnu Gesticu:

d?¥r,
dz?

gdje je k = \/(2mE/52), a njezina se rjeSenja mogu pisati kao:
g = detke L Bethe (13.8)

+ kM, =0 (13.7)
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Za totke z > 0 jednadzba glasi:

djf;? —a?¥, =0 (13.9)
gdje je:
o? = QE_T(EO - E)>0.
Ta jednadiba ima rjeSenje:
Wy = Ce™™* (13.10)

Drugo smo moguce rjefenje ~ e odbacili jer ne zadovoljava uvjet normiranja.
Ova nas rje$enja podsjeéaju na ono §to znamo iz valne mehanike: val koji nailazi
na zapreku djelomiéno ée se odbiti, a djelomi¢no prodrijeti u nju. Uzmemo li u
obzir &injenicu da u toé¢ki z = 0 i valne funkcije i njihove derivacije moraju biti
neprekinute, dolazimo do izraza za amplitude B i C. Jednostavan racun daje tada
za valne funkcije:

Uy(z) = - e A [cos ka — = sinkz
i b (13.11)
\I’g(.’c) = F - Ae™7

Na sl. 13.6. prikazane su te valne funkcije, toénije, izrazi u uglatim zagradama.
Cestica ée (s nekom vjerojatnoséu) biti svagdje gdje je valna funkcija razlicita od
nule, jer je tamo i |¥(z)|* razli¢it od nule. Odmah uoéavamo da se estica moze
nadiiiza toéke = = 0, premda je vjerojatnost za to mala. No to je rezultat tipitan
za kvantnu fiziku, 1 potpuno se razlikuje od onoga u klasi¢noj fizici.

Wix)
7 N

Slika 13.6. Valna funkcija za potencijalnu stepenicu

Rjesavamo li Schrodingerovu jednadibu za Zesticu energije £ > FEj, takoder
dobivamo neoéekivan rezultat. Naime, dok u klasi¢noj mehanici za £ > 0 estica
obavezno putuje dalje, u kvantnoj se opaZaju 1 refleksija i transmisija cestice, §to
smo veé prije susreli kod valova (elastiénih, elektromagnetskih, valova na Zici) koji
nailaze na neki prekid u svojstvima sredstva.

Primjer potencijalne stepenice nema samo teorijsku nego i veliku praktiénu vaz-
nost. On naprimjer objadnjava §to se zbiva s elektronom u metalu koji nailazi na
rubnu plohu. Potencijalna je energija elektrona u tom slu¢aju slicna potencijalnoj
stepenici, samo to skok potencijalne energije nije oStar, nego odgovara crtkanoj
liniji na sl. 13.5. Da bi izadao iz metala, elektron mora imati energiju jednaku ili
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veéu od energije Fy koja se tada naziva “rad izlaza”. lako ée veéina elektrona niZe
energije ostati u metalu, neki ¢e od njih ipak izletjeti ali je vjerojatnost za to mala.
Ako im dovedemo energiju (zagrijavanjem, osvjetljivanjem), oni ée postiéi energiju
vecu od Ey i izletjet ¢e iz metala (termoemisija, fotoelektriéni efekt).

Primjer 13.4.

Visina je potencijalne stepenice £y = 4 eV. Izratunajte gustoéu vjero-
Jatnosti da se elektron nalazi
a)z =0, b) 2 =0,1 nm, ¢) z =1 nm unutar stepenice, ako je najveéa
gustoca vjerojatnosti ispred stepenice P = [¥;|2 . = 1, a energija je elek-
trona E = Ey/2.

Najprije racunamo koeficijente k 1 a:

_V2mE _ /2:9,1-10-31kg-2.1,6-10-1°]

- -1
=R 1,064 -10- Js =1724nm
\/2m(EU —iE) V2mE

Konstantu A u valnim funkcijama (13.11) naéi éemo iz uvjeta da je najveéa
gustoéa vjerojatnosti (za < 1) |¥; maks.|> = 1. Najprije éemo izracunati:

4k?
|¥,|2 = = A%(cos ka — = sin kz)?

k*+ o k
| ¥, |2 = 24%(cos kx — sin kx)?.

Ekstreme ove funkcije dobivamo kad je:
dix [¥;]? = 2A% - 2(cos kz —sin kz) - k(—sinkz — coskz) = 0.

Maksimumu odgovara kad je tgkz = —1, §to je ispunjeno za tocke
kz = (n— 3) m. Dakle, maksimalna vrijednost ispred prepreke iznosi:

1 1 2
1 oas = 247 [cos (n — Z) T — sin (n — f_l) r] = 4A% =1.

Odatle dobivamo: 3
A= ——,
2

Gustocda vjerojatnosti za £ > 0 u ovom sluéaju iznosi:

1
I‘I’1|2 —9.42. 720 _ _ e—2k:n‘

2
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Uvritavanjem zadanih vrijednosti za z nalazimo:

i
a) [¥a(z=0)]" = 5 =0,500;

b) |\I,2(33 =0,1 nm)|2 - %e—z-’r,%nm_l-ﬂ,l nm _ () 118;

—

) |[Wa(z=1nm)?> = e 272nm™nm _ 957 1077,

b

Primjer 13.5.
Izvedite izraze (13.11) za valne funkcije ¥, (z) i ¥5(z) za slu¢aj potenci-
jalne stepenice.

Valna funkcija:

_ [ Wy(z) = AettT + BemhT, 2 <0
\I’(m) = { \Ifg(x) = Ce™9%, > 0

1 njezina derivacija:

ave) _ | T ik (et - B, s <o
dz ___d\I!;aEx) = —aCe™ %, z>0

moraju biti neprekinute u toc¢ki £ = 0. Uzmemo li u obzir taj uvjet, nalazi-
mo:
A+B=C

ik(A— B) = —aC.
Dobili smo dvije linearne jednadzbe, koje nam kao rjeSenje daju omjere:

B itk+ao . C 2ik

A th—a © A Gh—n

Uvrstavanjem u (13.8) i (13.10) dobivamo trazene izraze dane relacijama
(13.11).

13.6. Harmonicki oscilator u kvantnoj mehanici

Cestici koja titra pod djelovanjem harmonicke sile posvetili smo u klasinoj
mehanici veliku pozornost. Sjetimo se pokusa s njihalima, utezima na opruzi i
mnogih drugih. Harmoniéka sila jednako je vaina i u atomskom svijetu jer njome
tumagimo titranje oko ravnoteinoga poloZaja atoma u molekulama, iona u kristalu,

pa tak 1 pobudenja atomske jezgre.
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Zato smo odabrali upravo primjer harmoni¢kog oscilatora da bismo ilustrirali
metode kojima se sluzi kvantna mehanika i da bismo se upoznali s odlikama kvant-
nomehanickih rjeSenja za Cesticu u vezanu stanju. Zelimo li naéi energiju Zestice i
njezinu valnu funkciju, valja nam rijesiti Schrédingerovu jednadzbu. Potencijalna
je energija harmonickog oscilatora (v. sl. 11.2):

1
Ep = 5 k$2,

pa ¢e Schrodingerova jednadzba za Eesticu mase m poprimiti oblik:

R o1,
—%@4—5:”1&) ‘0 = EV.

Ovdje je E ukupna energija Zestice, a w = 1/ — klasi¢na kruzna frekvencija har-
m

moni¢kog oscilatora.
Jednadzbu ¢emo najprije pojednostaviti uvodenjem novih konstanti:

2mE mw
2= 4 —
== i A= = (13.12)
tako da ona postaje:
42y 5 2 2
‘&"r—2+(?€ — Xz )\I’IO (1313)

odakle je moguce naéi valnu funkeiju ¥. No prije nego sto se upustimo u ma-
tematicki postupak rjesavanja ove jednadzbe, upitajmo se: hoée li svako rjefenje
predstavljati ispravnu valnu funkciju? Odgovor je negativan. Dobro rjesenje je
samo ono za koje se valna funkcija moze normirati! To znaéi da za r — oo valna
funkcija mora teziti nuli! Pravo éemo rjesenje, dakle, naslutiti ako promatramo
jednadzbu (13.13) za z — oo, a to je:
2

jT‘f - 22220 =0 (13.14)

jer je:
k2 € A2? kad  z— oo.

Prihvatljivo rjeenje jednadzbe jest:
U(z) =e 37,
pa u konaénosti rjeSenje pretpostavljamo u obliku:
U(z)=e"% M:(p(:z:).
Uvrstavanjem u (13.14) dobivamo jednadzbu za nepoznatu funkciju ¢(z):

d?p de 2
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Teorija diferencijalnih jednadibi uéi nas da funkciju @(x) treba traziti u obliku

beskonainog reda:
o0

p(z) = E a;z?,
3=0

u kojermu su koeficijenti a; medusobno povezani relacijom:

- /\(2j+1)—fc2a_
MGG+

No, kada bi to zaista bio beskonaZan red, ni tada se funkcija @(z) ne bi mogla
normirati. Ali, ako je red konatan, tj. ako su svi koeficijenti nakon nekog j = n
jednaki nuli, tada je rjeSenje fizikalno, a funkcija () ima oblik polinoma. Za neki
n, dakle, mora biti:

_A2n+1)-&? 1

An42 = (n +—1)'(n +"2) an =V,

pa dobivamo uvjet

M2n+1) —«*=0.

Uvrstimo li izraze (13.12) za A i k2, dobivamo uvjet za energiju:

E=hw ('n + %) (13.15)
gdje je n=0,1,2 itd.

Doili smo do vrlo vainog rezultata: kvantnomehanicki oscilator, za razliku od
klasi¢noga, ne moze imati bilo kakvu energiju — njegova je energija kvantizirana.
Energijske razine koje prikazuju energije stacionarnih stanja, jednako su razmak-
nute, i taj je razmak E = hw = hv. To je energija elektromagnetskoga vala koji
araéi Gestica kad prelazi iz visega u najbliZe nize stanje.

3 Ep
n=3 ¥
n=2 ¥
n=1 W
n=0 ¥

ra

Slika 13.7. Valne funkcije harmonickog oscilatora

Uoéavamo jos jednu osobitost karakteristinu za kvantnomehaniéke sisteme.
Najniza moguéa energija nije jednaka nuli, nego je E(n = 0) = (1/2)hw. Naime,
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kad bi najnizZa energija bila jednaka nuli, to bi znaéilo da je Cestica u polozaju
ravnoteze i da miruje. Time bi joj polozaj i brzina bili odredeni potpuno toéno,
a to se protivi relacijama neodredenosti. Energija osnovnoga stanja harmonickog
oscilatora jest najniza energija za koju nisu narusene relacije neodredenosti.

U kvantnoj mehanici, dakle, napustamo predodzbu prema kojoj u harmonickom
oscilatoru Zestica putuje s jednog kraja na drugi, vraéa se itd. Mi znamo da je ona
najvjerojatnije izmedu vrijednosti z; i z2 (v. sl. 13.2.a), a vjerojatnost nalaZenja
u malom intervalu dz daje nam kvadrat valne funkeije.

Tablica 13.1. Valne funkcije harmonickog oscilatora

n En  Up(z) (2=%)

a

1/2
0 }.ﬁ_w \I;O(x) = i) e—,i;aﬂ,,-n
2 e

3
1 = hw  Ty(z) =

(2ﬁ
1/2
2 — hw \Ilz(a:) = (S\G/F) e—é' aZz? ’ (4(121‘_2 _ 2)
1/2
3 ; hw Ps(z) = (48?/_) e~3a%a?, (8a%z® — 12a2)
™

U tabl. 13.1. navedene su valne funkcije za nekoliko najnizih stanja, a na
sl. 13.7. te iste valne funkcije prikazane su graficki, zajedno s ukupnom energijom
svakog stanja i potencijalnom energijom. Slika 13.8. prikazuje gustoéu vjerojatnosti
[¥(z)|? za svako od Eetiriju najnizih stanja.

4
E
|W|2 Ep
n=3 —
- %2
2
b A
n=0 |1’f6|2

Slika 13.8. Gustoda vjerojatnosti harmonitkog oscilatora

Uotljiva su dva svojstva kvantnomehani¢kog oscilatora. Prvo, Zestica ima znatnu
vjerojatnost da se nade na nekim mjestima, tamo gdje je gustoéa vjerojatnosti mak-
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simalna. Izmedu tih mjesta postoje totke u kojima se, sigurno, nece nadi, Jjer je
vjerojatnost jednaka nuli (sjetite se amplitude stojnoga vala!). Postoji odredena
vjerojatnost da se &estica nade i u podrugju iza 29, 3to je u klasiénoj fizici bilo
nemoguée. Ta je vjerojatnost mala i brzo nestaje, ali znaéi bitnu razliku u ponasanju
klasi¢noga i kvantnoga sistema.

Primjer 13.6.
Napisite relacije neodredenosti za polozaj i kolitinu gibanja gestice u
prvom pobudenom stanju (n = 1) harmoni¢kog oscilatora.

Neodredenost je polozaja Cestice Az = 21, gdje se z; odreduje iz izraza
za energiju

% hw = é— muwlzl,
Neodredenost je kolicine gibanja Ap = 2mMvmaks = 2 MWz,
Dobiva se:
Az-Ap=4mwzl =12k = gh 2 h.

Primjer 13.7.

Izragunajte omjer vjerojatnosti da se Cestica nade nu malom intervalu oko
polozaja ravnotee, za drugo pobudeno (n = 2) i osnovno (n = 0) stanje
harmoniékog oscilatora.

Pomoéu valnih funkeija iz tabl. 13.1. dobivamo:

a 2
P a(e=0)ds 8/ - _ 1, 1
P [Woz=0)dz L 8 2
m

13.7. Proboj kroz potencijalnu prepreku

Potencijalnom preprekom (barijerom ili bedemom) naziva se potencijalna ener-
gija koja je u bitnim crtama prikazana na sl. 13.9. Zbog svojstva valne funkcije
da prodire i u klasiéno zabranjeno podru¢je kvantnomehanicka testica pokazuje jo§
jedno neoéekivano svojstvo: moze “probit1” prepreku.

Slika 13.10. prikazuje nam valnu funkciju estice koja nailazi na opisanu po-
tencijalnu prepreku. S obiju strana prepreke valna funkeija jest funkcija slobodne
Zestice. Cestica je prvobitno bila s lijeve strane prepreke. Unutar prepreke njezina
valna funkcija trne, no na izlazu iz prepreke jos uvijek nije zanemarivo mala. Stoga
postoji odredena vjerojatnost da se Cestica nade 1 s desne strane prepreke. Ta
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E
Ep( x)
“ E
upadne Cestice
ref[Méestice propUSIEne cestion
0 a X

Slika 13.9. Potencijalna prepreka

Yix)

VUup

Slika 13.10. Valna funkcija za potencijalnu prepreku

%
P
D
R

LT

je vjerojatnost to veéa Sto je debljina a prepreke manja. Jednako tako, ako je
testica bila s desne strane, postoji vjerojatnost da je moZemo opaziti i lijevo od
prepreke. Za razliku od klasiéne Zestice, koja je — ako ima energiju manju od visine
barijere — osudena da ostane samo s lijeve ili samo s desne strane, kvantnu éesticu
mozemo opaziti i s jedne 1 s druge strane prepreke. Taj fenomen sasvim kvantne
prirode nema analogije u klasiénim zakonima i, radi zorna prikaza, naziva se “proboj
potencijalne barijere” ili “tunel-efekt”. On nam objasnjava mnoge pojave opaZene
u atomskom svijetu. Opisat ¢emo dva pouéna primjera, molekulu amonijaka NHz
i metalni vodi¢ u elektriénome polju.

Slika 13.11. Molekula NHj

Molekula NHs ima oblik piramide, s trima vodikovim atomima u osnovici i
atomom dusika na vrhu. Atom dudika moze biti s jedne ili s druge strane trokuta
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koji éine vodikovi atomi (sl. 13.11). Potencijalna energija takva sistema prikazana

je na sl. 13.12.
A
M BV o B
NG WeN
\H H/
A" BARCTDE .

N N X

Slika 13.12. Potencijalna energija molekule NHz

Kada bi vrijedila klasi¢na mehanika, atom dusika energije E mogao bi se gibati
ili izmedu toéaka A i B ili izmedu totaka C 1D (s1.13.12). Medutim, molekula NHg
kvantni je sistem, pa atom duSika moze probiti potencijalnu prepreku i gibati se
gotovo nesmetano takoder i u cijelom intervalu od A do D. Iz oblika potencijalne
energije vidimo da i jedno 1 drugo gibanje odgovaraju harmonickim oscilacijama,
uz napomenu da titranju od A do D odgovara znatno manja frekvencija. Takvo je
titranje opazeno u spektru amonijaka, frekvencija mu je 2,5786 - 1010 Hz, i to je
upravo ona vrsta titranja koja se primjenjuje kao standard za atomske satove.

Slika 13.13. Potencijalna energija elektrona u’ metalu

Drugi primjer proboja potencijalne prepreke jeste sluéaj elektrona u metalu (v.
o0dj. 13.5.) ako je ukljugeno vanjsko elektricno polje. Potencijalna energija elektrona
u homogenom elektri¢nom polju € jest Ep, = —e€z, pa je graficki prikazana pravcem
na sl. 13.13. Rezultantna potencijalna energija koju osjeca elektron takoder je
prikazana na sl. 13.13 — ona ima oblik potencijalne prepreke. Kad ne bi bilo
vanjskog polja, elektronu koji ima energiju £ trebalo bi dovesti dodatnu energiju
da bi mogao napustiti metal. U prisutnosti elektri¢noga polja postoji, medutim,
znatna vjerojatnost da ¢e se elektron naéi izvan metala, u podruéju z > 0. To je
poznata pojava da elektroni izlijetu iz katode pod utjecajem elektriénog napona.




13.8. Opca nalela kvantne mehanike 407

13.8. Opca naéela kvantne mehanike

Nakon sto smo upoznali bitne znacajke kvantnih sistema, nameée nam se pi-
tanje: mozemo li, osim energije i prostorne gustoce, saznati nesto i o drugim
fizikalnim veli¢inama?

Odgovor na to pitanje daje matematicki stroga kvantna teorija, koju su u
kratkom razdoblju nakon godine 1924. razvili fizi¢ari Erwin Schrédinger, Werner
Heisenberg, Paul Dirac, Max Born i drugi. Ovdje éemo dati samo nekoliko najvai-
nijih zakljuéaka te teorije.

Promotrimo jos jednom Schrédingerovu jednadzbu (13.2) za jednodimenzional-
no gibanje. Ona se moZe napisati i kao:

HY = Ev,
gdje je:
~ 1 5 d?
H= o —h T2 + E,(x) (13.16)

tzv. operator energije ili hamiltonijan. Rije¢ “operator” ovdje znaéi da takav
izraz djeluje na neku funkciju, obavlja na njoj neku operaciju. On moZe sadriavati
prvu ili drugu derivaciju, kao npr. prvi élan u (13.16) ili moZe znagéiti samo obiéno
mnoZenje (kao 3to postoji u drugom &lanu). Postoje, osim operatora energije, i
drugi operatori. Naprimjer, za neki operator A mozemo pisati:

.Z\Ilﬂ =a,¥,.

Taj je izraz jednadzba koja kao rjeSenje daje svojstvene vrijednosti a, i svoj-
stvene funkcije ¥, toga operatora. Tako energija £ moze poprimiti neke vrijed-
nosti za koje kazemo da su svojstvene ili vlastite vrljednostl operatora energije, 1
to su vrijednosti koje moZemo dobiti mjerenjem.

Sli¢ne jednadzbe i njihova rjeSenja mogu se dobiti za druge fizicke velicine. Da
bismo to uéinili, treba poznavati nekoliko osnovnih nagela kvantne mehanike, koja
¢emo ovdje navesti.

1. Svakoj mjerivoj fizitko] veli¢ini, koja ovisi o polozaju i koli¢ini gibanja
Cestice, pripada neki operator. On se moe naéi tako da se obavi zamjena:

a) za slugaj jednodimenzionalnog gibanja

p—)—ih%

b) za sluéaj gibanja u prostoru

PR A RN I
p—)m?hV——th (Ié;-F]a— kaz)

(V se naziva operator gradijenta, del ili nabla—operator).
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Tablica 13.2. Operatori u kvantnoj mehanici
Jednodimenzionalno gibanje
Fizicka velicina Operator
poloZaj & z
- e L, d
koli¢ina gibanja p —th —
dz
2 2 2
e i3 P he d
kineticka energija — _—
SRS o 2m 2m dz?
2 h2 d2
ukupna energija 2 Ep(z) —— — + Ep(z)
2m 2m dz?
Trodimenzionalno gibanje
Fizicka veli¢ina Operator
poloZaj 7 7
kolié¢ina gibanja 7 —ihV
moment koli¢ine gibanja L=7x 7 L=itfx Vv
. =2 h?
kineticka energija i SRLIN v
2 2m
:5‘2 nZ
ukupna energija — + Ep(7) R Ep(7)
2m 2m

U tabl. 13.2. navodimo nekoliko najvaznijih fizickih veli¢ina i njihove
pripadne kvantnomehaniéke operatore.

2. Operatori fizickih veli¢ina su tzv. hermitski operatori, to znaci da za sva
prihvatljiva rjesenja jednadzbe (13.4) vrijedi (za trodimenzionalni slugaj):

/f]w;}{% gt /ff (sz)*wl av,

gdje je dV element volumena dV = dz dydz. Vlastite vrijednosti hermit-
skih operatora realni su brojevi.

3. Stanje nekoga fizikalnoga sistema moie biti opisano valnom funkcijom:
¢=) Cp¥,.
n

gdje su ¥, razli¢ite svojstvene funkcije operatora energije. U tome stanju
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prosjeéna vrijednost neke mjerive fizicke veli¢ine A dana je izrazom:

U

i e isdy

=A=raay (13.17)

Nazivnik vodi ratuna o tome da valna funkeija mora biti normirana.

Primjer 13.8. A
a) Odredite koje su od ovih funkcija: ¥; = e*T W, = e** W3 = sinkz

svojstvene funkcije operatora A= - Nadite svojstvenu vrijednost za
z
svaku od tih funkcija.
N ~ d?
b) Rijesite isti problem za operator: B = F
z

a) Traiimo rjesenje jednadibe AY; = a;9;.

A‘I’l = —d—d; eikx = —ikeik” = -—-ik‘l']_, a; = —ik

AV, = —% e = —e®® = —aV¥,, as = —«

AVg = —% sinkz = —k cos kz, nije svojstvena funkcija.
b)

~ 2 . .

B, = L efr = —k2ettT = — k2, by = —k?

o~ 2

B‘I’z = dd? et = ozze‘” — Q‘zmg, b2 = 012

~ 2 . .

BUs = 95 sinkz = —k?sinkz = —k2¥; by = —k2.

dz )

Uoéavamo da svaki operator neke myjerljive fizikalne velicine ima svojstvene
funkcije. MozZe se dogoditi da dva operatora imaju iste svojstvene funkcije, 1 to
je vrlo vazan sluéaj, jer tada se te dvije fizikalne velicine mogu istodobno toéno
doznati. To se moie ostvariti samo ako, primijenjeni na neku funkeiju, operatori
uvijek daju isti rezultat, bez obzira na to kojim su redom primijenjeni. Naprimjer
ako su to operatori A 1 B, tada vrijedi:

ABV = EE‘I',
il N
(A, B)v = (AB — BA)¥ =o.

Tada kaZemo da operatori AiB komutiraju. To nije uvijek sluéaj. Kao sto
znamo, vrijednost poloZaja z 1 koli¢ine gibanja p ne mogu se odrediti istodobno.



410 Kvantna mehanika

Pripadni operatori ne komutiraju, sto je lako provjeriti ako izra¢unamo:

IR . d d
(zp — pz)¥ = —ih(z %5 o)¥ =
. dvr d LB
= —ih Ia—a(x@)]—th\l’#o

To jo& mozemo pisati kao:

[z,p] = zp — pz = ih.

Primjer 13.9. o

a) Nadite operatore triju komponenata Ly, Ly 1 L, momenta vrtnje u kvant-
noj fizici. L =

b) Pokazite da je komutator [L;,L,] = ¢hL,.

a) Buduéi da je vektor L = 7 x p, u klasiénoj su fizici njegove komponente:
L:r =yp; — ZPy'

Ly=zp:—zp, 1
L; = zpy — yps-

; o5 10 ;
Zamjenom p, — —ih a3 —ih — 1 p, — —ih — dobivamo za kom-
€T

dy 0z

ponente vektora L operatore:

b) Komutator [Eus Ey] izra¢unat ¢emo tako da ga primijenimo na neku funk-
ciju ¥:

(Lo, Ly)0 = (T.Ly — L,L;)¥ =

e [ 2 i)(i_ E)_
=) [yaz zay “or "oz

¢ .8 9 _ i) .
“\*9: "5z Y5z zc?y ’
Dobivamo:

o=y 2 (+2) <y 2 (+28) o 2 (00
Pelpl¥={-45) [yc’?z *or) Vo \" oz oy \* oz i
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b L (2OE) 0 (,00) 0 (00,
8y 9z oz \Y 0z dz 8y
Lo O (00,0 (v

8- \Y 5z To: \* Oy

[Ex,iy] = (~ih)? (y Z—‘i’ —z %_j) = (—ih) (~ih) (y a% —z (%) ¥

[£.,1,] = inL.w.

Dakle, komutator [Ez,Ey] = ihL, razlicit je od nule, $to znafi da se = i
y-komponente momenta kolié¢ine gibanja ne mogu odrediti istodobno.

Primjer 13.10.

Pokazite da je moguce istodobno odrediti komponentu z i y vektora
koli¢ine gibanja p.

Raéunamo komutator

I:Fﬁ:u'a‘-ﬁ:cj:l‘lJ = (ﬁxﬁy - 55'52?)@ =

a g o} o]
= — —th — | — [ —ith — h — =
[( g 39«') ( ' 3y) ( ' 311) ( - 899)] v=

__pp (0 _ﬂ) -
N dzdy Oydz)

odakle zaklju¢ujemo da je [p;,p,] = 0.

13.9. Moment koli¢ine gibanja u kvantnoj fizici

Zbog zakona ouvanja koji vrijedi za centralne sile u kvantnoj kao i u klasi¢noj
fizici, moment koliéine gibanja L ima posebnu vaZnost za proutavanje pojava u
atomskome svijetu.

Iznos momenta koligine gibanja doznat ¢emo ako nademo svojstvene vrijednosti

operatora L . Znamo da se do operatora L dolazi zamjenom p — —1hV u klasitnom
izrazu L = 7 x (vidi primjer 13.9.). Matematicke operacije kojima se dolazi do
=2

svojstvenih vrijednosti operatora i ovdje necemo izvoditi, ali ¢emo spomenuti da
se to najlakse postiZe prijelazom u polarni koordinatni sustav. Umjesto pravokutnih
koordinata z, y i z uvode se koordinate r, ¥ i ¢. Tu je r duljina radiusvektora 7,
a 9 1 ¢ kutovi su koji odreduju njegovu orijentaciju. Veza izmedu pravokutnih i
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Slika 13.14. Prostorni polarni koordinatni sustav

polarnih koordinata prikazana je na sl. 13.14, a matematiéki je izraZena relacijama

(13.18):
z=rsindcosp r=+/z2+y>+ 22

y=rsindsing @=arctgs (13.18)
z

z=rcos?¥ J = arccos ————————
/3:2 _|_y2 +22

Operator kvadrata momenta vrtnje tada se moze napisati kao:

=2 1 0 7] 1 9?
L™ =-h|— = v —— 13.19
[smﬁ 59 (S‘“ 819) t it 6@2] (D
Vidimo da on ovisi samo o orijentaciji u prostoru, a ne i o udaljenosti r. Saznamo li

svojstvene vrijednosti operatora L , tada znamo 1iznos momenta vrtnje. Medutim,
pitamo se je li mogude saznati i sm_]er momenta vrtnje b, Qdgovor je negativan.
U kvantnoj fizici nemoguée je istodobno doznati i vrijednost momenta vrtnje, 1 sve
tri njegove komponente. To se protivi relacijama neodredenosti. Mogude je to¢no
saznati samo jednu, npr. njegovu z-komponentu (sl. 13.15). Matematicki je izraz
za operator z-komponente momenta vrtnje u polarnome sustavu:
~ g
L, =—ith — (13.20)
Oy

Naplslmo sada kvantnomehaniéke jednadibe svojstvenih vrijednosti za operatore
i i L. One glase:

(%)

m(9,9) = B+ DY, )
Y™ (9, p) = hmY™(d, )

(13.21)

U
L]
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Slika 13.15. Moment koli¢ine gibanja

=2
Operator kvadrata momenta vrtnje L ima svojstvene vrijednosti L2 = hgl(l—f— 1),1
zato su vrijednosti iznosa momenta vrtnje kvantizirane. One mogu poprimiti samo
vrijednosti:

L=|L=a/II+1) (13.22)

gdje je I = 0,1,2,3,... itd. Istodobno z-komponenta momenta vrtnje moie po-
primiti vrijednosti L, = hm; pritom m mogu biti samo cijeli brojevi od —I do I.
Primjerice za [ = 2 vrijednost je momenta koli¢ine gibanja L =+/2-3h = 245h, a
njegova z-komponenta (projekcija na z-os) moze biti:

L, =0, +h, +2h,

.

Jerjem = -2,-1,0,1,2. Tatzv. prostorna kvantizacija momenta vrtnje prikazana
jenasl. 13.16.

Slika 13.16. Prostorna kvantizacija momenta vrtnje
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Svojstvene funkcije operatora I : i L, jesu tzv. kugline funkeije ¥;™ (¥, ¢). One
ovise samo o kutnim koordinatama, a obiljeZzene su dvama cijelim brojevima [ i
m, koje nazivamo orbitalnim 1 magnetskim kvantnim brojem. Kugline funkcije,
zbog ovisnosti o orijentaciji, imaju posebnu vaznost u tumacenju strukture atoma
i molekula. Prvih nekoliko kuglinih funkcija navedeno je u tabl. 13.3.

Ovdje zelimo napomenuti da vektor L = #*x p, koji ima vaznu ulogu u klasi¢noj
i kvantnoj fizici, ima nekoliko naziva. Mi smo ga, radi kratkoée, obiéno nazivali
vektorom momenta vrtnje. Medutim, opéenito prihvaceni nazivi za tu veliginu jos
su kutna koli¢ina gibanja, moment koli¢ine gibanja, zamah, a katkad 1 kutni zamah
ili angularni moment. (Izraz impuls vrtnje ponekad se susrece u knjigama, no bolje
ga je izbjegavati zbog viSestruka znatenja.)

Tablica 13.2. Kugline funkcije

{ m Kuglina funkcija
1
0 0 Y= —
g Vdr
0 iy -
— — CO
ot 4m
1
+1 3 . +ig
+1 Y+ =%l = sind - e
8

1 f 5
0 an = E 5(3 0052 9 — 1)
15 :
2 +1 Yzil = :F\/—sinﬂ-cosﬂ-ei‘*’
8m
’ 5 ;
+2 Y.Z:l:2 = - i3 sin? 9 - e£21%
2w

Primjer 13.11.
Provjerite zadovoljava li kuglina funkcija Y7~ 1(9, ) jednadibe svojstvenih

=22 ~
vrijednosti za L 1 L,.
. - : 2 . g -
Primjenom operatora L i L, na funkeiju:

3 .
Y1(d,0) = y/ — sind - 7%
| 7(0,9) =g sind e

dobiva se:
vy =om?yr i LYyt =Ry
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Na kraju ¢emo podsjetiti da u klasi¢noj mehanici moment vrtnje ostaje saéuvan
za Cesticu na koju djeluje centralna sila. Isto vrijedi i u kvantnoj fizici. Operator
energije (hamiltonijan) za takav slu¢aj moze se napisati kao:

=0
H(r,9,¢) = Ho(r) + Sy (13.23)
gdje
= R2 82 290

¥ . . s =2 & &
ovisi samo o udaljenosti r od sredista, a L je poznati operator kvadrata momenta

vrtnje. Takav operator energije komutira s operatorima L 1 L,, pa e se za atomske
sisteme sa centralnom simetrijom, uz energiju, modi toéno odrediti i vrijednosti
momenta vrtnje i njegove projekcije na z-os u svakome stacionarnom stanju.
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Kvantna mehanika

Pitanja i zadaci

13.1.

13.2.

13.3.

13.4.

13.5.

13.6.
13.7.

13.8.

13.9.
13.10.
13.11.

13.12.

Navedite 1 objasnite relacije neodredenosti za poloZaj 1 koli¢inu gibanja
Cestice.

Polo#aj elektrona poznat je s neodredenoséu Az = 1 nm. Nadite neodre-
denost Ap njegove kolic¢ine gibanja.

Pretpostavite da snop elektrona de Broglieve valne duljine 107° nm prolazi
kroz pukotinu sirine 10™% m (sl. 13.1). Kolik kutni raspon A# uzrokuje
ogib na pukotini?

Brzina protona u smjeru osi z odredena je s toénoséu Av, = 1077 ms™1.

Odredite granicu toénosti kojom se istodobno moze odrediti poloZaj pro-
tona: a) duz osi z, b) duz osi y.

Jesu li poloZaj i koli¢ina gibanja jedine veli¢ine za koje vrijede relacije ne-
odredenosti?

Objasnite znaéenje valne funkcije i gustoce vjerojatnosti.

Cestica je predoéena valnom funkcijom:
Y(z)=e 2= sin(kz),

gdieje 2o =3-10"°m, a =7,2-107 m? i k = 2-10° nm™?. PrikaZite
graficki valnu funkciju ¥(z) i gustoéu vjerojatnosti |¥(z)|? u intervalu od
z=0doz =6 -10"" m. Predstavlja li ova valna funkcija vezano stanje
cestice?

Sto znafi normiranost valne funkcije? Kada valna funkcija mora biti normi-
‘?
rana’

Napisite Schrodingerovu jednadzbu za esticu koja se giba na pravcu.
Navedite bitne razlike u gibanju Eestice u klasiénoj i kvantnoj mehanici.

Kako glasi izraz za energije kvantnomehanickoga harmonickog oscilatora?
Zasto se njegova najniia energija razlikuje od nule?

Pokazite da valne funkcije dane u tabl. 13.1. zadovoljavaju Schrodingerovu
jednadZbu za harmonicki oscilator.
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13.13.

13.14.
13.15.
13.16.
13.17.

13.18.

13.19.

Cestica mase m = 10726 kg harmoniéki titra, pri éemu je konstanta har-
moniéke sile £ = 400 Nm~!. Nadite kvantnomehanicke energije prvih deset
stacionarnih stanja toga oscilatora i izrazite ih elektronvoltima.

Objasnite §to razumijevamo pod potencijalnom stepenicom.

Opisite 1 objasnite kvantnomehanicki tunel-efekt. Navedite primjere.
Kako glasi jednadzba svojstvenih vrijednosti za neki operator A7

Kako se nalaze kvantnomehanicki operatori koji pripadaju polozaju, kolicini

gibanja, te kinetickoj i ukupnoj energiji:

a) za Zesticu koja se giba na praveu,

b) za Cesticu koja se giba u prostoru?

Polozaj totke u prostoru zadan je polarnim koordinatama r = 10 m, 4 =
= 30° it ¢ = 75°. Nadite pravokutne koordinate z, y i = te tocke.

Provjerite da funkeija ¥(y) = a cos(byp) znaéi svojstvenu funkceiju operatora
A = —h*(d?/dg?) i nadite pripadnu svojstvenu vrijednost A. Konstante
sua=31b=2.



14. Fizika atoma

Atom je najmanja estica nekog elementa. Znamo da se on sastoji od pozi-
tivno nabijene atomske jezgre oko koje se, ako je rije¢ o atomu rednoga broja Z,
giba Z elektrona. Atomska jezgra sadrzi Z protona (naboj je protona +e) i N
neutrona. Atomski je broj A jednak zbroju broja protona i broja neutrona: A =
= Z+ N. Proton i neutron imaju gotovo jednaku masu, a ta je masa oko 1850 puta
veéa od mase elektrona. Stoga je gotovo sva masa atoma koncentrirana u jezgri.
Medutim, volumen jezgre vrlo je mali u usporedbi s volumenom cijeloga atoma. Dok
je promjer atoma reda veli¢ine 10~ m, promjer jezgre iznosi samo oko 107'* m.
Takvu predodibu o gradi atoma definitivno su potvrdili pokusi s rasprsenjem
o-Zestica na listiéima zlata, koje je godine 1911. izveo Ernest Rutherford.

14.1. Atomi s jednim elektronom

Atom je vodika najjednostavniji od svih atoma: sastoji se od jednog pro-

tona i jednog elektrona. Bitna svojstva tog atoma odredena su elektrostatskom

1 2

privlaénom silom izmedu protona i elektrona: F, = — - =, gdje je € elemen-
r

47!'5'0
tarni naboj, a r medusobna udaljenost protona i elektrona. Potencijalna je energija
: 1 €l . . e , ,
takve sile £, = — 7 - —. No ima i drugih atoma sli¢nih svojstava. To su oni
TEQ T

koji u jezgri imaju Z protona, ali imaju samo jedan elektron. Takvi su npr. atomi
deuterija i tricija, a takoder i ioni Het i Lit*. Za njih ée potencijalna energija biti:

L ze

By =—
® 4meg r

14.1.1. Bohrov model jednoelektronskog atoma

Prije nego &to primijenimo Schrodingerovu jednadzbu na problem atoma, naj-
prije éemo kao ilustraciju pokazati kako je Niels Bohr godine 1913. pomocu jedno-
stavnoga poluklasiénog modela uspio izra¢unati energije vodikova i sli¢nih atoma i
objasniti atomske spektre.
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Bohr je pretpostavio da se elektron, pod djelovanjem elektrostatske sile, giba
oko jezgre po kruznici polumjera r. Nisu, medutim, mogude sve kruinice, nego
samo one za koje moment vrtnje elektrona ima odredenu kvantiziranu vrijednost.

L=m.rv=nh (14.1)

gdje n moZe biti samo pozitivni cijeli broj 1,2, 3, itd., i gdje je h = h/27 = 1,054
.10~34 Js reducirana Planckova konstanta. To je poznati “Bohrov kvantni uvjet”.
(Uogavamo da se takva ideja o kvantiziranosti momenta vrtnje slaZe s predodzbom
gestice kao stojnoga vala: opseg kruZnice mora biti jednak cijelome broju valnih
duljina:

2rm = nA.

Kad uvrstimo de Broglievu relaciju:

hé?arh

A=—
p  mev

?

dobivamo kvantni uvjet (14.1).
Ako se kvantni uvjet napise zajedno s izrazom za centripetalnu silu:

2 2
MeV 1 Ze
= s 14.2
r dmeg T2 ( )
is izrazom za ukupnu energiju:
mev? 1 Ze?
E= " - — .2 14.
2 4—11'{:'0 r ( 3)

dobiju se tri jednadzbe (14.1), (14.2) i (14.3) u kojima su nepoznanice polumjer r
kruZnice, brzina v elektrona i energija E.
Te jednadibe jednostavno je rijesiti. Rezultat su polumjeri mogucih kruznica:

2
n
T =G0 (14.4)
brzina elektrona: " i
Up = S (145)
Mmeag N
i energije stacionarnih stanja atoma:
Z2
EP) = E\=5 = E, 27 (14.6)
n

graficki prikazane za Z = 1 (vodik) na sl. 14.1. Pritom je m. masa elektrona, a
ag = r1 = (h%p/mm.e?) = 5,29 .10~ m polumjer prve elektronske staze u atomu
vodika, tzv. Bohrov radijus. Energija je osnovnog stanja atoma vodika:

m,et

S e~ 218-107187 = —13,60eV.
Beiis = 218 10700 = 18606V

Elz
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E/eV
n
oo 0
5 -0,54
¥yv¥y Pfunds_ "y
g‘ ! Bracketova s. :?‘315
Paschenova '
serija
2 -3,39
Balmerova
serija
Lymanova
serija
1 -13,60

Slika 14.1. Energije i prijelazi u vodikovu atomu

Katkad se upotrebljava tzv. Rydbergova konstanta:

R, = By 1007 - 107 11,
he

Vidimo da su polumjeri kruznica, brzine i energije kvantizirane veliine i da ovise
o n, koji mozZe biti 1,2,3 itd. Elektron u atomu moZe, dakle, biti u stanju naj-
nize energije (n = 1, K-ljuska) ili u jednom od pobudenih stanja (redom ljuske
L,M,N,O...). Niels Bohr pretpostavio je da atom ne zraéi energiju kad se nalazi
u nekom od stacionarnih stanja, ve¢ samo kad prelazi iz stanja vide u stanje nize
energije. Energija kvanta takva zracenja jednaka je:

2 2

hv = EZ) — EZ) = _E, (i - i) ze,
" i LU

To je u dobrom skladu s empirijskom formulom za valne duljine u Balmerovoj i
ostalim serijjama linja u vodikovu spektru, koja je glasila:

1 N
7=t (7 -37) 2

(v. sl. 14.1). Potpuno toéne vrijednosti dobiju se ako se uzme u obzir i gibanje



422 Fizika atoma

jezgre, zamjenom mase elektrona m, s reduciranom masom atoma:

_ m.M
=+ M

u Rydbergovoj konstanti, pri cemu je M masa jezgre.

Primjer 14.1.

Izraéunajte: a) koje linije vodikova spektra padaju u vidljivi dio elektro-
magnetskoga zracenja (400 nm < A < 700 nm);
b) Isti zadatak rijesite za spektar iona Het.

Valna duljina zrafenja koje emitira atom dana je izrazom:

ao (L _1yT 1
" R \n} ni z%

Za vodik je Z = 1, a za helij Z = 2.

Linije su:
a) A = 657 nm, 486 nm, 434 nm i 410 nm (n; = 2, ny = 3 - 6), Balmerova
serija;

b) A =469 nm (n1 =3, nz = 4)
A = 657 nm, 541 nm, 486 nm, 454 nm, 434 nm, 420 nm, 410 nm, 403 nm
(n1 :4, n2=6—13)
A = 689 nm, 669 nm, 653 nm, 641 nm, 631 nm, itd. do 570 nm (n; = 5,
Nog = 1= OO)

14.1.2. Jednoelektronski atom u kvantnoj mehanici

Usprkos svojoj privlaénosti i uspjesnu objasnjenju atomskih spektara, Bohrov
je model samo jedna intuitivna i zapravo netofna slika atoma. Ona se protivi
relacijama neodredenosti, a nedostaje joj i sposobnost da objasni mnostvo drugih
atomskih svojstava. T relacija (14.1) za moment vrinje samo je pribliZna.

Iako je nakon uspjeha Bohrova modela slijedilo mnostvo pokusaja da se prosiri
klasiéna slika atoma (npr. uvodenjem eliptiénih staza u Bohr-Sommerfeldovom
modelu atoma), jedini to¢an odgovor na pitanja atomske strukture daju Schrodin-
gerova jednadzba i njezina rjeSenja.

Za slu¢aj jednoelektronskog atoma Schrédingerova jednadzba glasi:

h? 1 Ze?

-V — — V¥ =FEV.
va dweg T ¥

Vezana su stanja atoma ona za koja je E < 0. Buduéi da je potencijalna energija
(v. sl. 14.2.a) ovisna samo o udaljenosti r, kao i u klasi¢noj fizici, problem se svodi
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na rjeSavanje jednadzbe s efektivnom potencijalnom energijom:

L2 1 Ze? I
Eper(r) = Ep(r) + 2m.r?2  4mey 1 T 2m.r?

Porijeklo je drugog ¢lana na desnoj strani u centrifugalnoj sili koju elektron osjeéa
kao posljedicu vrtnje, o éemu je bilo rijeéi u poglavlju 11. Kvantnomehanicki ope-
rator energije dan je izrazima (13.23) i (13.24).

F

L i —_ I
Eo (T, e
Eplr) I Pef(/)/

4

7
’/ ECoulomb"_T'_
/
a) b)

Slika 14.2. Potencijalne energije elektrona u atomu

Operator momenta vrtnje daje nam vrlo vazne podatke o gibanju elektrona u
atomu. Njemu smo posvetili cijeli odjeljak 13.9, pa znamo da kvadrat momenta
vrtnje moZe poprimiti vrijednosti:

=R,

gdje orbitalni kvantni broj ! moze biti 0 ili pozitivni cijeli broj. Uobitajeno je
da se stanja s I = 0,1,2,3,4,... obiljezavaju redom oznakama s,p,d,f,g, ... itd.
Moment je vrtnje, dakle, kvantiziran, no ne onako kao u Bohrovu modelu, veé je
L = h/l(I+1). Schrédingerova jednadiba za elektron u efektivnom potencijalu
prelazi u diferencijalnu jednadzbu s jednom varijablom r, i ta je jednadzba donekle
nalik na onu za harmonicki oscilator. I efektivni potencijal (v. sl. 14.2.b) ima
minimum sli¢an onome kod harmonickog oscilatora. Rjesavanje te jednadzbe slofen
Je matematicki postupak opisan u udzbenicima kvantne fizike. Mi ga ovdje neéemo
ponavljati. Medutim, istaknut ¢emo da od svih matemati¢kih rjesenja §to nam ih
nudi jednadzba, smijemo prihvatiti samo ona koja se mogu normirati. Za takva
stanja — pokazuje se u toku matematiékog postupka — mora biti: :

l+1-k=—n,
Lz [

gdjejen, = 0,1,2,3,...1td., a &k = Tree R ~g5

Uvedemo li tzv. glavni

kvantni broj n tako da bude:

n=k=n.+1+41,
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to nas vodi na energije stanja atoma vodika i njemu sli¢nih atoma:

Z2 m.e?
£) = fa 3 = 8 =
EP = —, glieje 1= 5 = ~13,60eV.

To je isti rezultat kakav je Bohr dobio u poluklasiénom modelu.

n =0 [=1 L=2 =3 =4
D ——— = =
z’ 4s 4p 4d 4Lt

3 3s 3p 3d

5 2s 2p

1 1s

Slika 14.3. Glavni i orbitalni kvantni brojevi u vodikovu spektru

Za odredeni glavni kvantni broj n orbitalni kvantni broj | = n—n, — 1 koji
govori o veli¢ini momenta vrtnje moze poprimiti samo vrijednosti I = 0,1,2,...,
n— 1. Svakoj od tih vrijednosti ! odgovara drukéija valna funkeija, ali ista energija.
Kazemo da se energijska stanja degenerirana: za svaku energiju Ey, postoji n
stanja s razliéitim vrijednostima momenta vrtnje. Nasl. 14.3. prikazana su moguca
stanja vodikova atoma (Z = 1) i pritom su energijske razine za svaki [ nacrtane u
zasebnu stupcu. No to jos uvijek nisu sva stanja. Moment vrtnje moZe poprimiti i
razlitite orijentacije u prostoru. Znamo da z-komponenta momenta vrtnje moze biti
L, = mh, gdje m smije biti samo cijeli broj =1, —I+1,..., [—-2,1—1,1. Primjerice,
za | = 2 moguée su vrijednosti magnetskoga kvantnog broja m = -2,-1,0,11
9. Za svaki [ postoji, dakle, 2! + 1 moguéih stanja i sva ona imaju istu energiju.
Stavimo li, medutim, atom u magnetsko polje, tada atom u stanjima s razli¢itim
m ima razli¢it magnetski moment, a zato 1 razli¢itu energiju (v. odj. 14.2).
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Ako atom nije u magnetskome polju, vidimo da je svaka energijska razina s
glavnim kvantnim brojem n degenerirana

n-1
Z(?l +1) =n? puta.
1=0

Navedimo, napokon, kako izgleda prostorna valna funkcija za stanja u vodikovu
atormu 1 u ostalim jednoelektronskim atomima:

Yo i,m(r,9,90) = Rai(r) - Y™ (9, 9) (14.7)

Ona se moze napisati kao produkt dviju funkcija: prve, radijalne, koja ovisi samo
o udaljenosti r, i druge, kugline funkcije, koja ovisi samo o orijentaciji u prostoru.
Umyjesto pravokutnog, bilo je potrebno uvesti polarni sustav, a vezu izmedu koordi-
nata u jednom i drugom sustavu prikazali smo 1 opisali u odj. 13.9. U tablici 14.1.
navedeno je nekoliko radijalnih valnih funkcija za najniza stanja.

Tablica 14.1. Radijalne valne funkcije jednoelektronskog atoma

2Z
n ! Ru(r) (gz ’)
nag
3/2
1 0 R1n(‘r‘) =2 (E) e_%
0
1 z 3/2
0 Raol(r) = —= (—) (2-g)e~ %
2v2 \ao
2 3/2
1 zZ
1 Rai(r) = — (—) e” 2
21(r) 7 A e
1 ZN 3
Q Rso(r) = —= (—) (6 — 6g + gz}e”%
9v3 \ao
1 z 3/2 2
3 1 R3i(r) = — (——) 4—pgle” 2
i) 9v/6 \ap ol )
1 8/2 2
Raz(r) = — (— 2e~
= 2() =575 (ﬂﬂ) ee s

Gustola vjerojatnosti nalazenja Eestice dana je kvadratom valne funkcije | ¥ p1m |2
Ona ne ovisi samo o udaljenosti r nego 1 o smjeru u prostoru. To je posebno vaino
u fizici molekula, jer tumati usmjerenost kemijske veze. Kutna ovisnost dana je
kuglinim funkcijama, navedenim u tabl. 13.3. Samo s-stanje ne ovisi o kutu, pa je
u tom slucaju gustoda vjerojatnostl za sve smjerove jednaka.
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Tablica 14.2. Atomske orbitale jednoelektronskog atoma

[ | |m| | Kutna ovisnost atomske orbitale

0 0 5= ==

1 Pzx

3
—sind - cos
4

3
—sin ¥ - si
1/4-,-;- sing
5 2
0 dy,a_,2 = E(Scos d—1)

[15
dyz = [ —sind - cosd - cos @
4T

Il

Py

i %
15
o dyz =1/ —sin?d -cos?d -sing
4
15
d,a_ =\f—sin2'§-c052
23-y? 4 #
2

15
dzy = 4—‘” sin? ¢ - sin 2¢

Primjer 14.2.

Izracunajte za atom vodika vjerojatnost da se elektron u stanju s kvant-
nim brojevima n = 2, { = 1 i m = 0 nade u malom elementu volumena
AV = 107° nm?®, smjestenom:

a) u tocki s polarnim koordinatama r = 0,1 nm, ¢ = 90°, ¢ = 0°,

b) u tocki s polarnim koordinatama r = 0,1 nm, 4 = 0°, » = 0°.

¢) Nadite vjerojatnost da se elektron u zadanome stanju nade unutar ku-
glaste ljuske debljine Ar = 103 nm, udaljene za r = 0,1 nm od protona.

Valna funkcija zadanoga stanja mo#e se napisati pomocu tablica (14.1) i

(13.3):

"1’210(7‘1 7-9: ‘P) - R21(T)Y10(19, (P) Ex

()7 (2 B
=i——i|i— =— 220 -4/ —cos V.
2\/6' ag aq 47
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a) Trazena je vjerojatnost:

_ 8. K b, T
P(T‘,ﬁ,go) — |\I’n,rm(r,19,go)| AV = 397

Sto za ¥ = 90° iznosi:

1 (0,lnm)? _ oa

P(rd,p)= — ——>—
(r9,9) = 35 70,063 am)s
b) Sli¢no dobivamo za ¥ = 0°;

1 (0,1nm)?

Bt = o To.05a

¢) Radijalna vjerojatnost iznosi:

»

1
2 a
1 (0,1nm)* _ oa
~ 24 (0,053 nm)3

| =

Plr)y= re. R,zﬂ(r) CAr = p? e 3 Ar

owm

P(r)

e” 8053 .10 nm = 1,5-10"3.

mena AV i unutar ljuske debljine Ar ne mijenja.)

L@ % cos?d - AV,
ag
e~ 5655 . cosZ 90° - 10~ °nm® = 0.

~ 565 . cos? 0° - 10 °nm® = 3,6 - 10~%.

(Pritom smo pretpostavili da se gustoda vjerojatnosti unutar malog volu-

U kemijskim primjenama Eesto se upotrebljava nesto drukéiji oblik kutnog di-
jela valne funkeije, takav koji ne ovisi o predznaku z-komponente momenta vrtnje
L; nego samo o njezinu iznosu |L,| = h|m|. Stoga u tablici 14.2. navodimo neko-
liko takvih kutnih valnih funkcija za najniza stanja. Kemicari ih obiéno nazivaju

atomskim orbitalama.

. A
R (r) n=1 Ry () n=2
=] (=0
£
o\~ 068 r/onm
n=2
; : {2
+ II T T T —
P04 08 /hm 0 o4 08 r/nm
A 2

Slika 14.4. Radijalne valne funkcije vodikova atoma
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.
rZ’F?rz,.l1 n=2
(=0
A
fzf?il n=1
{ =0 ‘
;12 04 08 7/nm
2 21
r<r
B =2
{ =1
|
,,'_1 04 r/nm ,'.2 04 0.8 r/nm

Slika 14.5. Radijalne vjerojatnosti za najniZa stanja vodikova atoma

Kvadrat orbitale daje gustoéu vjerojatnosti za razli¢ite smjerove u prostoru.

Radijalne valne funkcije Rni(r) za najniZa stanja vodikova atoma prikazane su
na sl. 14.4. Slika 14.5. prikazuje odgovarajuée radijalne vjerojatnosti r? - B2, tj.
vjerojatnosti da se elektron nade unutar kuglaste ljuske debljine dr, udaljene za r
od jezgre.

Primjer 14.3.
Izrazite atomske orbitale p,, py i py iz tablice 14.2. pomocu kuglinih
funkecija ;™ za [ = 1, navedenih u tabl. 13.3.

0 o o—ip s _ it
Uzimamo u obzir relacije cosp = el ising = E—Héfe— 1 dobi-
vamo: 2 2
3
Py \Igcosﬂz}’f’
3 . 3 . ,e¥4e'¥ 1 1 5
=1/ — ) =] — = —— - Y.
Pz =4/ 1, Sindcosy 7, 50 v 5 " (Y7 L)
3 . . 3 et M i
Py = —ﬂ_smﬂsm:p: —ﬂ.smﬂe 2: =—%(Y11+Y1_1)

Primjer 14.4.
a) Graficki prikaZite ovisnost kvadrata orbitale p, o kutnim koordinatama
¥ip,za0° <P <180° ¢ =0°1i¢=180° tj. u z—2 ravnini.
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Funkcija [p,

|2_

P=180"

. 3 ; . :
Funkciju |p,|? = o cos” ¥ mozemo tabli¢no prikazati:
s
d 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60°
Ipz|* | 0,239 | 0,232 [ 0,211 | 0,179 | 0,140 | 0,099 | 0,060
9 70° 80° 90° [ 100° | 110° | 120°
[pzI° | 0,028 | 0,007 | 0,000 | 0,007 | 0,028 | 0,060
4J 130° 140° 150° 160° 170° 180°
[p=I* | 0,009 | 0,140 | 0,179 | 0,211 | 0,232 | 0,239
Graficki je prikaz dan na sl. 14.6.a.
Jep
zll
&
30°

60°

3 S JON. - s |
4z S Ycos’p u z,z-ravnini postaje |p,

2
| oz | :f—ﬂ cos 1

150°

Slika 14.6. a) Kutna ovisnost vjerojatnosti za atom u p.-orbitali

b) Sli¢no, graficki prikazite ovisnost kvadrata orbitale p, o kutnim koordi-
natama u z, z-ravnini.

jer je cos? ¢ = 1. Tabeliramo li ovisnost o kutu 9, dobivamo:

|2 = ;— sin? 9,
m

9 0° 10° 20° | 30° 40° 50° 60°
[p=> | 0,000 | 0,007 | 0,028 | 0,060 | 0,009 | 0,140 | 0,179
9 70° 80° 90° | 100° | 110° | 120°
Ipz|> | 0,211 | 0,232 | 0,239 | 0,232 | 0,211 | 0,179
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5 130° | 140° | 150° | 160° | 170° | 180°
lp=]Z | 0,140 | 0,099 | 0,060 | 0,028 | 0,007 | 0,000

Graficki je prikaz dan nasl. 14.6.b.
A
v

I 60°

$-180° 30° =0

x‘y

150° 120°

| py 12 3% sin’y cos? ¥

Slika 14.6. b) Kutna ovisnost vijerojatnosti za atom u pz-orbitali

14.2. Atom u magnetskome polju

Elektron koji se giba oko jezgre moZemo sl predogiti kao zatvorenu strujnu pethu
(v. odjeljak 3.11). Zbog toga atom dobiva magnetski moment

[+4 -

Pm = —

29m.

gdje je L Qrbitalni moment vrtnje elektrona. Stavimo li atom u magnetsko polje
indukcije B, pojavljuje se medudjelovanje koje ieli zakrenuti dipolni moment P, u
smjeru magnetskoga polja. Potencijalna energija toga medudjelovanja iznosi:

€

L-B.

E‘E:_16’-1'1'1'1§:2
me

Ako je atom u homogenome magnetskome polju usmjeren duz z-osi, on dobiva

energiju:
Ep=——1L,-B.
2m,

Taj izraz vrijedi i u kvantnoj mehanicl. Buduéi da poznajemo vrijednosti
z-komponente orbitalnog momenta vrtnje L, = mh, mozemo izratunati kolik je
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doprinos Ep energiji atomskoga stanja zbog medudjelovanja s magnetskim poljem.
On je:
eh :
FEg= m-B = ugmB.

T 2m,

Magnetski kvantni broj m moze poprimiti cjelobrojne vrijednosti ~I < m < l.a
ftp je tzv. Bohrov magneton:

=9,28-107#JT 1 =579.10"% eV T L.

e

}15:2

Medudjelovanje s magnetskim poljem cijepa energijski nivo stanja s kvantnim
brojevima n i I na 21+ 1 jednako razmaknutih nivoa - ono uklanja degeneraciju tog
nivoa. Ta je pojava nazvana Zeemanovim efektom, prema fizicaru Zeemanu, koji
ju je prvi opazio godine 1896.

Primjer 14.5.

a) Izratunajte cijepanje stanja 2p i 3d vodikova atoma u magnetskome polju
gustoce toka B =1 T.

b) Usporedite maksimalnu razliku dobivenu rascjepom stanja 3d s energij-
skom razlikom izmedu stanja 3d 1 2p.

Doprinos je energiji:
FEg =em.
gdjejee = psB =5,79-10"%eV = 9,28 . 1024 J.
a) Za stanje 2p m = —1,0, 1 pa razlika energije poprima vrijednosti:

Eg(m=—1)=—g=-579-10"%¢V
Ep(m=0)=0
Ep(m=1)=+4¢=5,79-10"%eV.
Za stanje 3d m = —2,—1,0,1,2, a dodatna energija iznos:
Eg(m=-2)= —2:=-1158-10"% eV
Eg(m=—-1)=—-e=-5,79-10"%eV
Eg(m=1)=¢=579-10"%¢V.
Eg(m=2)=2 =1158-10"%eV.

b) Maksimalni je rascjep stanja 3d:

AE3y = Eg(m = 2)—Eg(m=-2)=4e=232-10"%eV,
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a razmak izmedu stanja 2p i 3d iznosi:

11
AE=E(n=3)—E(n=2)=-136eV (52—— 2—2) =189eV

AE=3,03-10""J.
Njihov je omjer:

AE3y 2,32 107%eV
AE 1,89 eV

=12-107*=0,01%.

14.3. Izborna pravila za prijelaze izmedu atomskih stanja

Prema osnovnom naéelu kvantne fizike, kad atom prelazi iz stacionarnoga stanja
vide energije E» u stanje niZe energije E,, on emitira elektromagnetsko zracenje.
Frekvencija toga zratenja moie se odrediti iz izraza:

hv = By — By (14.8)

Iako je na taj nagin moguce povezati bilo koja dva atomska stanja, ipak se u
cksperimentima ne opaZaju svi prijelazi. Kazemo da su neki prijelazi dozvoljeni, a
neki zabranjeni.

Uzrok tome treba traziti u zakonu oéuvanja momenta vrtnje. Osim energijom,
svako atomsko stanje karakterizirano je momentom vrtnje i njegovom z-kompo-
nentom. Elektromagnetsko se zraéenje moze shvatiti kao emisija kvanta zracenja,
fotona, Eestice mase mirovanja mg = 0, koja osim energije nosi i vlastit moment
vrtnje. Pokazuje se da su dozvoljeni samo prijelazi u kojima se orbitalni kvantni
broj mijenja za Al = £1, a magnetski kvantni broj za Am = 0,+£1.

Primjer 14.6.

Koristeéi se rezultatima primjera 14.5., izracunajte moguée dozvoljene
prijelaze izmedu stanja 2p i 3d u vodikovu atomu koji se nalazi u magnetskom
polju indukcije B =1 T.

Iz slike 14.7. vidljivo je da ima devet dozvoljenih prijelaza, ali da se iste
energijske razlike pojavljuju viseput. Zato se spektar sastoji od triju bliskih
jednako razmaknutih linija, frekvencija kojih je:

AE AE AE

V]_:T-l-AV, VG:T a V_1:-—h—r*AV.

Osnovna je frekvencija:

AE  3,03-107%°]
el — 457.10M4 )
h 6626103 Js A UL
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// [/

/&

213

Slika 14.7. Prijelazi medu atomskim stanjima

3333
1
l\)—‘C)—‘l\)
Lu
tn

3

l‘n

a razmak medu susjednim linijama iznosi:

3 9,28'10_24.] 10 ~1
8=k T e 10mgs - 0

14.4. Spin elektrona

Pokusi su pokazali da elektron, osim orbitalnoga momenta vrtnje, ima i 8VOj
vlastiti moment koli¢ine gibanja — spin — koji bi se mogao shvatiti kao posljedica
vrinje elektrona oko vlastite osi. Zbog te vrtnje elektron dobiva i vlastiti magnetski
moment. Navedimo nekoliko eksperimentalnih &injenica koje idu u prilog takvoj
pretpostavei.

14.4.1. Eksperimentalne &injenice

Prva je takva ginjenica pojava dubleta u atomskim spektrima. Kad se proudava
spektar natrijeve svjetlosti spektrometrima dovoljno velike rezolucije, opaza se da
je karakteristicna Zuta D-linija zapravo dublet od dviju usko priljubljenih linija
(589 nm i 589,6 nm). Sli¢no vrijedi i za druge linije. Atom natrija (Z = 11), kao
8to ¢emo vidjeti kasnije, ima jedan elektron u vanjskoj M-ljusei, a ostalih mu deset
elektrona popunjavaju K-ljusku i L-ljusku. Tih deset elektrona évrsto je vezano
uz jezgru, a jedanaesti se (valentni) elektron nalazi u vanjskoj ljusci, i slabije je
vezan. Stoga atom natrija donekle sli¢i atomu vodika i ima sli¢ne energijske razine
1 spektre. D-linija nastaje prijelazom elektrona iz stanja 3p u stanje 3s (koja u
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natrijevu atomu imaju razliéite energije, iako 1m je glavni kvantni broj n isti; v.
odj. 14.6).

Dublet u spektru natrija moze se razumjeti samo ako se pretpostavi da je stanje
3p zapravo rascijepljeno u dva stanja, a to se ne moze protumaciti ve¢ poznatim
kvantnim brojevima n, I i m, veé treba uvesti i dodatni, etvrti kvantni broj m,.

Poznati Stern—Gerlachov eksperiment takoder je izravna potvrda spina elek-
trona. O. Stern i W. Gerlach promatrali su 1924. gibanje atoma srebra u neho-
mogenome magnetskom polju. U evakuiranoj su cijevi isparavanjem srebra dobil
snop atoma koji su propustali kroz nehomogeno magnetsko polje okomito na smjer
gibanja atoma. Pokus je pokazao da se snop cijepa u dva simetri¢na snopa: jedan
se otklanja prema gore (u smjeru rastuéeg polja), a drugi prema dolje (u smjeru
padajuéeg polja), upravo kao da se sastoji od dviju vrsta estica sa suprotno orijen-
tiranim magnetskim momentima. Budu¢i da atom srebra (Ag) ima jedan valentni
elektron i taj je u s-stanju, on nema orbitalnog momenta vrtnje. Jedini moguéi
uzrok magnetskom momentu atoma jest, dakle, spinsko gibanje elektrona. Stern-—
Gerlachov pokus jasno pokazuje da je magnetski moment koji dolazi od spina elek-
trona kvantiziran i da u magnetskome polju moze poprimiti samo dvije orijentacije.

14.4.2. Kvantni broj spina

G. Uhlenbeck i S. Goudsmith pretpostavili su g. 1926. da elektron ima vlastit
moment vrtnje, spin, opisan vektorom §. U zornim predodibama pokuSavamo
to sebi zamisljati kao vrtnju kuglice oko vlastite osi. Medutim, spin je elektrona
njegovo unutrasnje svojstvo, opisano kvantnomehanickim jednadzbama, i ne moZe
se predoéiti zornim slikama preuzetim iz makrosvijeta.

Slika 14.8. Kvantizacija elektronskoga spina

-2
KvantnomehaniZki, spin opisujemo operatorom kvadrata spinaS 1 operatorom
njegove z-komponente S,. Svojstvene su funkcije spinskih operatora xm,-
Jednadzbe svojstvenih vrijednosti glase:

=3

S Xm, = h*s(s + 1Dxm,
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Ssz, =i ﬁmaXm, .

Za elektron s = 1/2, a broj m,, koji obiéno skraéeno nazivamo spinskim
kvantnim brojem, moZe poprimiti samo dvije vrijednosti,

Odatle vidimo da vlastit moment koli¢ine gibanja, spin, moZe imati samo dvije
orijentacije u prostoru, takve da mu je projekeija u smjeru z-osi:

%h ili —%h (v. sl. 14.8).

Iznos vektora spina ima vrijednost

" 1 /1 V3
§=181=n/5 (5+1)_h?.

Orbitalni i spinski moment koli¢ine gibanja zbrajaju se u ukupni moment koli-
¢ine gibanja
Kvantna mehanika pokazuje da se spin elektrona s obzirom na orbitalni moment
kolitine gibanja moze orijentirati samo na dva moguéa naéina: paralelno i antipa-
ralelno. Spin se, dakle, dodaje ili oduzima od orbitalnog momenta koli¢ine gibanja.
Za I = 0 kvantni broj j (kojim je odreden iznos ukupnog momenta J = h\/j(j + 1)
ima samo jednu vrijednost: j = 1/2. Za | # 0, medutim, j ima dvije vrijednosti:
J=1+1/2ij=1-1/2. Zato ée se stanjasal # 0 cijepati u dvije razine, a s-stanje
nece se cijepati.

ety —~

Operatori§ i 5, ne ovise o koordinatama elektrona, pa komutiraju s opera-
torom energije. Zato je stanje elektrona u atomu vodika opisano s &etiri kvantna
broja; n, [, m i m,, a potpuna valna funkcija za stanje jednoelektronskog atoma
ima oblik:

\Fn,l,m,m, = Rn,i’(") }/Im(,}’sp) " Xm, (149)

Recimo na kraju i to da spin nije svojstvo samo elektrona nego i drugih elementarnih
Cestica. Spin protona i neutrona takoder ima vrijednost s = 1/2, dok je za foton
s=1. .

14.5. Medudjelovanje spina i staze

Da bi se objasnila pojava dubleta u atomskim spektrima, treba se sjetiti da
atom zbog orbitalne vrtnje posjeduje magnetski moment:

= € =

Pm =

2m,
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Unutrasnja “vrtnja” elektrona, spin, uzrokuje takoder magnetski moment, koji se
naziva unutraénjim ili spinskim magnetskim momentom. Pokusi pokazuju da je
unutradnji magnetski moment elektrona povezan sa spinom relacijom:

- [4
B =g geS,

gdje je tzv. giromagnetski faktor elektrona g. = 2,002. Priblizno je, dakle:

€ —

S.

Ps = —
Me

Izmedu magnetskih momenata postoji medudjelovanje, nalik na ono koje se po-
javljuje izmedu dviju magnetskih igala. Potencijalna energija toga medudjelovanja
ovisi o medusobnoj orijentaciji magnetskih momenata i moze se napisatl kao:

-

Est =Ap, fm=0a8-L.

No, buduéi da je ukupni moment vrtnje atoma:

moZemo pisati:

pa dobivamo:

Poznata nam je vrijednost izraza u zagradi, jer svaki je od €lanova kvadrat nekog
momenta vrtnje. Uvrstimo li:

=G +1), L2=RAQ+1) i 52:h2%(%+1),

dobivamo:

§-E=% {j(j+1)—l(l+1)—%} (14.10)

Spin elektrona moze biti orijentiran samo na dva naéina: paralelno s orbitalnim
momentom vrtnje (1), i tada je j = I +1/2, ili suprotno (antiparalelno) momentu
vrtnje L (1), kad je j = 1 —1/2. Produkt iz relacije (14.10) moze imati dvije
vrijednosti:

1 5
g7 5152, zaspin T, j=1+

B = | =

—%(l+1)ﬁ2, zaspin |, j=1I[—
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Stoga ce se atomsko stanje energije E,QZ) rascijepiti u dva stanja, energije kojih su:
B(1) = B + Esp(1) = D) + 3 alf?
1
B(l) = B + Esz (1) = BY) =  a(l+ DA,

Dakle, zbog medudjelovanja spina i staze, nastao je rascjep stanja energije E, u
dva stanja, medusobno udaljena za:

AEsg = E(1) - E(]) = % ah?(21 + 1).

Veli¢ina a je pozitivna, i proratuni pokazuju da ovisi o energiji i o kvantnim broje-
vima kao:

|Ep|Z2%a?
R2ni(1 + 1) (I + %) -
Pritom je o tzv. konstanta fine struktiure:
o= 21 ~ L
dreohe 137

U atomsko] spektroskopiji stanja nastala cijepanjem razina s kvantnim brojevima
n 11 oznafavaju se simbolima nlj koji, osim oznake n i I, sadrze jo§ i vrijednost
Jj=1x1/2, npr. stanje 2d cijepa se u stanja Zd% i Zd%.

Primjer 14.7.
Izratunajte rascjep stanja 2p u vodikovu atomu, koji nastaje zbog me-
dudjelovanja spina i staze.

Zp% l
2p P -

S Y 2p, AEg,

B

Slika 14.9. Medu djelovanje spina i staze

Za stanje 2p n = 21! = 1. Energija toga stanja iznosi:
1 1
7= —13,60eV = —-3,40eV.

Stanje e se rascijepiti u dva stanja: 2psi2ps (sl. 14.9). Njihov ée energijski
razmak biti:

Ey=E;

|En|Z2? -

1
AEgp = = - I
R*nl(l + 1) (I + 5)

R%(20 + 1)
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i
Z%.a7

A e

Uvrstavanjem dobivamo:

12-(
=340eV ———— £
Esp =340¢ TR

14.6. Atomi s visSe elektrona

Velika veéina atoma u prirodi, svi osim vodika 1 nekoliko laksih iona, sadrie
vise od jednog elektrona. Valna funkcija za takav atom ovisi o koordinatama i o
spinovima svih elektrona:

U =¥(1,2,3,...).

Dvije &injenice, o kojima kod jednoclektronskih atoma nismo morali voditi racuna,
dobivaju izuzetno znaéenje pri tumacenju svojstava viseelektronskih atoma. Prva
je istovjetnost, identi¢énost elektrona, a druga je postojanje medudjelovanja medu
elektronima.

Elektroni se u atormu ne mogu razlikovati. Zamijenimo li u valnoj funkeiji
dva elektrona medusobno, moramo dobiti istu gustoéu vjerojatnosti P = |¥|2.
Pokazuje se da valna funkeija za vise elekirona mora posjedovati svojstvo anti-
simetriénosti, a to znaéi da se zamjenom dvaju elektrona mijenja predznak valne
funkcije. Naprimjer:

U(2,1,3,4,..) = —9(1,2,3,4,...).

To je svojstvo povezano sa spinom elektrona § = hy/s(s + 1), gdje je s = 1/2.
(Sliéno se ponasaju i protoni, neutroni i druge ¢estice polucjelobrojnoga spina, tzv.
fermioni.) Drugi naéin da se izrazi to svojstvo jest tzv. princip iskljugenja ili
Pauliev prinecip. On kaZe da se dva eclektrona u atomu ne mogu naci u istome
stanju. Podemo li od jednostavne pretpostavke da se elektroni ponasaju sli¢no kao
u jednoelektronskom atomu, da imaju svoja jednoelektronska stanja opisana kvant-
nim brojevima n, I, m, i m,, govorimo o modelu nezavisnih &estica. (Pritom
smo zaboravili da i medu elektronima postoji elektrostatsko medudjelovanje.) Evo
§to tvrdi princip iskljugenja: ako su radijalni, orbitalni i magnetski kvantni bro-
jevi dvaju elektrona jednaki, tada spinovi moraju imati suprotne orijentacije (T1).
1, obrnuto, ako su spinovi elektrona usmjereni jednako (17), tada im se skupovi
kvantnih brojeva (n,l, m) moraju razlikovati.

Osnovno stanje svakog atoma, tj. stanje u kojemu atom ima najnizZu energiju,
nastaje tako da se redom popunjavaju najniza jednoelektronska stanja. Stanja istog
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n il ¢ine podljusku u koju stane 2(21 + 1) elektrona, gdje faktor dva dolazi zbog
dviju moguéih orijentacija spina. Buduéi da u vodikovu atomu sva stanja s istim n
imaju istu energiju, (v. sl. 14.3), osobito stabilni bili bi atomi s 2-5" n? elektrona,
gdje se suma proteZe do maksimalnoga kvantnog broja n. Znamo, medutim, da
su vrlo stabilni atomi u prirodi oni sa Z = 2, 10, 18, 36, 54 i 86 clektrona; to su
plemeniti plinovi. Njihova je energija ionizacije vrlo velika, dok se atomi s jednim
elektronom vise (alkalijski elementi) daju vrlo lako ionizirati (v. sl. 14.10).

25 He T T T T T T T T
Ne
@ 20 H i
K Ar
REl Kr 4
8 Xe o
= g Rn
2 10} .
2
Eﬂ L £
2 5+ - i .
& i Na o Rb Cs
0 1 | | | 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 a0
Z

Slika 14.10. Energija ionizacije elemenata periodnoga sustava

Da bismo protumacili stabilnost plemenitih plinova i stvarni redoslijed atoma
u periodnom sustavu, treba jo§ uzeti u obzir elektrostatsko odbijanje medu elek-
tronima u atomu. Za svaki par elektrona (i, k) u potencijalnoj energiji pojavljuje

se dodatni ¢lan:
By(i,b) =
g - 41r€0

Tik
gdje je r; » medusobna udaljenost elektrona. Za veliki Z ti ée €lanovi znatno utje-
cati na energije jednoelektronskih stanja. KaZemo da nastaje zasjenjenje jezgre.
Elektron u vanjskoj nepopunjenoj ljusci privlagenje jezgre osjeéa znatno slabije nego
da unutrasnjih elektrona nema: oni zasjenjuju jezgru, prividno smanjuju njezin po-
zitivni elektriéni naboj. Koliko je to zasjenjenje, ovisi o radijalnoj valnoj funkeiji,
tj. o kvantnim brojevima n i I. Najmanje je za s-stanja (I = 0), jer je za ta
stanja valna funkcija elektrona najveca blizu jezgre (sl. 14.4). Stoga ée se, za isti
n, energije stanja s razli¢itim vrijednostima [ razlikovati: stanje istog n nije vise
degenerirano kao na slici 14.3. Sada ljuska [ = 0 ima najnizu, aonasal=n—1
najvisu energiju. Rascjep je to veéi 5to su veéi n 11, pa nastaje pomak nivoa, kako
je prikazano na sl. 14.11.

Energije su opet grupirane u ljuske, ali te Jjuske vise nisu karakterizirane rednim
brojem n (K,L,M,...}juske), kao kod vodikovog atoma, ve¢ ljuska zavrsava tamo
gdje poéinje vecl energijski razmak. Konaéan je redoslijed prikazan na sl. 14.12.
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oznaka stanja
tn, 1)

oznaka

stanja
(n. )

4d

3d

5p
Ss
4p
4s
3p
3s
2p
2s
1s

Slika 14.11. Energijska stanja viseelektronskih atoma

2(21+1) Z2(20+1)
broj broj ukupan
elektrona  elektrona broj elektrona
u podljusci U fusci za zatvorenu Lusk
[T
5 M} 2 118 (?)
——
— BT e e
10 } 32 86 (Rn)
——
e —— g 10} ~-18 — T T 7 54 (XE)
—— 1620 } 18 — T T T T T 36 ':Kf‘)
. B } - »§ ——————— 18 (Ar)
- " (Ne)
6 |__,g ——————~— 10 (Ne
——§ =8
2 })—2 ——————— 2 (He)

Slika 14.12. Ljuskasta struktura atomskih energijskih razina

Veéi energijski razmaci pojavljuju se nakon skupina koje obuhvaéaju podljuske
1s (He, Z = 2), 251 2p (Ne, Z = 10), 3s i 3p (Ar, Z = 18), 4s, 3d 1 4p (Kr,
Z = 36), 5s, 4d 1 5p (Xe, Z = 54) i 6s, 4f, 5d 1 6p (Rn, Z = 86). Element s rednim
brojem 118, kad bismo ga uspjeli proizvesti u laboratoriju, takoder bi imao svojstva
plemenitoga plina.

Kemijska svojstva elemenata periodnog sustava ovise o stanjima koja zauzimaju
elektroni vanjske, valentne ljuske — elektronskim konfiguracijama. Konfiguracije os-
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novnoga stanja dane su u tablici koja prikazuje periodni sustav elemenata. Opaza
se da redoslijed popunjavanja podljusaka, pofevsi od kroma (Z = 24) pa dalje,
ponegdje odstupa od onog na sl. 14.12. Razlog je tome 5to smo redoslijed na
sl. 14.12. dobili uzevsi u obzir samo elektrostatsko medudjelovanje izmedu elek-
trona u atomu. Postoji, medutim, i magnetsko medudjelovanje. Naime, elektroni
- zbog svojeg spina — nalikuju na male magnetske dipole, koji dJelllJl.l uzajamno.
U potencijalnoj energiji atoma pojavljuje se dodatni ¢lan Eg = —bS, - S5.

Kvantnomehanicki ra¢un pokazuje da ¢e osnovno stanje tvoriti ona konfiguracija
kod koje je ukupni elektronski spin najveéi (Hundovo pravilo). Tako u osnovnome
stanju atoma Cr, umjesto konfiguracije 3d*4s?, koja bi imala ukupni spin nula,
nalazimo konfiguraciju 3d®4s s ukupnim spinom 3, tj. stanje u kojem su spinovi
svih elektrona usmjereni paralelno.

Slika 14.13. L-S-vezanje momenata koli¢ine gibanja

Dovedemo li energiju viseelektronskom atomu, on prelazi u pobudeno stanje.
Pritom unutrasnje, zatvorene ljuske ostaju netaknute, a mijenjaju se samo stanja
elektrona u nepopunjenoj, valentnoj ljusci. Svojstva pobudenog atoma bitno ovise
o ukupnom momentu vrtnje J svih valentnih elektrona. On se odreduje tzv. L-S-
vezanjem ili Russell-Saundersovim vezanjem, i jednak je:

J=L+3§,
gdje su L = Zf, i8= ZS‘; ukupni orbitalni odnosno ukupni spinski moment
koliine gibanja svih elektrona (sl. 14.13). Takvo pobudeno stanje nosi oznaku:

23+1LJ
)

gdje vrijednosti L = 0,1,2,3,... zamjenjujemo slovima S, P, D, F itd. Tako,
naprimjer, oznaka
28
1

znaéi tripletno stanje u kojemu je L =0, 5=11J = 1.
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Primjer 14.8.

Izradunajte kut §to ga zatvaraju ukupni i orbitalni moment kolicine

gibanja u stanju *Dg;s.

Iz oznake stanja citamo daje L=2, §=3/2iJ =3/2 Iz J = L+8

dobivamo § = J — L. Kvadriranje zatim daje:
§? = J*+ L? —2JLcos Y,

pa kut moZemo izracunati iz izraza

csﬂ_J2+L2—SQ
SVETTEIL
. - , 9 5 3
Uvrstimo 1i vrijednosti J* = h AT
348
2 _z2°2 (9 . :
S“=h 2(2+1),de:ob1vamo.
3 5 3 5
AT T v
2 2+ 2 2 2

cos = = 0,632,

3
(—+1>, L = r*2(2+1) i

9 = 50,8°.
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Pitanja i zadaci

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

14.5.
14.6.

14.7.

14.8.
14.9.

14.10.

14.11.
14.12.

Obrazlozite Bohrovu predodzbu o gradi atoma 1 navedite osnovne pretpo-
stavke Bohrova modela.

Navedite sli¢nosti i razlike izmedu jednoelektronskog atoma i planetarnog
sustava.

Napisite izraze za silu, energiju i moment koli¢ine gibanja jednoelektron-
skog atoma 1 iz njih izvedite polumjer staze, brzinu i energiju elektrona u

Bohrovu modelu.
Kolika je najmanja energija Sto je moze apsorbirati vodikov atom ako se
nalazi u osnovnom stanju? Nadite frekvenciju 1 valnu duljinu pripadnoga
zrafenja te odredite kojem dijelu elektromagnetskoga spektra pripada to
zraéenje.

Sto je to energija ionizacije atoma?

Sto je to Balmerova serija? Navedite i ostale serije i pokaZite njihovu vezu
s Bohrovim modelom vodikova atoma.

Izragunajte energije prvih deset stacionarnih stanja za sljedeée atome: H,
D, T, Het i Lit*. Prikazite to graficki na istome dijagramu.

Kako se definira Rydbergova konstanta R..?

Za tofno ratunanje energija jednoelektronskog atoma u Bohrovu modelu
treba voditi racuna i o gibanju atomske jezgre, tako da se umjesto mase

elektrona uzima reducirana masa atoma M = m,M, /(m, + M,), gdje je

M,, masa jezgre.

a) Dokazite da je ta korekecija uzeta u obzir ako se Rydbergova konstanta
u izrazu za energiju podijeli s (1 + m,/M,).

b) Procijenite relativnu velicinu AE/FE za nekoliko najlaksih atoma (H,
D, T, Het i Lit+).

Napisite opci izraz za valnu funkciju jednoelektronskog atoma. Kojim je

kvantnim brojevima ona karakterizirana i sto je njihovo znatenje?

Sto su to atomske orbitale?

Sto znate o magnetskom momentu atoma i o ponaSanju atoma u magnet-
skome polju?
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14.13. Kolika je vrijednost momenta koli¢ine gibanja L u pojedinim stanjima vo-
dikova atoma? U éemu je razlika izmedu Bohrova modela i kvantnorne-
hani¢kog rezultata?

14.14. Sto je to spin elektrona i kolika je njegova vrijednost?

14.15. Obrazlozite kvantizaciju momenta koli¢ine gibanja atoma. Sto je to mag-
netski kvantni broj?

14.16. Orbitalni moment koli¢ine gibanja L i spinski moment _koli¢ine gibanja S
zbrajaju se u ukupni moment koli¢ine gibanja JF=L+ S kojemu je vrijed-
nost J = hy/j(j + 1). Koje su moguce vrijednosti kvantnoga broja j, ako
se elektron nalazi u d—stanju?

14.17. Koji element ima konfiguraciju 1s?2s22p??

14.18. Napisite elektronsku konfiguraciju osnovnoga stanja: a) aluminija, b) neona,
¢) germanija.

14.19. Pokazite da se Rydbergova konstanta R.., energija E; osnovnog stanja
atoma vodika i polumjer ag prve Bohrove staze mogu naplsatl pomocu
konstante fine strukture o, energije mirovanja elektrona m,c?® i konstante
he, na sljededi naéin:

1 mec?
o?

Roo = ar  he
By = —% (mec?) o?
1 he
adgp = — >
o MecC




15. Kvantnomehanicka struktura molekula

Molekula je najmanja Cestica neke sloZene tvari pa je vazno poznavati njezinu
strukturu. Mogli bismo se upitati: 5to je zapravo molekula? Odgovor je: tvorevina
koja nastaje spajanjem dvaju ili vise atoma u cjelinu. Medutim, svaki se atom
sastoji od jezgre i elektrona, i u tom, novom vezanom sistemu vise se ne moze
reéi koji elektron pripada kojoj jezgri — atomi su izgubili svoj identitet. Tako se
npr. molekula natrij-klorida, NaCl, sastoji od dviju razlicitih atomskih jezgara
i 28 elektrona, i stoga predstavlja jedan sloZeni viselestiéni sistem. Na pitanje
zaSto su neke molekule linearne, a druge nisu, sto uzrokuje valenciju i kemijske
veze, te mnoga druga koja su se nametnula fizicarima i kemi¢arima, odgovor je bio
nemogu¢ prije nego §to se razvila kvantna fizika. U ovom ¢emo poglavlju na nekoliko
jednostavnijih primjera pokazati metode kojima se sluzi molekularna kvantna fizika
1 upozoriti na vaznost to je njezini rezultati imaju u razumijevanju empirijskih
podataka.

15.1. Molekularni ion vodika H

Molekula je vodika HJ ion koji se sastoji od dvaju protona i jednog elektrona.
To je stabilan sistem, u kojemu se ne moze re¢i pripada li elektron jednom ili dru-
gom protonu: on se giba u njithovu zajednickom potencijalu. Zbog elektrostatskog

o
// \\
ﬁ// \f2
7 \
//
&F---—-———0
Py P2

Slika 15.1. Molekularni ion H;

odbijanja izmedu protona, trebalo bi da se takva molekula, po zakonima klasi¢ne
fizike, raspadne, no u kvantnoj fizici pojavljuju se dodatne sile koje nemaju klasiéne
analogije. Te sile, tzv. sile izmjene, posljedice su kvantnomehanitkog principa po
kojemu se dvije jednake Zestice, u ovom slucaju dva protona, medusobno ne mogu
razlikovati.
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Dva protona i elektron, rasporedeni u molekuli kako je to prikazano na sl. 15.1.
imaju ukupnu potencijalnu energiju:

o el [l . i] (15.1)

koja je za tocke na spojnici protona prikazana nasl. 15.2. Udaljenost K izmedu pro-
tona smatramo konstantnom®, a 7y i r5 udaljenosti su elektrona od prvog odnosno

P

|
R 1P2
1 7

|

\

\

|
1
” 12

Slika 15.2. Potencijalna energija elektrona u molekuli H,'ll'

|
L
&
|
| elektron
| Ep

|

|

|

drugog protona. Nas je cilj doznati valnu funkciju elektrona i odatle vjerojatnost
nalaZenja elektrona na raznim mjestima u prostoru, a takoder 1 energiju molekule.
Zato treba rijesiti Schrodingerovu jednadzbu, koja glasi:

Rjesavanje Schrodingerove jednadzbe slozen je matematicki problem, no u ovom
sluéaju moZemo naslutiti da ée rjeSenje biti dano pomocu valnih funkeija ¥y 1 ¥y
za vodikov atom. Naime, za veliku udaljenost R, vjerojatnost nalazenja elektrona
mora biti |¥|? ako je elektron vezan s prvim protonom, a |¥,|? ako je vezan uz
drugi proton. To je moguée samo ako valna funkcija molekule ima oblik:

v, =" 4+ ¥, (parna valna funkcija) (15.2)

il
¥_ =W, — U, (neparna valna funkcija) (15.3)

Takve valne funkcije nazivaju se molekularnim orbitalama.
Za najnize stanje molekule HY ¥; i ¥5 valne su funkcije najnizeg (1s) stanja
u vodikovu atomu (izraz 14.7)

1 _o . 1 _ra
U, = 'Eg'—ﬂ_e w0 1 Wy = a—g"r‘e %0 (154)

* Takav opis je priblizan, i naziva se Born-Oppenheimerovom aproksimacijom.




15.1. Molekularni ion vodika H;’ 447

gdje je ag = 5,29 - 10711 m Bohrov radijus. One su prikazane na sl. 15.3.ai b. za
totke na spojnici protona.

H
ln 1s +
a) ! R H W
P P,
: A
S |
H* |
b) A | . %%
P, .02

Slika 15.3. Atomske orbitale vodika

Slika 15.4.ai b. prikazuje parnu i neparnu valnu funkeiju molekule H za sluéaj
kad se dva protona pribliZe na malu udaljenost.

Slika 15.4. Parna a) ineparna b) orbitala molekule HZ

Da bismo doznali gustoéu vjerojatnosti nalazenja elektrona na nekom mjestu u
molekuli, treba izratunati vrijednosti P(7) = |¥(7)|* koje su za parnu i neparnu
valnu funkciju, za totke na osi z, prikazane na sl. 15.5.a1 b.

Iz spomenutih slika moZemo zakljuciti koja su bitna svojstva parne i neparne
orbitale. Vjerojatnost je za s-stanje, kao i kod vodikova atoma, najveéa u blizini
jednog 1 drugog protona. Medutim, parna orbitala opisuje stanje u kojemu elek-
tron ima i znatnu vjerojatnost da se nade na sredini izmedu dvaju protona. Takav
elektron djeluje kao veza izmedu protona, i molekula je stabilna. Podrudje znatne
vjerojatnosti koncentrirano je na spojnici dvaju protona, $to nam objasnjava us-
mjerenost valencije. U neparnu stanju vjerojatnost da se elektron nade na sredini
izmedu dvaju protona jednaka je nuli, pa se elektron veze ili uz jedan ili uz drugi
proton, §to uzrokuje raspad molekule.
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Slika 15.5. Vjerojatnost za parnu a) 1neparnu b) orbitalu molekule H;’

Ove éemo tvrdnje opravdati izraunamo li energiju molekule opisane par-
nom i neparnom molekularnom orbitalom. U kvantnoj mehanici energija je dana
izrazom (13.17):

[[] w*HE aV
= e 15.
[[Tvvav (15.5)
Ovdje je H operator energije (“hamiltonijan”), koji je za HI molekulu:
o w R’ 2 [1 1 1 '
H=Ei+E=—rVte—|g—-—-= :
¥ Lp 2m + dmeq [R ot rg] (15:6)

a integral u nazivniku osigurava normiranost valne funkcije. Pritom je dV ele-
ment volumena, a integrali se ratunaju preko cijeloga prostora, uvodenjem tzv.
eliptickoga koordinatnog sustava. Racun je elementaran, ali opseZan, i kao rezultat
za energiju molekule daje:

(15.7)

2 2
Eﬂ::E0+ € 1 € [Cﬁ:g]

dmey R Ameg |1 £ S

E, je konstantni ¢lan, koji odreduje polozaj minimuma energije.
Pozitivni predznak tice se parne, a negativni neparne orbitale. Pritom se po-

javljuju integrali:
1 i
™ T2
1 1
E= /ff ‘Pl—\l’g dV]_ - /]] \112—‘1’1 dV2
1 T2
' S:/ff\h\l!z an :/f]%wldvz.
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Integral C proizlaziiz elektrostatskoga privlaéenja elektrona i protona (Coulom-
bov &lan), a integral £ (¢lan izmjene) posljedica je zamjene dvaju protona. Taj
élan, koji nema klasiéne analogije, bitno utjeée na energiju i stabilnost molekule.
S je integral prekrivanja. Raéun za integrale C, £ 1 § daje 1zraze:

1 RY _zar| ap
=—|1-(1+=)e b2 15.

g ao[ (+a0)e ]R (15.8)
i (1 + E) e~ d (15.9)

aop ap

2
S= 1+£+5(£> e~ 35, (15.10)
ap 3 ag

pa vidimo da energija E — Fp ovisi o medusobnoj udaljenosti R izmedu protona.
Ta je ovisnost prikazana na sl. 15.6. za parnu i neparnu orbitalu. Kao 3to smo veé
naslutili, parna orbitala posjeduje izrazit energijski minimum i predstavlja stabilno
stanje. Stoga se jos naziva vezna orbitala. Medutim, za neparnu orbitalu, ovisnost
energije o R sasvim je drukéija. Energija je svagdje pozitivna 1 nema minimuma,
nije stabilan sistem, 1 takva se valna funkcija naziva protuveznom orbitalom.

Uobigajeno je da se vezne i protuvezne orbitale oznaéuju malim slovom & (bond-
ing) odnosno a (antibonding), ili se protuvezna orbitala oznatuje zvjezdicom.

Primjer 15.1.
Izragéunajte relativnu energiju £ — Ey (15.7) molekule H‘Z" u ovisnosti o
udaljenosti R medu protonima.

Uvrstimo li Bohrov radijus ag = 5,29-10~! m i niz vrijednosti R u izraze
(15.8), (15.9), (15.10) i (15.7), dobivamo tablicu:

Rfag | aoC  ao€ s (B}, - Eo)feV (B, — Eo)feV
& 0,729 0,736 0,858 58 29,1
2 0,473 0,406 0,586 -1,5 9,2
3 0,330 0,199 0,349 -1,6 36
4 0,250 0,092 0,189 -1,0 1,5
5 0,200 0,040 0,097 -0,52 0,43
6 0,167 0,017 0,047 —-0,25 0,25
7 0,143 0,007 0,022 -0,11 0,10
8 0,125 0,003 0,010 —0,05 0,05
9 0,111 0,001 0,005 —0,02 0,02

Rezultati su prikazani na sl. 15.6. OpaZamo da energija vezne orbitale
ima izrazit minimum, dok protuvezna orbitala uopée nema minimuma en-
ergije 1 svagdje je pozitivha. Za ravnoteinu udaljenost nas je racun dao
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EseV +
3,01 g ﬁ
E g‘°‘°“ (protuvezna orbitala)

201 V¥ -y
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R,=250, =0,128 nm
0,0 AT -
01423 4 5 6 10 11 12 13 14 R/Q,
E gmwn (vezna orbitala)
Y~y
10 D=176 eV

Slika 15.6. Elektronska energija molekule H;’

Ry = 2,505 = 1,33-10~1°% m, a energija disocijacije iznosi D = 1,76 eV. Na§
je jednostavni ra¢un kvalitativno, a 1 kvantitativno objasnio eksperimentalni
oblik energijskih krivulja za HY prikazan na sl. 15.7.a.
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E/eV
6
4 Hy
2] ols,o"1s 4

Slika 15.7. Energija molekule H; a) i molekule Hy b)

Izraz (15.7) i krivulje na sl 15.6. predstavljaju zapravo efektivnun uzajamnu
potencijalnu energiju dvaju protona, koja se zbog prisutnosti elektronai zbog efekta
izmjene znatno razlikuje od klasiéne elektrostatske energije. Protoni se, medutim,
takoder gibaju — imaju kineticku energiju — o ¢emu Ce biti rijeéi u iduéem poglavlju.
No ukupna energija izolirane molekule ostaje konstantna.

Gradimo li molekularne orbitale iz viih pobudenih stanja vodikova atoma, a ne
najniZeg kao u prethodnom slu¢aju, do¢i ¢emo do slicnih rezultata. Medutim, dobit
¢emo vide potencijalnih krivulja nalik na one sa sl. 15.6, ali s drukéjjom (veéom)
ravnoteznom udaljenodcu, s visim polozajem minimuma energije i razli¢itim di-
socijacijskim energijama. Skup takvih krivulja za neku molekulu opisuje njezina
elektronska stanja (sl. 15.8).

.
-_—

r

Slika 15.8. Elektronska stanja dvoatomne molekule

Visa molekularna stanja bit ¢e gradena od atomskih valnih funkcija (orbitala)
kojih je kutni dio prikazan u tabl. 14.2. Molekularna stanja u kojima je mag-
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netski kvantni broj elektrona ili, to¢nije — njegova apsolutna vrijednost, jednak
|m| = 0,1,2, itd. oznatuju se kao stanja o, m, §, ... molekule Bt

Dakle, u veznoj orbitali prikazanoj na slici 15.6. i 15.7.a elektron je u stanju
(o1s), a u protuveznoj elektron je u stanju (o*1s).

15.2. Ostale molekule

Mozemo li sliéno protumagiti i neutralnu molekulu vodika H,? NajniZa
elektronska orbitala u H; nastala je iz s-stanja vodikova atoma, pa i sama ima
orbitalni moment vrtnje [ = 0. U takvu stanju mogu biti najvide dva elektrona.
Kod H,, osim istovjetnosti protona, moramo uzeti u obzir 1 istovjetnost dvaju
elektrona. Posljedica je toga da se u veznoj orbitali mogu smjestiti dva elektrona
sa suprotnom orijentacijorh spinova. Dobivena krivulja potencijalne energije ima
izrazit, jos dublji, minimum i opisuje stabilnu molekulu H; (v. sl. 15.7.b). Druga
je moguénost da spinovi elektrona budu orijentirani u istome smjeru, no tada se
mogu smyjestiti samo u orbitalu W_ zbog Paulieva principa iskljuéenja. Dobivena
potencijalna energija nema minimuma i predstavlja “molekulu” koja se zapravo
raspala u dva vodikova atoma (sl. 15.7.b).

Mehanizam koji smo opisali vrijedi i za dvoatomne molekule sastavljene od tezih
atoma. Ako je molekula homonuklearna - sastavljena od dvaju jednakih atoma
— kao §to su npr. molekule Hay, O3 i Ny — molekularne orbitale moiemo podijeliti
na parne i neparne. Ako se radi o dvama razli¢itim atomima (heteronuklearne
molekule, npr. HCI, CO, NaCl), molekularne valne funkcije nemaju to svojstvo.
No u svakom od tih slutajeva rezultat je krivulja potencijalne energije koja ima
karakteristi¢an oblik sa sl. 15.6. 1koja osigurava stabilnost molekule. U oblikovanju
te krivulje sudjeluju uglavnom elektroni iz nepopunjene, vanjske atomske ljuske
(valentni elektroni).

Kod nesimetriénih molekula moze doéi i do preraspodjele elektronskog oblaka
u prostoru, pa tada najvazniji dio medudjelovanja ima uzrok u elektrostatskoj sili
izmedu pozitivnog i negativnog iona. U takvim slucajevima govorimo o ionskom
vezanju.

U primjerima koje smo iscrpno opisali molekula je imala orbitalni moment vrt-
nje I = 0. Takva se stanja nazivaju orbitalama s-tipa. Vjerojatnost nalaZenja
elektrona za takvo stanje bila je najveéa na spojnici dvaju protona. U stanjima s
1=1,2,...itd. (orbitale tipa p, d itd.) postoje i drugi istaknuti smjerovi, to¢no
odredeni molekularnom valnom funkcijom. To nam objasnjava usmjerenost valen-
cije u kovalentnoj kemijskoj vezi. Cvrstoéa kovalentne veze, koju obiéno zorno
predotujemo parom elektrona izmedu dvaju atoma (iona), posljedica je duboka
minimuma u potencijalnoj energiji koji je jos dublji ako elektroni s istim ! imaju
suprotne orijentacije spinova (sl. 15.7.b). ‘

U viSeatomnim molekulama vainu ulogu ima geometrijski raspored elek-
trona i jezgara. Govorimo o simetriji molekule. U takvoj molekuli postoje neki
smjerovi za koje je vezanje najjaie. Kao §to je za dvoatomnu molekulu prekrivanje
atornskih valnih funkeija bilo najveée na spojnici dvaju atoma, tako i za viSeatomne
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molekule valna funkecija mora voditi na ispravne kutove poznate iz eksperimentalnih
mjerenja. To je moguce postiéi ako se uzmu linearne kombinacije valnih funkcija
(atomskih orbitala) iz tabl. 14.2. Na taj natin dobivaju se tzv. hibridizirane
valne funkcije. Tako npr. za opis molekule metana moramo uzeti tzv. sp3-
hibridizaciju, gdje funkcije ¥;, ¥, ¥3 i ¥4 nastaju kombinacijama orbitala s, p,,
Py 1 P: iz tabl. 14.2, na ovaj naéin:

1

¥, = E(S+P3+Py +pz)
1

‘1’2:§(S+Pz_py"‘pz)
1

U3 = §(S_P2+Py_Pz)

1
W= E(S_Px — Dy +Ds).

Te funkeije opisuju Zetiri valentna ugljikova elektrona. Izraéunamo li vjerojatnosti
¥? za svaku od tih valnih funkcija, vidjet éemo da one ovise o smjeru u prostoru.
Svaka od €etiriju valnih funkcija ima jedan smjer u kojemu je vjerojatnost maksi-
malna, a ti smjerovi medusobno zatvaraju kutove od 109,48°. Time je odredena
tetraedarska struktura molekule CHy (v. sl. 15.9).

Slika 15.9. a) Hibridizirana valna funkcija tipa sp® — prostorni prikaz; b) Molekula CHy

Zanimljiv primjer su tzv. konjugirane molekule, kod kojih su jezgre poredane
u nizuy, ili u tzv. lancu. U takvoj se molekuli elektroni svrstavaju u stanja razliitih
energija. Potencijalna energija elektrona ovisi o meduatomnoj udaljenosti r,. Ona
ima tipi¢an oblik koji smo upoznali kod dvoatomne molekule, medutim, sada kad
ima vie jezgara, elektron ima na raspolaganju vise stanja, od kojih su neka veznog,
a druga protuveznog tipa. Na sl. 15.10. prikazane su potencijalne energije =-
-elektrona u molekuli C,Hg.
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Slika 15.10. Elektronska potencijalna energija 7-elektrona u molekuli C4Hg kao funkcija medua-
tomne udaljenosti

15.3. Molekularne vibracije i rotacije

U prethodnom smo poglavlju, proutavajuéi elektronska stanja dvoatomne mo-
lekule, pretpostavljali da su jezgre atoma u toj molekuli nepomiéne. One se,
medutim, mogu i same gibati. Mogu npr. titrati oko ravnoteZne udaljenosti, ili
se molekula kao cjelina moze vrtjeti oko glavne osi koja prolazi kroz njezin centar
mase (sl. 15.11). Vrtnja, zbog centrifugalne sile, moze izazvati 1 poveéanje razmaka
medu jezgrama, bez obzira na titranje. Svaka od tih pojava izazvat ¢e promjene u
energiji molekule, dakle, i u zraéenjima $to ih emitira ta molekula.

>

|
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Slika 15.11. Rotacija dvoatomne molekule

Schrédingerova jednadzba koja opisuje rotacijska i vibracijska stanja dvoatomne
molekule rjeava se slozenim matematickim postupkom. Mi ¢emo se ograniciti na
analizu rezultata koje nam ta jednadZba daje za energije molekularnih stanja.

15.3.1. Vibracijska stanja molekula

Za titranje duZ pravca koji spaja atome u dvoatomnoj molekuli moment vrtnje
molekule bit ée jednak nuli. Pretpostavimo li sada da je potencijalna energija atoma




15.3. Molekularne vibracije i rotacije 455

u molekuli opisana Morseovom potencijalnom energijom (v. sl. 11.4)

By(r) = D [ — 207" ] (15.11)
za moguce energije dobivamo:
B 1\ (hw)? 1\?
E(n)=—-D + hw (n+ 5)_——410 n+3 (15.12)

gdje je D energija disocijacije, a n poprima vrijednosti 0,1,2,3 itd. Drugi ¢lan na
desnoj strani nam je poznat: to je energija estice koja titra harmoni¢ki. Frekven-
cija titranja moze se odrediti iz izraza (v. Primjer 11.2.):

9 2Da?
gdje je M reducirana masa molekule, a ry ravnoteina udaljenost atoma u molekuli.
Kad bi postojao samo taj élan, energijske bi razine bile na jednakim razmacima hw
kao kod harmoni¢nog oscilatora.
Tredi €lan, medutim, vodi raduna o tome da je titranje anharmoniéno, pa je za
viSa stanja (veéi n) taj razmak sve manji.

Primjer 15.2.

Potencijalna energija molekule HCI u ovisnosti o udaljenosti r medu ato-
mima moze se prikazati Morseovom funkcijom (15.11). Ako je poznata ener-
gija disocijacije D = 4,618 eV i parametar o = 2,38, te vibracijska energija
hw = 0,370 eV, izracunajte:

a) reduciranu masu molekule,

b) ravnoteznu udaljenost r; medu atomima,

c) energije vezanih stanja molekule HCI.

d) Graficki prikazite, na istoj slici, potencijalnu energiju i energijske razine
za vezana stanja.

a) Kako su mase atoma m¢) = 35,453 u i my = 1,008 u, reducirana je masa
molekule:

mg)myg _ 35,453 : 1,008
mc+my 35,453 + 1,008
M =1,627-10"%" kg.

M= -1,66:- 10~ 2" kg

b) Ravnoteznu udaljenost medu atomima moZemo izratunati iz relacije
(15.13), sto daje:

2Da?h*  ah [2D
= —_— = —— s -1 —~10 A
"o M(hw)?  hwV M L2 o Hlr e
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¢) Energije vezanih stanja (E < 0) izratunat ¢emo pomoéu relacije (15.12),
gdje n moZe poprimiti vrijednosti 0 < n < 24. Uvrstavanjem dobivamo
tablicu:

n 0 1 2 3 4 5 6
E(n)/eV | —4,44 —-4,08 -374 -341 -3,10 -2,81 —2,53

n 7 8 9 10 11 12
E(n)/eV | —2,26 -2,001 -1,77 -155 -134 -115

n 13 14 15 16 17 18

E(n)/eV | 0,97 -081 -066 ~-053 -041 —0,31

n 19 20 21 22 23 24

E(n)/eV | 0,22 -0,15 -0,09 —005 002 —0,002

d) Morseova potencijalna energija i energijska stanja za molekulu HCI pri-
kazana su na sl. 15.12.

15.3.2. Rotacijska stanja molekula

Da bismo opisali rotaciju molekule, pri rjesavanju Schrodingerove jednadibe
moramo uzeti u obzir i njezinu rotacijsku kineticku energiju:

I2
Erot = —
rot 97
gdje je I moment tromosti molekule s obzirom na os koja prolazi kroz centar mase.
On je za dvoatomnu molekulu I = M r?, gdje je M reducirana masa dvaju atoma.
Veé smo upoznali svojstva momenta vrtnje u kvantnoj fizici: njegove su vrijednosti

kvantizirane i dane izrazom
L=h/I(1 +1).

MoZemo, dakle, zakljugiti da vrtnja molekule oko vlastite osi povecava energiju za
- 1znos
RA(I+1)

Erot = OMrZ

(15.14)

Za molekulu HCI energijski razmak izmedu stanja s { = 01! =1 iznosi:

h? 4
7 = 262107V,

To

dakle, mnogo je manji nego razmak medu vibracijskim stanjima. Nekoliko najnizih
rotacijskih “vrpci” prikazano je na sl. 15.13. Pritom jos uvijek nismo uzeli u obzir
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Slika 15.12. Potencijalna energija i vibracijska stanja molekule HCI

sve nafine gibanja molekule. ToZan rezultat sadrZi jo§ dva élana koja treba dodati

energiji:

R 39(a—1) 1 I —1)2 , 5
Eint. = _2M1'§ g { o (ﬂ'f"é') (I+1)+Wl (1+1) } (15.15)

Oba snizuju energiju stanja o femu svjedofi negativan predznak. Prvi &lan
dolazi zbog utjecaja anharmoniénosti titranja na vrtnju, a drugom je uzrok po-
vecanje ravnoteZne udaljenosti ro pri veéem momentu vrtnje. Za molekulu HCl
v = 2Da/(hw) = 59,30, pa su dodatni &lanovi reda veli¢ine 10~% eV, odnosno 10~7
eV, dakle vrlo mali u usporedbi s energijom rotacija i vibracija.

Emisija i apsorpcija elektromagnetskoga zragenja, koje nastaje prijelazima iz-
medu molekularnih rotacijsko-vibracijskih stanja, opazaju se u eksperimentalnim
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Slika 15.13. Vibracijska i rotacijska stanja dvoatomne molekule

laboratorijima i na njima se osnivaju neke od najvaznijih spektroskopskih metoda
istrazivanja strukture tvari.

Primjer 15.3.

Frekvencija elektromagnetskog prijelaza izmedu dvaju najnizih sus-
jednih stanja u &istome rotacijskom spektru spoja **Cl1'°F iznosi v = 1,12 -
1019 Hz. Kolika je medusobna udaljenost atoma u toj molekuli?

Energija je rotacijskih nivoa:

2

TR

Erot(!) —

Za najniza je stanja l = 01! =1, a M je reducirana masa molekule:

M=10T2 193150
my + ms

Odatle se dobiva:
- L = 0,27 nm.

T:E vM
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Pitanja i zadaci

15.1.

15.2.

15.3.

15.4.

15.5.

15.7.
15.8.

15.9.

15.10.

Kako izgleda krivulja potencijalne energije za elektron u molekularnom ionu
HE?
U &emu je bitna razlika izmedu parne i neparne s-orbitale za elektron u

molekularnom 1lonu H;?

Objasnite kako nastaje efektivna potencijalna energija za elektron u veznoj
orbitali molekularnog iona HY, prikazana na sl. 15.6.

Koja je bitna razlika izmedu molekula HI i Hy, i kako se ona odrazava na
krivulju potencijalne energije?

Sto je energija disocijacije? U starijoj je literaturi energija disocijacije &esto
izrazena u jedinicama kcal/mol. Pokazite da jednoj takvoj jedinici odgovara
4,338 - 1072 eV. Izrazite energiju disocijacije molekule H u kcal/mol.

. Empirijska formula za potencijalnu energiju ionskog vezanja u dvoatomnoj

molekuli dana je izrazom:

gdje je r udaljenost izmedu sredista atoma, a b konstanta karakteristiéna
za molekulu. Izrac¢unajte energiju disocijacije D i konstantu b za molekulu
NaCl, ako je poznata ravnoteina udaljenost ro = 2,51 - 10~1% m.

Navedite 8to znate o kvantnomehanicko) strukturi viseatomnih molekula.

Objasnite najvaznija svojstva vibracijskih i rotacijskih molekularnih spek-
tara.

Energijska razlika dvaju stanja u nekom molekularnom spektru Zesto se

izrazava veli¢cinom A E/(hc), koja se iskazuje u jedinicama m™!.

a) Koju ée valnu duljinu emitirati molekula ako je AE/(hc) = 140 cm™17?

b) Kolika je energijska razlika dvaju stanja, izraZena u elektronvoltima?

Sto je reducirana masa dvoatomne molekule? Izratunajte reduciranu masu
za molekule H3*Cli H37CL
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15.11.

15.12.

Pokaiite da je moment tromosti dvoatomne molekule oko osi koja je okomita
na spojnicu atoma, a prolazi kroz centar mase atoma, jednak I = Mg, gdje
je 7o ravnoteina udaljenost, a M reducirana masa.

Dvije mase, m; 1 mgy, povezane elastitnom silom konstante k, titraju uza-
jamno frekvencijom v = (1/27)\/k/M, gdje je M reducirana masa. lzra-
¢unajte konstantu k za titranje molekule HCl ako je poznata vibracijska
frekvencija v = 9 - 10'® Hz.




16. Atomska jezgra

16.1. Svojstva atomske jezgre

Rutherfordovi eksperimenti pokazali su da se atom sasto]i od pozitivno nabijene
jezgre i negativno nabijenoga elektronskog oblaka. Atomska jezgra zauzima vrlo
mali volumen u usporedbi s volumenom atoma. Njezin je promjer reda velicine
1071* m, dakle, oko 10* puta manji od promjera atoma. U jezgri je, medutim,
sadrzana gotovo sva masa atoma. Atomska jezgra (latinski: nucleus) nakupina je
protona i neutrona, cestica koje se zajedni¢kim imenom nazivaju nukleoni. Proton,
¢estica nabijena pozitivnim elementarnim nabojem +e, poznat je od godine 1919.
kao jezgra atoma najlakseg elementa, vodika. Neutron, &estica bez elektricnog
naboja, otkriven je u pokusima Jamesa Chadwicka 1932. Mase protona 1 neutrona
priblizno su jednake i malo se razlikuju od atomske jedinice za masu:

my =u = 1,66053 - 10~%7 kg.
Toénije, mase mirovanja protona i neutrona iznose:
m, = 1,6726 - 10~%" kg = 1,007 277 u
my, = 1,6750 - 10727 kg = 1,008 665 u.

2

Pomoéu relacije E = mc® mozemo izraziti energijski ekvivalent atomske jedinice

mase:
uc? = myc? = 931,48 MeV

i energije mirovanja protona i neutrona:

my ¢ = 938,26 MeV

mnc® = 939,55 MeV.

Naboj jezgre Ze odreden je brojem protona. Ukupni broj nukleona A jednak je
zbroju broja protona i broja neutrona:

A=Z+N
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Slika 16.1. Stabilni radioaktivni nuklidi. Pravci poloZeni pod kutem 45° prema osima pravci su

jednakog atomskog broja A.
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1 naziva se atomskim ili masenim brojem. Jezgru odredenoga elementa karakteri-
zira broj protona Z i to je redni broj elementa. Broj neutrona N = A — Z moie
varirati a da se pritom kemijska svojstva elementa ne mijenjaju. Jezgra koju ka-
rakteriziraju brojevi Z i N pripada odredenom nuklidu. Dok u prirodi postoje
samo 92 elementa, a jo§ oko 15 umjetno je stvoreno u laboratoriju, broj nuklida
kudikamo je veci. Njihov ukupan broj stalno se poveéava i blizi se broju 2000. Od
toga je stabilnih nuklida 266, a ostali se radioaktivno raspadaju.

Slika 16.1. prikazuje poznate nuklide, svrstane po protonskom broju Z i neu-
tronskom broju N. Punim kvadrati¢cima obiljeZene su stabilne jezgre. Iz slike 16.1.
opazamo da je za lake jezgre (Z < 20) broj protona priblizno jednak broju neu-
trona. Za teZe jezgre, medutim, broj neutrona znatno premasuje broj protona.
Stabilne jezgre leze priblizno na crti koja se naziva “linijom stabilnosti”, a pruga
koja obuhvada nestabilne nuklide zahvaljujuéi razvoju eksperimentalnih metoda
postaje sve §ira 1 sve se vise pribliZzava praveu N = Z.

Nuklidi se obiljezavaju nazivom elementa i ukupnim brojem A nukleona u li-
jevom gornjem uglu, npr. 2C ili 233U, Katkad se eksplicitno navodi i redni broj
(%Ciggg ) Najpotpuniji naéin obiljeZavanja sadrzi i neutronski broj N desno
dolje, tako da se navedeni nuklidi mogu napisati kao 12C¢ i 233U 6.

Radi lakse klasifikacije medu nuklidima razlikujemo izotope, izobare i izotone.

Izotopi su nuklidi istog broja protona Z, a razliéitog broja neutrona, npr.:

12 .13
§Cs R ¢ Cr.
Tzotoni su nuklidi isfég broja neutrona, npr.:
13 © 14
§C7 1 7Ng.
Nuklidi s jednakim ukupnim brojem A nukleona nazivaju se izobarima. To su
npr.:
13 .13
§Cr 1 N
Na sl. 16.1. izotopi leze na vertikalnim pravcima, izotoni na horizontalnim
pravcima, a izobari na praveima koji s objema osima zatvaraju kut od 45°.
Vecina elemenata u prirodi pojavljuje se s viSe izotopa, a omjer je njihove za-
stupljenosti svugdje isti.

16.1.1. Velitina atomske jezgre

Veli¢ina atomske jezgre varira od nuklida do nuklida. Eksperimenti su pokazali
da je za vedinu jezgara karakteristi¢an priblizno sferi¢an oblik te da je gustoéa tvari
od koje se sastoji unutrasnjost jezgre (“nuklearne materije”) priblizno konstantna
za sve nuklide. Iz toga proizlazi da su polumjer jezgre i atomski broj A povezani
relacijom:

R=ryAY3 (16.1)
Mjerenja pokazuju da je za raspodjelu mase u jezgri ro = 1,4 fm, dok se za raspod-
jelu elektricnoga naboja katkad uzima manja vrijednost ro = 1,2 fm. Gustoca se
na rubu jezgre ne smanjuje naglo, ve¢ se postupno smanjuje unutar povriinskoga
sloja (sl. 16.2).
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Slika 16.2. Gustoca nukleona s obzirom na udaljenost od srediita jezgre, prikazana u jedinicama

10% m—2

Primjer 16.1.
Izraéunajte gustoéu nuklearne materije 1 usporedite je s gustoéom vode.

Masa jezgre atomskoga broja A iznosi pribliZzno:

M= Anu,
a volumen p 3 5 &
_ 3 3 AT 173" _ 2
V—3R—3(rgA )—3r0A.
Odatle je gustoéa nuklearne materije (uz rg = 1,4 fin):
M Au 3u _ 3-1,66-10"%kg
"V T g 43~ 4z (LA 10-15m)°

on =1,4-10" kgm™3

Omjer gustoée nuklearne materije gy i gustoce vode iznosi:

on _ 1,4-10Y7 kgm™3
Ou,0 - 103 kg m™>

=14-10™".

16.1.2. Elektriéna i magnetska svojstva jezgre

Elektriéni naboj i potencijal jezgre. Elektriéni naboj jezgre rednoga broja
Z iznosi ¢ = Ze. Taj je naboj jednoliko razdijeljen po cijeloj jezgri. Uz pretpostavke
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sfericnog oblika i rg = 1,4 - 10™'® m, mozemo pokazati da je gustoéa elektri¢noga
naboja u jezgri:

_ a4 _ Ze e E_ 25 3 Z
Qe_V_ ERa_‘im‘g A_1,39 10°° Cm T
3

Medu protonima u jezgri djeluju odbojne elektrostatske sile, a ukupna elektriéna
potencijalna energija jezgre naglo raste s poveéanjem rednoga broja Z. Medu nuk-
leonima u jezgri djeluju i jake privlaéne nuklearne sile. Nuklearno medudjelovanje
medu samim protonima nije dovoljno da bi svladalo elektrostatsko odbijanje. Stoga
je za stabilnost jezgre nuzno postojanje neutrona u jezgri. Kako se poveéava redni
broj nuklida, tako je sve veéi visak neutrona potreban da bi nukleoni ostali na
okupu. To objasnjava veliku razliku izmedu broja neutrona i broja protona u
teZzim jezgrama (sl. 16.1).

Primjer 16.2.
Izracunajte elektriénu potencijalnu energiju (kulonsku energiju) sfericne
jezgre uz pretpostavku da je elektriéni naboj razdijeljen jednoliko.

Slika 16.3. Uz proracun kulonske potencijalne energije

Zamislimo sferiénu jezgru kao punu kuglu sastavljenu od koncentriénih
kuglastih slojeva debljine dr (sl. 16.3). Elektrostatska potencijalna energija
pojedinog sloja iznosi:

1 q(r)-de(r)

d.E, =
P dreg r

gdje je ¢(r) ukupni naboj kugle polumjera r, a dg(r) naboj u tankome sloju
debljine dr.

Zbog stalne gustoce naboja g,,

g(r) = eV (r)=ge 4 r

dg(r) = g.4rridr,
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odakle dobivamo:

-~ g(R)  Ze
Qe V(R) = i’,r_ R3,
3
dobivamo: -
3 1 Zce
B o e
r 5 4‘.'1'60 R

Ovaj je izraz ispravan za velike vrijednosti Z. Za manje jezgre, medutim,
moramo voditi raéuna o tome da elektricitet nije rasporeden kontinuirano,
veé se sastoji od Z totkastih naboja koji uzajamno djeluju. Broj parova
testica Tazmjeran je sa Z(Z — 1), stoga za lak3e jezgre treba upotrijebiti
toéan izraz, koji glasi:

3 1 4 EF(EZ-1
Ep_g-47r€0'e- R

1 & Z(Z-1)
dmeg 7o Al3

3
= (16.2)

Primjer 16.3.
Tzradunajte kulonsku energiju jezgre 53Ge.

U zadanom sluéaju A = 73 i Z = 32, pa izraz (16.2) daje, uzmemo li u
obzir vrijednost e?/(4meg) = 1,44 MeV - fm:

o o3 144MeV. fm 3231
S 1,4 fm 731/3

= 146,5 MeV.

Elektriéni kvadrupolni moment. Neke jezgre nisu sferi¢ne, ve¢ mogu biti
izduzene ili spljostene, a mogu poprimiti i drukéije oblike. Odstupanje jezgre od
kuglasta oblika moze se mjeriti pomoéu kvadrupolnog momenta (65

Q= %/(3;:2 - rz)ge(z,y,z) dv,

\'4

- , . : dg : ’
gdje je g. gustoéa elektriénog naboja g. = FI7A a volumni integral proteie se po

cijelome prostoru koji zauzima naboj u jezgri.
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Slika 16.4. Izduiena i spljostena jezgra

Za jezgru koja ima oblik rotacijskog elipsoida s poluosima a i b, uz uvjet da je
os b ujedno os simetrije (v. sl. 16.4), kvadrupolni moment iznosi:

Q = —5~ (bz —-02).

Za izduienu jezgru (sl. 16.4.a) b > @, pa je kvadrupolni moment pozitivan. Za
spljodtenu b < a, pa je kvadrupolni moment negativan (sl. 16.4.b).

Primjer 16.4.

Neka jezgra ima oblik rotacijskog elipsoida koji vrlo malo odstupa od
kugle polumjera Ry. Pokazite da je u tom sluéaju, uz uvjet b = Ry + §Ro,
kvadrupolni moment jezgre:

5R
= % R2 (R—U”) (16.3)

4
Volumen je rotacijskog elipsoida V = —31 a’b, a §Ry € Ry.

Volumen rotacijskog elipsoida mora biti jednak volumenu kugle polumje-
ra Rg:
ir 47T
— a%b= — R3.
3 s

Odatle je:

3 3 -1
a'z:Ro:L:RS(H@) gRg(l_@)_
b Ry

Kvadrupolni je moment, zbog

b = (Ro+ 6Ry)? = R2 (1+2'5Rﬂ),
0

_27 2 2y 2Z [ 8By 2( ‘SRO)]
Q=5 -d) = [RU 1+25= ) - R (1- 52,
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sto daje:

Primjer 16.5.

Za jezgru '32Gd izmjeren je kvadrupolni moment @ = 130 fm?. Ako je

ro = 1,4 fm, nadite R—OD. Izrazite u postocima.

Iz relacije (16.3) izlazi da je:

6Ry _ 5Q _ __ 5Q
Ry ~ 6ZR:  6Z(rgAl/3)?
§Rq 5-130 - (10715 m)?

= 0,030

Ro 664 (1,4-10-1 m-1551/3)2
Kad to izrazimo u postocima, dobivamo:

SRo

— = 3%

Ro .
iz tega zakljutujemo da je odstupanje vrlo malo i da je jezgra gadolinija 155
gotovo sferiéna.

Magnetski dipolni moment jezgre. Magnetski moment upoznali smo prije,
kao posljedicu kruznog gibanja nabijene Cestice. Magnetski moment jezgre povezan
je s ukupnim momentom koligine gibanja Juk jezgre, toénije s njegovom maksimal-
nom z-komponentom Ju,; = I, pomo¢u izraza:

e
F4

Ovdje je By tzv. nuklearni magneton:

= 505102 T
2y (16.5)

Bn=315-10"2eVT™"

a gy se naziva giromagnetskim faktorom jezgre i moZe se odrediti eksperimen-
talno. '
Proton i neutron imaju magnetski moment zahvaljujuéi spinskom momentu

koli¢ine gibanja § = 5 h. Spinski su giromagnetski faktori za proton i neutron:

g? =558 i g =—3826 (16.6)
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a magnetski momenti protona i neutrona iznose:
po=27938n 1 pn=-19130, (16.7)

Primjeéujemo da i neutron, iako nema clektri¢noga naboja, ipak posjeduje mag-
netski moment. U opéem sluéaju, magnetskome dipolnom momentu cijele jezgre
pridonose orbitalni i spinski momenti koli¢ine gibanja svih nukleona.

16.2. Modeli atomske jezgre

16.2.1. Kvantnomehanicka struktura atomske jezgre

Atomska je jezgra kvantni sistem. Dovedemo li joj energiju, jezgra prelazi iz
osnovnog u pobudeno stanje. Svaka jezgra ima karakteristicne energijske razine
pobudenih stanja. Prijelazom iz viSega stanja u niZe jezgra emitira elektromag-
netsko zrafenje. Energije su fotona §to ih zrati jezgra reda veli¢ine 1 MeV, dakle
su oko 10 puta veée nego energije zradenja tipicnih za atome i molekule. To su
elektromagnetski valovi valnih duljina oko 1072 m, koje nazivamo y-zrakama. Jez-
gra se moze i radioaktivno raspadati, emisijom elektrona u f~-raspadu, emisijom
pozitrona u f*-raspadu ili emisijom o-Cestice. Pritom se mijenja broj Z protona u
jezgri, dakle, u radioaktivnome raspadu od jednog elementa nastaje drugi. Jezgra
se takoder moZe rascijepiti u dva ili vise manjih dijelova, ili moze s drugim jezgrama
sudjelovati u razli¢itim pretvorbama — nuklearnim reakcijama.

Eksperimentalno su otkrivena i izmjerena mnoga svojstva pojedinih nuklida.
Medutim, u teorijskome smislu jezgra je sloZen sustav, za koji se kvantnomehanicke
jednadibe ne mogu egzaktno rijesiti. Tome su dva bitna razloga. Prvi je razlog sto
se jezgra sastoji od velikog broja nukleona, cestica podjednakih masa, koje djeluju
uzajamno. Za razliku od atoma, gdje postoji jedna sredisnja Cestica, djelovanje
koje svaki elektron osje¢a mnogo jage od djelovanja ostalih elektrona, unutar jezgre
takva sredisnjeg tijela nema. Drugi je razlog 5to nukleoni uzajamno djeluju jakim
nuklearnim silama, a one nisu toéno poznate i ne mogu se opisati jednostavnim
analiti¢kim izrazima. Te dvije odlike — velik broj ravnopravnih Zestica i sile koje
nisu toéno poznate — onemoguéuju egzaktno rjedenje Schrodingerove jednadibe za
atomsku jezgru.

Nasreéu, mjerenja pokazuju da se mnoge jezgre preteino ipak ponasaju kao jed-
nostavni sistemi, za koje se kvantnomehanitke jednadzbe mogu znatno pojednosta-
viti. Takav pojednostavljeni matemati¢ki opis naziva se nuklearnim modelom.
U nuklearnoj fizici razvijeno je mnogo modela, no svi se oni mogu svrstati u dvije
skupine: to su kolektivni modeli i modeli nezavisnih estica. Ta dva tipa
modela odraz su dvaju naoko razli¢itih ponasanja jezgre. U kolektivnim modelima
jezgra djeluje kao cjelina. Svaki kvant energije doveden izvana dijeli se po svim
nukleonima, i oni u tom sistemu potpuno gube svoju samostalnost. Takav je npr.
model kapljice, koji jezgru zamislja poput kapi tekudine, ili rotacijski model
koji jezgru opisuje kao kruto tijelo koje moze rotirati oko svaje osi.

Naprotiv, u modelu nezavisnih Eestica ili u modelu ljusaka nukleoni zadr-
7avaju svoju individualnost.
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Neka svojstva tih modela opisat éemo u sljedeéim odjeljcima. Treba, medutim,
istaknuti da se kod velikog broja nuklida pojavljuju istodobno i kolektivna 1 indi-

vidualna svojstva te da je upravo njihova isprepletenost uzrok velikoj raznovrsnosti
nuklearnih fenomena.

16.2.2. Model kapljice

Semiempirijska formula mase. Pri istraZivanju nuklearnih pojava uoéeno je
da postoji slitnost izmedu nekih svojstava atomske jezgre i ponasanja kapi tekuéine.
“Tekucina” je u ovom sluéaju nuklearna materija. Kaplja koja predstavlja atom-
sku jezgru moze imati oblik kugle, ali taj oblik nije stalan. Takva se kap moze
izduziti ili spljodtiti, pa i periodicki titrati oko ravnoteznoga oblika. Pri znatnijim
deformacijama izduZenje moze biti toliko da se jezgra podijeli u dvije manje kapi

00§,

Slika 16.5. Model kapljice

Na osnovi pretpostavke o jezgri kao kaplji tekuline, godine 1935. Carl von
Weisszicker doSao je do izraza kojim se moze odrediti masa M pojedine jezgre.
Taj se izraz naziva semiempirijska formula mase, i glasi:

b
M = Zmy, + (A - Z)m, — b—;- A+ 9; A3y 27y
; b" € 8 (16.8)
4 24-1 5 4-3/4
+(:_2(A_2Z) A +13A /

gdjeje ¢ = 3-103ms~! brzina svjetlosti, Z i A su broj protona odnosno atomski broj,
mp 1 my su mase mirovanja protona i neutrona, a konstante imaju ove vrijednosti:

by = 14,0 MeV, by = 13,0MeV, b3 = 0,58 MeV, bs = 19,3 MeV.

Konstanta bs ima vrijednost 0 za neparne jezgre (A neparan). Za parno—parne
jezgre (Z paran, N paran) ona je b5 = —33,6 MeV, a za neparno-neparne (Z
neparan, N neparan) bs = +33,5 MeV.

Energija vezanja jezgre. Semiempirijska formula mase moZe se promatrati
u svjetlu energije vezanja (v. odj. 10.4). Buduéi da su nuklearne sile privlaéne, za
cijepanje jezgre na A nukleona trebalo bi obaviti rad, tj. utroditi energiju. Drugim
rijefima, energija je vezanja E'g definirana izrazom

—Eg =[M - Zm, — (A — Z)m,]c?




16.2. Modeli atomske jezgre 471

pozitivna veli¢ina, i ona iznosi:
Ep = by A— by A3 —b322 A3 _ by (A —22)2 A1 — p A3/ (16.9)

Evo kako moZemo protumaciti pojedine élanove u ovom izrazu.

Prvi élan (tzv. volumni &lan) odgovara energiji isparivanja kod tekuéine, 1 on
raste razmjerno broju A &estica.

Drugi je ¢lan popravka prvome élanu, koja uzima u obzir da su neki nukleoni na
povrsini kaplje i da je za te nukleone energija vezanja manja. Treba, dakle, oduzeti
energiju koja je razmjerna povrsini jezgre 4mR? = 4nr2 A%/3,

Treéi ¢lan vodi ratuna o tome da medu protonima u jezgri djeluju i odbojne
elektrostatske sile, koje smanjuju djelovanje privlaénih nuklearnih sila za tzv. ku-
lonsku energiju, proporcionalnu s (v. Primjer 16.2):

ZERY = 2Rt AT,

Sve dosad navedene korekcije uvedene su po analogiji s klasitnom kapljom
tekuéine. Cetvrti élan uzima u obzir ¢ ¢injenicu da je jezgra kvantnomehaniéki sistem
1 da za protone i neutrone vrijedi Pauliev princip isklju¢enja. Pripadna korekcija
energiji razmjerna je visku neutrona (ili protona) i iznosi:

ba(N — Z)?A7" = by(A - 22)2A71.

Peti ¢lan, napokon, upucuje na sklonost nukleona istoga tipa da se vezu u parove,
pri Zemu se takoder mijenja energija vezanja.

9
%/Mev :
6
5
4
3
2
1 4
0 1 | L 1 1 | 1 1 1 1 1 L
0 20 40 60 B8O 100 120 140 160 180 200 220 240

A

Slika 16.6. Energija vezanja jezgre po nukleonu u ovisnosti o A

Zanimljivo je promotriti izraz koji dobijemo kad energiju vezanja (16.9) podije-
limo s brojem nukleona A:
Ey

— =b- by A7Y3 5322 A3 _ by (A —22)2A72 — pg AT/ (16.10)
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Dobili smo prosjeénu energiju vezanja po nukleonu. Ona je prikazana na sl.
16.6. Opazamo da za velike vrijednosti A prosjetna energija vezanja po nukleonu
priblizno zadriava konstantnu vrijednost od oko 8 MeV. Treba istaknuti da su izrazi
(16.8) i (16.9) za masu i energiju vezanja samo priblizni i da totnost varira od jezgre
do jezgre. Izmjerene mase nekih nuklida dane su u tabl. 16.1. na str. 491.

Primjer 16.6.
Izratunajte energiju vezanja jezgre telura 25Te.

Uvrstavanjem u izraz za energiju vezanja (16.9) dobivamo:
Ep = 14,0 MeV - 126 — 13,0 MeV - 126%/3 — 0,58 MeV - 52° - 126~ 4/3 —
— 19,3 MeV (126 — 2-52)% - 12671 — (=33,5 MeV) - 12673/4
Ep = 1764,0 MeV — 326,7 MeV — 312,8 MeV — 74,1 MeV + 0,9 MeV
Ep = 1051,3 MeV = 1,051 GeV.

Primjer 16.7.
Sluzeéi se modelom kapljice, nadite najstabilniji izobar za A = 43.

Za neparni A bs = 0 pa se energija vezanja moZe pisati:
Ep = by A — by A%3 — b3 22 A71/3 — by(A - 22)2A7N
Najstabilniji izobar (A = konst.) jest onaj koji ima najmanju energiju

. . 2 ; B .
vezanja, a to mozemo naéi ako stavimo —— = 0. Dobivamo:

dZ
dEgp
4z
sto daje rjesenje:

= —2b3 ZA~Y3 4 4by(A-22)A71 =0,

4by A

- 263}1"’1/3 + 8bg A1 - _ES_A2/3+2
2by

Uvrstavanjem vrijednosti by = 0,58 MeV i by = 19,3 MeV dobivamo:
A
= 0015423 4 2
Zadani je atomski broj A = 43, sto daje:
43
= 0,015 -43%/3 1+ 2

Trazeni je nuklid 23Ca. Pogledom u tablicu nuklida opaZamo da je on zaista
stabilan. '

Z

Z

z = 19,7 = 20.
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16.2.3. Model ljusaka

Nuklearni model ljusaka predlozili su godine 1948. M. G. Mayer i J. H. D.
Jensen kako bi protumacili neka dotad neobjasnjena svojstva atomske jezgre. To
su u prvome redu tzv. magiéni brojevi. Eksperimenti su, naime, pokazali da
su jezgre kojima je broj protona ili broj neutrona jednak 2, 8, 28, 50, 82 ili 126
izuzetno stabilne. Mayer i Jensen otkrili su da nukleoni u jezgri, sliéno elektronima u
atomu, popunjavaju redom energijske ljuske, i da eksperimentalno nadeni “magiéni
brojevi” upravo odgovaraju punim ljuskama. Dakle, stabilnost jezgara s “magiénim
brojevima” protona i neutrona ima sliéno objasnjenje kao stabilnost plemenitih
plinova u atomskoj fizici.

En(r) ﬁ

&<

Slika 16.7. Potencijalna energija nukleona u nuklearnom modelu ljusaka

Pri proratunu modela ljusaka Mayer i Jensen pretpostavili su da se jako uza-
jamno djelovanje svih nukleona moze zamijeniti potencijalnom energijom, zajed-
nitkom za sve nukleone u jezgri. Pritom se nukleoni gibaju gotovo neovisno jedan
o drugome, a potencijalna energija nukleona ovisi samo o njegovoj udaljenosti od
sredista jezgre (v. sl. 16.7). Da bi se doznale toéne energije pobudenja nukleona
u takvom potencijalu, treba provesti kvantnomehaniéki proraéun. Usporedba te-
orijskih i eksperimentalnih rezultata pokazala je da — osim centralnosimetriénog
potencijala — u jezgri postoji 1 snazno medudjelovanje spina 1 staze, razmjerno s
Ls §, znatno jage no 3to je to slutaj u atomu (v. odj. 14.5). Zato se svaka energij-
ska razina za dani n i [ cijepa u dva stanja, obiljezena kvantnim brojevima (n, !, j).
Pritom j mo#e poprimiti vrijednosti j = [ — 1 517 = I+1 3, & njegova vn]ednost

povezana je s ukupnim momentom koligine glbanja pojedinoga nukleona J=L+5
relacijom J = h+/j(j + 1). Zbog razlicitih moguclh orijentacija Ju prostoru, koje
su kvantizirane, podljuska (n,1,j) moZe primiti najvide (25 + 1) nukleona. Stanje
sj=1- % ima viu energiju od stanjas j = 1+ -é—, obrnuto no 3to je to slucéaj u
atomu. Orbitalni kvantni broj { u nuklearnom modelu ljusaka poprima vrijednosti
1=101,23,4,5,6,7, koje se biljeze slovima s, p, d, f, g, h, i, j. Oznaka 3ds;;
obiljezava stanje u kojemu jen =3, 1=21j = % Na sl. 16.8. prikazana su stanja
modela ljusaka za protone i za neutrone. Razlika nastaje zbog elektrostatskih sila
koje postoje samo medu protonima.
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ukupan
broj n!
nukleona

protoni neutroni
Slika 16.8. Energijska stanja protona i neutrona u nuklearnom modelu ljusaka

Uz magiéne brojeve i energije pobudenja jezgre, model ljusaka objasnio je 1
nuklearne magnetske momente. Za jezgre koje imaju samo jedan proton ili samo
jedan neutron izvan popunjenih protonskih i neutronskih ljusaka model ljusaka
predvida tzv. Schmidtove vrijednosti magnetskih momenata:

- 1 . 1
~ ﬁn[91(3_§)+§gs:|: za  j=l+3
= 3
B -+ £f.-2 . za j=1- =
Prvi élan dolazi od orbitalnog, a drugi od spinskog momenta koli¢ine gibanja
vanjskoga nukleona. Stoga je za proton g/ = 1, a za neutron, koji nema elektri¢noga

naboja, g = 0. Za neke jezgre, npr. 70, 3°K ili 2**Pb, cksperimentalna vrijednost
magnetskoga momenta dobro se slaze sa Schmidtovim formulama. Za mnoge jezgre

(16.11)

1l
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slaganje je samo priblizno i zahtijeva dodatne pretpostavke i proraiune, no model
ljusaka sluZi kao polazna osnovica za sva teorijska i eksperimentalna istrazivanja

nuklearnih svojstava.

Primjer 16.8.

Za jezgru 203Pb u osnovnome stanju izradunajte:
a) iznos orbitalnoga i ukupnoga momenta koli¢ine gibanja i njegovu maksi-
malnu z-komponentu;
b) magnetski moment i giromagnetski faktor jezgre u osnovnome stanju;
¢) valnu duljinu zragenja koje zrai ?°Pb kada prelazi iz prvog pobudenog
u osnovno stanje.

Energijska razlika izmedu stanja 2g9y2 1 lijyy3 za neutrone iznosi
0,78 MeV.

a) Jezgra %3 Pbys7 ima popunjenu protonsku ljusku Z = 82 i jedan neutron
£La “g3

izvan popunjene neutronske ljuske N = 126. Iz sl. 16.8. uocava se da je
taj neutron u stanju 2gg/,, za koje je | =41 j = 9/2. Buduéi da zatvorene
ljuske ne pridonose momentu koliéine gibanja, dobivamo:

;. 9

L=hJ/II+1)=hV4.5=44Th=471.10"34]s

fo 11
Juk = h/I(T +1) = hy/ = - 5 =497Th=524. 1073 Js.

Za z-komponente ra¢unamo:

| ©

L,=li=4rh=422.-100*7Js

Joxs = Ih= % h=474-10"%47s.

b) Prema relaciji (16.11) magneiski je moment jezgre 29°Ph:

mn 2 1 1 n
p= P [g; (J—§)+§95]
1
#=Bn 59::"1:913,8727

gdje je B, nuklearni m.agneton.
Giromagnetski faktor, g, prema relaciji (16.4), iznosi:
o = p_ —1,9138,

" ﬁﬂl )811 i %

= —0,425.
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¢) Prvo pobudeno stanje jezgre nastaje kada neutron prijede u stanje lity/2

modela ljusaka. Povratkom u najnize stanje 2go/2 (v. sl. 16.8) jezgra zraéi

energiju:
E,=hv
E‘T = E(llllf?,) - E(?gg,,'g) = 0,78 MeV.

Tome odgovara valna duljina:

he _ 1241 MeVim
E, 0,78 MeV
A =1591fm = 1,591 -107** m.

16.3. Radioaktivnost

0d oko 2000 danas poznatih nuklida, samo 266 ih je stabilno. Od toga 159
nuklida ima paran broj protona Z 1 paran broj neutrona N, 50 ih ima neparni Z 1
parni N, 53 paran Z 1 neparan N, a od neparno-neparnih nuklida samo su Zetirl
stabilna. Sve su ostale jezgre estabilne i radioaktivnim raspadom nastoje poprimiti
stabilniju nukleonsku konfiguraciju. Pritom jezgra moZe emitirati a-Cesticu (jezgru
helija “He, koja se sastoji od dvaju protona i dvaju neutrona), i takav se proces
naziva a-raspad. U B~ -raspadu jezgra emitira elektrone. U a-raspadu i f-raspadu
jezgra jednog elementa pretvara se u jezgru nekoga drugog elementa. U sluaju
da je novonastala jezgra u pobudenom stanju, ona zraéi karakteristiéne y-zrake i
prelazi u osnovno stanje. Raspade «, 317 prvi su opazili J. Becquerel, P. Curie
i M. Curie-Sklodowska potkraj prosloga stoljeéa, i time otvorili put istrazivanjima
nuklearnih fenomena.

16.3.1. Zakon radioaktivnoga raspada

_Za nuklearne raspade zajednicki je statisticki karakter tih procesa. Promatramo
li neki uzorak radioaktivne tvari, ne moZemo tono predvidjeti koje ée se jezgre
raspastiiu kojem trenutku. No mozemo unaprijed izracunati kako ée se vremenski

mijenjati kolicina radioaktivne tvari u uzorku, tj. broj N jezgara koje se jos nisu
raspale. Taj se broj s vremenom eksponencijalno smanjuje i iznosi:

N = Noe T (16.12)

Pritom je Np broj jezgara koje su postojale u gasu t = 0, a A je tzv. konstanta
raspada, karakteristiéna za pojedinu radioaktivnu tvar. Krivulja raspada (16.12)
prikazana je na sl. 16.9. Neke ce se jezgre raspadati naglo, druge mnogo sporije.
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0

Slika 16.9. Radioaktivni raspad kao funkcija vremena

Ta se razlika najbolje moZe ocijeniti ako se promatra tzv. vrijeme poluraspada
ili poluzivot, T}/, radioaktivnog nuklida. On se definira kao vrijeme potrebno da
bi se raspala polovica prisutne koli¢ine nuklida. Uvrstavanjem u (16.12) N = 1.
it =Ty;5 dobivamo
In2
Tyjg = —.
L A *:w::-- . J .
Zbog toga zakon radioaktivnoga raspada (16.12) mozemo pisati i u obliku:

2.
N = Nge Tiz "
Vrijeme poluraspada nekih izotopa navedeno je u tabl. 16.2. na str. 491. Ima
radionuklida kojima je poluzivot vise milijardi godina, kao i takvih za koje je Tyj2 =
=107 5. Tako naprimjer, poluzivot uranova izotopa 233U iznosi 4,51 - 10° godina,
dok je poluZivot neutrona 12 minuta.

Promatramo li brzinu kojom se smanjuje koli¢ina radioaktivne tvari, dolazimo
do pojma aktivnosti A:

dN
A=—— = )N,
dit
§to mozZemo pisati i kao:
A= Age™™, (16.13)

Pritom je Ay = ANy aktivnost u éasu t = 0. Vidimo da se i aktivnost radioak-
tivnoga izvora s vremenom eksponencijalno smanjuje. :

SI-jedinica aktivnosti je bekerel, s oznakom Bq.

Neki radioaktivni izvor ima aktivnost 1 Bq, ako se u tom izvoru dogodi raspad
jedne jezgre u jednoj sekundi. Bekerel je, dakle, izvedena jedinica u znacenju
reciproéne sekunde:

_ raspad -4

~ sekunda ~
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Prije se upotrebljavala jedinica kiri (curie) (Ci), koja se u Si-jedinicu moZe prera-
¢unati relacijom:
1Ci=3,7-10"° Bq.

Primjer 16.9.
Nakon koliko ¢e se dana aktivnost izotopa '*'1 smanjiti za 13 puta?

Iz tablice 16.2. vidimo da je za '3'1 Ty, = 8,04 d, pa moZemo pisati:

AIJ B ) U L
= 1/2
13 Age
Trazeno je vrijeme:
1 1
j= 18 1818 4044 =208 dana

T2 Y?*7T T2

Primjer 16.10.

Dok je organizam (biljka, Zivotinja, covjek) ziv, aktivnost radioaktivnog
izotopa ugljika 1*C (tzv. radiougljika) u njemu je stalno 250 Bq po kilo-
gramu. Kad organizam umre, ne uzima vise radiougljik iz prirode, pa se
koli¢ina '4C, zbog raspadanja, s vremenom smanjuje. Koliko je star drevni
predmet Eija je sadasnja aktivnost 190 Bq? Poluzivot izotopa 14C iznosi
5370 godina.

Izraz:

i
A= Age T1/2
T
t:—lJrz In ﬂ ;
In2 A

5370 god. | 250
t=——m ' In—= A
0693 190 2126

moZemo pisati kao:

§to uvrdtavanjem daje:

16.3.2. a-raspad

U a-raspadu jezgra emitira a-Zesticu (jezgru helija 4He), koja se sastoji od dvaju
neutrona i dvaju protona. Preostala jezgra ima dva neutrona i dva protona manje,
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dakle predstavlja jezgru elementa kojemu je redni broj manji za dva, a maseni broj
za Cetirl. Taj se proces moZe pisati kao:

‘4‘X~—+ ‘4 4Y+ iHe. 4
Naprimjer, jezgra urana 238 raspada se ovako:
BU — 23Th + He.

Teske radioaktivne jezgre (A > 200) uglavnom se raspadaju a-raspadom. U prirodi
postoje tri prirodna radioaktivna niza u kojima se preostala jezgra ponovno raspada
emitirajuéi a-esticu, sve dok ne nastane stabilna jezgra ili jezgra koja se raspada
na neki drugi naéin. Kao primjer navodimo dio tzv. uranova radioaktivnog niza:

234U 230Th 2§§Ra -, 23252Rﬂ s EIEPO

Primjecujemo da u a-raspadu ostaje ofuvan ukupan naboj jezgre i ukupan broj
nukleona. O¢uvani suiukupna koli¢ina gibanja, energija i moment koli¢ine gibanja.

16.3.3. fF-raspad

U prirodi i u laboratoriju opazeni su procesi u kojima se redni broj Z j Jezgre
promijeni, a atomski broj A ostane isti. To se dogada u 3~ -raspadu kad j jezgra
emitira_elektron-ili u f*-raspadu u kojemu jezgra emitira pozitron. Najmanja
“jezgra” koja se raspada ~-raspadom jest neutron, i taj proces moZemo pisati:

n—p+e +7.

Neutron (Z = 0) presao je u proton (Z = 1). Pritom je ostao saguvan ukupan
naboj i broj nukleona. Teze jezgre raspadaju se S~ -raspadom ovako:

72X = zAY +e 47,

npr. 2B - 2C+e™ 47
Pr]mJECUJemO da je, osim elektrona, u #~-raspadu emitirana i éestica 7,, naz-

vana antineutrino. Postojanje te Eestice pretpostavio je W. Pauli godine 1930. na
osnovi zakona otuvanja energije i ofuvanja momenta koli¢ine gibanja. Antineutrino
Je Zestica bez naboja i mase mirovanja jednake nuli, i zato se vrlo tesko izravno
opaza u eksperimentu.

U Bt+-raspadu redni broj jezgre umanjuje se za jedan. Proton se raspada pro-
cesom:

p—n+ e + v,

ermtn:ajua uz neatron, jos jedan pozitron i jedan neutrino. Pozitron je Zestica
pozitivna naboja +e 1 mase jednake masi elektrona. Neutrino i Je cestica, takoder
kao 1 antineutrino, bez naboja i bez mase mirovanja*. Jezgra koja se raspada
p*-procesom, prelam u jezgru elementa s manjim redmm brojem:

24X — Z_1Y+e + ve.

* Zapravo, masa mirovanja neutrina odredena u dosadasnjim eksperimentima manja je od
0,000033 mase elektrona, a u toku su mjerenja koja teie toénijoj vrijednosti.
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Mogu¢ je jos i proces nazvan uhvat elektrona, u kojemu jezgra apsorbira elektron
iz neke od unutrasnjih ljusaka (npr. K-ljuske) svojega elektronskog omotaca. Tada
se zbiva proces:

e '+‘ ‘%X—l‘ z_A1Y+Ve’

kao naprimjer:
e + ZBe — gLi-i— Vs

Slobodno mjesto elektrona u unutrasnjoj ljusci popunjava se prijelazom elektrona
iz visih ljusaka, i pritom se emitiraju karakteristi¢ne rendgenske zrake.

Treba istaknuti da u procesima (-raspada i elektronskog uhvata elektron ne
postoji u jezgri. On nastaje zbog djelovanja slabih nuklearnih sila, kojih je doseg
znatno manji od dimenzija jezgre. Da bismo razumjeli uzroke 3-raspada, ne mozemo
se posluziti nikakvim klasi¢nim usporedbama i predodzbama, jer su posrijedi pro-

cesi u kojima dolaze do izrazaja kvantnomehaniéki i relativisticki zakoni fizike.

16.4. Nuklearne reakcije

Nuklearna reakcija proces je u kojemu se dvije jezgre, a 1 A priblize jedna drugoj
na udaljenost manju od dosega nuklearnih sila. Tada moie doéi do preraspodjele
nukleona u tim jezgrama, pa u takvome procesu nastaju dvije nove jezgre, Bib.

Nuklearne reakcije zbivaju se katkad spontano u prirodi. No nade znanje o
njima najveéim dijelom dugujemo eksperimentima koji se izvode u nuklearnim la-
boratorijima. Meta, uzorak materijala koji sadrzi jezgre tipa A, bombardira se
projektilima,'snopomjezgara, tipa a. Nakon reakcije, u meti ostaje jezgra tipa B,
a iz mete izlijeCe Cestica tipa b. Takvu reakciju mozemo pisati kao:

A+a—b+B,

ili
A(a,b)B.

Ako naprimjer dusik 14N bombardiramo a-Eesticama, kao rezultat mozemo dobiti
proton i jezgru kisika 170). Takva reakcija biljezi se ovako: g

N + 4He — 1H+ 50,
ili se umjesto nepreglednog izraza:
1N ($He, 1H) O

najceéce pise:
1#N(a, p) 50.
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16.4.1. Vrste nuklearnih reakcija

‘Mehanizam kvantnomehani¢kih procesa koji se zbivaju u toku reakcije vrlo je
slozen. Neke reakcije teku sporo, neke vrlo brzo. U sporim reakcijama.djeluje
mehanizam tzv. slozene jezgre. Upadna Eestica a i jezgra A u meti najprije
se stope u jednu novu jezgru koja traje neko vrijeme, a tada se raspada na dvije
nove jezgre, b i B. Raspad ovisi o tipu sloZene jezgre, a ne o natinu kako je ona
nastala. Naprimjer reakcija u kojoj aluminij 2’Al bombardiramo protonima moze
teéi tako da najprije nastane slozena jezgra 3Si u pobudenu stanju (to se oznacuje
zvjezdicom), a zatim se ona dalje raspada:

27A1+ 1H — [%Si]" — 33Mg+ 3He (16.14)

U veéini sluéajeva slozena se jezgra moze raspasti na vise naéina. Primjerice 2°Si
u izrazu (16.14) mogao se raspasti na 27Si+ n. Takoder je mogao nastaviti po-
stojati kao 28Si, ali uz emisiju y-zrake, ili je ¢ak mogao prijeéi u 3}{Na, uz emisiju
jednog neutrona i triju protona. Razli¢ite naline raspada sloZene jezgre nazivamo
kanalima reakcije.

" U reakcijama sa slozenom jezgrom sudjeluju svi nukleoni, i u tumagenju takvih
procesa koristan nam je nuklearni model kapljice. Postoji, medutim, i drugi tip
reakcija u kojima sudjeluju samo jedan, dva ili vrlo mali broj nukleona izvan punih
ljusaka. Takve se reakcije zbivaju brzo 1 nazivaju se direktne reakcije. Reakcija
tipa (d,t) ili (p,d) jesu tzv. pick up-reakcije, jer projektil otme od jezgre jedan
nukleon (neutron u oba navedena slucaja) i odnese ga sa sobom. Ako jezgra zadrzi

nukleon iz projektila i on izleti okrnjen, kao npr. u reakcijama tipa (a,t) ili (d,p),:

reakcija se naziva stripping.

Posebno mjesto medu reakcijama zauzima rasprienje, tj. reakcija u kojoj su
jezgre prije i nakon reakcije iste. Elastiéno je rasprienje ono u kojem projektil
i jzlazna &estica imaju istu energiju, a pri neelastiénom se kineticka energija
projektila promijeni, a jezgra u meti ostaje u pobudenu stanju.

U prouéavanju nuklearnih reakcija vaznu ulogu imaju zakoni otuvanja energije,
koli¢ine gibanja i momenta kolitine gibanja. Jednako je tako vaino uoéiti da u toku
reakcije ostaju otuvani ukupan elektriéni naboj te broj nukleona.

U nuklearnoj reakciji spajaju se ¢estice razliéitih masa, tj. energija mirovanja.
U toku reakcije moie se osloboditi energija. Neke ée pak reakcije biti moguce tek
ako energiju dovedemo izvana. Definiramo Q-vrijednost reakcije:

Q = [(ma + ma) — (mp + mp)c? (16.15)

Ako je Q-vrijednost pozitivna (Q > 0), reakcija ce se zbivati spontano. Ako je
Q-vrijednost negativna (Q < 0) tada ée do reakcije dodi tek ako projektil a ima
dovoljno veliku kineti¢ku energiju.

Primjer 16.11.
Izracunajte @-vrijednost reakcije:

139Sm(p, @) ' Pm.

l

{

% o
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Potrebne mase doznajemo iz tablice masa nuklida 16.1. i uvrstavamo u
1zraz:

Q = [(ma + ma) — (myp + my]c?

Q = [(149,9137 u + 1,0078 u) — (146,9151 u + 4,0026 u)]c?
Q = 0,0074 uc? = 0,0074 - 931,48 MeV = 6,89 MeV.

16.4.2. Udarni presjek reakcije

Kad snop ¢estica a upadne na tanku metu debljine Az i povrsine S (sl. 16.10),
u meti ¢e se dogoditi Ny, reakeija u jedinici vremena, dakle Ny, Cestica tipa b izletjet
¢e iz mete. Udarni presjek o(a,b) za reakeiju A(a,b)B definira se omjerom:
Py
a,b)=—
o(ab) = 7
gdje je P, vjerojatnost da jezgra tipa A u meti dozivi reakeiju u jedinici vremena,
a I, upadni tok Cestica a. Vjerojatnost P, koju unosimo u brojnik gornjeg izraza,
ratunamo kao omjer broja Ny, reakcija u jedinici vremena u meti i ukupnog broja
jezgara tipa A u meti:

Ne Ny = Ny
N, n, AV~ n,SAz’
gdje smo s n, oznalili broj jezgara tipa A u jedinici volumena mete. U nazivnik

uvrdtavamo tok upadnih Cestica ili, drugim rije¢ima, intenzitet upadnoga snopa I,
tj. broj estica a koje u jedinici vremena upadaju na povrsinu S:

B=

Li=

= iyt

Slika 16.10. Uz definiciju udarnog presjeka

Ovdje je v, brzina projektila, a n, broj projektila u jedinici volumena snopa. Dakle,
udarni presjek mozemo pisati kao

Ny B Ny
(nava) - (naSAz) ~ I.(n.SAz)

o(a,b) = (16.16)
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Buduéi da je Ny izrazen jedinicom reciproéna sekunda, s, a n, i n, imaju di-
menziju m~3, udarni presjek ima dimenziju povrsine. U literaturi se nailazi i na
jedinicu barn (1b = 10~%*m?).
Pod makroskopskim udarnim presjekom I za reakciju (a,b) razumijevamo
produkt:
X(a,b) =n,o(a,b) (16.17)

16.4.3. Apsorpcija upadnih gestica

Stvarnu metu debljine £ moZemo u mislima razdijeliti na vise tankih slojeva
debljine Az. U svakom od tih slojeva dogodi se odreden broj reakcija pa je upadni
tok Zestica a koje padaju na pojedine slojeve sve manji — nastaje apsorpcija upadnih
Zestica. Apsorbirano je upravo onoliko Eestica tipa a koliko je proizvedeno Cestica
b, dakle Ny, u jedinici vremena. Zbog toga je intenzitet snopa na izlazu iz tankoga
sloja manji nego na ulazu za:

Ny
Al = ——.
S
Iz definicije udarnoga presjeka, koja za neki tanki sloj glasi:
Ny
b)= ———
7(2b) = T SAs)
proizlazi:
Ny,
< = n,o(a,b)-I-Az = X(a,b)-I- Az,

pa mozemo pisati
-AI=X%X-1-Az,

gdje smo radi jednostavnosti makroskopski udarni presjek oznatili samo sa X'. U
granici Az — 0 izraz prelazi u diferencijalnu jednadzbu:

—%{z 2 dez,

koja ima rjesenje:
I=Ie %2, (16.18)

Intenzitet se snopa, dakle, eksponencijalno smanjuje s debljinom mete, jer je
(I —I) - S ¢estica apsorbirano u meti. (Isti broj Zestica tipa b izletjet ¢e iz mete.)
Zbog toga se T naziva i ukupni linearni koeficijent apsorpcije.

Primjer 16.12.

Tanki sloj zlata debljine z = 0,3 mm izloZen je snopu sporih neutrona
intenziteta Iy = 107 cm™2s~1. Udarni presjek za reakciju neutronskog uh-
vata (n,7) za jezgru ®7Au iznosi o(n,y) = 941072 m?. Gustoca je
zlata o0,, = 19,3 - 10% kg m~3, a njegova je relativna atomska masa 197,2.
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Izraéunajte broj N jezgara izotopa 1% Au, koji nastaje u 1 cm? ploéice zlata
u svakoj sekundi.

Broj proizvedenih jezgara °®*Au bit ée jednak broju apsorbiranih neu-
trona, a taj se moZe izracunati relacijom (16.18), kao razlika broja upadnih
i broja izlaznih neutrona:

N = S(Io - I)

Po jedinici povrsine to iznosi:

N
3—:10—1=ID(1—e—5=’).
Broj jezgara zlata u jedinici volumena iznosi:
n s QAnNA
i MAu
L 19.3-10° kgm™* - 6,022 - 10%% mol ™!
Au —

197,2 - 10-3 kg mol~*
Nae = 5,894 10 m—3,

a za makroskopski udarni presjek dobivamo:

L =n,0(n,7)=589%4-102%m™3.94.10"% m?
X =554m™t.

TraZeni je broj proizvedenih jezgara zlata ®®Au u jedinici vremena:
=107 em—2s-1 . (1 _ g-554m™1.3.107* m)

=153-10°s"tem™2.

| Z 0|z

16.5. Nuklearna fisija

Kad spori neutron upadne na tesku jezgru (A > 230), ona ga apsorbira. Mnoge
¢e se tako dobivene sloZene jezgre raspasti nakon toga na dvije srednje teske jezgre
i na nekoliko neutrona. Takav tip reakcije naziva se nuklearna fisija, a jezgre
srednjeg A, koje pritom nastaju, fragmenti fisije. Tipiéna je fisiona reakcija

BU+n— [%BU]" - 22X+ 22Y +«n,

gdje je x cijeli broj. Fragmenti fisije u ovome slu¢aju mogu biti naprimjer '§2Ba i
3%Kr, pa je ovdje broj proizvedenih neutrona & = 3. Za istu sloZenu jezgru mogudée
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je mnogo parova fragmenata, a ovisno o njima razli¢it je i broj x neutrona. U nave-
denom slu¢aju prosjeéna vrijednost & = 2,44. Izmjereno je da su najzastupljeniji
fragmenti kojima je omjer masa priblizno jednak 3/2. Proizvedeni fragmenti nalaze
se u podruéju daleko od linije stabilnosti. Oni su zato vrlo radioaktivni pa je svaka
nuklearna fisija praena jakim f-zracenjem i y-zraenjem.

Za vrijeme fisije oslobada se oko 200 MeV energije po pojedinoj reakciji, mnogo
vise nego u obiénim nuklearnim reakcijama. U veéini fisionih reakcija najbolji
projektili za postizanje fisije jesu tzv. termalni neutroni (tj. spor:i neutroni
kineticke energije Ej =2 % kT = 0,04 eV, gdje je temperatura T" = 300 K. Neutroni
koji nastaju u fisiji imaju znatno veée kineticke energije (oko 2 MeV) pa ih treba
usporiti da bi mogli izazivati daljnje fisione procese. To se usporavanje obavlja
sudarima s atomima neke druge tvari, koja se naziva moderator.

U nuklearnim reaktorima zbiva se kontrolirana fisija, tako da se apsorbira
visak proizvedenih neutrona. Na taj nacin jedan neutron iz svake fisije proizvodi
lan¢ano novu fisiju i proces tete ravnomjerno. U nekontroliranoj fisiji broj
proizvedenih neutrona koji proizvode novu fisiju geometrijski se povecava. Zbog
lancane reakcije oslobada se golema koli¢ina energije u kratkom vremenskom raz-
maku. Upravo to se zbiva u nuklearnoj bombi (koja se katkad netoéno naziva
“atomskom bombom”).

Primjer 16.13.

Oko 185 MeV iskoristive energije oslobada se u fisiji urana 233 U izazvanoj
neutronima. Ako generator kontinuirano proizvodi snagu od 100 MW, koliko
¢e vremena proéi dok se potpuno ne istrosi koli¢ina od 1 kg nuklearnog goriva

urana 2357
U kilogramu urana %35 U ima:
m lkg 23 -1
N No= 6,022 - 102 mol
My ©* T 235103 kgmol ! ¢

N =2,563-10%.
Kad se sve jezgre raspadnu fisijjom oslobodi se ukupna energija od:
E =N AE = 2,563 - 10%* . 185 MeV
E =4,742 - 10%°MeV = 7,586 - 10'%]
E =2,107 10" kWh.
Uz zadanu snagu od P = 100 MW = 10° kW, gorivo ée trajati:

E _ 2,107-10"kWh

t= 5= " 1°kw

= 210,7h = 8,78 dana.

Mehanizam nuklearne fisije moze se razumjeti ako se jezgra opise modelom
kapljice. Ako je energija pobudenja slozene jezgre dovoljno velika, ona e se izrazito
deformirati, sve dok se ne raspadne u dvije manje jezgre (v. sl. 16.5).
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16.6. Nuklearna fuzija

Nuklearna fuzija je reakcija u kojoj se dvije lak3e jezgre stapaju u jednu
tezu — proces suprotan onome pri fisiji. Da bi nastupila fuzija, treba svladati jako
elektrostatsko odbijanje medu jezgrama. To je moguée samo ako poletne jezgre
imaju dovoljno veliku kineticku energiju, reda veli¢ine elektrostatske potencijalne
energije dviju jezgara rednih brojeva Z; i Z;, na udaljenosti r = 10~ m:

_ 1 legez
Bper = dmey T
4 o | =15
Ep,el =2Z1-Zy- L il o =0,14- 2,7, MeV.

10-14m

Vidimo da ée ta energija biti najniza za male vrijednosti Z. Cak uz Z; = Z5 = 1,
visina kulonske barijere iznosi 0,14 MeV, a to odgovara energiji £estica na tempe-
raturi:

}-i
1R
|t

0,14 MeV
ko g <1 88102 TR
0,14-1,6 107137

11,3810 JK!

[N

/8

1R

B

~ 10°K,

gdje smo uvrstili vrijednost Boltzmannove konstante k = 1,38 - 10723 ] K~!. Ocito
da bi se postigla fuzija veéeg broja jezgara, materijal mora biti na golemoj tem-
peraturi, svakako iznad 107 K. Na tako visokim temperaturama atomi se ne samo
ioniziraju nego se jezgre potpuno ogoljuju od svojih elektrona pa nastaje mjesavina
jezgara i elektrona koja se naziva plazma. Tvar je na tako visokoj temperaturi
nemogudée driati u nekoj posudi, jer nijedna posuda ne moze izdrzati toliko visoku
temperaturu. Taj je problem rije§en pomoctu magnetskoga polja, koje zadrzava vi-
sokotemperaturnu plazmu u omedenu prostoru, najéesce toroidalnog oblika. Mag-
netsko polje ima vainu ulogu i pri poveéanju temperature, potrebnom za pocetak
fuzione reakcije.

Pogledamo i na sl. 16.6, uoéavamo da ée se pri fuziji lakih jezgara (A < 20)
oslobadati energija (@ > 0). U pogodnim uvjetima ta je energija dovoljna za
pobudenje drugih jezgara, 1 tako nastaje laniana reakcija. Nekontrolirana fuzija
rezultira eksplozijom golemih razmjera i taj je princip primijenjen kod vodikove
(hidrogenske) bombe. Kontrolirana fuzija jedan je od mogucih izvora energije
buduénosti. Za primjenu je najprikladnija fuzija dvaju deuterona, koja moze teci
ovako:

H+ 2H — 3He+n
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pri ¢emu je @ = 3,2 MeV, ili ovako:
H+ ?H — 3He+ !H

pri éemu je @@ = 4,2 MeV.

U novije vrijeme prou¢ava se nuklearna fuzija u prisutnosti miona (v. odj. 16.7),
koja je energetski jos povoljnija.

Tako je koli¢ina oslobodene energije po pojedinoj reakciji manja nego kod fisije,
treba se sjetiti da u kilogramu deuterija ima mnogo viSe jezgara negu u kilogramu
urana, (Primjer 10.5.), a i da je deuterij mnogo jednostavnije nabaviti nego uran
235. Zasad se, medutim, izmedu teorijske mogucnosti i ostvarenja kontrolirane
fuzije isprijecilo jo§ mnogo tehni¢kih teskoéa na kojima se intenzivno radi. Treba
istaknuti 1 ginjenicu da fuziju ne prate sekundarna dugotrajna zraéenja koja se
pojavljuju kod fisije, pa i stoga na kontroliranu fuziju treba gledati kao na energijski
izvor buduénosti.

Nuklearna je fuzija proces koji se zbiva u unutrasnjosti Sunca. To je i tip procesa
kakvi su se zbivali u ranome stadiju razvoja materije u Svemiru, kad su iz laksih
elemenata fuzijom nastali tezi elementi.

Primjer 16.14.
Izracunajte energiju oslobodenu u fuziji dvaju deuterona u *He.

U reakeiji:
{H+ IH — 3He
oslobada se energija () koju mozemo izratunati uvrstavanjem masa iz tablice
u jednadzbu (16.15):
@ = [2m(3H) — m(3He)]
Q =[2-2,014102 — 4,002603) u - ¢
@ =0,025601 - 931,48 MeV = 23,8 MeV.

16.7. Osnovne cestice

Prikaz strukture tvari zavrsit éemo kratkim osvrtom na osnovne sastavne di-
Jelove od kojih je sagradena priroda: osnovne {estice, ili, kako se jo§ nazivaju,
slementarne ili fundamentalne Cestice.

Dosad smo se upoznali s nekima od njih: elektron, proton i neutron bili su nam
dovoljni da objasnimo kemijska svojstva elemenata i strukturu nuklida u prirodi.
Prougavajuéi f-raspad susreli smo pozilron, neulrino i anlineutrino (toénije: elek-
tronski neutrino i elektronski antineutrino). Dodamo li tim esticama mion, pro-
naden 1938. g., nabrojali smo sve osnovne cestice koje su bile poznate potkraj prve
polovice ovoga stoljeca.
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Razdoblje nakon godine 1950. obiljeZeno je snaznim razvojem eksperimentalne
i teorijske fizike Zestica. U kratkom vremenu otkriveno je mnogo novih Zestica.
Neke od njih fiziéari su najprije predvidjeli teorijski, a zatim su eksperimentima
potvrdili njihovo postojanje. Neke su &estice pronadene u kozmickome zracenju,
no veéina ih je proizvedena u sudarima Zestiénih snopova visokih energija. Da bi
ti pokusi bili moguéi, potrebno je raspolagati velikim i snaznim akceleratorima i
preciznim uredajima za detekciju gestica. Takvi suvremeni laboratoriji postoje u
mnogim zemljama. U njihov se razvoj ulaze mnogo znanja i sredstava, time je
omoguéeno ubrzavanje Cestica na energije i do 1000 GeV i otkrivanje novih, prije
nepoznatih, procesa medu osnovnim Zesticama.

Sada se ipak treba upitati: jesu li te Cestice zaista najmanji dijelovi od kojih je
sastavljena tvar, ili se i one mogu dalje dijeliti? To pitanje mogli bismo postaviti i
malo drukéije: jesu li te &estice zaista nepromjenljive, traju li zauvijek, ili postoji
vjerojatnost da ¢e se 1 same raspasti? Pokusi i mjerenja pokazuju da je samo
nekoliko Eestica trajno; medu njima je i elektron. PoluZivot protona vjerojatno je
oko 103! s, §to je duze-od vremena na koje se procjenjuje starost svemira. Slobodni
neutron, kao $to veé znamo, traje samo oko 11 minuta. Vrijeme poluraspada za
ostale Eestice jos je mnogo kraée. Fizicari stabilnim éesticama obi¢no nazivaju one
kojima je vrijeme poluraspada veée od 10710 s, a one koje imaju vrlo kratko vrijeme
trajanja (< 1072 s5) smatraju pobudenim ili vezanim stanjima drugih Cestica, tzv.
rezonancama. 7

U tabl. 16.3. na str. 492. navodimo neke danas poznate &estice i njihova svoj-
stva. Promatrajuéi tabl. 16.3, moZemo uoéiti podjelu svih Zestica na bozone
(estice koje se ne pokoravaju Paulievom principu) i fermione (Cestice za koje vrijedi
Pauliev princip iskljuéenja). Uotavamo takoder da su Zestice okarakterizirane svo-
jom masom, elektri¢nim nabojem i vlastitim momentom koli¢ine gibanja — spinom:.
Fermioni imaju polucjelobrojni spin, a bozoni imaju cjelobrojni spin, koji je za neke
cestice jednak nuli.

Cestice uzajamno djeluju osnovnim medudjelovanjima: gravitacijskim, elek-
tromagnetskim, slabim i jakim, o kojima je bilo rijeci u pogl. 9. Znacenje os-
novnih medudjelovanja dolazi do punog izrazaja tek u prouavanju osnovnih Zestica.
Teorijski opis osnovnih Eestica i1 njihovih medudjelovanja vrlo je slozen i zahti-
jeva opseinije matematiko znanje nego naprimjer kvantnomehanicki opis atoma
ili molekula. Sve procese s osnovnim Eesticama treba razmatrati relativisticki, uzi-
majuéi u obzir i kvantne zakonitosti. Pritom vaznu ulogu imaju simetrije, i njihov
matematicki opis pomoéu teorgje grupe. Dok smo se za opis medudjelovanja u ne-
relativistickoj fizici mogli posluziti pojmom sile ili potencijalne energije, u teoriji

osnovnih ¢estica medudjelovanje je opisano poljem. Kao nosilac medudjelovanja, -

pojavljuje se nova &estica; kvant polja. Prilikom medudjelovanja dviju Cestica
one izmedu sebe izmjenjuju (“dobacuju”) jedan kvant medudjelovanja. Veé ot-
prije znamo da je nosilac elektromagnetskoga medudjelovanja folon, ¢estica mase
mirovanja nula i spina 1h. Tek nedavno, godine 1983, otkriveni su kvanti slaba
medudjelovanja, tzv. intermedijarni bozoni W¥ i Z°, Eestice vrlo velike mase (ener-
gija im je mirovanja oko 90 GeV). Nosilac jakog medudjelovanja medu nukleoni-
ma, Cestica nazvana pion, otkrivena je godine 1946. Eksperimentalnom otkrivanju
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tih &estica prethodili su teorijski proracuni, koji su predvidjeli njihova svojstva.
Predvida se takoder i postojanje gravitona, Cestice koja je nosilac gravitacijskog
medudjelovanja, no koja jos nije eksperimentalno potvrdena.

Time smo dosli do jo§ jedne, mozda najvaZnije klasifikacije osnovnih Eestica,
prema kojoj se estice dijele u tri skupine.

Prvu skupinu éine kvant: elekiromagnelskog i slabog polja i pripadaju joj foton
1 intermedijarni bozoni.

Drugu skupinu gine leptoni i njoj pripada elektron, elektronski neutrino i jos
dvije vrste neutrina. Tu su takoder mion i {aon, éestice koje imaju svojstva sliéna
svojstvima elektrona, ali znatno veéu masu. Svi su leptoni fermioni.

Trecu skupinu ¢ine hadront, a oni se dijele na mezone koji su bozoni, i na bari-
one, koji su fermioni. Barione dijelimo na nukleone (proton i neutron) i hiperone.
Hadroni uzajamno djeluju jakim medudjelovanjemn, a nosioci su toga medudjelova-
nja piont, ¢estice koje 1 same pripadaju skupini hadrona. Hadroni mogu djelovati i
u svim ostalim tipovima medudjelovanja.

Svaka Cestica ima svoju antiéesticu. Masa antifestice jednaka je masi Cestice.
Djeluje i &estica elektromagnetskim medudjelovanjem, elektriéni naboj i magnetski
morment Cestice 1 antiGestice jednake "su veliéine, ali suprotna predznaka. Neke
Zestice, naprimjer foton ili 7°%-mezon, jednake su svojim anti¢esticama. Ako je rijeé
o fermionima, Eestica i antiCestica mogu se ponistiti (anihilirati) prilikom uzajamna
djelovanja. Njihova ukupna energija, ukljuéujuéi i energiju mirovanja, pojavljuje
se u obliku drugih cestica. U tom procesu mora biti oéuvana koli¢ina gibanja,
moment koliéine gibanja, energija i elektriéni naboj. Obrnut proces, u kojemu
istodobno nastaju Cestica i antifestica, takoder je mogué. Tako dolazi do tvorbe
para elektron—pozitron:

i et i

pri éemu je energija fotona morala biti najmanje 2m.c? = 1,022 MeV. Da bi zakoni
otuvanja bili zadovoljeni, taj se proces mora zbiti u blizini jezgre koja preuzima
razliku energije 1 kolié¢ine gibanja. Nasl. 16.11. vidimo fotografiju tragova elektrona
i pozitrona nastalih prilikom ulaska fotona u tzv. komoru s mjehuriéima. (Takav je
uredaj smjesten u magnetsko polje pa se pomocu njega mogu opazati kruine staze
nabijenih Eestica.) Medu &esticama mogu ze zbiti i mnogi drugi procesi; pritom
vrijede zakoni ofuvanja, od kojih smo samo neke iscrpnije upoznali.

Dok se leptoni zasad mogu smatrati osnovnim Eesticama u pravome smislu rijeéi,
s velikom sigurnoséu moZemo tvrditi da su hadroni sastavljeni od manjih dijelova.
Godine 1961. M. Gell-Mann iznio je teorijsku pretpostavku da se proton, neutron
i ostali hadroni sastoje od manjih Cestica, tzv. kvarkove. On je uveo tri vrste
kvarkova 1 uspio klasificirati velik broj osnovnih Cestica kao razlicite kombinacije
kvarkova. Kasniji razvoj potvrdio je tu pretpostavku. Danas se smatra da postoji
gest kvarkova, 1 oni se obiljezavaju slovima u, d, s, ¢, b i t* Svaki kvark ima i svoj
antikvark. Svaki od poznatih hadrona mofZe se protumadéiti kao neka kombinacija

* Oznake kvarkova potjecu od engleskih naziva: up (gornji), down (donji), strange (strani),
charmed (zagarani), bottom (dubinski) i top (vrsni).



490 Atomska jezgra

Slika 16.11. Tvorba para elektron-pozitron

kvarkova i antikvarkova. Tako je proton kombinacija uud, neutron ddu, kaon je
sd, a 7°%mezon uu + dd. (Pritom smo crticom obiljezili antikvark).

Recimo nesto o svojstvima kvarkova. Elektriéni naboj kvarkova u, c it je 2e/3,
anaboj kvarkova d, s ib iznosi —e/3. Osim elektriénoga naboja, kvarkovi jos imaju
dodatna svojstva: tzv. stranosti Sarm (2aéaranost). Tako s-kvark ima stranost —1,
a ¢-kvark ima Sarm 1. Kvarkovima se, osim toga, moZe mijenjati jo§ jedan kvantni
broj, nazvan boja (stoga se podruéje fizike koje se bavi kvarkovima naziva kromo-
dinamika; vidimo da su fizi¢ari, u nedostatku prikladnih termina, posegli za svako-
dnevnim rjecnikom, koji medutim ovdje ima potpuno drukéije znacenje). Kvarkovi
su, dakle, tvorevine vrlo neobi¢nih svojstava, i tesko je povjerovati da se tu radi o
realnim Eesticama. No, 1ako su kvarkovi u pocetku i bili uvedeni samo kao pogodne
matematicke tvorevine, rezultati nekih eksperimenata ukazuju i na moguénost da
takve Cestice zaista postoje, zasuZnjene unutar protona i ostalih hadrona. Pogetna
se pretpostavka o samo tri kvarka, doduse, pokazala prejednostavnom. Pa ipak,
slika svijeta kakva nam se ukazala, sastavljenog od malog broja osnovnih gradevnih
elemenata, potvrduje da su intuitivne predodibe prvih atomista bile bliske stvarnoj
istini.

U suvremenim istrazivanjima velika se paZnja posvecuje osnovnim medudjelo-
vanjima izmedu &estica. Danasnji eksperimenti i teorijska razmatranja usmjereni su
prema odgovoru na pitanje: postojili veza izmedu Cetiriju osnovnih medudjelovanja?
Velik korak u tom smjeru ucinili su S. Weinberg i A. Salam godine 1967. teori-
jom koja ujedinjuje elektromagnetsko i slabo medudjelovanje u jedno, elektroslabo
medudjelovanje. Krajnji cilj kojem teZe danasnja istrazivanja jest ujedinjenje svih
sila u prirodi, otkrivanje dokaza da su sva Cetiri medudjelovanja uzajamno povezana
1 da su samo razli¢ite posljedice jedne opée sile koja djeluje u prirodi. Taj bi rezultat
bio divovski korak u spoznaji prirodnih zakonitosti, a da i ne govorimo o perspek-
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tivama tehnoloskog razvoja koje bi nam otvorila ta otkria. No istaknimo na kraju
da i danasnji stupanj nasih spoznaja o temeljnim prirodnim zakonitostima pruza
bezbrojne moguénosti, i zadatak je znanstvenika i inZenjera da ih primijene u svrhu
razvoja 1 napretka covjecanstva.

Tablica 16.1. Mase neutralnih atoma za neke nuklide

(Masa jezgre dobije se tako da se od mase atoma oduzme masa Z elektrona. Tako je masa
protona my = m(iH) — me = 1,007 28 u, a masa Qi-Cestice mqo = m(gHe) — 2m, = 4,001 51 u.)

Nuklid m/u Nuklid m/u

in 1,008 665 0Ca  39,962589
H 1,007 825 2Ca  42,958780
?H 2,014 102 2Ge 72,923462
$He 3,0016030 128Te  125,903322
iHe 4,002 603 132Ba  131,905120
TLi 7,016004  13#Ba  133,904612
9Be 9,0121821 13¥Ba  137,905000
12¢c 12,000000 ‘47Pm  146,915108
BC 13,003354  129Sm  149,917276
o 14,003242  137Gd  154,922664
1N 14,0037074 %JAu 196,966 541
120 15,003070  225Pb  207,976650
Yo 15994915 233U 233,039522
#Mg 23985042 23U 234,040904
27A1 26,981539 23U 235,043915
28si 27,976929 238U 238,048 608

Tablica 16.2. Vrijeme poluraspada za neke radioaktivne nuklide

Nukid Ty Nuklid Ti/z

(l,n 10,5 min ggSr 28,8 g.

g 12,3 g. 12 8,040 d
e 5730 g.  1¥Ba 15s

2o 122s #Pm  26g.

19K 22,3h 22Ra 1590 g.
2%Sc 389h E-rdy) 7,1-10% g.
2Ti 0,20 s U 45-10% g,
¥Kr  32,3h 20Pu 2,4-10% g
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Tablica 16.1. Osnovne cestice*

. i Vrijeme
Cestica Oznaka Mngfﬁ E%b__o__l -s-%lﬂ poluraspada
T1s2/s
foton ¥ 0 0 1 stabilan
Kvanti polja intermedijarni w* ~ 157 700 1
bozoni z9 ~ 178300 0
elektron e i | 1 1/2 stabilan
mion 206,8 1 1/2 | 1,523.10"¢
taon 3491,4 0 1/2 | 2,100-10"13
E ‘:ll:"::;i’:k‘ Ve < 0,000033 0 12
E mionski
neutrino Ve <058 . 12
s Vs < 68,5 0 1/2
pion e 273,1 1 1,304 1078
70 264,1 0 58.10"17
kaon K* 966,0 1 0 8,574 -102
K° 973,9 0 g | B MpEsisertt
a K? :5,18. 1072
§ eta n 1074,0 0 0
= D-mezon p# 3658,1 1 0 7,36 10712
n° 3648,7 0 0 2,92.10-13
Dg-mezon Dg 3852,8 1 0 3,08-10"13
B-mezon B* 10328 1 0 8,18-10~13
E B° 10332 0 0
’§ Nukle- | proton p 1836,15 1 1/2 stabilan
- oni | neutron n 1838,68 0 1/2 | 615,9
lambda A 2183,2 0 1/2 | 1,824.10-10
ot 2327,5 1 1/2 | 5,54-10711
- sigma 0 2333,8 0 1/2 | 51-1072°
% E ~ 2343,3 1 172 | 1,028 1020
@ %g ksi =0 2573,2 0 1/2 | 2,01-10"10
e =" 2535 1 1/2 | 7,87-10~1
omega ar 3272,9 1 3/2 | 57010711
f:;fg;‘i At 44720 1 1/2 | 13210718

* Podaci su uzeti iz Phys. Lett. B239, 1-516(1990)
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Pitanja i zadaci

16.1.
16.2.
16.3.
16.4.

16.5.
16.6.
16.7.
16.8.
16.9.

16.10.

16.11.

16.12.

16.13.
16.14.
16.15.

16.16.

16.17.

0Od kojih se estica sastoji atomska jezgra?
Kako se obiljezavaju nuklidi?
Objasnite sto su to izotopi, sto izotoni, a §to izobari.

Koliko ima protona i koliko neutrona u nuklidima 2!Ne, °Co, 1*7Au, ***U,
23377 1 239py?

Sto je to nuklearna materija? Kolika je njezina gustoca?

Kako se ratuna polumjer sferiéne jezgre?

Kolik je promjer jezgre °7Au?

Kojom se veli¢inom karakterizira odstupanje jezgre od sfericnog oblika?

Kvadrupolni moment jezgre 122Te u pobudenom stanju iznosi @ = —0,4-
10728 m?. Izratunajte odstupanje 6 Ro/Ro od sferi¢nog oblika.

Odakle potjete magnetski moment jezgre? Koliki su magnetski momenti
protona i neutrona? Sto su i koliko iznose giromagnetski faktori protona i
neutrona?

Navedite osnovne karakteristike nuklearnog modela kapljice 1 modela lju-
saka.

Napisite semiempirijsku formulu mase i objasnite znacenje pojedinih &la-
nova.

Sto je energija vezanja jezgre?
Izratunajte energiju vezanja i energiju vezanja po nukleonu za jezgru '°0.

Zbog tega se redoslijed i razmak neutronskih i protonskih stanja u modelu
ljusaka medusobno razlikuju?

Objasnite zakon radioaktivnoga raspada. Sto je to vrijeme poluraspada?
Sto je aktivnost radioaktivnog uzorka?

Kolika je aktivnost jednog grama radija ??Ra? Koliko ée 226Ra od tog
uzorka ostati nakon 795 godina? (Vrijeme je poluraspada *?Ra 1590
godina.)
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16.18. Kako se pomoéu radioaktivnog raspada ugljika moZe odrediti starost or-
ganskih ostataka?

16.19. Navedite karakteristike nuklearnih reakcija. Kako se definira udarni pres-
jek? Sto je Q-vrijednost reakcije?

16.20. Izragunajte Q-vrijednost reakcije *2C(n,a)°Be.

16.21. Napisite nuklearnu reakciju u kojoj iz jezgre aluminija bombardirane neu-
tronima izlaze protoni.

16.22. Nadopunite sljedeée nuklearne reakcije:
a) %Be(a,7)?, b) 2*Mg(7,p)¥"Al,
c) 27Al(d,7)**Mg, d) %°Co(n,?)*°Co.

16.23. Kolika je debljina olovnog sloja ako se intenzitet vy-zraka smanji deset puta?
Linearni koeficijent apsorpcije za olovo iznosi X = 500 m™1.

16.24. Koja jezgra nastaje pri:
a) pt-raspadu 'Ne, b) B~ -raspadu C,
¢) pri a-raspadu jezgre 2*U?

16.25. Navedite §to znate o klasifikaciji elementarnih Zestica i o njihovim osobi-
nama.

16.26. Navedite koliko iznosi vrijeme poluraspada za sljedeée elementarne Cestice:
foton, elektron, proton, neutron, mion i pion.

16.27. Sto su to kvarkovi i koja su njihova svojstva?
‘ ) 3 pt
Yolile (& OGulifilen VRAoc 7

A
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Dodatak

U ovom dodatku navodimo neke matematicke izraze koji se Zesée pojavljuju u
tekstu. Dokazi i obrazloZenja tih izraza mogu se naéi u udzbenicima elementarne
i vise matematike, a studentu preporugujemo i koristan priruénik I. N. Bronstejn i
K. A. Semendjajev, Matematicki priruénik za inZenjere i studente, Tehnicka knjiga,
Zagreb.

1. Trigonometrijske relacije

a) Navodimo izraze koji sadrze definiciju trigonometrijskih funkcija 1 neke od naj-
vaznijih relacija medu tim funkcijama. Znagenje simbola vidljivo je iz sl. D.1.

A
¥ y‘ y‘ y\
P P
,d|y y! L& a
el DN O 4
X X X0 X 0 O\ X
Y: r k rjy X
P P
Slika D.1.
; Yy z
sina == cosa= —
r 3 i
x
tgc«:E ctgae = —
z Y

2a=1

sin? & + cos
sin (a & ) = sina cos # & cos arsin §
cos (o & #) = cos @ cos 3 F sin asin 3

sin o & sin 8 = 2sin (%:{: g) cos (%:F g)

. a f o E
cosa+cosﬁ—2cos(2+2)cos(2 2)
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cosa —cos § = —2sin (% 4 g) sin (% — g)

sinasinf = % [cos (@ — B) — cos (a + B)]
cosacos f = -;- [cos (@ — B) + cos (a + )]

sina cos 3 = % [sin (@ — B) + sin (a + 5)]

2 2

sin2a = 2sinacosa  cos2a = cos

o —sin” a
. g l—cosa sa l4cosa
sin® — = ———— cosl — = ———
2 2 2 2

b) Pouéci o trokutu, s oznakama navedenim na sl. D.2, glase:

Sinusov poutak:

a b c

sinae  sinf  siny
Kosinusov poucak:
¢ = a® + b? — 2abcosy

2. Logaritamska i eksponencijalna funkcija

1 n
e= lim (1 + -—)
n—0o0 n

Eksponencijalne funkcije y = e® i y = e~ % prikazane su na sl. D.3.

a) Definicija broja e:

b) Prirodni logaritam, baza e:

y=Inz akoje =z=¢Y
Logaritamska funkcija prikazana je na sl. D.4.
c) Dekadski logaritam, baza 10:

y=logz akoje z=10Y
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y=e
7 X X
y ]
24 y=lnx

Slika D.4.

Veza izmedu prirodnog i dekadskog logaritma:

Inz =2,3031logz logz = 0,434Inzx .

3. Razvoj nekih funkcija u red potencija

2

o

T

3

T

3

z_q T T
e’ = +.’8+"2*!-+§
5
1n(1+z:)=a:—7+——...
. ¢ P
51n1::a:-—§—!-+
z? ozt
cosz:a:—a+7ﬁ—

1 2
tgz=z+-2°+ -z

3 5

5+
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Za z < 1 vrijede ove aproksimacije:

(14 z)" =1+ nz,
e l+ e,
In(l4+z) =z,
sing =~ z,

cosk A 1,

tgz ~x.

4. NajvaZnije derivacije i integrali

d

e | L [1@)

" rn+1
n n— _
z m:l n+1+C, n#-1
1
- —— Inz+C
T lz
Inz " zglhhe—z+C
e” e” e*
a® a®lna -l—a”

Ina

sinz cos T —cosz + C
cos T —sinz sinz 4+ C

1
t -1 C
gz o T ncoszx +

1 .
ctgz e Insinz 4+ C

sin®z

1
arcsin —— zarcsinz +vV1—-z24C

v1—z2

5. Kompleksni brojevi

Uz definiciju i2 = —1ili 1 = /=1 vrijedi:

e = cosf +isind
cosfd = % (e“ + e_m)

sinf = 51; (e —e7%)
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torusne zavojnice, 152

u krugu izmjeni¢ne struje, 176
induktivni otpor, 175, 176
influencija

magnetska, 112
infracrveni spektar, 220
inklinacija, 112
instrumenti

analogni, 96
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digitalni, 96
okularni, 261
opticki, 260
projekcijski, 261
integral prekrivanja, 449
intenzitet
elektromagnetskoga vala, 217
snopa, 483 #
svjetlosti pri ogibu, 280
zra&enja, 355, 367
interferencija, 269
interferencija
N koherentnih valova, 283
na dvjema pukotinama, 271
ioni, 71, 105
izborna pravila, 432
izmjeniéna struja, 171
efektivna vrijednost, 173
frekvencija, 173
rad i snaga, 189
izobari, 463
izolatori, 3
izotoni, 463
izotopi, 140, 307, 463
izvanredna zraka, 292
izvori
napona, 89
svjetlosti, 224, 225

Jako medudjelovanje, 298, 304, 488
jakost
elektri¢noga polja, 35
magnetskoga polja, 115, 118
struje, 71
svjetlosti, 225
jakost (konvergencija) leée, 257
jalova struja, 191
kompenzacija, 191
jalovi otpor, 178
jantar, 1
Jeans—Rayleighova formula, 362
jednadzba
kontinuiteta, 209
ravnog zrcala, 238
tanke lece, 255
sfernog zrcala, 241

Kalcit, 291

kanali reakcije, 481

kanalne zrake, 137

kandela, 225

kapacitet
kondenzatora, 45
plotastoga kondenzatora, 46
vodiéa, 44

kapacitivni otpor, 175, 179, 180

karakteristi¢ne zrake

za divergentnu leéu, 256

za konkavno sferno zrcalo, 242

za konveksno sferno zrcalo, 243

za konvergentnu leéu, 256

za sferni dioptar, 253
karakteristika

diode, 76

zeljeza u vodiku, 76
katodna cijev, 64
katodne zrake, 137
kemijska veza, 425
kemijske

reakcije, 303, 318

veze, 445
kemijski procesi, 304, 307, 309
kineti¢ka energija, 314, 317
Kirchhoffov zakon, 355
Kirchhoffova pravila, 93
koeficijent

meduindukcije, 154

samoindukcije, 151
koercitivna sila, 167
koercitivno polje, 167
koherentni valovi svjetlosti, 269
kolektivni model, 469
koli¢ina gibanja, 310

fotona, 382

moment, 310
kompenzacija jalove struje, 191
kompjuterske memorije, 169
koncentracija elekirona, 79
kondenzator

cilindriéni, 47

elektrolitni, 50

keramicki, 49

kuglasti, 47

papirni, 49

plocasti, 12, 25, 45, 98

kapacitet, 46

promjenljivi, 50
konkavna (divergentna) leca, 253
konstanta

Faradayeva, 107

fine strukture, 437

raspada, 476
konveksna (konvergentna) leéa, 253
konzervativne sile, 321, 324
korekcijske naocale, 262
korpuskularna teorija svjetlosti, 371
kovalentno vezanje, 330
kristali, 77
kriti¢na temperatura, 82
krivulja histereze, 167
krivulje magnetiziranja, 166
kromatska aberacija, 259
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kromodinamika, 490
kruzZna frekvencija, 173
kugline funkcije, 414, 425
kulonska energija sferi¢ne jezgre, 465
kut

gubitaka, 179

optickog zakretanja ravnine polarizacije,

292

kutna disperzija, 286
kutna koli¢ina gibanja, 414
kutni zamah, 414
kutno povelanje, 263
kvadrat momenta vrtnje, 423
kvant

elektriciteta, 64

energije, 364, 378
kvantna fizika, 297, 353, 390
kvantni broj, 435

magnetski, 438

orbitalni, 438

radijalni, 438
kvantnomehanicki

operatori, 408

oscilator, 402
kvarkovi, 489

Lajdenska boca, 49

laser, 225

LC-krug, 210

LCD-prikaz, 96

LCD-tehnologija, 293

LDR-fotootpornici, 85

LDR-otpornici, 84

le¢a
akromatska, 260
konkavna (divergentna), 253
konveksna (konvergentna), 253
tanka, 253

Lennard-Jonesova funkcija, 332

Lenzovo pravilo, 147, 149

leptoni, 489

linearno povedanje leée, 257

linija stabilnosti, 463

linijski napon, 200

linijski spektri, 377

ljuska, 439

ljuskasta struktura, 440

lom svjetlosti, 234

Lorentzova sila, 116, 209, 301

luks, 228

lumen, 227

luminancija (sjaj) izvora, 229

lupa (poveéalo), 263

Magi¢ni brojevi, 473
magnet
permanentni, 111

magnetizacija, 115, 161
magnetska
deklinacija, 112
igla, 111
indukcija, 115
influencija, 112
sila, 116
susceptibilnost, 162
magnetske silnice, 113
magnetski
dipol, 135, 112
potencijalna energija, 136
dipolni moment
elektrona, 137
jezgre, 468
permanentni, 163
list, 133
moment, 133, 134, 430, 435, 474
tok, 131, 147
magnetsko polje, 301
cilindri¢ne zavojnice, 129
jakost, 118
kruznog zavoja, 114, 121
ravnog vodica, 114, 120, 130
tok, 131
torusne zavojnice, 127
zavojnice, 122
makroskopski udarni presjek, 483
maksimalna vrijednost, 174
Malusov zakon, 290
manganove alkalne éelije, 89
maseni (atomski) broj, 463
Maxwell-Boltzmannova statistika, 363
Maxwellova jednadzba
Cetvrta, 208
druga, 206
prva, 205
treda, 206
Maxwellove dvoploce, 17
medudjelovanja, 307
osnovna, 490
medudjelovanje
elektromagnetsko, 298, 301, 303, 488
gravitacijsko, 298, 488
jako, 298, 488
slabo, 298, 306, 488
spina i staze, 435
meduindukcija, 153
meduinduktivitet, 154
meki feromagnetski materijali, 167
metalni vodi¢ u elektricnome polju, 405
mezoni, 489
mikroskop, 264
povedanje, 265
mikrovalovi, 219
miopija, 262
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mjerenje @ /m, 141
moé razluéivanja redetke, 286

model
atoma, 348
kapljice, 470

ljusaka, 469, 473
nezavisnih ¢estica, 438, 469
molekula, 445
amonijaka, 405
dvoatomna, 452
HC], 456
viSeatomna, 452
molekularne orbitale, 446
molekularni ion vodika H;’ , 445
moment
koli¢ine gibanja, 310, 312, 346, 411, 414
magnetski, 133, 134
sile na strujnu petlju, 134
tromosti, 339
vrtnje elektrona, 430
monokristalni silicij, 81
monokromatska svjetlost, 225
Morseova potencijalna energija, 329, 455

Naboj

elektriéni, 1

elementarni, 2, 62

tockasti, 3, 30
nadelo superpozicije, 8, 11
napon

elektriéni, 29
natrijeva Zuta svjetlost, 225
neelastiéno rasprienje, 481
neelektrostatska sila, 91
neelektrostatsko polje, 91
nekonzervativne (disipativne) sile, 321
nepolarne molekule, 57
neutralna molekula vodika H;, 452
neutrino, 479, 487
neutron, 461

termalni, 485
Newtonov

dalekozor, 267

uredaj za interferenciju, 274
Newtonovi kolobari, 274
nikal-kadmijev-akumulator, 90
nit, 229
nosioci naboja, 71
NTC-otpornici, 84
nuklearna

fisija, 484
nuklearna fuzija, 486
nuklearna materija, 463
nuklearna reakcija, 304, 318, 480
nuklearne sile, 304
nuklearni model, 469

nukleoni, 304, 489
nuklid, 463

Objektiv, 265
Qerstedov pokus, 113
ogib (difrakcija), 277
elektrona, 385
i interferencija na dvije pukotine, 281
i interferencija na optic¢koj resetki, 285
na jednoj pukotini, 279
Ohmov zakon, 73
makroskopski oblik, 80
mikroskopski oblik, 80
oko, 261
akomodacija, 262
ametropitno, 262
dalekovidno, 262
emetropiéno, 262
hypermetropia, 262
kratkovidno, 262
miopija, 262
okular, 265
okularni instrumenti, 261
olovni akumulator, 89
omjer e/m, 139
omski
otpori, 75, 175
otpornici, 73
op¢i zakon gravitacije, 298
operatori
hermitski, 408
kvantnomehanicki, 408
momenta vrtnje, 410
opticka
(ogibna) resetka, 282
prizma, 247
razlika putova, 273
vlakna, 246
opticki
aktivne stvari, 292
instrumenti, 260
orbitala
protuvezna, 449
vezna, 449
oscilator, 211
anharmonicki, 329
harmonicki, 400
kvantnomehanicki, 402
osjetljivost oka, 224
osnovna medudjelovanja, 297, 307, 490
osnovne Cestice, 309, 487
osnovni zakoni geometrijske optike, 232
osvijetljenost, 228
otpor, 73
induktivni, 175, 176
jalovi, 178
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kapacitivni, 175, 179, 180
neomski, 75
omski, 75, 175
reaktivni, 178
temperaturni koeficijent, 81
unutrasnji, 89
otpornici, 83
LDR, 84
NTC, 84
omski, 73
paralelni spoj, 87
promjenljivi, 84
PTC, 84
serijski spoj, 86
slojni, 84
spajanje, 86
VDR, 77, 84
Zicani, 84

Paraksijalne zrake, 240
paralelni RC L-krug, 185
paralelni spoj

kondenzatora, 52

otpornika, 87
paramagnetici, 162
paramagnetizam, 163
Pauliev princip, 438, 488
Peregrinusov pokus, 111
periodni sustav elemenata, 441
permanentni

magnet, 111

magnetski dipolni moment, 163
permeabilnost, 118, 166

vakuuma, 118
permitivnost

elektriéna, 303
petlja

histereze, 167

(kontura) elektriéne mreZe, 93
Planckov zakon zradenja, 363
Planckova konstanta, 364
plazma, 486
podljuska, 439
pogreska mjerenja, 389
pogreske lece, 259
pojacanje snage, 104
pokretljivost elektrona, 78
polarizacija

dielektrika, 59

pomodu polaroida, 290

refleksijom, 289

svjetlosti, 288
polarizator, 290
polarizirani elektromagnetski val, 288
polarne molekule, 57

polarni
dijagram jakosti svjetlosti, 226
koordinatni sustav, 411
sustav, 425
polje
elektriéno, 10, 301
elektromagnetsko, 302
magnetsko, 114, 301
neelektrostatsko, 91
poluzivot (vrijeme poluraspada), 477
potencijal, 29, 30, 35
dipola, 41
gradijent, 35
potencijalna energija, 298, 314, 315, 317, 324,
439, 446
efektivna, 345, 347
elektriéna, 26
elektriénog dipola, 135
magnetskoga dipola, 136
Morseova, 329
pri vrinji, 338
s dva minimuma, 335
. Yukawina, 305
potencijalna
prepreka (barijera), 336, 404
stepenica, 397
potencijalne krivulje s dva minimuma, 335
potenciometri, 84
poveéalo (lupa), 263
povelanje mikroskopa, 265
Poyntingov vektor, 217, 271, 355
pozitron, 479, 487
pravila za predznake, 243
predotpor, 97
primarni ¢lanci, 89
primjena zakona ofuvanja, 323
princip iskljuéenja, 438
prividna
snaga, 191
veli¢ina predmeta, 263
prizma
akromatska, 251
Amicieva, 251
projekcijski instrumenti, 261
prostorna kvantizacija momenta vrtnje, 413
prostorni kut, 230
protuvezna orbitala, 449
provodna struja, 207
PTC-otpornici, 84

Q-faktor, 185, 186
Q-vrijednost reakcije, 481

Rad
elektriéne sile, 27, 101
i snaga izmjeni¢ne struje, 189
izlaza, 369
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radijalne valne funkcije, 425
radio-valovi, 219
radioaktivnost, 476
radna snaga, 190
rasprienje

elastiéno, 481

neelastiéno, 481
ravno zrcalo, 237
RC-strujni krug, 99
RCL-krug, 180

paralelni, 185
reakcija

kemijska, 318

nuklearna, 318
reaktivna (jalova) snaga, 190
reaktivni otpor, 178
realni transformator, 195
redovna zraka, 292
reducirana

masa, 422

Planckova konstanta, 393, 420
reducirani moment tromosti, 341
referentna tocka, 324, 345
refleksija svjetlosti, 234
rekombinacija iona, 106
relacije neodredenosti, 389, 404
relativisticka fizika, 297
relativisticki izrazi, 383
relativnost, 302, 316
remanentni magnetizam, 166
rendgensko zraZenje, 220
resetka

optitka (ogibna), 282

Rowlandova, 282
rezolucija, 286
rezonance, 488
rezonantna frekvencija, 184
rezonantni titrajni krug, 211
rotacijska stanja dvoatomne molekule, 454
rotacijski model, 469
Rowlandova resetka, 282
Russell-Saundersovo vezanje, 441
Rydbergova konstanta, 378, 421

Samoindukcija, 150
samoinduktivitet, 151
Schridingerova jednadzba, 393, 397, 401, 419,
422, 446

semiempirijska formula mase, 470
serijska rezonancija, 183
serijski krug, 183
serijski spoj

kondenzatora, 51

otpornika, 86
sferna aberacija, 241, 259
sferni dioptar, 251

sferno zrcalo, 239
shunt, 96
sila
centralna, 345, 415
centrifugalna, 347
Coulombova, 303
elektromagnetska, 301
gravitacijska, 345
izmedu dviju struja, 125
Lorentzova, 116, 301 .
na struju u magnetskom polju, 123
neelektrostatska, 91
sile izmjene, 445
silnice, 11, 18, 112
magnetske, 113
simens, 74
simetrija, 309, 488
sinkroni generatori, 171
sjaj (luminancija) izvora, 229
slabo medudjelovanje, 298, 306, 488
slobodna Eestica, 395
slobodni elektroni, 71
sloZena jezgra, 481
snaga
pojacanje, 104
trofazne struje, 201
Snellov zakon loma, 236
spajanje otpornika, 86
spektar
drugoga reda, 286
elektromagnetskih valova, 218
nultoga reda, 286
prvog reda, 286
zraenja crnog tijela, 358
spektralna gustoéa, 367
zratenja, 356
spektrometar masa, 141
spektrometar s prizmom, 250
spektroskopske metode, 458
spin, 304, 433
spinski kvantni broj, 435
spoj trodila
u trokut, 201
u zvijezdu, 201
srednja snaga, 190
srednji slobodni put, 78
stabilna ravnoteZa, 324, 336
stabilne cestice, 488
stabilni atomi, 439
stacionarna stanja, 377, 378
statisticka fizika, 297
Stefan-Boltzmannov zakon, 358, 359
stripping, 481
struja
gustoca, 72, 79
istosmjerna, 171
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izmjenicna, 171
jakost, 71
jalova, 191
kroz zavojnicu, 155
pomaka, 207
provodna, 207
trofazna, 199
strujna
(paralelna) rezonancija, 185
petlja, 133
strujne mreze, 93
stupanj korisnosti transformatora, 195
supravodljivost, 82
susceptibilnost, 166
dijamagnetika, 163
elektri¢na, 60
svijetljenje (svjetlosna egzitancija), 231
svjetlosna efikasnost, 227
svjetlosni tok, 226
svjetlost
disperzija, 248
monokromatska, 225
svjetlovodi, 246
svojstvene
funkcije, 407, 409
vrijednosti, 407, 409

Tekuéi kristali LCD, 292
temperatura

kriti¢na, 82

skoka, 82
temperaturni koeficijent otpora, 81
termalni neutroni, 485
termistori, 82, 84
tesla, 115
Thomsonov eksperiment, 138
Thomsonova formula, 184, 211
titrajni krug

rezonantni, 211
tok

magnetskoga polja, 131

ulancani, 147
toplinska ravnoteza, 354
toplinsko zracenje, 353, 354
torusna zavojnica, 132
torzijska vaga, 5
totalna refleksija, 245
transformator, 194

idealni, 194

realni, 195

stupanj korisnosti, 195
transformatorske jezgre, 168
trenutne vrijednosti, 173
trofazna struja, 199

snaga, 201
trokut snage, 191

tunel—efekt, 405
tvorba para elektron—pozitron, 489
tvrdi magnetski materijali, 167

Udarni presjek, 482

makroskopski, 483
ulancani tok, 147
ultraljubi¢asta katastrofa, 361
ultraljubicasto zracenje, 220
unutrasnja rotacija, 341
unutrasnji

napon izvora, 89

otpor, 89
uvjet normiranja, 398

Valencija, 106
valentne ljuske, 440
valentni elektroni, 452
valna funkcija, 391
jednoelektronskog atoma, 435
molekule H;’ , 447
u vodikovu atomu, 425
valna jednadiba, 212
za elektriéno polje, 215
za magnetsko polje, 215
valne funkcije harmonickog oscilatora, 402
valni
broj, 382, 394, 395
paket, 384, 395
valovi materije, 383
var (voltamper reaktivni), 191
varistori, 84
vat, 191
vatmetar, 102
VDR-otpornici, 77, 84
veber, 132
vektor
D, 18
elektricne indukcije, 18
elektricne polarizacije, 59
elektricnog pomaka, 17, 18
gustole elektritnoga toka, 18
vektorski dijagram, 174
vektorsko polje
cirkulacija, 127
veli¢ina atomske jezgre, 463
vezani sistemi, 323, 445
vezanje
ionskoga tipa, 330
kovalentno, 330
vezna orbitala, 449
vibracijska stanja dvoatomne molekule, 454
vidljiva svjetlost, 220, 224
vidni kut, 263
viseatomna molekula, 452
viseelektronski atomi, 438
vodiéi, 3
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vodljivost
elektri¢na, 74
voltamper, 191
vrijeme poluraspada (poluzivot), 477
vrtloZne struje, 150
vrtnja molekule (unutradnja), 313

Weissove domene, 164

Wheatstoneov most, 95

Wien, 355

Wienov zakon, 358
pomicanja, 360

Yukawina potencijalna energija, 305
Youngov pokus, 270

Zakoéno zracenje, 220

zakon
Ampéreov, 127, 208
Biot—Savartov, 119
Coulombov, 6, 303
Curiev, 163
Gaussov, 20
Kirchhoffov, 355
Malusov, 290

nezavisnosti svjetlosnih snopova, 233

oéuvanja energije, 314, 376
otuvanja koliéine gibanja, 376
Ohmov, 73
pravocrtna sirenja svjetlosti, 233
protjecama, 127
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radioaktivnoga raspada, 476
refleksije (odbijanja) svjetlosti, 233
refrakcije (loma) svjetlosti, 233
Stefan-Boltzmannov, 358, 359

Wienov, 358
zakoni ofuvanja, 309
zamah, 414
zasjenjenje jezgre, 439
zavojnica

torusna, 132
Zeemanov efekt, 431

Zemljin magnetizam, 112

Zenerova dioda, 77
zracenje

* elektromagnetsko, 432

rendgensko, 220
ultraljubiZasto, 220
zakoéno, 220
zrake
kanalne, 137
katodne, 137
zrcalo (ogledalo), 237
konkavno, 239
konveksno, 239
ravno, 237
sferno, 239

Zarisna daljina, 255
Fariste, 255

sfernog zrcala, 241
zivine éelije, 89
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