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PREDGOVOR L. IZDANJU

Ovaj je udzbenik prireden prema nastavnom planu i programu predmeta fizika I za stu-
dente prve godine Elektrotehnickog fakulteta u Zagrebu. Nastao je na temelju skripata i
predavanja autora na Elektrotehnickom i Tehnoloskom fakultetu, a njime se mogu slu-
ziti studenti tehni¢kih fakulteta.

Uz pruzanje osnovnih fizikalnih znanja najvazniji je zadatak nastave fizike da for-
mira znanstveni pogled na svijet i da studente nauti fizikalno razmisljati i u praksi
primjenjivati fizikalne zakonitosti.

U udZbeniku je obradeno gradivo iz mehanike, mehanike fluida i topline. Mehani-
ka valova, optika i atomska fizika bit ¢e obradena u drugom dijelu. Obrada nastavnih
sadrZaja prilagodena je suvremenim tendencijama u nastavi. fizike. Uz makroskopski
opis, pojave su, gdje god je bilo mogude, tumacene i mikroskopski, tj. uzeta je u obzir
atomisti¢ka struktura materijala. Naro€ito je naglaSeno kineti¢ko-molekularno objas-
njenje toplinskih pojava.

Mnogi sadrzaji ilustrirani su primjerima. Na kraju su svakog poglavlja pitanja i za-
daci za uvjezbavanje gradiva, kao i mnoga pitanja s usmenih ispita iz fizike. Medu-
narodni sustav jedinica (SI) dosljedno se upotrebljava u ¢itavom udZbeniku. U pripremi
Jje Zbirka rijeSenih zadataka iz fizike prilagodena ovom udZbeniku koja ¢e biti njegov
sastavni dio.

Predavanja iz fizike na Elektrotehni¢kom fakultetu zapravo su predavanja s de-
monstracijskih pokusa, koje je u Zavodu za fiziku Elektrotehni¢kog fakulteta u Zagrebu
razvio prof. dr. V. Lopasi¢. Neki od tih pokusa ukratko su prikazani u ovom udzbeniku
da bi studente podsjetili na ono $to su vidjeli na predavanjima.

Postoji mnogo izvrsnih udzbenika iz fizike i autor se, pri obradi ovog nastavnog
sadrZaja, koristio mnogima od njih, prilagodavajuéi sadrZaje nastavnom programu i ¢i-
tateljstvu kojem je namijenjeno. Popis literature nalazi se na kraju knjige.

Kolege iz Zavoda za fiziku mnogo su mi pomogli u toku nase visegodi$nje su-
radnje u nastavi fizike pa im najsrdaénije zahvaljujem. Rukopis ove knjige pregledali su
prof. dr Jadranka Vuletin, prof. dr Tomislav Ivezi¢ i dipl. inZ. Marijan Brezin3¢ak. Po-
sebno im se zahvaljujem na korisnim primjedbama i sugestijama. Svakome tko me upo-
zori na propuste i greske, kojih ¢e sigurno biti u ovom prvom izdanju, bit ¢u zahvalan.

U Zagrebu, u rujnu 1985.

Autor

PREDGOVOR IX. IZDANJU

Niz godina ova je knjiga bila udZbenik za kolegij Fizika I na Fakultetu elektrotehnike i
raunarstva u Zagrebu. Knjiga je u svojemu izvornom obliku doZivjela osam izdanja. U
ovome devetom, preradenom izdanju osuvremenjen je metodicki pristup pojedinim te-
mama. To se posebno odnosi na preinake dijelova knjige u kojima se tretiraju masa i



teZina u nerelativisti¢koj fizici te masa, energija i koli¢ina gibanja u relativisti¢koj fizici.
Definicije i nazivi uskladeni su sa suvremenim mjeriteljskim standardima i ispravljene
uocene pogreske. Popis literature nadopunjen je standardnim djelima iz opce fizike za
sveucilisne studije.

Ocekujem da navedene promjene i nadalje osiguravaju aktualnost ovoga udzbenika
te da i ubuduce bude korisan studentima na Fakultetu elektrotehnike i racunarstva kao i
na drugim tehni¢kim fakultetima sa srodnim programima fizike. Zahvaljujem se recen-
zentima ovoga izdanja dr. sc. Vjeri Lopac, dr. sc. Vesni Volovsek i dr. sc. Tomislavu
Petkovi¢u na poticajima da se ovaj udzbenik ponovo objavi uz ucinjene promjene i
dopune.

U Zagrebu, mjeseca srpnja 2005.

Prof. dr. sc. Dubravko Pevec
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1. UVOD

1.1. O FIZICI

Danasnja tehnicka dostignuca proizasla su iz dosadasnjih znanstvenih istrazi-
vanja u fizici i1 drugim prirodnim znanostima. Bez razvoja prirodnih znanosti neza-
misliv je i buduéi razvoj tehnike. Uloga studija fizike u izobrazbi inZenjera vrlo je
velika: poznavanje prirodnih zakona nuZno je za razumijevanje raznih tehnickih
problema, putem nastave fizike formira se znanstveni pogled na svijet, a fizikalni
nacin razmisljanja omogucuje znanstvenoistrazivacki pristup rjeSavanju razli¢itih
problema u znanosti i tehnici.

Fizika je fundamentalna prirodna znanost, ona se bavi prouc¢avanjem opéih
svojstava i zakona kretanja materije, pocevsi od gibanja tijela pa sve do strukture i
svojstava fizikalnog prostora i polja. Fizika proucava makrosvijet, tj. tijela na Zem-
lji, planete, zvijezde itd., i mikrosvijet, tj. molekule, atome, elementarne &estice i dr.

FiziCari nastoje otkriti zakone ponaSanja materije u razli¢itim uvjetima i tako
dobivene spoznaje primijeniti u tehnologiji i tehnici.

Rijec fizika potjece od gréke rije¢i ¢vouil (fizis), $to znali priroda, pa se fizika
dugo vremena zvala filozofija prirode.

Tvar je jedan od osnovnih oblika materije; tvari sa¢injavaju sva tijela u prirodi.
Fizi¢ko polje (gravitacijsko, elektri¢no, itd.) takoder je oblik materije. Materija se
nalazi u neprestanom kretanju, prelazi iz jednog oblika u drugi oblik, a pritom osta-
je neunistiva i oCuvana.

Kretanje je bitno svojstvo materije. Uz gibanje, kao jedan svoj oblik, ono obu-
hvaca svaku promjenu u prirodi, prelaZenje materije iz jednog oblika u drugi oblik,
tj. sve procese koji se dogadaju u prirodi. Prostor i vrijeme takoder su oblici mate-
rije 1 vezani su uz njezino kretanje.

Fizika i ostale prirodne znanosti prozimaju se i ponekad je tesko povuéi grani-
cu izmedu fizike, kemije i biologije. Moderna fizika i kemija toliko su isprepletene
da se danas dijelovi kemije mogu smatrati posebnim granama fizike. Moderna bio-
logija, posebno njezina grana biofizika, usko je vezana i uz fiziku i uz kemiju. Fi-
zika ima fundamentalno znacenje za ostale prirodne i tehni¢ke znanosti. Posebno je
vazna uloga fizike u razvoju tehnike, jer fundamentalne spoznaje u fizici nailaze na
prakti¢nu primjenu u tehnici. Ima mnogo primjera kako su otkri¢a u fizici utjecala
na razvoj tehnickih ostvarenja. Spomenimo samo otkriée fisije, koje je omogucilo
razvoj nuklearnih reaktora i dobivanje nuklearne energije, pronalazak tranzistora, §to
je potaklo nagli razvoj elektronike, itd. Podjela na prirodne i tehni¢ke znanosti za-
pravo je umjetna, nastala zbog povijesnih razloga te kad kazemo da je fizika prirod-
na znanost ne smijemo zaboraviti da je ona osnova tehnike i obratno, razvoj tehnike
omogucit ¢e primjenu sve dotjeranijih metoda istrazivanja u fizici, tako da su
tehnika i fizika medusobno vezane i bitno utje¢u jedna na drugu.

Fizika kao eksperimentalna znanost osniva se na promatranju prirodnih pojava,
izvodenju eksperimenata i mjerenju. Medutim ponekad je lakse doci do odredenog fizi-
kalnog zakona teorijski, a zatim ga, eventualno, provjeriti eksperimentom. Ako ekspe-
riment potvrdi teorijsku pretpostavku, tada se ona prihvaca kao prirodni zakon, a ako je
opovrgne tada se ta pretpostavka mora promijeniti da bi bila u skladu s mjerenjem.

1 Kulisié: Mehanika i toplina



) Petar Kuli$i¢ MEHANIKA I TOPLINA

Matematika je vazno orude fiziara, to je jezik kojim se simbolicki izrazavaju fizi-
kalne zakonitosti, medutim fizika je mnogo viSe od matematickih formula i relacija
koje se u njoj pojavljuju. Matematika nam sluzi da fizikalne zakone prikazemo kon-
cizno i jasno, da ih povezujemo i jedan iz drugoga izvodimo. Pri uCenju fizike, u
svakoj formuli, u svakoj matematickoj jednadzbi moramo uociti fizikalno znacenje,
odnosno mjerenje koje je dovelo da tog fizikalnog zakona.

Fiziku moZemo podijeliti na klasi¢nu i modernu. Klasicna fizika prou¢ava pojave
iz naSeg tzv. makrosvijeta, dakle pojave koje mozemo vidjeti i neposredno mjeriti.
Klasi¢na mehanika, osnovni i najstariji dio fizike, opisuje gibanja i interakcije ,,0bic-
nih tijela”, tj. tijela ¢ije su dimenzije velike u usporedbi s veli¢inom atoma (10"m) i
koja se gibaju brzinama znatno manjima od brzine svjetlosti (c = 3-10%m/s). Ona se
temelji na tri aksioma koja je Newton formulirao jo§ u 17. stoljecu. Mnogi fizicari 19.
stoljea smatrali su da klasi¢na fizika moze objasniti bilo koju fizikalnu pojavu.
Medutim, krajem 19. i po¢etkom 20. stoljeca otkrivene su nove Cinjenice koje se nisu
mogle uklopiti u okvire klasi¢ne fizike. Tako se pojavljuje moderna fizika: relativis-
ticka i kvantna mehanika. Teorijom relativnosti Einstein je 1905. godine radikalno
promijenio dotadas$nje shvacanje prostora i vremena te razradio mehaniku velikih br-
zina, relativisticku mehaniku. Medutim, time nije bila opovrgnuta klasi¢na mehanika
jer zakoni relativisticke mehanike prelaze u zakone klasi¢ne fizike kada su brzine
malene u usporedbi s brzinom svjetlosti. Pocetkom 20. stoljeca nastala je i kvantna
mehanika, jer klasi¢na fizika nije mogla objasniti pojave u svijetu atoma.

Uobidajeno je, uglavnom zbog povijesnih razloga, fiziku dijeliti na pojedina
podru&ja: mehaniku, toplinu, elektromagnetizam, optiku, atomistiku, nuklearnu fizi-
ku, itd. U ovome udzbeniku obradti ¢emo dio tzv. opce fizike, i to mehaniku i topli-
nu, u opsegu predvidenom nastavnim programom predmeta Fizika 1 Fakulteta elek-
trotehnike i racunarstva.

1.2. MJERENJE U FIZICI

Mjerenje je osnova svih prirodnih znanosti, pa i fizike, koja je tipi¢na eksperi-
mentalna znanost. Engleski fizi¢ar i matemati¢ar William Thomson, lord Kelvin
(1824 — 1907), istakao je vaznost mjerenja ovim rije¢ima:

,, .. Kada ono o ¢emu govorite mozZete i izmjeriti i izraziti brojevima, tada znate
nesto o tome; kada to ne mozete izmjeriti, tada je vase znanje oskudno i nedovoljno...”

Pri istrazivanju u fizici najprije moramo uo€iti nerijeSen problem koji je od znan-
stvenog interesa. Zatim precizno mjerimo. Mjerenje ponavljamo nekoliko puta da bis-
mo $to viSe smanjili pogreske mjerenja. Rezultate mjerenja unosimo u tablice, predo-
Cujemo ih graficki ili pohranjujemo u kompjutor. Zatim slijedi analiza eksperimen-
talnih podataka, fizikalno objasnjenje eksperimenta i pronalazenje fizikalnog zakona.

Eksperimentalnu metodu razmotrit ¢emo na primjeru mjerenja ovisnosti dulji-
ne spiralne opruge o teZini utega koji visi na njezinu kraju.” To je jednostavan prob-
lem ¢ije je rjeSenje ve¢ odavno poznato, ali ¢e nam ilustrirati kako se mjerenjem
dolazi do fizikalnog zakona.

* Prema: ﬂopaﬁc’, Predavanja iz fizike, 1. dio, Sveuciliste u Zagrebu, 1966.
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Pokus izvodimo tako da mjerimo duZinu opruge / za razne tezine G = mg utega

koji vise na njezinu donjem kraju (sl. 1.1.a). Parove veli¢ina (I, G,) upisujemo u
tablicu.

G/N

80 -

70

60 -

50 -

1 40 4

30 -

20
— 10 4

{

4

e >
60 70 80 90 100110120130 I/cm

a) b)

Slika 1.1. Ovisnost duzine opruge o optere¢enju

Rezultati takvog mjerenja dani su u tablici 1.1. TeZina utega izrazena je
jedinicom njutn (N), a odgovaraju¢a duZina opruge / u centimetrima. Rezultati
mjerenja prikazani su i grafi¢ki na slici 1.1.b.

Tablica 1.1. Rezultati mjerenja ovisnosti duljine opruge o optereéenju

mfkg 0 1 2 3 4 5 6 7 8
G/N 0 9,8 19,6 29,4 39,2 49,1 58,9 68,7 78,5
ljem 68,5 69,4 76,2 85,5 94,8  104,1 1134 122,8 1322

Iz tablice 1.1, a jot bolje iz slike 1.1.b, vidimo da se opruga produzuje linearno
u podrugju G od oko 30 N do 80 N. Da bi se odredio pravac koji je u tom podrugju
najbliZi mjerenim totkama, upotrebljava se metoda najmanjih kvadrara*, t). povuce
se takav pravac da zbroj kvadrata devijacija izmjerenih vrijednosti od vrijednosti §to
leze na pravcu bude minimalan. Tu metodu, koja se Cesto zove i meroda Linearne
regresije, primijenit ¢emo na nafem primjeru.

Pretpostavimo da je jednadzba pravca
G=al+b 1.1

i, pomoc¢u metode najmanjih kvadrata, odredimo koeficijent smjera a i odrezak na
ordinati 4. Kada u (1.1) uvrstimo za / vrijednosti / iz tablice 1.1, ne¢emo dobiti
G, ve¢ G, + AG,, gdje je AG, devijacija izmjerene vrijednosti od vrijednosti koja
lezi na pravcu. U smislu metode najmanjih kvadrata izraz
n ”
Z (AG,)? = Z (G — al, — b)? (1.2)
i=1 i=1

* Vidjeti npr. V. Vranié, Vjerojatnost i statistika, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1958.
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treba da bude minimalan, tj. derivacija izraza (1.2) po a, odnosno b treba da iS¢e-
zava:

ZHG.I,— az”lf—b"ZIi——-O
i=1 i=1

i=1
i=t Sl
1z te dvije jednadZbe moZemo odrediti @ i b:
3L G,
1 3G
o= ' wEIG, — TLTG, ridy
(&5 —3p nZlf — (24)*
” - -
b=G —adl. (1.5)
gdje je srednja vrijednost /, odnosno G:
2 b 2 G
J=i=l G —i=! (1.6)

n n

Uvrstimo li u te formule vrijednosti iz tablice (/; = 85,5cm, G, = 29,4 N,
I, =94,8cm, G, =39,2N, itd.), dobit ¢emo a = 1,05N/cm i b= —60,6 N.
Zakon linearnog rastezanja promatrane opruge moZemo, dakle, napisati u obliku:

G=k(—1) (1.7)
gdje je konstanta opruge k = 1,05 N/cm, a /, = 57,4 cm.

Za malene vrijednosti optereéenja, kao §to se vidi iz slike 1.1.b, promatrana
opruga ne rasteZe se linearno.

Mjerenjem nastojimo dobiti $to to¢niju vrijednost fizikalne veli¢ine. Medutim,
koliko god pazljivo i precizno proveli mjerenje, nikada ne dobivamo apsolutno to¢nu
vrijednost mjerene velitine, ve¢ se ucini veca ili manja pogreska.*

Mijereéi duzinu opruge u prije mavedenom pokusu dobili smo, npr., za G =
= 39,2 N ove rezultate: 94,80 cm, 94,85 cm, 94,75 cm, 94,85 cm, 94,80 cm i
94,75 cm. Prava je vrijednost duljine opruge negdje izmedu vrijednosti od 94,75 cm
do 94,85 cm.

Aritmeticka sredina (srednjak) tih mjerenja jest:
L+L+ ...+,

l= = 94,8 cm (1.8)
n

i prili¢éno je dobra aproksimacija prave vrijednosti.
Pojedina mjerenja razlikuju se od srednjaka za odredenu devijaciju:
Al| == Z S l{ (1.9)

* Za opseZniji prikaz vidjeti, npr., M. Brezin$¢ak, Mjerna nesigurnost, Tehni¢ka enciklo-
pedija 8(1982), 604-610.
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Kada bi srednjak [ zaista bio prava vrijednost, tada bi A/, bila pogreska mje-
renja. Bududéi da je / prili¢no dobra aproksimacija prave vrijednosti, to i devijacija
(1.9) prili¢no dobro opisuje pogreiku mjerenja.

Rezultat mjerenja iskazujemo u obliku
I=7T4 Al (1.10)

gdje za Al mozemo uzeti maksimalnu devijaciju (u na$em primjeru 0,05 cm)
ili, jo§ bolje, pogotovo kad provedemo vi§e mjerenja, srednju kvadratiénu pogresku

/5w

A == i=1 1.11
nn—1) ( )

koja u nalem primjeru iznosi 0,02 cm. MoZemo, dakle, s prili¢no velikom vjerojat-
nos¢u ocekivati da ¢e prava vrijednost duzine opruge za optereéenje 39,2 N iznositi

I = (94,80 + 0,02) cm.

1.3. FIZIKALNE VELICINE I JEDINICE

Fizikalna veli¢ina je mjerljivo svojstvo (parametar) fizikalnog stanja, procesa
ili tijela. Ona omoguéuje definiranje fizikalne pojave i njezino opisivanje u mate-
mati¢kom obliku, pomo¢u odgovarajuéih jednadzbi. Fizikalne su veli¢ine, npr.,
put, vrijeme, masa, brzina, rad, energija, temperatura, itd.

Fizikalne velitine ozna¢avaju se malim i velikim slovima latinske abecede i
grékog alfabeta. Znakovi (simboli) fizikalnih veli¢ina medunarodno su dogovoreni
(ISO, IUPAP)*. To su veinom poéetna slova engleskih ili latinskih naziva odgo-
varaju¢ih fizikalnih veli¢ina. Tako je znak za brzinu v (velocity, velocitas), za vri-
jeme ¢ (time, tempus), za silu F (force), za rad W (work), za kutnu brzinu w, itd.

Fizikalni se zakoni mogu precizno izraziti pomoc¢u fizikalnih jednadzbi (for-
mula), koje povezuju fizikalne velidine u tom zakonu. Tako &injenicu da je put pri
jednolikom gibanju po pravcu jednak umno$ku brzine i vremena mozZemo jednostav-
no i precizno izraziti jednad?bom s = v ¢.

Mjeriti neku veli¢inu znadi odrediti broj koji pokazuje koliko puta ta veli¢ina
sadrZi u sebi istovrsnu veliinu dogovorom uzetu za jedinicu. Na primjer, izmjeriti
duljinu stola znadi usporediti je s jedinicom duljine (metrom) i utvrditi koliko pro-
matrana duljina ima tih jedinica ili, druké&ije receno, koliko je mjernih jedinica
(metara) sadrzano u duljini stola. Tako ¢éemo dobiti brojéanu vrijednost fizikalne
veli¢ine koju mjerimo. Nije dovoljno poznavati samo brojanu vrijednost neke fizi-
kalne veli¢ine, ve¢ treba znati i njezinu jedinicu. Svaka se fizikalna veli¢ina, naime,
izrazava pomocu brojlane vrijednosti i mjerne jedinice:

A= {4} [4] (1.12)
gdje je{4}brojcana vrijednost, a [4] mjerna jedinica fizicke veli¢ine.

“International Standard Organisation
International Union for Pure and Applied Physics
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Ako je, npr., duljina stola / = 1,06 m, tada je (I} = 1,06, a [/] = m. Nije do-
voljno reéi da je duljina / = 1,06, nego treba napisati i jedinicu, / = 1,06 m. Ako
izaberemo drugu jedinicu, npr. centimetar, tada se i brojana vrijednost, naravno,
promijeni.

Mijerenjem, mjernim jedinicama i sl. bavi se metrologija. Postoje razni medu-
narodni organi, metroloke organizacije, koje nastoje uskladiti i, zatim, pronaéi
najpogodnije mjerne jedinice i oznake. Isto tako, nastoji se uvesti jedinstven medu-
narodni sustav jedinica u sve grane znanosti i tehnike.

Najvide su medunarodne metroloske organizacije u svijetu Generalna konferen-
ctja za utege i mjere (CGPM — Conférence Générale des Poids et Mesures), koja
zasjeda najmanje jedanput svakih Sest godina, i Medunarodni komiter za utege i
mjere (CIPM — Comité International des Poids et Mesures).

Mjeriteljska djelatnost u Republici Hrvatskoj regulirana je Zakonom o mjeriteljstvu.
Za provedbu zakona o mjeriteljskoj djelatnosti i za nadzor nad njegovom provedbom mje-
rodavan je Drzavni zavod za mjeriteljstvo. Temeljna je mjeriteljska djelatnost osiguranje
mjeriteljske sljedivosti kao preduvjet usporedivosti rezultata mjerenja. Zadaci zakonskog
mjeriteljstva ostvaruju se umjeravanjem etalona i ispitivanjem ispravnosti mjerila.

1.4. MEDUNARODNI SUSTAV JEDINICA (SI)

Na XI zasjedanju Generalne konferencije za utege i mjere, u listopadu 1960,
prihvacen je Medunarodni sustav mjernih jedinica, tzv. SI (Systéme International
d’Unités), koji je i u nas obavezan.*

Dogovorom je odabrano sedam osnovnih mjernih jedinica Medunarodnog
sustava iz kojih se matematitkim operacijama izvode sve ostale jedinice. Uvjetno,
samo zbog tog razloga, one fizikalne veli¢ine &ije su pramjere odabrane za osnovne
mjerne jedinice mozemo nazvati osnovnim ili polaznim fizikalnim veli¢inama.

Osnovne jedinice Medunarodnog sustava i pripadne fizikalne veli¢ine dane su u
tablici 1.2.

Tablica 1.2. Fizikalne veli¢ine i osnovne mjerne jedinice

Fizikalna veli¢ina Znak Mjerna jedinica Znak
duljina { metar m
masa m kilogram kg
vrijeme t sekunda s
termodinami¢ka temperatura T kelvin K
elektri¢na struja I amper A
jakost svjetlosti I kandela cd
mnoZina (koli¢ina tvari) n mol mol

Definicija metra mijenjala se u posljednjih stotinu godina. Najprije je metar definiran kao
Cetrdesetmilijunti dio Zemljina meridijana. Od 1889. do 1960. godine metar se definirao pomoéu
pramjere (prototipa, etalona) metra. To je 3ipka napravljena od legure (90%) platine 1 (10%)
iridija, a ¢uva se u Sévresu kraj Pariza. Razmak izmedu dva zareza na toj $ipci (u normiranim uvje-
tima) dug je jedan metar,

* Zakon o mjernim jedinicama i mjerilima, Narodne novine br. 58/1993
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Takva definicija jedinice duljine pokazala se nepouzdanom i nedovoljno toénom. (Preciznost
etalona bila je oko 1 xm.) Naime, prototip je trebalo drZati uvijek u istim uvjetima, tetko je bilo iz-
raditi precizne kopije, mjerenje vrio malih duljina pomoéu takvog prototipa nije bilo precizno, itd.
Zato je na XI zasjedanju CGPM (1960) odlu¢eno da se usvoji prirodniji, precizniji i neunitiv
standard za duljinu, temeljen na zraCenju izotopa kriptona-86 u tono odredenim uvjetima. Tako
se 1960. metar definirao pomo¢u valne duljine svjetlosti koju emitiraju atomi izotopa kriptona-86.

Metar (m) je duljina jednaka 1 650 763,73 valnih duljina u vakuumu elektromagnetskog
zralenja (narandaste svjetlosti) izotopa kriptona-86 koje odgovara prijelazu elektrona izmedu
energetskih razina 5dg i 2pg.

Na XVII zasjedanju Generalne konferencije za utege i mjere (1983) usvojena
je nova definicija metra:

Metar (znak: m) je duljina puta koji u vakuumu svjetlost prijede za
vrijeme 1/299 792 458 sekunde.

Time je definirana i brzina svjetlosti kao prirodna konstanta koja iznosi

¢ = 299792 458 m/s.

Jedinica mase je kilogram (znak: kg). Definicija koju je prihvatila CGPM na
svom prvom (1889) i tre¢em zasjedanju (1901) vrijedi i danas.

Kilogram (zpak: kg) je masa medunarodne pramjere (prototipa)
koja se ¢uva u Medunarodnom uredu za utege i mjere u S¢vresu kraj
Pariza,

Ta medunarodna pramjera izradena je od legure (90%) platine i (10%) iridija,
u obliku jednakostrani¢nog valjka promjera (odnosno visine) 39 mm. Osim originala,
izradene su kopije pramjera za sve zemlje ¢lanice CGPM.

Jedinica vremena ili vremenskog razdoblja jest sekunda. Za mjerenje vre-
mena uvijek se koristimo nekom periodi¢nom pojavom.

Sekunda se ranije definirala kao dio srednjega Sunceva dana, odnosno

86 400
kao 31 556 925,9747-ti dio tropske godine 1900.

Na XIII zasjedanju CGPM (1967) usvojena je nova, to¢nija definicija sekunde
pomocdu tzv. cezijeva atomskog sata, tj. frekvencije koju emitira atom !33Cs.

Sekunda (znak: s) je trajanje 9 192 631770 perioda zradenja koje
nastaje pri prijelazu elektrona izmedu dviju hiperfinih razina os-
novnog stanja atoma !33Cs,

Takva definicija sekunde mnogo je to¢nija: pogredka je 10-13s, tj. jedna se-
kunda u 300 000 godina.

Danadnja definicija ampera, jedinice elektri¢ne struje, prihvaéena je na IX
zasjedanju CGPM (1948).

Stalna elektri¢na struja ima vrijednost jedan amper (znak: A) ako,
prolazeéi u svakom od dva paralelna, ravna, beskonadno dugatka vo-
dita, zanemarivo malenog presjeka, razmaknuta jedan metar u va-
kuumu, uzrokuje izmedu njih silu 2 - 10-? njutna po jednome metru
duljine vodida.
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Jedinica termodinamicke (apsolutne) temperature jest kelvin. Na XIII zas-
jedanju CGPM definiran je ovako:

Kelvin (znak: K) je termodinamitka temperatura koja je jednaka
273,16-tom dijelu termodinami¥ke temperature trojne tofke vode.

Temperatura trojne totke vode jest ona temperatura na kojoj je voda u ravno-
teZi u sva tri agregatna stanja (faze), tj. u &vrstoj, tekuéoj i plinovitoj fazi. Za vodu
je temperatura trojne tocke ¢ = 0,01 °C, odnosno T = 273,16 K. (Pri tom je tlak
po = 6,1 mbar.)

Za iskazivanje temperature, osim kelvina, dopustena je upotreba Celzijeva
stupnja (znak: °C). Veza izmedu termodinamike temperature (T) i temperature
izrazene u Celzijevim stupnjevima (z) jest:

t=T—T, (1.13)
gdje je T, = 273,15 K.
Uotite da je temperaturni interval u kelvinima jednak temperaturnom inter-

valu u Celzijevim stupnjevima. Temperatura tzv. apsolutne nule jest 0 K, odnosno
—273,15 °C.

Jedinica jakosti svjetlosti jest kandela.

Na XIIT zasjedanju CGPM (1967) kandela je definirana ovako:

Kandela je jakost svjetlosti koju u okomitom pravcu zradi povréina
1

600 000
101 325 Pa.

m* crnog tijela na temperaturi skrutnjavanja platine pod tlakom

Na XVI zasjedanju Generalne konferencije (1979) promijenjena je definicija
jedinice kandela, pa nova definicija kandele glasi:

Kandela (znak: cd) je jakost svjetlosti u danom pravcu izvora koji
emitira monokromatsko zrafenje frekvencije 5,4- 10" Hz i &ija je
energetska jakost u tom pravcu 1/683 vata po steradijanu.

Jedinica mnoZine ili koli¢ine tvari definirana je na XIV zasjedanju CGPM
(1971) ovako:

Mol (znak: mol) je koli¢ina tvari koja sadrZi toliko iednakih &estica
(molekula, atoma, elektrona, icna i sl.) koliko ima atoma u 0,012 kg
izotopa ugljika !;C.

Potrebno je razlikovati mnoZinu i masu, jer se te dvije velitine, iako proporcio-
nalne, bitno razlikuju. Veza izmedu mnoZine i mase jest:

. masa
mnoging = ——
molna masa
m
n=— (1.14)
M
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gdje mnozinu » izrazavamo jedinicom mol, masu m kilogramom, a molnu masu M
kilogramom po molu. Tako mnoZini vodika 1 mol odgovara masa vodika 0,002016 kg,
amnozini kisika 1 mol odgovara masa 0,032 kg itd.

Izvedene jedinice izvode se iz osnovnih pomocu algebarskih izraza, matema-
tickim operacijama. Tako se jedinica brzine izvodi iz definicijske jednadzbe za brzi-
nu jednolikoga gibanja:

ut s
_p
vrijeme t

-3 -2

[l s

Jedinica brzine je dakle metar u sekundi (znak: m/s).

Spomenimo dvije izvedene fizikalne veli¢ine, plosni kut i prostorni kut, ¢ije su jedinice radijan
(rad) i steradijan (sr). Na 20. op¢oj konferenciji za utege i mjere 1995. g. te su jedinice proglasene
izvedenim jedinicama SI, bez dimenzije, a skupina dopunskih jedinica SI, kojoj su do tada
pripadale, je ukinuta.

brzina =

Radijan (znak rad ili 1) je ravninski kut, s vrhom u sredi§tu kruZnice, ¢iji krakovi na
njoj omeduju luk duljine jednake polumjeru kruznice (CGPM, 1960).

Steradijan (znak: sr) jednak je prostornom kutu sto$ca, s vrhom u srediStu kugle, koji
na povrsini te kugle omeduje povrsinu jednaku kvadratu polumjera (CGPM, 1960).

Pomo¢u odredenih predmetaka dobivamo decimalne visekratnike i dijelove jedi-
nica, npr. 1 km=10"m, 1 ns=10"s i sl. (Uoite da se decimalne mjerne jedinice
mase dobivaju stavljanjem decimalnih predmetaka ispred znaka gram.) U tablici
1.3. dani su medunarodno prihvaceni predmeci.

Tablica 1.3. Predmeci za tvorbu decimalnih jedinica

Znak Naziv Vrijednost Znak Naziv Vrijednost
predmetka predmetka predmetka predmetka predmetka predmetka

E eksa 10" d deci 107"

p peta 10° c centi 107

T tera 10" m mili 107

G giga 10° n mikro 107

M mega 106 n nano 107

k kilo 10° P piko 1072

h hekto 107 f femto 10"

da deka 10! a ato 101

Zakonom o mjernim jedinicama i mjerilima propisana je uporaba mjernih jedinica.
U zakonite mjerne jedinice pripadaju jedinice Medunarodnog sustava (SI), decimalne
jedinice koje nastaju iz jedinica SI i decimalnih predmetaka, mjeSovite jedinice koje
se tvore iz svih zakonitih jedinica te jedinice koje nisu SI, ali zakon dopusta njihovu
uporabu u pojedinim podruc¢jima gdje njihovo izbacivanje ne bi bilo svrsishodno. One
¢e se u tim podru¢jima moci i dalje upotrebljavati. To su primjerice morska milja, ¢vor,
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ar (a), hektar (ha), litra (L), stupanj (°), jedinica atomske mase (u), minuta (min),
sat (h), dan (d), vatsat (W h), elektronvolt (eV), Celzijev stupanj (°C), bar (bar) i
jo§ neke.

1.5. SKALARNE I VEKTORSKE FIZIKALNE VELICINE

Fizikalne velitine ve¢inom su skalari ili vektori. Skalarne su veli¢ine potpuno
odredene svojom broj¢anom vrijedno$¢u i odgovarajuom jedinicom. Primjeri
skalarnih velitina jesu volumen, gusto¢a, temperatura, masa, frekvencija, rad, snaga,
jakost struje, vrijeme, itd. Na primjer, kad kaZemo da je masa nekog tijela 25 kg,
potpuno smo odredili tu skalarnu veli¢inu.

Naprotiv, za potpuno odredivanje vektora moramo poznavati pravac nosilac,
smjer vektora i iznos. Pravac na kojem leZi vektor zove se pravac nosilac. Brojéana
vrijednost izraZena u odgovarajuéim jedinicama zove se iznos (intenzitet, modul ili
apsolutna vrijednost) vektora. Iznos (modul) vektora uvijek je pozitivan. Tako je
brzina vektorska veli¢ina. Zato nije dovoljno reéi da je brzina 100 km/h, veé treba
odrediti i pravac nosilac i smjer. Mnoge su fizikalne velitine vektori, npr. brzina,
akceleracija, sila, koli¢ina gibanja, moment sile, kutna brzina, itd.

Vektor oznatavamo strelicom ¢&ija duljina (u odgovarajuéem mjerilu) daje iz-
nos vektora, dok smijer strelice pokazuje smijer vektora (sl. 1.2). Vektorsku fizikalnu
veliinu oznatavamo malom strelicom iznad simbola: @, dok iznos vektora oznaca-
vamo samo slovom bez strelice: v, a Cesto i ovako: |3|. Vektore moZemo obiljeza-

-—
vati i velikim slovima, koja oznatuju poletak i kraj vektora (npr. AB na sl. 1.2).
Vektori se Zesto tiskaju masnim slovima (i tada nije potrebna strelica), pa tada isto
slovo pisano obi¢nim slogom oznaluje iznos vektora.

“05'\\80

//L/W

Slika 1.2. Oznalavanje vektora

A "5

Vektori su kolinearni ako su njihovi pravci nosioci paralelni. Pri tom vektori
mogu biti istog ili suprotnog smjera. Kolinearne slobodne vektore jednakog smjera
smatramo jednakima. To zna&i da slobodne vektore smijemo pomicati po pravcu
nosiocu i paralelno translatirati jer im se pri tom ne mijenja ni iznos ni smjer (sl.
1.3).

Slika 1.3. Vektori se smiju translatirati
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Zbrajanje vektora. Zbroj dvaju vektora @ i b opet je vektor &:

i=a+b (1.15)

Grafi¢ki vektore zbrajamo tako da poletak drugog vektora paralelnom transla-
cijom dovedemo na kraj prvoga: rezultanta je vektor koji ide od poletka prvog
do kraja drugog vektora (sl. 1.4).

Uotite da vektorski zbroj ru)e isto §to i algebarski, jer iznos vektora |&| nije
opéemto jednak zbro;u iznosa |a] i |3]; ¢ = a + b samo kada su smjerovi vektora
G i b isti, inade je c < a + b.

Slika 1.4. Zbrajanje Slika 1.5. Zbrajanje vek- Slika 1.6. Metoda paralelograma
dvaju vektora tora — vektorski poligon

Ako imamo vise vektora, grafi¢ki ih zbrajamo na isti na¢in: kraj jednoga do-
vedemo na poletak drugoga, poletak trecega na kraj drugoga, itd. Rezultanta je
vektor koji spaja po&etak prvog i kraj posljednjeg vektora. Tako dobivamo vektorski
poligon (mnogokut). Pri tom redoslijed crtanja nije bitan (sl. 1.5).

_Drugi je natin zbra;an)a vektora metodom paralelograma. Podetke vektora
a i b dovedemo u istu todku i nacrtamo odgovara)uéx paralelogram kojem su ti vek-
tori stranice (sl. 1.6). Dijagonala paralelograma je rezultantni vektor ¢ = @ + b.

Iznos rezultante moZemo izratunati upotrebom kosinusova poucka:

c=JVa®+b*+2abcosg (1.16)
gdje je ¢ kut izmedu vektora a i b.
Smjer rezultante moZemo odrediti kutom $ (sl. 1.6):

2 — h2
cos 9 =L.‘Lb__ 1.17)
2ac

Oduzimanje vektora svodi se na zbrajanje. Razlika @ — b dvaju vektora a
i B jest vektor &, koji nasta;e zbrajanjem vektora & i vektora —b (sl. 1.7). Negatlvm

vektor —b po iznosu je jednak vektoru 5, kolinearan je s njim, ali je suprotnog smjera.
Dakle:

t=a—b=a+(—b) (1.18)

Da bismo vektor b oduzeli od vektora d, potetak obaju vektora dovedemo u
istu totku: razlika 3 — b je vektor koji ide od kraja vektora b do kraja vektora @
(sl. 1.7).
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Vektor @ mnoZi se s pozitivnim skalarom « tako da mu se iznos pomnoZi,
a smjer ostaje isti. Pri mno%enju s negativnim skalarom (e < 0) smjer vektora ad
suprotan je smjeru vektora a.

Slika 1.7. Oduzimanje vektora

Komponente vektora. Koordinatni sustav. Svaki vektor mozemo prikazati
kao zbroj dvaju ili vi$e vektora, koje nazivamo njegovim vektorskim komponentama.
To je obratan postupak od zbrajanja vektora. Da bi rastavljanje na komponente bilo
jednozna¢no odredeno, potrebno je poznavati pravce nesioce komponenata (sl. 1.8),
a osim toga broj komponenata mora biti jednak dimenziji prostora u kojem se
nalaze vektori.

N
\4]
- 3
u, k| =
- - s - J > >
/ UI Vl - y
g
X
Slika 1.8. Rastavljanje vektora v na dvije Slika 1.9. Jedinini vektori 7, j, k

- " -5
komponente v, i v,

Smjer u prostoru najée$ée definiramo jedini¢nim vektorom (ortom) kojem je
iznos jednak jedinici. Tako je jedini¢ni vektor &, u smjeru vektora @ definiran rela-
cijom:

o = — (1.19)
a

Izborom triju smjerova, odredenih jedini¢nim vektorima i, #, i %3, definiramo
koordinatni sustav u trodimenzionalnom prostoru. Izborom koordinatnog sustava
moZemo svaki vektor ¥ jednozna¢no rastaviti na tri komponente, Dy, Uy 1 Ty

=19, + s + U = vl + vsil; + vglhy (1.20)

gdje su v, v, i vy skalarne komponente vektora . (Komponenta v, sadrZi u sebi i
predznak; ako je u smjeru #, pozitivna je, a ako je u smjeru —#%, negativna je.)

Najcesée se ypotrebliava koordinatni sustav sa tri medusobno okomita jedi-
ni¢na vektors, 1, j, k, tzv. Kartezijev koordinatni sustav (sl. 1.9).
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U Kartezijevu sustavu vektor ¢ rastavlja se na komponente ovako:
=91+ v] + vk (1.21)

gdje su v,, o, i v, skalarne komponente vektora ¥ (sl. 1.10). Kako su osi x, y i z
medusobno okomite, veza izmedu iznosa vektora ¥ i njegovih skalarnih kompone-

nata jest:
= Vol +9+ 9 (1.22)

Z
A /7|
P o Ve |
l‘_/ v, 7 |
| v/ ﬁ
| ] ! |
| kly Lo
I 1—— . I VY l
, .
I Vi S~ | el Y
\\ | P
. o~

Slika 1.10. Komponente vektora u prostornom Kartezijevu sustavu

U fizikalnim razmatranjima ¢esto se pojavljuje vektor poloZaja (radijusvektor)
# koji opisuje polozaj to¢ke u prostoru:

F=ox1+y] + 2k (1.23)
Skalarne komponente radijusvektora jesu x, y i z (sl. 1.11), a njegov je iznos:
r=Vxt+yt 2 (1.24)
}Z
N //7}
r__—__ —_—F I (X,,2) i z
| - | |
T ol N
| |

Slika 1.11. Radijusvektor

Skalarni produkt. Dva se vektora mogu pomnoZiti skalarno i vektorski.
Skalarni produkt vektora @ i b oznacava se sa G - b, skalarna je veli¢ina i jednak je
umnosku iznosa obaju vektora i kosinusa kuta medu njima:

G-b=abcosa (1.25)
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Ovisno o veli¢ini kuta a, skalarni produkt (1 25) moZe se mijenjati od a b do
—ab; ako su @ i 5 medusobno okomiti, @ - & = 0, jer je cos 90° = 0. Pisemo li
(1.25) u obliku (a cos a) b ili a (b cos a), vidimo da je skalarni produkt dvaju vek-
tora, u stvari, produkt komponente jednoga od njih u smjeru drugoga i iznosa dru-
gog vektora.

Ako_su vektori zadani pomoéu svojih komponenata, npr. @ = a_; + a, 7 +a,k
i =>5,+b,j+ bk, tada je skalarni produkt:

a-b=(ai+a,j+ak) (bi+bj+bk=ab +ab +ab (126
jerjei-i=1,1-7=0i sl

Vektorski produkt. Rezultat vektorskog prcdukta dvaju vektora opet je vek-
tor. Vektorski produkt ¢ vektora @ i b oznatava se sa &é = @ x b. Iznos vektorskog
produkta X b jednak je umno$ku iznosa jednog i drugog vektora te sinusa kuta
medu njima

|@ X b = absina (1.27)

A Vektor @ x b okomit je na oba vektora (sl. 1.12),
a njegov se smjer odreduje pravilom desne ruke. Ako
prstima desne ruke idemo kra¢im putem od prvog do
drugog vektora, palac ¢e nam pokazati smjer vektorskog
produkta ¢. (Sn jer moZemo odrediti i pravilom desnog
vijka: ako se desni vijak vrti od vektora a do &, tada ¢e
s napredovati u smjeru @ x b.) Valja uotiti da je iznos
zom vektorskog produkta broj¢ano jednak povrsini paralelo-
grama &ije su stranice vektori @ i 5.

2]

4
|
I
|
{

Slika 1.12. Vektorski pro-

. Za vektorski produkt ne vrijedi zakon komutacije
dukt axb

axb=—bxa (1.28)

Ako su a i b paralelni, njihov je vektorski produkt nula, @ X @ = 0.
Zadamo li vektore pomocu komponenata

=aji+aj+ak i b="bi+bj+bk
vektorski je produkt
a X b= (ah,—ab)i+ (ab, —ab)j+ (ab, — ab,)k.

PITANJA I ZADACI

1. Sto je fizika? Objasnite pojmove: klasi¢na fizika, moderna fizika, Newtonova mehanika, rela-
tivisticka i kvantna mehanika

2. Sto je materija i u kojim se oblicima pojavljuje?

3. Kakve su metode istraZivanja u fizici?

4. Kakva je uloga eksperimenta u fizici?

5. Objasnite eksperimentalnu metodu u pokusu odredivanja ovisnosti duljine opruge o sili koja je
rasteZe.

6. Objasnite metodu linearne regresije i primijenite je na jednom primjeru.

7. Sto je pogre¥ka mjerenja i kako se izratunava?
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8. Sto je fizikalna veli¢ina? Sto treba znati da bi neka fizikalna veli¢ina bila potpuno odredena?
Nabrojte nekoliko fizikalnih velidina.
9. Sto znadi izmjeriti neku fizikalnu veli¢inu?

10. Sto je sustav jedinica? Koji se sustavi jedinica pojavljuju u literaturi? Koji je sluzbeni sustav
jedinica?

11. Sto su osnovne fizikalne velitine i jedinice, a §to izvedene?

12. Koje su polazne fizikalne veli¢ine i osnovne jedinice u Medunarodnom sustavu (SI)?

13. Kako se definiraju osnovne jedinice Medunarodnog sustava (SI)?

14. Kako se oznalavaju decimalni videkratnici i dijelovi jedinica?

15. Navedite nekoliko mjernih instrumenata za mjerenje duljine. Kolika je njihova to¢nost?

18. Koje se jedinice izvan sustava SI mogu upotrebljavati u posebnim podrugjima?

17. Sto su skalarne, a 3to vektorske fizikalne veli¢ine? Navedite nekoliko primjera.

18. Koje su od navedenih fizikalnih veli¢ina vektori: masa, brzina, sila, vrijeme, rad, temperatura,
jakost struje, jakost elektri¢nog polja, jakost svjetlosti?

19. Kako se zbrajaju i oduzimaju vektori? Zadajte tri vektora i zbrojte ih.

20. Sto je jedini¢ni vektor?

21. Kako se vektor rastavlja u komponente?

22. Sto je vektor poloZaja?

23. Objasnite skalarni i vektorski produkt dva vektora.

24, Zadane su dvije sile: F, ima iznos 8 N i zatvara kut 30° sa pozitivnim smjerom osi x, a F; ima
iznos 6 N i zatvara kut 150° s osi +x. Izralunajte zbroj tih dviju sila.

25. Na materijalnu toku djeluju u horizontalnoj ravnini tri rile: prva sila F, = 3 N u smjeru
prema jugu, druga sila F, = 2 N prema sjeveroistoku i tre¢a sila F, = 4 N prema zapadu.
Izradunajte iznos rezultantne sile i smjer rezultante s obzirom na smijer istoka.

28. Toékakkoia se nalazi u ravnini (x y) ima koordinate (— 6 m, 8 m). Koliki je vektor poloZaja
te tocke?

27. Da bi do$ao do cilja automobilist vozi 6 km prema sjeveroistoku, a zatim 2 km prema jugu
te 1 km prema zapadu. Napisite izraz za vektor poloZaja cilja. Kolika je udaljenost cilja od
polazne totke?

28. Automobil teZine G = 2 - 10* N parkiran je na uzbrdici nagiba 10°. Rastavite njegovu teZinu
na dvije komponente, jednu koja djeluje niz cestu i drugu koja djeluje okomito na cestu.

29. Vektori a i b zatvaraju kut 60°. Koliki je a - bi [a x 5] ako je |a] = 3 i [5] = 52
Zadana su dva vektora @ = 31 + 2 + ki b =1 — 5] + 2k. Odredite a + b, a— b, a- b
ia x b, Koliki je vektor c tako daje @ X & X ¢ = 0?
31. U tofki A (2m, 2m, Om) djeluju dvije sile Fy/N = 61 i Fy/N = —27 + 10]. Izratunajte:
) r-(F + Fy i
b) M =7 x (F, + F), gdje je r radijus vektor od ishodiita do totke A.
32. Zadana su tri vektora: ;= —-i_'+ 2;+ I;: 3: 3 ?— j,_’— 2 I—e., i := 4 :T.+ f-{— I: Izratunajte:
W axExYi@xhxe
b)a-Gxo i

c)(;xl;S':.
S i > > > > >
d) Pokazite da vrijedia X (b X ¢) = (a-6)b— (a-b)c.

g



2. KINEMATIKA CESTICE

Mehanika je dio fizike koji prou¢ava zakone gibanja tijela, tj. vremensku prom-
jenu poloZaja tijela u prostoru (npr. gibanje planeta, vlakova, automobila, raketa,
molekula, itd.). Mehanika se dijeli na kinematiku, dinamiku i statiku, kao posebni
slu¢aj dinamike. Mehaniku moZemo podijeliti na mehaniku materijalne tocke,
sistema materijalnih totaka, krutog tijela, mehaniku fluida i mehaniku titranja i
valova,

Kinematika (gré. kinein = gibati) proucava gibanje, bez obzira na uzroke
gibanja i na svojstva tijela koja se gibaju, tj. ne uzima u obzir njihovu masu i sile
§to djeluju na njih. Ona gibanje tretira matematic¢ki, te odreduje polozaj, brzinu i
akceleraciju tijela ovisno o vremenu.

Dinamika (gré. dynamis = sila) proutava uzroke gibanja i utjecaj sile i mase
na gibanje. Za razliku od kinematike, dinamika daje fizikalnu bit gibanja. Statika
proutava uvjete ravnoteZe tijela.

Gibanje je jedan od temeljnih problema fizike. Prve zakone gibanja nali su
Galilei* i Newton**. Tijelo se giba ako mijenja poloZaj prema nekom drugom
tijelu (okolini). Da bismo tu promjenu poloZaja izmjerili, za okolinu vezemo odre-
deni referentni sustav, te kazemo da se tijelo giba ako mijenja poloZaj prema tom
referentnom sustavu. Tako putnik koji sjedi u vlaku miruje s obzirom na refe-
rentni sustav vezan za vlak, ali se giba s obzirom na sustav vezan za zemlju. Svako
gibanje je relativno gibanje prema odredenom referentnom sustavu.

Mirovanje je poseban oblik gibanja. Tijelo miruje ako ima stalne, nepro-
mijenjene koordinate s obzirom na izabrani referentni sustav. Buduéi da u svemiru
nema nijedne to¢ke koja apsolutno miruje i za koju bismo mogli vezati apsolutni
referentni sustav, to ne postoji apsolutno, ve¢ samo relativno gibanje, odnosno
mirovanje.

2.1. MATERIJALNA TOCKA

Ponekad se pri proucavanju gibanja mogu zanemariti dimenzije tijela, i ¢itavo
tijelo predoliti jednom to¢kom mase m. Takva aproksimacija zove se materijaina
totka, Cestica, odnosno sitno tijelo. Tako vlak, automobil, raketu, itd., pri prouda-
vanju njihova gibanja ¢esto aproksimiramo materijalnom totkom. Zemlja se moze
aproksimirati ¢esticom kada promatramo njezino gibanje oko Sunca, ali se ne moze
kada promatramo njezinu vrtnju oko vlastite osi. Atom mozemo smatrati cesticom
pri promatranju gibanja atoma, ali ne i onda kada proucavamo njegovu strukturu.

PoloZaj, odnosno koordinate materijalne tocke ovise o izabranom referentnom
sustavu. Izbor referentnog sustava proizvoljan je, ali se obi¢no kao najpraktiéniji
odabire sustav koji miruje s obzirom na Zemlju (tzv. laboratorijski sustav).

* Galileo Galilei (1564—1642), talijanski fiziéar i astronom, jedan od osnivada eksperi-
mentalne metode. Medu ostalim, prona$ao je zakone slobodnog pada, princip inercije i zakon sla-
ganja brzina.

** Isaac Newton (1643—1727), engleski znanstvenik, jedan od najveéih fizi¢ara, postavio je
temelje fizike. Istovremeno s Leibnizom prona$ao je infinitezimalni racun, Najpoznatije je njegovo
djelo Philosophiae Naturalis Principia Mathematica.
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NajteS¢e éemo poloZaj materijalne totke odredivati pomoéu njezinih pravo-
crtnih koordinata u pravokutnom Kartezijevu koordinatnom sustavu. Tako je po-
loZaj materijalne toZke na slici 2.1. odreden sa tri broja, tj. udaljenostima x, y i 2
od koordinatnih ravnina. Umjesto sa x, y i 2z, polozaj totke moZemo odrediti i ra-
dijusvektorom 7 koji spaja ishodiSte koordinatnog sustava s materijalnom to&kom.
Vektor # zove se vektor poloZaja materijalne tolke.

Slika 2.1. Odredivanje poloZaja materijalne tocke

Ako se materijalna totka giba, njezine se koordinate mijenjaju u vremenu,
tako da ona u prostoru opisuje neku krivulju (putanju), &ja je jednadzba:

F(t)=x(0)i + y(t)] +z(D)k @.1)

Putanja je, dakle, skup svih todaka kroz koje prolazi materijalna totka koja
se giba; to je geometrijsko mjesto krajeva vektora 7 (¢). Dio putanje koji materi-
jalna togka prijede u odredenom vremenu zove se put; to je prijedena udaljenost
po putanji od neke poletne totke. Tako je na slici 2.1. u trenutku ¢, totka bila
u poloZaju A, koji je odreden vektorom poloZaja 7,, a u trenutku z, + Az u po-
lozaju B, koji je odreden vektorom poloZaja 7,. Pri tom je put As jednak dijelu
luka putanje AB. Vektor A = 7, — 7, zove se vektor pomaka materijalne tocke.
Pomak je, dakle, promjena vektora poloZaja. Pri pravocrtnom gibanju, uvijek u
istom smjeru, pomak je jednak prijedenom putu.

Gibanja materijalne todke s obzirom na njihovu putanju dijelimo na pravo-
crtna i krivocrtna. Najprije ¢emo proucavati gibanje du% pravca, zatim posebni
vid krivocrtnoga gibanja — gibanje po kruZnici i, napokon, opéenito krivocrtno
gibanje u ravnini.

2 Xulidié: Mehanika { toplina
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2.2. JEDNOLIKO PRAVOCRTNO GIBANJE. BRZINA

Najjednostavnije gibanje je jednoliko gibanje po pravcu. Uzmimo da je taj
pravac upravo os x naSega koordinatnog sustava (sl. 2.2). PoloZaj Zestice (npr.
automobila, rakete, elektrona, atoma i sl.) odredujemo koordinatom x, tj. udalje-
no$éu od neke referentne tocke koju uzimamo kao ishodidte O. PoloZaj je pozitivan
ako je desno od ishodista, a negativan ako je lijevo. Pomak Cestice, tj. promjena
njezina poloZaja Ax = x5 — x,, moZe takoder biti pozitivan i negativan. Pomak
je pozitivan kada se Cestica giba slijeva nadesno, a negativan kada se giba zdesna
nalijevo. Uglavnom éemo promatrati pravocrtna gibanja u istom smjeru i os x
odabrati tako da pomak bude pozitivan.

t=t,=0 t=t,

O A B X
XA |
Xg _l
*|

Slika 2.2. Jednoliko gibanje po pravcu

Potrebno je razlikovati pomak od prijedenog puta, tj. ukupne duzine putanje
koju &estica prijede u promatranom vremenskom intervalu i koji je uvijek (po
definiciji) pozitivan. Za pravocrtno gibanje, koje je uvijek u istom smjeru, pomak
je jednak prijedenom putu.

U poletku (¢ = 0) tijelo se nalazi u to¢ki A, s koordinatom x,, a nakon -vre-
mena ¢, tijelo ¢e doéi u tocku B, s koordinatom x,. Gibanje je jednoliko, §to znaci
da tijelo u jednakim vremenskim intervalima prevaljuje jednake putove. Omjer

prijedenog puta s = x5 — x, i za to potrebnog vremena ¢ = r, — ¢; konstantan
je i zove se brzina tijela:

= — (22)
r

gdje smo sa s oznatili prevaljeni put, a sa ¢ proteklo vrijeme.
1z definicijske jednadibe (2.2) nalazimo jedinicu brzine:

p=H_-2

[] s
U praksi se brzina &esto izraZava i drugim jedinicama:
kilometar na sat km/h = 0,278 m/s;
¢vor = morska milja/sat = 1,852 km/h = 0,514 m/s;
milja/sat = 1,609 km/h = 0,447 m/s.
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U tablici 2.1. prikazane su neke tipi¢ne brzine, od najmanjih do najveéih.

Tablica 2.1. Neke tipiéne brzine

Rast ljudske kose 10-* m/s

Pjesak 1,4 m/s (5 km/h)
Najbrzi maratonci 54 m/s (19 km/h)
Biciklist 6 mjs (20 km/h)
Automobil 45 mfs (160 km/h)
Zvuk u zraku 340 m/s

Tolka na ekvatoru 465 m/s

Pu$éani metak 800 m/s

Mjesec oko Zemlje 1000 m/s

Zemlja oko Sunca 3:10* m/s

Elektron u atomu 2-10° m/s

Brzina svjetlosti u vakuumu 3-10°* m/s

Pri jednolikom pravocrtnom gibanju put koji prijede materijalna to¢ka pro-
porcionalan je vremenu. Izraz za put slijedi iz jednadzbe (2.2):

s=uot (2.3)
Polozaj materijalne tocke (koji je na sl. 2.2. odreden koordinatom x) mijenja

se u vremenu po zakonu:
x=Xy+ vt (2.4)

gdje je x, koordinata totke u trenutku ¢ = 0. To je zakon jednolikoga gibanja
po pravcu. Bududi da je s = x — x,, relacija (2.3) slijedi iz (2.4).

Put materijalne to¢ke kao funkciju vremena, s(¢), moZemo prikazati analiti¢ki,
grafi¢ki ili na neki drugi nacin. Graficki izraZena ovisnost puta o vremenu zove
se prostorno-vremenski ili s(z) dijagram. Sli¢no se ovisnost pomaka o vremenu

moZe prikazati u x(t), a brzine o vremenu u (z) dijagramu.

s/m

204-————=—

10 +-——

2 4 6 8 10 121ts

Slika 2.3. Grafitki prikaz ovisnosti Slika 2.4. Grafi¢ki prikaz ovisnosti
puta o vremenu pri jednolikom brzine o vremenu pri jednolikom
gibanju po pravcu gibanju po pravcu

Na slici 2.3. i 2.4. prikazani su s(z) i v(¢) dijagrami za jednoliko pravocrtno
gibanje brzinom v = 2,5 m/s. Put je linearna funkcija vremena; koeficijent smjera
tog pravca (tg «) ovisi o brzini tijela. Buduéi da je brzina konstanta, v(r) dijagram
je pravac paralelan s osi r; povriina ispod tog pravca (iscrtkani pravokutnik na
sl. 2.4) oznacava prijedeni put u vremenu .
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U ovom smo odjeljku proucavali jednoliko gibanje po pravcu pri kojem je
brzina konstantna i po smjeru i po iznosu, §to moZemo izraziti vektorskom jed-

nadZbom:
? = konst (2:5)

Nejednoliko gibanje, i posebno, jednoliko ubrzano (usporeno) gibanje raz-
matrat ¢emo u sljedeé¢im odjeljcima.

2.3. NEJEDNOLIKO PRAVOCRTNO GIBANJE. AKCELERACIJA

Pri nejednolikom pravocrtnom gibanju smjer brzine je konstantan, ali se njegov
iznos tokom vremena mijenja. (Pretpostavit ¢emo da je gibanje uvijek u istom
smjeru, tj. da se u promatranom vremenskom intervalu smjer gibanja Cestice,
odnosno smjer brzine ne mijenja.) Tako se giba automobil pri ubrzanju ili ko€enju,
zrno u puscanoj cijevi, itd.

Ovisnost pomaka, odnosno puta, o vremenu
vi$e nije linearna, kao pri jednolikom gibanju, veé
neka opcenita funkcija vremena. Zato je i x(¢),
odnosno s(¢) dijagram neka krivulja, npr. kvad-
ratna parabola ako se tijelo giba po pravcu tako
/ da njegov pomak raste s kvadratom vremena (x =
""" = konst - ¢2), kao na slici 2.5.

Pri nejednolikom gibanju brzina se stalno
mijenja s vremenom. Zato pri takvom gibanju ¢esto
x, f———£0 b 3 govorimo o srednjoj brzini. Na primjer, ako auto-

Y an mobil, gibajué¢i se po ravnoj cesti,.prevalx_ udal)'e-‘

[ 0 7> nost 40 km za pola sata, njegova je prosjeéna ili

srednja brzina 80 km/h. Pri tom se automobil moz-

Slika 2.5. x (#) dijagram za nejed- da nije gibao stalno tom brzinom, i njegova prava

noliko gibanje po pravcu brzina u odredenom trenutku ne mora biti jed-
naka toj srednjoj brzini.

Ako je u trenutku 7, poloZaj Cestice odreden koordinatom x, (sl. 2.5), a u
trenutku ¢, koordinatom x,, tada je srednja brzina u tom intervalu:

AX=X,~ X

% Ax (2.6)
Iy — 1, At

=

(Srednju vrijednost fizikalne veli¢ine oznaavamo crticom iznad slova, te smo
zato srednju brzinu oznadili sa v.)

_ Srednja brzina u vremenskom intervalu izmedu ¢ i ¢, na slici 2.5. odredena
je nagibom (koeficijentom smjera — tg B) spojnice tocaka A i B (sekante).

Da bismo fiqbili pravu (trenutnu) brzinu tijela u trenutku ¢ (npr. u todki A
na sl. 2.5), zamislimo da je to&ka B sve blize todki A i nadimo grani¢nu vrijednost
prema kojoj teZi srednja brzina:

v fim; & = fim 0%, _ 9% __ .7)
A0 A0 Ag de

gdje x oznatava vremensku derivaciju puta ()’c = d_x\’
de
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Trenutna brzina jednaka je prvoj vremenskoj derivaciji koordinate polozaja.
Tako je na slici 2.5. trenutna brzina u tocki A odredena nagibom (koeficijentom
smjera — tga) tangente u toj tocki.

Budud¢i da je dx = ds, brzina je takoder jednaka vremenskoj derivaciji prije-
denog puta:
ds
V= — (2.8)
dr

Primjer

x
Tijelo se giba pravoecrtno po zakonu T = 5 2. Kolika je trenutna brzina nakon
m/s

prve sekunde? Kolika je srednja brzina za vrijeme prve dvije sekunde?

d
o= Et = 10(m/s?) z = 10 (@m/s?) - 1 s = 10 m/s.

S
T =A—t = lOm/s.

Izradunavanje puta iz brzine. Pri jednolikom pravocrtnom gibanju, a pozna-
vajuci brzinu v, mozZemo izra¢unati put pomoc¢u formule s = vz¢. Pri nejednolikom
gibanju problem je sloZeniji, jer je brzi-
na funkcija vremena. Pretpostavimo da \

je brzina zadana krivuljom (¢) (sl. 2.6). Al

Vremenski interval ¢z, — ¢, u kojemu
ratunamo prijedeni put podijelimo na :_//2 I ——
intervale At; i promjenljivu brzinu » u §
svakom intervalu zamijenimo srednjom
vrijedno$¢u v, (sl. 2.6). Put prijeden u
intervalu A¢, priblizno je jednak w; At,
a zbroj 7; At; aproksimacija je prijede-
nog puta izmedu trenutka ¢, i z,: J At ty t

Vi

~ - Slika 2.6. Izralunavanje prevaljenog puta iz
8 Z v Ay 29) poznate zavisnosti v (£)
i

Tocan izraz za prijedeni put s izmedu vremena ¢, i ¢, dobivamo kao graniénp
vrijednost izraza (2.9) kada svaki vremenski interval Ag teZi nuli; tada ¢e srednja
brzina teZiti trenutnoj brzini, a prevaljeni put bit ée jednak vremenskom integralu
brzine:

iy
s=1lim 27 Ay = [ o(5)de (2.10)
A0 .

Prevaljeni put moZemo odrediti i graficki (iz sl. 2.6). Zbroj u izrazu (2.9)
zapravo je pribliZan, a integral (2.10) to¢an iznos povrdine ispod krivulie o(z)
Prevaljeni je put, dakle, po iznosu jednak povr$ini ispod krivulje o(z) izmedu
pocetnog i krajnjeg trenutka gibanja.
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Primjer

Koliki put prevali raketa izmedu 17. i 19. sekunde gibanja ako se mnjezina brzina
mijenja prema jednadZbi v = 50 rs_r: ?

Prema jednadZbi (2.10), prevaljeni je put:

I 19
s= [o0di= fso(g) tdr = 1800m.
I 17

Akceleracija. Pri nejednolikom gibanju brzina se mijenja. Promjenu brzine
mozZemo opisati akceleracijom (ubrzanjem). Omjer promjene brzine Av = v, — 7,
i pripadnog vremenskog intervala At = ¢z, — r, zovemo srednjom (prosjecnom)
akceleracijom i oznacavamo sa a:

I el By (2.11)
I, — ¢, At

gdje su v, i v, brzine materijalne tocke u trenucima ¢, i z,.

Kao i kod brzine, i ovdje definiramo pravu (trenutnu) akceleraciju u trenutku
¢t kao grani¢nu vrijednost srednje akceleracije:
e = . A do
a=lim d=Ilim=>2=22 (2.12)
At->0 250 At de

ili, uzevsi u obzir relacije (2.7) i (2.8), dobivamo:

2
a=93’_=_‘1(9£)=d"=:\= (2.13)
" der de \d: dr?

. dzs
dr?

Trenutna akceleracija jednaka je prvoj derivaciji
brzine po vremenu, odnosno drugoj derivaciji koor-
dinate poloZaja (puta) po vremenu. Jedinica je akce-
leracije, kao $to se vidi iz formule (2.13), metar u
sekundi na kvadrat (m/s?).
t5 t Srednja akceleracija u vremenskom intervalu iz-
Slika 2.7. Ovisnost brzine o Mmedu z; i £, (na sl. 2.7) odredena je nagibom sekante
vremenu pri ubrzanom gibanju  AB, (tg f8), dok je trenutna akceleracija odredena nagi-
bom tangente (npr. tga u to¢ki A)na krivulju ().

(2.13a)

Ako znamo akceleraciju a(r), brzinu moZemo dobiti integriranjem; iz formule
(2.12) a = dv/dz, imamo dv = a d:, te je:

v t 13
J’ d‘v=J'adt ili v='v0+fadz (2.14)
Yo 0 0
gdje je v, pocetna brzina, tj. brzina u trenutku : = 0.
Brzina je jednaka vremenskom integralu akceleracije.
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Kada se brzina s vremenom povecava, akceleracija je pozitivna, a kada se
brzina s vremenom smanjuje, akceleracija je negativna. Negativna akceleracija
Cesto se zove usporenje ili deceleracija.

Akceleracija moze biti stalna i promjenljiva. Gibanje sa stalnom akceleracijom
(@ = konst.) razmatrat ¢emo posebno.

U izrazu (2.14) v, v, i a su, zapravo, projekcije odgovaraju¢ih vektora na
OS X, tj. U,y Ty, 1 a,, ali ih radi jednostavnosti piSemo bez indeksa. Prema tome, to
su algebarske veli¢ine i mogu biti pozitivne i negativne, ovisno o tome kakav je
predznak projekcija v,, vy, i a,.

Primjer

Gibanje tijela prikazano je v(z) dijagramom na slici 2.8. Kolika je trenutna akce-
leracija tijela u r = 1s,t =5s it = 8s? )

A
10
AR
Y - A B
s !
41 :
24 i
i C o
0 1 2 3 4 35 6 7 8 9 10¢s

Slika 2.8. v(?) dijagram gibanja (za primjer u tekstu)

Iz koeficijenta smjera pravca OA dobivamo da je akceleracija nakon prve sekunde
a = 3 m/s?. Sli¢no moZemo odrediti da je a (5s) = 01 a(8s) = —2 m/s®. PokaZite da je
srednja brzina za prvih devet sekundi gibanja 7 = 4,3 m/s. Nacrtajte odgovarajuéi a(?) i
s(z) dijagram.

2.4. GIBANJE S KONSTANTNOM AKCELERACIJOM. SLOBODNI PAD

Gibanje s konstantnom akceleracijom (@ = konst.) posebni je vaZni slucaj
nejednolikoga gibanja. Mnoga ubrzana ili usporena gibanja (ubrzanje ili koéenje
automobila, slobodni pad, itd.) moZemo dobro aproksimirati takvim gibanjem.

Pretpostavimo da se tijelo giba u koordinatnom sustavu po osi x. Ako je u
pocetnom trenutku ¢ = 0 tijelo u tocki x, i ima potetnu brzinu vy, njegovu brzinu
nakon razdoblja ¢ dobit ¢emo primjenom formule (2.14):

t
'v=vo+J'adt=vo+at (2.15)
0
PoloZaj tijela x u trenutku ¢ dobivamo integriranjem brzine (2.15):

t t
x = x4 + f o(r) de = x4 + J' (v + at)dr (2.16)
0 0

gdje je x, poloZaj tijela u potetnom trenutku z = 0.
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Rjesenjem integrala (2.16) dobivamo izraz za poloZaj tijela pri gibanju s kons-
tantnom akceleracijom:

3 1= gy +voz+%at2 (2.16a)

Pri pravocrtnom gibanju vektor brzine 7 usmjeren je stalno duZ istog pravca,
dok vektor akceleracije @ moZe biti smjera istog ili suprotnog smjeru brzine. Ako
je @ u smjeru brzine, gibanje je ubrzano, inace je usporeno.

Pri ubrzanom gibanju po pravcu pomak, brzina i ubrzanje na istom su pravcu
i istog su smjera, te su njihove projekcije x, v, vy 1 a u (2.16a) pozitivne. Pri uspo-
renom gibanju po pravcu akceleracija ¢ ima negativan predznak.

Put koji tijelo prevali u razdoblju ¢ pri jednoliko ubrzanom glbanlu jest s =
= x — X, odnosno:

A _ 2 0
al(ms™) s = v + 5 2 (2.16b)
3 4 = konst. o Iz te rela_ciie 1 v = v, + at slijedi veza
2 izmedu puta i brzine:
1 -
_ . v =+2as + 7} (2.17)
1 2 3 4 5 6ts
a)
A '}
v/Ams™) s/m
101 24 ]
81 20
. 16
j V=V0+at lzj S:SO+Vot+%t2
2. .l
— 2 4
Vo{ -
1 2 3 4 5 6¢ts 0 I 2 3 4 5 6 ts

Slika 2.9. Vremenska zavisnost akceleracije, brzine i prevaljenog puta pri jednoli-
kom ubrzanom gibanju po pravcu

Slobodni pad. Jedan od najvaznijih prxm;era gibanja s konstantnim ubrza-
njem je slobodni pad na Zemljinoj povrdini. Ve¢ je G. Galilei, proucava;ucx slo-
bodni pad s kosog tornja u Pisi, pokazao da je vrijeme padanja laksih i tezih tijela
gotovo jednako. U to se moemo i sami uvijeriti ako ispustimo maniji ili ve¢i kamen:
oba ¢e pasti na zemlju gotovo istodobno.

Bududi da otpor zraka utjete na padanje tijela, tijelo za koje je otpor zraka
manji padat ¢e brze. Ako u staklenu cijev stavimo metalnu kuglicu, komadi¢ pa-
pira i perce, te je zatvorimo i preokrenemo, metalna ¢e kuglica pasti najbrze,
papirié sporije, a perce najsporije. Medutim, ako iz cijevi isisamo zrak, sva tri
predmeta past e istovremeno. Taj i drugi pokusi pokazuju da u vakuumu sva tije-
la padaju jednako dugo bez obzira na njihov oblik, veli¢inu i materijal od kojeg
su napravljena.
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Proucavajuci slobodni pad zanemarit ¢emo otpor zraka i pretpostaviti da
sva tijela padaju jednako dugo. Naravno, izvedeni zakoni nece vrijediti za padanje
tijela za koja je otpor zraka velik (npr. padobranac), dok ¢emo ih moéi primijeniti
za padanje tijela za koja je otpor zraka malen (npr. bomba, kamen i sl.).

Uzrok slobodnom padu tijela na Zemljinoj povriini je sila te¥a: to je rezul-
tanta gravitacijske sile izmedu mase Zemlje i mase tijela koje slobodno pada i
centrifugalne sile zbog Zemljine vlastite vrtnje. (Poblize o sili teZi i gravitaciji
govorit ¢emo u posebnom poglavlju.) Ubrzanje koje ta sila uzrokuje, tzv. ubrzanje
sile teZe ovisi o geografskoj $irini i nadmorskoj visini. Tako je na polug, = 9,83 m/s?,
na ekvatoru g, = 9,78 m/s?, dok je na naloj geografskoj irini oko 9,81 m/s2. Dogo-
vorom je utvrdeno normirano ubrzanje padanja g, = 9,80665 m/s? (zaokruzeno
9,81), i tu vrijednost ¢emo uglavnom upotrebljavati.

Akceleracija ili ubrzanje slobodnog pada ovisi i o visini iznad povrsine Zemlje,
ali su promjene za slobodni pad od nekoliko stotina metara zanemarive, te ih ne-
¢emo uzeti u obzir.

Uz te pretpostavke, slobodni pad je jednoliko ubrzano gibanje po pravcu.
Ako u formule (2.15) i (2.16) uvrstimo a = g i v, = 0, dobivamo brzinu

v=gt (2.18)
i put pri slobodnom padu
s=h=-§—z2 (2.19)

Iz te dvije formule mogu se izvesti jo§ dvije korisne relacije. Tijelo koje slobodno
pada s visine 4 posti¢i ¢e brzinu

v=+2gh (2.20)
dok su put, brzina i vrijeme pri slobodnom padu
povezani relacijom: @8 3
g 2 (2.21)
2

Zakone slobodnog pada mozemo pokazati poku-
som*, mjereci vrijeme potrebno da metalna kuglica
padne s odredene visine (sl. 2.10). Kuglica se is-
pudta take da se klupica zbog vlastite teZine zakre- [ e
ne prema dolje. Klupica pri tom ukljudi elektronski
sat. Kada kuglica padajuéi prijede put s, nailazi na
elektri¢ni kontakt E i zaustavlja elektronski sat. Tako
se moZe precizno izmjeriti vrijeme potrebno za slo-
bodni pad na putu s.

U tablici 2.2. prikazani su rezultati takvog mjerenja a na slici 2.11. na-
crtan je s(¢) dijagram za to mijerenje.

Tablica 2.2. Rezultati mjerenja slobodnog pada

Slika 2.10. Uredaj za slobodni
pad

s/m 0,200 0,500 0,800 1,200 1,800
ts 0,2020 0,3193 0,4040 0,4948 0,6060

* Vidjeti: V. Lopasi¢, V. Heng-Bartoli¢, V. Kos, Predavanja iz fizike, I dio, Sveutili§te
u Zagrebu, 1981.
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Opisani pokus pokazuje da je put paraboli¢na funkcija vremena. Povucemo

li, metodom najmanjih kvadrata, parabolu s = A4x®+ Bx 4+ C kroz izmjerene
tolke, dobit éemo daje s ~ Ar2i 4 = 4,9 m/s%.
: Gibanje tijela u tom pokusu jest jednoliko

sz/rz ubrzano gibanje ubrzanjem g = 24 = 9,8 m/s%

2,0]

1,61

12

0,8] Primjer

0,4 Tokom posljednje sekunde slobodnog pada
tijelo prevali polovicu ukupne duljine puta. S koje

0 0.10203040506 5 visine i koliko je dugo tijelo padalo?
Pretpostavimo da tijelo pada s visine / u vre-

Slika 2.11. Ovisnost puta o vremenu T€B% 1 pri&emu je
pri slobodnom padu

h= 2.

N | oa

Buduéi da do posljednje sekunde, tj. u vremenu  — 1 tijelo prevali polovicu puta,
to je:
h g
- =2 (= 1"
3= 32 -1

1z te dvije jednadibe dobivamo da je vrijeme padanja: = 3,425, a visina b = 57,4 m.

2.5. JEDNOLIKO KRUZNO GIBANJE

Kad akceleracija materijalne totke nema isti pravac kao brzina, ve¢ se brzi-
nom zatvara kut razli¢it od nule, materijalna se to¢ka giba po zakrivljenoj liniji.
Najjednostavnije krivocrtno gibanje jest jednoliko kruZenje. Pri tom gibanju brzina
ostaje konstantna po iznosu, ali stalno mijenja smjer, §to rezultira radijalnom
akceleracijom prema sredi$tu kruZnice.

Za vrijeme A ¢ materijalna tocka,
gibajuéi se po kruZnici (sl. 2.12), prevali
put A s (dio kruZnog luka), odnosno kut
A @. Pritom je njezin pomak A # = 7, —
— #. Veza izmedu prijedenog kuta A ¢
i puta As jest

As=rAg (2.22)

pri ¢emu se prijedeni kut izraZava u
radijanima
1 rad = 180°/n = 57,3°.

Linearna (obodna) brzina pri gibanju materijalne to¢ke po kruznici jest

Slika 2.12. Gibanje po kruznici

v=lim£=rlimA—¢=rﬂ)=rw (2.23)
Ars0 At a0 A de
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Fizikalna veli¢ina o = (:l zove se kutna brzina tijela.
t

Jedinica je kutne brzine radijan u sekundi (znak: rad/s ili samo s-!, jer za
dopunsku jedinicu rad &esto pi$emo samo znak 1).

Kutna brzina je vektor; definira se jednadibom w =dg/de, i po definiciji
ima smijer na pravcu osi rotacije a odreden je pravilom desne ruke (sl. 2.13). Ako
prsti desne ruke slijede maten)alnu to¢ku, palac pokazuje smjer @. Smjer vektora @
mozemo odrediti i pomodu desnog vijka: ako se vijak vrti u smjeru kruZenja mate-
rijalne tocke, kutna ¢e brzina imati smjer napredovanja vijka. Uotite da je pravac
vektora kutne brzine uvijek okomit na ravninu kruZenja.

Bududéi da su sve tri veli¢ine (obodna brzina 7, kutna brzina ® i radijusvektor
7 od ishodi$ta do materijalne to¢ke) u jednadZbi (2.23) vektori, tu relac11u moZemo
napxsan 1 vektorski. Prisjetimo se da je vektorski produkt dvaju vektora @ i b vektor
& koji je okomit na oba vektora (v. § 1.5), a da mu je iznos ¢ = a b sin «. Obodna
brzina 7 uvijek je okomita i na vektor F i na vektor & (sl. 2.13). Kut izmedu 7 i
@ iznosi 7/2, tj. sina = 1. Zbog toga se relacija (2.23) moze pisati kao vektorski
produkt:

V=0XF (2.23a)

(Pazite na redoslijed vektora @ i # u (2.23a) jer se zamjenom redoslijeda mijenja

predznak, tj. @ X7 = — ¥ X @.)
v AUAY,
R

@ T s oA YN\,
& )
a) b)
Slika 2.13. Smjer kutne brzine Slika 2.14. Uz izratunavanje centripetalne

akceleracije

Jednoliko kruZno gibanje zapravo je ubrzano gibanje, jer se pri njemu stalno
mijenja smjer obodne brzine, iako njezin iznos ostaje konstantan. Da bismo odre-
dili ubrzanje koje nastaje promjenom smjera brzine — tzv. radijalnu ili centri-
petalnu akceleraciju — promatrajmo jednoliko kruZenje na slici 2.14. Neka se
materijalna to¢ka u trenutku ¢, nalazi u to¢ki A, a u trenutku ¢, = ; + A r u tocki
B (sl. 2.14a). Pri tom se brzina promijeni po smjeru od 7, do 7. Da bismo odredili
A % = T, — 9,, dovedemo translacijom oba vektora %, i @, u istu to¢ku i nademo
njihovu razliku. Iz istokrainog trokuta (sl. 2.14b) slijedi da je iznos vektora A ©:

A3l =vAp (2.24)

za male Ag, odnosno Az,
Podijelimo li obje strane te relacije sa A ¢, uz grani¢ni prijelaz A ¢ - 0, do-
bivamo za akceleraciju nastalu promjenom smjera brzine:
g, = lim2% _ im 282 _ i 29

=0 w (2.25)
A0 Ag A0 A A0 A g
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Ta akceleracija ima smjer prema srediftu kruZnice (sl. 2.14b) i zbog toga se
zove radijalna (centripetalna) akceleracija. Ako sa — 7, oznalimo jedini¢ni radijus-
vektor radijalno prema srediftu kruZnice, izraz (2.25) za radijalnu akceleraciju
moZemo napisati vektorski:

.D!
d,=—rw?ro=——Fo=0 XD (2.25a)
r

gdje smo razlitite izraze za radijalnu akceleraciju dobili kombinirajuéi izraze (2.25)
i(2.23).
Jednoliko kruZno gibanje je kruZenje konstantnom kutnom brzinom:
de

—L = = konst. (2.26)
de

Integriranjem izraza (2.26) dobiva se linearna ovisnost prijedenog kuta o
vremenu:

g=p+wt (2.27)

gdje je @y kut u vremenu ¢ = 0. Ta je formula analogna formuli (2.4) pri jedno-
likom pravocrtnom gibanju.

Za opisivanje jednolikoga kruZnog gibanja korisno je definirati frekvenciju
i ophodno vrijeme. Omjer broja okreta i vremena (broj okreta u sekundi) je frek-
vencija f, dok je ophodno vrijeme T ono vrijeme koje je potrebno da materijalna
todka jedanput obide kruZznicu. Otlito je za jednoliko kruZno gibanje:
w=2af; T=—=2% ;. l_2
2z

S w ?

(2.28)

2.8. NEJEDNOLIKO KRUZNO GIBAN]JE

Pri nejednolikom kruZenju iznos obodne brzine vide nije konstantan, vec se
mijenja s vremenom. Zbog toga je ukupna akceleracija sastavijena od radijalne
akceleracije @, i tangencijalne akceleracije @, Radijalna akceleracija komponenta
je ukupne akceleracije u smjeru — #, dok je tangencijalna akceleracija komponenta
ukupne akceleracije u smjeru tangente, odnosno jedini®nog vektora I,

Tangencijalna akceleracija nastaje zbog promjene iznosa obodne brzine:
Gg=—=—"=r—=ra 2.29
' r (2.29)

gdje je
, 2
x=limAe_do_dy (2.30)
Ars0 Ag de de?

kutna akceleracija. (Komponentu kutne akceleracije nastalu promjenom smijera
kutne brzine ovdje necemo razmatrati jer éemo pretpostaviti da je os vrtnje
nepomitna, tj. smjer kutne brzine konstantan.)

Jedinica kutne akceleracije jest radijan u sekundi na kvadrat (rad/s® ili s-%).
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Ako kutnu akceleraciju definiramo kao vektor &iji je iznos odreden formulom
(2.30), dok joj je smjer okomit na ravninu kruZenja (isti ili suprotan smjeru kutne
brzine @), tada relaciju (2.30) moZemo napisati u vektorskom obliku ovako:

G, =0a X7 (231

Pri jednolikom gibanju po kruZnici @ = konst., odnosno « = 0, te je i tan-
gencijalna akceleracija nula. To je i razumljivo jer se pri takvom gibanju brzina
Cestice mijenja samo po smjeru, dok joj je iznos konstantan. Pri nejednolikom
kruznom (ili bilo kojem krivocrtnom) gibanju po-
stoji i radijalna i tangencijalna akceleracija (sl.
2.15). Prva od njih ima smijer — ¥, dakle prema
sredi$tu kruzZnice, dok je druga u smjeru tangente:
one su, dakle, okomite jedna na drugu. Ukupnu
akceleraciju @ dobivamo ako vektorski zbrojimo
te dvije akceleracije:

a=a,+a, (2.32)

Iznos ukupne akceleracije pri nejednolikom
kruznom gibanju jest

_ do\t o* Slika 2.15. Tangencijalna i radijaina
a=|al=JVal+a = (a;) + 7 (2.33) komponenta akceleracije

Posebni sludaj nejednolikoga kruznog gibanja jest gibanje s konstantnom
kutnom akceleracijom (& = konst.). ZaKone takvoga gibanja moZemo dobiti iz
formule (2.30), uzimajuéi u obzir da je « = konst. i da je u trenutku ¢ = 0, kut
¢ =0, a ® = w, Integriraju¢i izraz de = « dz dobivamo:

w t
fdo = [adt (2.34)
0

e
odnosno
0w =al+ w, (2.35)

Daljnjim integriranjem izraza (2.35) napisanog u obliku dg = (xz + ®,) d¢
dobivamo izraz za kut:

d¢g = J" (ot + wp) de (2.36)
0

Qh,e

odnosno

¢=%ﬂ+%t (2.37)

Ti su izrazi analogni relacijama za pravocrtno gibanje. U tablici 2.3. dana
je formalna analogija medu formulama pravocrtnog i kruZnog gibanja. Ako u
formule pravocrtnog gibanja umjesto s, v i a uvrstimo ¢, o i a, dobivamo formule
kruZnoga gibanja.
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Tablica 2.3. Analogija pravocrtnog i krunog gibanja

Pravocrtno gibanje KruZno gibanje
ds dg
V= — W = -
dr dr
d?s d*p
B e o = ——
dtl 2
s =t + 5, @ = wt + @,
1 1
s=—2-az’+v,,t+s° (p=—i-a!2+wot+970
v = 2as + v} 0! = 2ap 4 w}

Primjer

Nadite ukupnu akceleraciju &estice koja se giba po kruZnici promjera 40 cm u tre-
nutku kad je kutna brzina 2 rad/s, a kutno ubrzanje 5 rad/s2.

Prema relacijama (2.25) i (2.29), slijedi:
a, = wr = 0,8ms-?
a =ra =1ms-2

Ukupna je akceleracija:

a =Vai+ at =4/(0,8 m/s®)? + (I m/s?)* = 1,3 m/s

2.7. OPCENITO KRIVOCRTNO GIBANJE U RAVNINI

Pri prou¢avanju pravocrtnoga gibanja veéinu relacija pisali smo u skalarnom
obliku. Kada prou¢avamo gibanje u dvije ili tri dimenzije, pomak, brzinu i akce-
leraciju moramo razmatrati vektorski.

Pretpostavimo da se materijalna tocka (Cestica)
giba u ravnini po nekoi putanji kao $to je prikazano
y na slici 2.16. Gibanje mozemo opisati pomocu ko-
A ordinata x i y ili, jo3 bolje, pomo¢u vektora polo%aja

(radijusvektora) 7. U trenutku ¢, Cestica je u tocki A,
AF B a u trenutku £, = t; + Az u toki B. Pomak Cestice
iz tocke A u tocku B odreden je vektorom pomaka:

Ar=7%— 7, (2.38)
Srednja brzina, kojom se Cestica pri tom giba,

kvocijent je pomaka i vremena potrebnog za taj po-
o) Gt mak:

Slika 2.16. Krivocrtno gibanje 7= me T
u ravnini — 1 At

¥y AF (239)
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Trenutna brzina je grani¢na vrijednost srednje brzine:
s o o AP dF
7=1lmo = lim—=—

A0 At dr

Brzina je vremenska derivacija radijusvektora (vektora polozaja) Cestice koja se
giba. 1z (2.40) se vidi da je vektor brzine u nekoj tocki putanje usmjeren po tangenti
na putanju u toj to¢ki, i to u smjeru gibanja Cestice.

=7 (2.40)

Znamo li vektor brzine, tada integracijom izraza (2.40) mozemo izraCunati poloZaj Ces-
tice 7(¢) u bilo kojem trenutku #, odnosno pomak Cestice A7 u nekom intervalu ,—#:

A0y =[3(de +¢ (2.41)

£
AF =7, -7 = [3()dt (2.42)
f
gdje integracijsku konstantu ¢ mozemo odrediti iz pocetnih uvjeta: ako je, na
primjer, 7(t =0) =7 =0,tada je ¢, =0.
Iznos (apsolutna vrijednost) vektora brzine moze se odrediti iz (2.40):
. dr
lim—| =|—
A0 Af dr
Zelimo 1i odrediti put pri krivocrtnom gibanju, treba izraunati duljinu luka
krivulje (putanje) koji Cestica prijede u intervalu od #, do . U tu svrhu vre-
menski interval #, — #; podijelimo na intervale Aty, At ... At;, ... At,, sli¢no kao
§to smo radili pri nejednolikom pravocrtnom gibanju. Put prijeden u intervalu
At; priblizno je jednak As; = v,At;, gdje je v; iznos brzine Cestice u bilo kojem
trenutku u intervalu A#;, na primjer iznos brzine u sredini intervala. Ukupni pri-
jedeni put izmedu trenutka # 17, jest:

vzli‘: =

(2.43)

sRAs+As+As...+As,m S A xS Ay (2.44)
i=1 i

U grani¢nom prijelazu, kada svi A ¢; teZe nuli, iznos brzine v, teZi iznosu
trenutne brzine, a izraz na desnoj strani relacije (2.43) prevaljenom putu:

1Y
s =Al’_u11°§ o Ay = f v () de (2.45)

2%

Prijedeni put jednak je vremenskom integralu iznosa vektora brzine, dok
je pomak jednak vremenskom integralu vektora brzine. Prijedeni put moZe se
odrediti i grafi¢ki: on je broj¢ano jednak povrsini lika koji u o(z) dijagramu ome-
duje krivulja v = »(¢), apscisa ¢ i pravci t =1 i t = ¢,.

Pri krivocrtnom gibanju brzina mijenja smjer, a ¢esto i iznos. Promjena brzine
po smjeru ili po iznosu, ili po obojem, opisuje se akceleracijom na sli¢an nacin
kao $to smo to radili pri pravocrtnom gibanju. Prosjetna je akceleracija:

As
At

a=

(2.46)
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dok je trenutna akceleracija:

a=lm-2=_°7 (2.47)

Akceleracija je prva vremenska derivacija brzine, odnosno druga vremenska
derivacija radijusvektora (vektora poloZaja).

Pri krivocrtnom gibanju u ravnini jednadZba putanje moze biti zadana na
viSe nalina: u parametarskom obliku pomodu funkcija x(¢) i y(¢), eksplicite kao
y =y(x) ili u implicitnom obliku kao f(x,y) = 0. Kad je jednad¥ba putanje
zadana u parametarskom obliku, tada su vektor poloZaja i elementarni pomak:

F=x®i+y@)J] (2.48)
df =idx + j dy (2.49)
brzina:
g B O O o L8] (2.50)
¢ de de
i akceleracija:
= 2 2 . N
g=28_p0% 289 _ o iiai (2.51)
t des? 2

Pri tom je iznos brzine:
v = ol +4} (2.52)
a iznos akceleracije:
a=Ja +a (2.53)

Promatrajuci (2.48), (2.50) i (2.51) vidimo da krivocrtno gibanje u ravnini
moZemo formalno smatrati superpozicijom dvaju istovremenih gibanja u dva
medusobno okomita smjera, u nasem sludaju u smjeru osi x i y. Komponente po-
maka (x i y), brzine (v, i v,) i akceleracije (a, i a,) moZemo smatrati pomacima,
brzinama i akceleracijama projekcija materijalne totke na osi x i y.

Jednoliko kruZno gibanje, najjednostavniji primjer krivocrtnoga gibanja u
ravnini, moZemo opisati jednadZbama:

X=rcoswt
y=rsinwt (2.54)

gdje je r polumjer kruZnice, a w kutna brzina. Iz (2.54) izlaze izrazi za brzinu i
akceleraciju pri kruznom gibanju:

dx ;
v,=—=—rosinwt, y,=rwcosot, v=Vo;+v,=ro (2.5)

de

a,=—rwlcoswt, a,=—row*sinot, a=+al+a =rw? (2.56)
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2.8. KOSI HITAC

Kao primjer krivocrtnoga gibanja u ravnini obradit ¢emo kosi hitac. To je
gibanje u vertikalnoj ravnini s konstantnom akceleracijom § (akceleracijom sile
teZe).

Pretpostavimo da je tijelo izbateno poletnom brzinom @, = vy,i + vy, 7,
pod nekim kutom elevacije « prema horizontali (sl. 2.17). Kao i do sada, zanemarit
éemo otpor zraka, a na kraju osvrnut ¢emo se na utjecaj otpora zraka na gibanje
tijela.

y
m
/ > |
- 4
! o ,
X X
Slika 2.17. Kosi hitac
Pri kosom hicu na tijelo djeluje sila tea, i daje mu akceleracijua = § = — gj
u smjeru osi — y. Dakle:
- d%
F=——=3 2.57
T (2.57)
ili, pisano pomoéu komponenata:
d?x d%y
¥=—=0 j=—=— 2.58
T d= g (2.58)
Integriramo li te jednadZbe, dobivamo:
o =7, + gt (2.59)
.- g
r = vut + —2“ 14 (2'60)

Jednadzbe (2.59) i (2.60) moZemo napisati i pomocu komponenata u smjeru
osi x, odnosno y:

Uy = Vg, =0, CO8 1 0, =0y, —gL=1psinec —gt¢ (2.61)
X =g, L = Vot COS (2.62a)
y=vo,t—%zz=vozsina——gz—t* (2.62b)

3 Kulisdié: Mehanika { toplina
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Pomak kod kosog hica, sastavljen od dva doprinosa: pomaka v, ¢ uzduz pravca
na kojemu leZi pocetna brzina i pomaka gr*/2 vertikalno prema dolje, te kosi hitac
mozemo smatrati gibanjem slozenim od dva komponentna gibanja.

Eliminacijom zajedni¢kog parametra ¢ iz jednadzbi (2.62) dobivamo:

2

X
yzxtana——zz)z‘i.ﬁ (263)
0

To je jednadzba parabole. Tijelo se pri kosom hicu, uz zanemaren otpor zraka,
giba po putanji koja je dio parabole.

Iz jednadzbe putanje mozemo odrediti: vrijeme uspinjanja #;;, maksimalnu visinu
hica H, vrijeme trajanja hica #, i horizontalni domet X.

Na najvecoj visini (tj. u tjemenu putanje vertikalna komponenta brzine je nula):

v, =0, odnosno YpsSinx —gt, =0 (2.64)

a vrijeme uspinjanja:
v, Sin o
ty = ——— (2.65)
4

Maksimalna visina hica je ordinata tjemena parabole. Nju ¢emo dobiti ako
u jednad’bu (2.63) uvrstimo ¢t =1¢, i y = H:
. 1 X . Qi 2 oin2 2 oin2
H =vot,,sm¢z——gt§,=v.,smav"sma—~iU°sm s L - (2.66)
2 g 2 g 2%

) Uk};pno vrijeme trajanja hica jednako je zbroju vremena potrebnoga za uzlazni
i silazni dio putanje. Zbog simetrije parabole z, = 2 (9]

_ 2yysina
g

Horizontalni domet (X) je horizontalna udaljenost izmedu polazne i udarne
tocke, a mozemo ga izralunati iz jednadibe putanje, izjednaCavajuéi ordinatu y
s nulom:

(2.67)

Xwga——8  x2_9 (2.68)
2 vjcos®

Jedno od rjesenja te jednadzbe jest ishodiste, a drugo domet hica. Dakle:
v’ sin2a

X ="
B (2.69)

Pokazite da je maksimalni domet kosog hica za «=45°. Uocite da neki cilj
mozemo pogoditi pucajuéi istom po¢etnom brzinom iz dva elevacijska kuta: domet
je, naime, isti za elevacijske kutove a i 90°- a.

Izvedene zakone mozemo primijeniti i na horizontalni hitac (a = 0°), vertikalni
hitac (= 90°) i hitac prema dolje (a = 270°).
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Balisti¢ka krivulja. Pri razmatranju kosog hica zanemarili smo otpor zraka
i druge faktore koji utje¢u na let zrna, granata i sl. Stvarna putanja zrna zato nece
biti parabola, ve¢ takozvana balisticka krivulja (sl. 2.18). Dok je tjeme parabole

parabola

balisti¢ka

Slika 2.18. Balisti¢ka krivulja

(T) na polovici dometa, tjeme balisti¢ke krivulje (T};) je bliZe cilju; za iste podetne
uvjete stvarni domet i visina hica u zraku manji su nego za kosi hitac u vakuumu.
Otpor zraka ovisi 0 mnogim faktorima (presjeku i obliku zrna, brzini gibanja,
temperaturi, tlaku, vjetru i sl.), pa i oblik i domet balisti¢ke krivulje ovise o tim
faktorima.

Primjer

Metak je ispaljen poletnom brzinom v, = 400 m/s pod kutom o = 30° prema ho-
rizontali. Izradunajte a) iznos i smjer brzine i b) radijalnu (rormalnu) i tangencijainu
akceleraciju metka 2 s nakon ispaljivanja.

Gibanje metka moZemo opisati vektorskim jednadbama

-

-y g - - -
='Uot+‘i't’a v="U+ gt

koje, u odabranom koordinatnom sustavu (nacrtajte sliku), prelaze u skalarne
. 14
X = Uyl COS o, y=v.,tsma—;z?,

Vy = Uy COS &, Vy = VpSina — g 1.
Komponente brzine metka u trenutku ¢t = 2 s iznose:
Vz = Uy COS & = 346 m/s,

Vy = vy sina — gt = 180 m/s,

v =Vv} + vi = 390 m/s.

Smjer brzine moZemo opisati kutom f, koji brzina zatvara s osi x

dok je ukupna brzina

v
wgp= v—” = 0,52 = 8 = 27,5°.

x

Ukupna akceleracija metka u bilo kojoj tocki je ; ; nju moZemo rastaviti u tangen-
cijalau i radijalnu (normalnu) komponentu

. v vpsina — gt
at:—gsxnﬂ:—gl=—. £ (% g = —4,5m/s?,
v Vvt costa + (vysina — g £)*
v Vg COS &
@y =—geosf=—g—=— 4 = — §,7m/s*.

v A/ v, cos? a + (v sin o — g £)?
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Negativan predznak tangencijalne akceleracije pokazuje da se metak u zadanom
trenutku nalazi na uzlaznom dijelu putanje, tj. u podrudju gdje se iznos brzine smanjuje;
radijalna akceleracija za &itavo vrijeme hica ima negativan predznak.

Tangencijalnu akceleraciju moZemo izratunati i pomoéu izraza

ds sina — gt
om0 SGsime—g) oo

de Vvt costa + (vosina — g 1)?

Da bismo provjerili rezultat, izrafunajmo ukupnu akceleraciju:

a=4/a%+ at =981 m/s® =g,

PITANJA 1 ZADACI

1. Sto proutava kinematika, a §to dinamika?

2. Definirajte materijalnu totku (Zesticu). Kako se moZe opisati poloZaj materijalne tocke?

3. Sto je pomak, a §to put? Koja je razlika izmedu puta i pomaka?

4. Sto znale pojmovi: jednoliko gibanje, nejednoliko gibanje, pravocrtno gibanje i krivocrtno
gibanje?

5. Kako se definira srednja, a kako trenutna brzina pri pravocrtnom gibanju?

8. PrikaZite prostorno-vremenski dijagram jednolikog i nejednolikog gibanja &estice po pravcu.

7. Prikazite grafi¢ki ovisnost brzine o vremenu za esticu koja se giba: a) jednoliko po pravcu,
b) kojoj brzina raste linearno s vremenom, ¢) kojoj brzina raste s kvadratom vremena.

8. Kako se odreduje srednja, a kako trenutna brzina u prostorno-vremenskom dijagramu nejed-
nolikoga gibanja Cestice po pravcu?

9. Sto je akceleracija? Kako se definira srednja, a kako trenutna akceleracija?

10. Nacrtajte ovisnost pomaka o vremenu za proizvoljno nejednoliko gibanje po pravcu. Iz te
krivulje odredite dijagram ovisnosti brzine o vremenu. Iz tako dobivene ovisnosti brzine o
vremenu odredite grafi¢ki prikaz ovisnosti akceleracije o vremenu.

11. Izvedite izraz za brzinu i pomak pri pravocrtnom gibanju s konstantnom akceleracijom.

12. Nacrtajte (v, ) dijagram za: &) gibanje konstantnom brzinom, b) jednoliko ubrzano gibanje i
¢) jednoliko usporeno gibanje.

13. Izvedite izraze za put i brzinu pri jednoliko ubrzanom gibanju po pravcu uz pocetne uvjete:
a8)t=0,90=01ib) v =0 =uv,

14. Kako se put izralunava iz poznate brzine pri pravocrtnom nejednolikom gibanju?

15. Kako se moZe pokusom pokazati da sva tijela u vakuumu padaju jednako?

16. Sto je slobodni pad?

17. Kako se moZe izmjeriti padanje tijela i odrediti akceleracija padanja?

18. Za slobodni pad nacrtajte ovisnost: &) pomaka, b) brzine i ¢) akceleracije o vremenu.

19. Definirajte kinemati¢ke veli¢ine pri kruZnom gibanju materijalne tocke.

20. Zasto se akceleracija u jednolikom gibanju po kruZnici zove centripetalna, odnosno radi-
jalna?

21. Izvedite izraz za centripetalnu (radijalnu) i ukupnu akceleraciju pri kruznom gibanju.

22. Izvedite u vektorskom obliku vezu izmedu: a) obodne i kutne brzine i b) tangencijalne i
kutne akceleracije.

23. Uokite formalnu analogiju izmedu pravocrtnog i kruZnog gibanja. Nadinite tablicu koja daje
korespondenciju formula za pravocrtno i kruzno gibanje.

24. Definirajte put i pomak pri opcenitom krivocrtnom gibanju u ravnini.

25. Kako se definira srednja brzina pri krivocrtnom gibanju? Definirajte srednju brzinu pomocu
pomaka i pomoéu puta te uolite razliku. )

28. Definirajte brzinu i akceleraciju pri opéenitom krivocrtnom gibanju u ravnini.

27. Kako se ratuna pomak, a kako put ako je poznata brzina pri krivocrtnom gibanju?

28. Napisite izraze za r (1) i v (¢) za ravninsko gibanje s konstantnom akceleracijom. Primijenite ih
za kosi, horizontalni i vertikalni hitac.

29. Za kosi hitac izvedite jednadZbu putanje, domet, vrijeme trajanja i visinu hica.

30. Sto je balisti¢ka krivulja?
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31.

32.

36.

37.

g

39.

Dva trka¢a sudjeluju u maratonskoj utrci (42 km), tréeéi 21 km u jednom smjeru, a zatim se
vraaju istim putem do mjesta odakle su krenuli. Brzina jednog od njih je 18 km/h, a drugoga
12 km/h. Koliko je daleko od starta drugi trka¢ kada se susretnu? Koliko ée kasnije drugi trkad
sti¢i na cilj? Rijedite zadatak raunski i grafieki.

Autobus se giba iza kamiona na razmaku d = 20 m. Oba vozila imaju jednaku brzinu v, =
= 36 km/h. U trenutku kad autobus ubrza akceleracijom q, = 0,8 m/s?, da bi pretekao kamion,
kamion ubrza akceleracijom a, = 0,4 m/s%. a) Odredite kada ée autobus dosti¢i kamion.
b) Koliki ¢e put pri tom prevaliti autobus, a koliki kamion?

Osobni automobil giba se brzinom 60 km/h iza kamiona kojemu je brzina 30 km/h. Priblizivi
se na udaljenost d iza kamiona, voza¢ automobila poinje koiiti akceleracijom —3 m/s2. Odre-
dite kolika mora biti minimalna udaljenost d da se ne dogodi sudar.

Najbolji trlgaéi mogu pretréati 100 m u 10 s. Koju maksimalnu brzinu pri tom postizu? Koliki
¢e put uistom vremenu prevaliti automobil koji se jednoliko ubrzava iz mirovanja? Pretposta-
vite da su trkatu potrebne 3 s da postigne maksimalnu brzinu kojom dalje tr&i jednoliko, a
da je automobilu potrebno 11,7 s da jednoliko ubrza od 0 do 80 km/h.

Ulaze¢i u stanicu vlak potinje jednoliko usporavati i prvih s, = 50 m prijede za ¢, = 5s, a
slijedeih s3 = 50 m za ¢, = 7's. Izralunajte ubrzanje vlaka.

Cestica se giba u x, y ravnini, tako da joj vektor poloZaja ovisi o vremenu, po za-

konur=((Ge2—30)1i4 4 t’T,' gdje je r iskazan metrima, a ¢ sekundama. a) Izratunajte :,

vigut =0siz=1s.b) Kada x komponenta brzine postane jednaka nuli? Kolika je tada v
komponenta brzine?

Izratunajte koliki put prede tijelo za vrijeme prve sekunde slobodnog pada. Koliko je vrijeme
za koje tijelo slobodno padajuéi prede prvi metar puta? Ako pada s visine 9,8 m za koje vrijeme
prede posljednji metar puta?

Lopta je batena vertikalno uvis brzinom 10 m/s s ruba krova zgrade visoke 20 m. Odredite
’) vrijeme uspinjanja, b) maksimalnu visinu koju dosegne lopta, ¢) vrijeme potrebno da se
lopta vrati do ruba zgrade, d) poloZaj i brzinu lopte u trenutku z; = 0,5s iz, = 3si e) tre-
nutak udara lopte u tlo ispred zgrade. Zanemarite otpor zraka.

Bombarder koji leti horizontalno brzinom 450 km/h na visini od 1000 m ispusti bombu. a) Kako
dugo ¢e bomba padati? b) Gdje se nalazi avion u trenutku kada bomba udari u tlo, ako od
trenutka izbacivanja bombe nije mijenjao brzinu ni po smjeru ni po iznosu? c) Koliki je iznos
i smjer brzine kojom bomba udari u tlo? Zanemarite otpor zraka.

Iz vozila koje se giba brzinom 72 kmy/h ispaljen je metak poetnom brzinom 400 m/s u hori-
zontalnom smjeru a) prema naprijed, b) prema natrag. Koliki je domet metka ako je cijev
oruZja 2m iznad tla? Zanemarite otpor zraka.

Izraunajte kutnu i obodnu brzinu, te centripetalnu akceleraciju za gibanje a) Zemlje oko
Sunca, b) Mjeseca oko Zemlje.

Materijalna totka giba se jednoliko po kruZnici polumjera 2 m centripetalnom akceleracijom
4,5 m/s®. Kolika joj je brzina i ophodno vrijeme?

Kolika je brzina automobila koji je u prvoj brzini sa 1000 okr/min. Prenos u mjenjatu je
1:3,583 dok je omjer prenosa u diferencijalu 13:53. Opseg to&kova je 1,7 m.

Kotat polumjera 0,1 m kotrlja se po horizontalnoj podlozi konstantnom kutnom akceleracijom.
U trenutku ¢z = 10 s nakon podetka kotrljanja kutna brzina kotata je 30 s~*. Odredite kutnu
akceleraciju, te akceleraciju i brzinu sredidta kotata u tom trenutku. Koliki je ukupan broj
okretajo?
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U kinematici smo proucavali zakone gibanja bez obzira na to §to je uzrokovalo
to gibanje. Sada ¢emo proucavati dinamiku, koja razmatra fizikalne uzroke gibanja.
Osnova su dinamike tri Newtonova zakona, koje je 1686. formulirao engleski fizi-
Car Isaac Newton. Iz tih zakona moze se izgraditi tzv. klasi¢na ili Newtonova meha-
nika. Newton je svoje zakone objavio 1686. godine u djelu Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica.

Newtonova mehanika odli¢no opisuje makroskopske pojave, dakle tijela dimen-
zija ve¢ih od atoma i molekula te brzine mnogo manje od brzine svjetlosti. Za opisi-
vanje mikrosvijeta (atoma i molekula) moraju se primijeniti zakoni kvantne fizike, a
za velike brzine upotrebljavaju se zakoni relativistiCke mehanike (Einsteinove teo-
rije relativnosti). Medutim, i kvantna i relativisticka mehanika svode se na klasi¢nu
mehaniku u grani¢nom slucaju, tj. za udaljenosti koje su velike s obzirom na velici-
nu atoma, i za brzine malene u usporedbi s brzinom svjetlosti.

3.1. MASA I SILA

Najvaznije su fizicke veli¢ine dinamike sila i masa. Tesko je to¢no odgovoriti
na pitanje Sto je sila ili medudjelovanje. Medutim, iz svakodnevnoga iskustva zna-
mo kako djeluju razne sile: kad guramo ili vu¢emo neki predmet, kad istezemo elas-
ti€nu oprugu, kazemo da djelujemo silom. Pritom tu silu osje¢amo kao naprezanje
nasih misi¢a. U fizici silu opisujemo pomocu njezina djelovanja. Djelovanje sile
moze biti dvojako:

— sila moze ubrzati ili usporiti neko tijelo, tj. promijeniti mu stanje gibanja

— sila moze promijeniti oblik tijela, tj. deformirati ga.

U dinamici ¢emo proucavati samo prvo djelovanje, tj. silu kao
uzrok promjene stanja gibanja nekog tijela, smatrajuci pritom da se
oblik tijela ne mijenja.

Sila je vektorska veliCina te je uz iznos vazno znati i smjer u koje-
mu djeluje. Oznacava se znakom F, prema engleskoj rijeci force,
§to znadi sila.

Silu mozemo odrediti tako da mjerimo ili akceleraciju tijela ili nje-
govu deformaciju. Obi¢no se za odredivanje sile upotrebljava de-
formacija tijela. Najjednostavnije silu mjerimo pomocu dinamo-
metra (sl. 3.1), tj. pomocu elasti¢ne opruge jednim krajem ucvrs-
¢ene na vrhu metalnoga valjka, dok je drugi kraj slobodan i moze
se izvlagiti pod utjecajem sile. Sto je veca sila koja djeluje na dina-
mometar, to ¢e se opruga vise produljiti; mjere¢i produljenje, moze
_ se odrediti sila. Produljenje opruge pod utjecajem vanjske sile linear-
Dinamometar  nq je u granicama elasti¢nosti opruge i moze se prikazati izrazom:

F=kAl 3.1
gdje je F' sila koja djeluje na oprugu, A/ produljenje opruge, a k tzv. konstanta
opruge. Bazdarenjem dinamometra moze se iz produzenja opruge ocitati sila koja
djeluje na dinamometar.

F=m§

Slika 3.1.
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U prirodi se pojavljuju razlicite sile. Kada guramo predmet, naprezanje misica
proizvodi silu, ako tijelo vu¢emo po podlozi pojavit e se sila trenja, na svako tijelo
u blizini Zemljine povrsine djeluje sila teZa, pri deformacijama elasti¢nih sila pojav-
ljuje se harmonicka sila, magnet djeluje na komad Zeljeza magnetskom silom, dva
se nabijena tijela privlace ili odbijaju elektrostatskom silom, sastojci jezgre privlace
se nuklearnom silom, itd. Ipak, usprkos tako velikoj raznolikosti, sve se sile u priro-
di mogu svesti na Cetiri vrste medudjelovanja. To su privlaéna gravitacijska sila
izmedu bilo koja dva tijela, elektromagnetska sila izmedu elekri¢nih naboja u mi-
rovanju, odnosno u gibanju, sila jake interakcije izmedu nukleona u jezgri i sila
slabe interakcije koja se pojavljuje pri radioaktivnom f-raspadu jezgre. Samo prve
dvije od njih pojavljuju se u klasi¢noj fizici. Druge sile koje ¢emo razmatrati pro-
ucavajuci klasi¢nu fiziku mogu se objasniti pomocu njih dviju. Tako se, na primjer,
pri deformaciji mijenja razmak medu atomima u ¢vrstom tijelu i te se submikro-
skopske promjene razmaka atoma odraZzavaju u promjeni veli¢ine i oblika ¢vrstoga
tijela, tj. medumolekularne sile, koje su elektri¢ne prirode, manifestiraju se (gledano
makroskopski) kao elasti¢na (harmonicka) sila.

Masa je svojstvo svakog tijela koje odreduje njegovo ponasanje pri djelovanju
sile: Sto je masa tijela veca, ono je tromije, to ga je teze ubrzati ili usporiti, tj. pro-
mijeniti mu stanje gibanja.

Tijelo se opire promjeni stanja svojega gibanja. Svojstvo tijela da odrzava svoje
stanje gibanja (odnosno, u posebnom slu¢aju, mirovanja) zovemo ustrajnost, tro-
most ili inercija. Masa je kvantitativna mjera tromosti tijela.

Osim mase i sile u dinamici se upotrebljavaju i druge fizikalne veli¢ine: koli¢ina
gibanja, moment sile, moment koli¢ine gibanja, rad, energija, itd. Definirat
¢emo samo koli¢inu gibanja, dok ¢emo o ostalim veli¢inama govoriti poslije.

Koli¢ina gibanja materijalne tocke mase m i brzine 7 jest
p=mv 3.2)
Smjer vektora p isti je kao i smjer brzine.

Jedinica je koli¢ine gibanja kilogram metar u sekundi (kg m/s).

U relativistickoj mehanici koli¢ina gibanja ovisi o brzini prema izrazu

- mov
P=—— (3.3)
2.
CZ

Sto se pri malim brzinama svodi na jednadzbu (3.2). O relativisti¢koj koli¢ini giba-
nja detaljnije cemo govoriti u 9. poglavlju.
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Gibanje tijela fizikalno je bolje opisano pomocu koli¢ine gibanja nego, npr.,
pomocu kinemati¢ke veli¢ine brzine. Kad kazemo da je brzina nekog vozila 100 km/h,
nije svejedno da li je to, npr., tedki kamion ili neko putni¢ko vozilo. Medutim,
specificiravdi da je koli¢ina gibanja tog tijela, recimo, 3 - 105 kg m/s, mnogo smo
preciznije opisali to gibanje.

3.2. PRVI NEWTONOV ZAKON. INERCIJALNI SUSTAVI

Jo$ je Galilei uotio da tijelo na koje ne djeluju vanjske sile miruje ili se jedno-
liko giba po pravcu. Da bismo pokrenuli tijelo koje miruje, potrebna je odredena
sila; tijelo koje se giba jednoliko po pravcu ostat ¢e u tom stanju gibania sve dok
na nj ne djeluje neka vanjska sila. Kuglica na horizontalnoj ravnini bez trenja
gibat ¢e se jedpoliko ¢im je jednom stavimo u pokret. Kazemo da svako tijelo ima
svojstvo da odrZava svoje stanje gibsnja ili mirovanja. To svojstvo zove se inercija
tijela.

Prodirivii Galilejeva razmatranja, Newton je postavio svoj prvi zakon:

Swvako Ce tijelo ostati u stanju mirovanja ili jednolikoga g:ban]a po pravcu sve

dok pod djelovanjem wvanjskih sila to stanje ne promijen:.

Prvi Newtonov zakon esto se zove i princip ustrajnosti (tromosti ili inercije).
Po njemu je uzrok promjene gibanja djelovanje sile na tijelo. Ako sila ne djeluje,
odnosno, §to je ¢eice, ako se sile poniétavaju tako da je rezultantna sila na tijelo
jednaka nuli, akceleracija tijela je nula, odnosno o == konst.

PoloZaj tijela s obzirom na neko drugo tijelo (okolinu) odredujemo izborom
refer entnog sustava. Prvi Newtonov zakon ne vrijedi u svakom referentnom sustavu.
Tako ¢e se kuglica koja m:ru,e na stolu u vlaku koji se gxba jednoliko po pravcu
pomaknuti &im vlak usporx ili ubrza, iako na nju okolina pri tom ne djeluie. Sustavi
u kojima_vrijedi prvi Newtonov zakon inercijalni su sustavi; prihvadanjem tog
zakona ograni¢ili smo se na opisivanje pojava u inercijalnim sustavima.

Svaki sustav koji miruje ili se jednoliko giba po pravcu s obzirom na neki
inercijalni sustav opet je inercijalni sustav. erovan)e i jednoliko gnban]e po pravcu
ravnopravni su. Tijelo koje u jednom inercijalnom sustavu miruje, u drugom
inercijalnom sustavu moZe mirovati ili se jednoliko gibati po pravcu.

Jedan od inercijalnih sustava je heliocentri¢ki referentni sustav vezan za Sunce.
Sustav vezan za Zemlju (laboratorijski sustav) samo je pribliZno inercijalan jer
Zemlja kruZi oko Sunca i vrti se oko svoje osi, dakle s obzirom na Sunce ima odre-
denu akceleraciju. Medutim, ta je akceleracii» malena pa se u veéini razmatranja
moZe zanemariti i laboratorijski sustav smacrati inercijalnim. (Ni sustav vezan
za Sunce nije sasvim inercijalan jer se Sunce giba krivocrtno oko centra galaksije,
medutim akceleracija tog gibanja vrlo je malena, oko 10® puta manja nego
akceleracija gibanja Zemlje oko Sunca.) Detaljnije ¢emo o inercijalnim i ne-
inercijalnim sustavima govoriti u 7. poglavliju. Tada éemo se osvrnuti i na
neke posliedice neinercijalnosti sustava vezanoga za Zemlju.

3.3. DRUGI NEWTONOV ZAKON

Prvi zakon opisuje ponalanije tijela kad na nj ne djeluju druga tijela ili kad
je rezultanta sila nula. Drugi zakon opisuje ponasanie tijela kad na nj djeluje odre-
dena vanjska sila F.
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Iz iskustva je poznato, a to mogu potvrditi i brojni pokusi, da je akceleracija
tijela razmjerna sili i ima smjer sile. Konstanta proporcionalnosti izmedu sile i
akceleracije jest masa tijela m:

F=ma (3.4)
Sto je masa tijela veéa, to je za isto ubrzanje potrebna veca sila. Masa koja
se pojavljuje u relaciji (3.4) naziva se, upravo zbog toga svojstva, tromom masom
tijela.
Pomoéu jednadibe (3.4) moZemo izvesti jedinicu sile:
F=ma.
[F] = [m] [a] = kgm/s?2 = N.

Jedinica sile je, dakle. njutn (znak: N). Njutn je sila koja
tijelu mase jedan kilogram daje akceleraciju metar u sekundi
na kvadrat.

Dijelovanje stalne sile na gitanje tijela moXemo ispitati pc-
mocu Atwoodova padostroja (sl. 3.2). Preko kolotura prebadena
je tanka Celi¢na Zica na &jim krajevima vise dva jednaka utega
mase, npr., 200 g. Gornji dio jednog utega je razrezan u tanke, E
ploCaste kridke, te se prebacivanjem kriki s jednog utega na
drugi moZe povecati masa jednom od njih, a smanjiti drugome.
Kada su mase utega jednake, sistem, naravno, miruje, a kad su 3
razliite, sistem se giba pod djelovanjem teZine pretega (m, —

— m;) g. Masu kolotura i trenja pri tom zanemarujemo., ; 4

U tablici 3.1. dani su rezultati takvog mjerenja u kojemu Slc'il:, 3;;{;::;‘)"
se pod utjecajem stalne sile (m, —m,) g = (0,22 — 0,18) -

- 9,81 N = 0,39 N giba sistem utega mase m, + m, = 0,4 kg i

mjeri vrijeme potrebno da bi utezi prevalili razli¢ite putove. Kao $to se vidi iz
rezultata mjerenja, gibanje je jednoliko ubrzano, opisano izrazom s == ar?/2. Stalna
sila izaziva gibanje sa stalnom akceleracijom.

Mijenjamo li silu (mijenjajudi teZinu pretega), uz jednaku masu, mijenjat
¢e se akceleracija. Rezultati takvog mjerenja takoder su dani u tablici 3.1.

Akceleracija je proporcionalna sili koja djeluje na sistem: aoc (m, — m,) g.

dl

Sli¢no bismo mogli pokazati, mijenjaju¢i masu sistema m, + m, uz stalnu
silu (my — m;) g, da je akceleracija obrnuto razmjerra masi: a oc 1/(m, + my).

Tablica 3.1. Rezultati mjerenja Atwoodovim padostrojem

my kg my/kg (my —m,) g sfm tfs a = 2s/t*
0,18 0,22 0,39 N 0,2 0,687 0,87 m/s?
0,18 0,22 0,39 N 0,8 1,359 0,866 m/s®
0,18 0,22 0,39 N 1,8 2,04 0,867 m/s*
0,185 0,215 0,29 N 1,8 2,4 0,63 m/s*
0,19 0,21 0,19N 1,8 2,9 0,43 m/s?
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Primjer

Preko kolotura Atwoodova padostroja (sl. 3.2) prebalena je tanka celi¢na Zica
na &ifim krajevima vise utezi mase m, = 0,18 kg i m, = 0,22 kg. Izratunajte akceleraciju
utega i napetosti niti. Zanemarite trenje te masu Zice i kolotura.

Buduéi da je masa kolotura zanemariva, napetosti niti N, i N, jednake su. Laksi
uteg mase m, gibat ée se nagore pod utjecajem rezultantne sile N — m,g, dok ée sila
myg — N davati jednaku akceleraciju utegu mase m, prema dolje. Prema drugom New-
tonovu zakonu, moZemo, dakle, pisati:

N — myg = ma (3.5a)
meg — N = mea (3.5b)
Zbrajanjem tih dviju jednadibi dobivamo akceleraciju utega:
mey — m,
a = ————g = 0,98 m/s? (3.6)
my + m,

Uvrstivii izraz za akceleraciju u jednu od navedenih jednadibi dobivamo nape-
tost niti:
my (my — m,) 2mym

N = ma = mg + = = 3.7
mg + my 18 e+ 1, 4 ml+m’g 1,94 N 3.7

Akceleraclju utega moZemo izradunati i take da promiatramo gibanje sistema
kao cjeline. Ukupna vanjska sila koja djeluje na sistem mase m, + m, jest (m, — m,) g,
i ona daje sistemu stalnu akceleraciju

= — = —— "~ = 0,98 m/s? (3.8)
m my; + my

Usporedivii taj rezultat s mjerenjem (tablica 3.1), vidimo da je izmjerena vrijed-
nost neito manja. Zaj§to?

Drugi Newtonov zakon, u stvari, kaze kako sila utje¢e na promjenu koliCine
gibanja tijela. Newtonova formulacija drugoga zakona, prevedena na danasnji jezik
fizike, glasi:

Brzina promjene koli¢ine gibanja proporcionalna je sili i zbiva se u pravcu te sile:

- dp
F=-£ 3.9
&7 (3.9

Ako je p =mu, $to je ispunjeno u Newtonovoj mehanici (tj. za v <« c), jednadz-
ba (3.9) prelazi u jednadzbu (3.4):

d(mv) do
—— m___
de dr

Drugi Newtonov zakon moze se, dakle, izraziti u dva oblika: op¢enitom obliku

F= = ma (3.10)

F= dp/dt, koji vrijedi i u Newtonovoj i u relativistickoj mehanici te se Cesto zove

relativisti¢ki oblik, i u nerelativistickom obliku F = ma, koji vrijedi samo u New-
tonovoj mehanici.

Pri prakti¢nom rjeSavanju problema gibanja potrebno je napisati jednadzbu giba-
nja (drugi Newtonov zakon) i rije§iti je uz odgovarajuce uvjete. U tu svrhu treba
najprije odrediti sve sile koje djeluju na promatrano tijelo, a zatim napisati jednadzbu:

mi=3F (3.11)

1
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Da bi se rijesila ta vektorska jednadzba, odabire se koordinatni sustav i jed-
nadzba (3.11) napiSe pomocu projekcije vektora na koordinatne osi, kao $to po-
kazuje sljedeéi primjer.

Primjer

Tijelo mase 2 kg poé&inje kliziti niz kosinu koja je prema horizontali nagnuta za
45° i u prvoj sekundi prevali put 2,5 m. Kolika je sila trenja? Kolikom bi silom F tre-
balo djelovati da bi se tijelo gibalo jednoliko uz kosinu?

Na tijelo koje klizi niz kosinu djeluju sile: sila

tefa G = m;, sila normaine reakcije podloge ﬁN i

sila trenja i., (sl. 3.3). Jednadiba gibanja tijela
proistjede iz drugoga Newtonova zakona:

ma=ZF=G+ Fy+ Fy G.12)

Odaberemo 1li os x koordinatnog sustava
tako da je paralelna kosini, u smjeru gibanja
tijela, a o8 y okomita na kosinu, jednad2ba (3.12)
prelazi u:

ma =mgsina — F,, (3.12a)
0=Fy— Gceosa (3.12b)
QOdatle je
Fo=mgsina—ma=m (g sin o — i:) = Slika 3.3. Gibanje niz kosinu
=39N ‘ (3.12¢)

Iz ma = F — mgsina — F,, = 0 slijedi F = mgsinx + F,, = 17,8 N.

3.4. MASA I TEZINA

Na svako tijelo koje se nalazi na Zemljinoj povr$ini djeluje sila koju nazivamo
teZina ili sila teza. Ta je sila razmjerna masi m tijela i moZe se pisati kao

G =mg (3.13)

Vektor g nazivamo akceleracijom sile teze. Iako teZina uglavnom potjece od gra-
vitacijske sile kojom Zemlja privlaci tijelo, nije joj sasvim jednaka, ve¢ je u nju osim
gravitacijskog privlacenja (gravitacijskog polja, o kojem ¢e biti vise rije¢i u 8. poglav-
lju) uraCunata i mala popravka zbog neinercijalne centrifugalne sile, prouzrocene vrt-
njom Zemlje oko vlastite osi (vidi 7. poglavlje). Buduéi da je korekcija uslijed vrtnje
Zemlje oko vlastite osi vrlo mala u usporedbi s gravitacijskom silom, u veini pro-
raCuna moze se smatrati da je tezina usmjerena od tijela prema sredistu Zemlje. 1z-
mjereni iznos g akceleracije sile teze pone$to se mijenja jo§ i ovisno o geografskoj
Sirini, nadmorskoj visini i sastavu Zemljine unutrasnjosti.

Na geografskoj $irini od 45° on iznosi priblizno g =9,81 ms °.

Masa i tezina su dvije razliCite veli¢ine: masa je osobina tijela i iskazuje se
Jedinicom kilogram, a teZina je sila i njezina mjerna jedinica je njutn.
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Masa tijela, kojom je odredena tezina tijela, naziva se teSka masa, za razliku od
trome mase, koja se pojavljuje u drugom Newtonovom zakonu (3.4). Sva dosadasnja
mjerenja upucuju na to da su teska i troma masa jednake, pa se mogu pokratiti u jed-
nadzbi gibanja, koja se dobije kad se izjednace desne strane jednadzbi (3.4) i1 (3.13)

ma = mg (3.14)

Zato veli¢inu g i nazivamo akceleracijom sile teze, iako ona ima fizikalni smisao
polja (sile podijeljene s masom, vidi odjeljak 8.4).

Masa nekoga tijela ovisi o njegovu volumenu ¥ i o materijalu od kojega je tijelo
napravljeno. Kvocijent mase i volumena tijela jest gustoca tijela:

p=3 (3.15)

Formula (3.15) vrijedi, naravno samo za homogena tijela. Ako tijelo nije homo-
geno, gustoca u pojedinoj tocki tijela definira se pomocu derivacije:

. Am dm
= —_—— .15,
p Alflglo AV dV (:15a)
Tablica 3.2. Gustoce nekih tvari
Tvar pAkg/m?) Tvar p /Akg/m?)
zrak (0 °C; 101 325 hPa) 1,29 zeljezo 7 800
pluto 250 bakar 8900
benzin 700 srebro 10 500
alkohol 790 olovo 11 300
led 920 Ziva 13 600
voda 1 000 uran 18 700
aluminij 2700 zlato 19 000
cink 7100 platina 21 500

3.5. TRECI NEWTONOV ZAKON

Sile koje djeluju na neko tijelo potjecu iz okoline toga tijela. Tre¢i Newtonov
zakon govori o interakciji odredenog tijela i njegove okoline. Ako tijelo A djeluje

na tijelo B silom F g tada 1 tijelo B djeluje na tijelo A jednako velikom silom po
iznosu, ali suprotnoga smjera FB Al

Fo=-F;, (3.16)
Prvu silu mozemo zvati akcija, a drugu reakcija, te pisati:

sila akcije F,;, = —sila reakcije F,,.



3. DINAMIKA CESTICE 45

Tu &injenicu izrazio je Newton u treéem zakonu mehanike, koji glasi:

Svakom djelovanju (akciji) uvijek je suprotno i jednako protudjelovanje (reakcija).
Djelovanja dvaju tijela jednoga na drugo uvijek su jednaka i protivnog smjera.

Primjere za treéi Newtonov zakon opaZamo na svakom koraku. Promatrajmo,
npr., uteg mase m koji miruje na horizontalnoj podlozi stola. Na uteg djeluju dvije
sile: sila teza F,, kojom ga Zemlja privlali, i sila Fy, kojom podloga stola djeluje
na uteg prema gore. Buduéi da uteg miruje (@ = 0), prema drugom Newtonovu
zakonu ukupna sila na uteg i$¢ezava, te je F; = — Fy,. Uteg djeluje na stol svojom
te¥inom G, koja je, prema tre¢em Newtonovu zakonu, jednaka po iznosu, a suprotna
po smjeru sili F,, kojom podloga stola djeluje na uteg: G = —F,. Odatle slijedi
da je teZina utega G (tj. sila kojom uteg djeluje na horizontalnu podlogu) jednaka
sili tezi: G = F, =m§.

Uokite sile akcije i reakcije u ovom primjeru: sila akcije G djeluje na podlogu
stola, dok sila reakcije F, djeluje na uteg. Promatramo li, medutim, interakciju utega
i Zemlje, sila akcije je sila F; kojom Zemlja privlali uteg, dok silom reakcije uteg
priviaéi Zemlju. Sile F; i Fy, premda su jednake po iznosu, a suprotnog smjera,
nisu akcija i reakcija; one djeluju na isto tijelo, dok sila akcije i reakcije uvijek djeluju
na razlidita tijela.

Treéi Newtonov zakon mogu opaziti i dva kliza¢a na ledu koji se, okrenuti
jedan prema drugome, drZe za uZe. Ako samo jedan od njih vule uZe, nastojeci
privuéi k sebi onoga drugoga, oba ¢e se klizata pomaknuti s mjesta i priblizavati
jedan drugome jer se uz silu akcije, kojom prvi kliza¢ djeluje na drugoga, javlja i
sila reakcije, kojom drugi djeluje na prvoga.

Pokus s ,topom” lijepo ilustrira tredi
Newtonov zakon (sl. 3.4). Metalna cijev, zat-
vorena na jednom kraju i pri¢vri¢ena na koli-
ca, moZe nam posluZiti kao ,top”. Cijev do
polovice napunimo vodom, zatvorimo gume-
nim &epom i grijemo vodu. Kada tlak pare bude
dovoljno velik, ,,top” ¢e eksplodirati, cep ce Slika 3.4. ,,Top” i Cep
odletjeti na jednu, a ,,top’”’ na drugu stranu.

(Pokus moZemo izvesti i tako da cijev napunimo smjesom zraka i rasvjetnog plina,
koju upalimo pomocu elektri¢ne iskre.)

Sila kojom ,,top”” djeluje na &ep jednaka je i suprotna sili kojom Cep djeluje na
»top”’:

m;?zg = -—m,ii, (3.17)
Zbog vece mase topa njegova je akceleracija manja.

Posljedice treéeg Newtonova zakona uotavamo i u mnogim drugim slu¢ajevima,
npr. pri iskakaniu iz ¢amca, reaktivnom gibanju (mlazni avion, raketa), sudarima,
itd.

3.6. KOLICINA GIBANJA I IMPULS SILE

Koli¢inu gibanja materijalne totke definirali smo kao umnoZak mase i brzine:
p=m3d (3.18)
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Ta dinamicka veli¢ina oznacava osobinu tijela koje se giba. Iz iskustva znamo
da je teZe zaustaviti tijelo s vecom koli¢inom gibanja nego ono s manjom, i da je
za svaku promjenu koli¢ine gibanja potrebno da na tijelo neko vrijeme djeluje sila.
Sto je veéa sila koja pri tom djeluje, odnosno $to je duZi vremenski interval dje-
lovanja, bit ¢e veca i promjena koli¢ine gibanja. Da bismo opisali djelovanje sile na
tijelo, definiramo impuls sile.

Pretpostavimo da na tijelo djeluje stalna sila F u odredenom vremenskom
intervalu A ¢; kaZemo da je pri tome tijelo dobilo smpuls sile F A t. Impuls sile je,
dakle, umnoZak sile i vremenskog intervala u kojemu djeluje ta sila. Jedinica im-
pulsa je njutnsekunda (znak: N's). Impuls sile I je vektorska veli¢ina i ima smjcr
sile:

I=FA: (3.18a)

U F—¢ dijagramu (sl. 3.5) impuls sile je broj¢ano jednak povriini ispod kri-
vulje F (z).

2 3 4tms ' i t

Slika 3.5. Impuls: a) stalne i b) promjenljive sile

Ako sila nije stalna, nego se mijenja u vremenu (sl. 3.5b), tada impuls nademo
tako da vremenski interval podijelimo u mnogo malenih intervala. U svakom tak-
vom intervalu impuls je priblizno jednak umnosku sile i vremenskog intervala,
jer se sila u tako malom vremenskom intervalu bitno ne promijeni. Ukupni impuls
jednak je zbroju svih tih impulsa. To&nu vrijednost impulsa sile dobivamo tako da
uzmemo graniéne vrijednosti tog izraza:

22
7=AlirPOZF‘At,=J'F(t)dz (3.19)

4
Impuls sile jednak je integralu sile po vremenu u kojemu djeluje ta sila.

Pogledajmo kako impuls sile mijenja koli¢inu gibanja tijela koje je primilo taj
impuls. Kada nogom udarimo loptu i time joj damo odredeni impuls, lopta odleti,
jer joj se promijeni brzina, odnosno koli¢ina gibanja. Sli¢no, pri sudaru dvaju tijela,
dolazi do njihova medudjelovanja: svako tijelo primi odredeni impuls sile i promi-
jeni mu se kolitina gibanja.
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Primjenom drugoga Newtonova zakona pokazat ¢emo povezanost izmedu
impulsa sile i koli¢ine gibanja tijela na koje djeluje sila. Prema drugom Newtonovu
zakonu, sila je jednaka brzini promjene koliine gibanja:

F ~_4a mv) (3.20)
de de
Za infinitezimalno vrijeme dr tijelo ¢e dobiti impuls sile:
Fde = dp, (3.21)

dok ¢e u vremenskom intervalu izmedu ¢, i ¢, primljeni impuls sile biti jednak:
2 J -
[Fde= [dp =P —Pr=m(B—5) (3.22)
& f £

Relacija (3.22) daje vezu izmedu impulsa sile i koli¢ine gibanja: impuls sile
jednak je promjeni koli¢ine gibanja tijela na koje djeluje ta sila. Ako je tijelo u po-
Cetku (prije djelovanja sile) mirovalo, tada je impuls sile jednak koli¢ini gibanja
koju tijelo ima nakon djelovanja impulsa sile.

Vremenska ovisnost sile &esto nije poznata, te im- F
puls sile ne moZemo odrediti integrirajuéi silu po vre-
menu; u tom je slu¢aju mjerenje promjene koli¢ine giba-
nja i upotreba relacije (3.22) jedini nacin odredivanja
impulsa sile.

Primjer
1 t t
Ako udarac traje 10ms, a lopta mase 500g odleti Slik]a 3.6. Imp
brzinom 5 m/s, odredite kolika je srednja sila za vrijeme e
djelovanja noge na loptu.
Promjena koli¢ine gibanja jednaka je primijenjemom impulsu sile. Lopta je u
podetku mirovala, te je promjena kolidine gibanja jednaka m v. Srednja je sila:

ulsna sita

F="C_25.1°N
At ’ ’

Pri sudaru, eksploziji i sl. djeluje posebna vrsta sila, tzv. impulsne sile,
Toénu vremensku ovisnost takve sile ne poznajemo, znamo samo da je sila dosta
velika i da traje kratko vrijeme. Te sile nisu konstantne, potinju djelovati u trenutku
t;, zatim brzo rastu do maksimalne vrijednosti, a onda padaju na nulu, u trenutku
t,. PribliZni oblik impulsne sile prikazan je na slici 3.6, uz uvjet da je vremenski
interval ¢, — ¢, vrlo kratak. Takva je sila, npr., djelovala u pokusu s ,topom™.

Primjer

Molekula vodika brzine 1000 m/s udari u stijenku posude pod pravim kutom i
elastitno se odbije. Nadite impuls sile koji je pri tom primila stijenka posude.
Pri elastitnom sudaru sa stijenkom molekula promijeni smjer brzine, ali ne i
iznos. Promjena je koli¢ine gibanja:
Ap=mo— (—mv)=2mu,
te je impuls sile:

I'=2my=2-1,67-10-%"-1000kgm/s = 3,34-10-% N's.
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3.7. ZAKON OCUVANJA KOLICINE GIBANJA

Promatrajmo sistem od dvije ili vide &estica mase m,, m,, my, . ... Cestice
unutar sistema mogu djelovati jedna na drugu tzv. unutradnjim silama, a tijela
izvan sistema mogu djelovati na sistem tzv. vanjskim silama. Ako nema vanjskih
sila (ili se medusobno ponistavaju, pa im je rezultanta nula), kazemo da je sistem
izoliran (zatvoren).

Pokazat ¢emo da za izolirani sistem vrijedi zakon o ofuvanju koli¢ine gibanja.
Radi jednostavnosti, zamislimo sistem od dvije materijalne totke mase m, i m,
koje se centralno i elasti¢no sudare (sl. 3.7).

o O -@0: -@ O
1‘711 m, my TTI2 m, m2

Slika 3.7. Uz izvod zakona ofuvanja koli¢ine gibanja
za sistem od dvije &estice

Brzine Cestica prije sudara oznatimo sa ¥, i %,, a nakon sudara sa @; i ;.
Za vrijeme sudara, koje traje vrlo kratko, Zestice djeluju jedna na drugu silama.
Po tre¢em Newtonovu zakonu, sila kojom prva &estica djeluje na drugu (F,y) jed-
naka je po iznosu, a suprotna po smjeru sili F;, kojom druga Cestica djeluje na
prvu, tj.:

sz = —Ly (3'23)

Koli¢ina gibanja prve &estice prije sudara jest m,%,, a nakon sudara m,3,.
Nastala promjena koli¢ine gibanja jednaka je primljenom impulsu sile I, :

1 = myD; — myd, (3.29)
Sli¢no vrijedi i za drugu Cesticu:
I, = myD; — myD, (3.25)
Zbog trecega Newtonova zakona F,, = — Fj,, te su i primljeni impulsi sile
jednaki po iznosu, a suprotnog smjera: i = —J,. Kada to uvaZimo, iz jednad?bi

(3.24) i (3.25) dobivamo:
mD; — mB, = —(myly; — MmyDy) (3.26)
odnosno:
myDy + myTy = myDy + myD, (3.27)

Na lijevoj je strani jednadZbe (3.27) ukupna koli¢ina gibanja sistema prije su-
dara, a na desnoj strani ukupna koli¢ina gibanja nakon sudara. Pri sudaru se koli¢ina
gibanja toga zatvorenog sistema od dvije &estice nije promijenila.

Thaj se zaklju¢ak moze prosiriti na izolirani sistem od proizvoljnog broja &estica.
Iz drugoga Newtonova zakona za izolirani sistem od » Cestica vrijedi:

d _ dp,
Fu=2Fu»+2Fo=d—t(ﬁ1+ﬁz+ﬁs+u-+P,.)=% (3.28)
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Buduéi da je ZF, = 0, a unutra$nje sile se, po tre¢em Newtonovu zakonu,
u parovima poni$tavaju, slijedi:

b _ (3.29)
de
odnosno
n
P, = md, = konst. (3.30)

Ukupna koliéina gibanja zatvorenog sistema konstantna je bez obzira na to kakvi
se procesi i medudjelovanje dogadaju u sistemu.

To je zakon ofuvanja koli¢ine gibanja, jedan od najvaznijih zakona u fizici
koji vrijedi, bez izuzetka, za sve zatvorene sisteme. On proistjeCe iz homogenosti
prostora, tj. iz Cinjenice da sve tocke prostora imaju iste osobine i da su prirodni
zakoni isti u svakoj to¢ki prostora. Iako ovdje izveden iz Newtonovih zakona, on
je opéenitiji od njih te vrijedi i onda kada se oni ne mogu primijeniti. Uz taj
zakon, jo$ se dva zakona ofuvanja mogu izvesti iz osnovnih svojstava prostora i
vremena: zakon ofuvanja emergije i zakom ocuvanja momenta koliline gibanja, o
kojima ¢emo govoriti kasnije.

Veé spomenuti pokus s ,,topom” dobro ilustrira taj zakon jer ,,top”, zajedno
s tanetom, Cini zatvoreni sistem. Prije eksplozije ukupna koli¢ina gibanja je nula
(»top” i tane miruju), te i nakon eksplozije ukupna koli¢ina gibanja (m, &, + m; ;)
mora biti nula, zbog ¢ega ,,top”’ ode na jednu stranu, a ¢ep na drugu, brzinama
koje su obrnuto razmjerne njihovim masama.

Primjer
Atom radija emitira o-Cesticu. Kolikom brzinom ¢e se gibati nastali atom 22Rn
ako je brzina emitirane o-Cestice 1,5 107 m/s. Pretpostavite da je atom 226Ra prije ras-

pada mirovao.
Za taj zatvoreni sustav vrijedi zakon ofuvanja koli¢ine gibanja:
0=m0] +m,0;.
Odatle je:
m 4
v, =——Lv/=——1,5-10"m/s = -2,7-10°m/s.
m, 222

. . z 222 . v . o re . . .
Predznak minus pokazuje da ¢e atom ““Rn i a-Cestica oti¢i u suprotnim smjerovima.

3.8. PRIMJENE ZAKONA OCUVANJA KOLICINE GIBANJA

Zakoni ofuvanja pomazu pri rjeSavanju mnogih problema u mehanici. Pomocu
njih Cesto mozemo, ne rjesavajuci jednadzbe gibanja (Sto Cesto nije jednostavan po-
sao), proracunati ponaSanje mehanickih sustava te ucinkovitije i elegantnije rijesiti
zadani problem.

Kao primjer zakona o¢uvanja koli¢ine gibanja ovdje ¢emo obraditi gibanje rake-
te. U odjeljku 4.7. primijenit ¢emo taj zakon na rjeSavanje sudara dvaju tijela. Na
primjenu tog zakona nailazit cemo i poslije, u raznim podrucjima fizike.

4 Kulidié: Mehanika i toplina
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Raketa je projektil koji se giba tako da izbacuje Cestice uZarenog plina. Izga-
ranjem goriva razvijaju se, naime, plinovi $to izlaze kroz mlaznice rakete velikom
brzinom koja doseZe i do 3 000 m/s. Uz gorivo raketa sadrzi i sredstvo za izgaranje
goriva te joj nije potreban kisik iz atmosfere i moze se gibati i u zrakopraznom
prostoru. Mozda ¢e nam jednostavan primjer pomoci da shvatimo raketni pogon.
Zamislimo da smo na kolicima na kojima su naslagane drvene kockice. Bacanjem
kockica unatrag moZemo Kkolica pokretati naprijed. Sto brze bacamo kocke, to ée se i
kolica brZe gibati. Sli¢no se dogada i pri gibanju rakete ili mlaznog (raketnog)
aviona. Izgaranjem goriva nastaju plinovi koji tlae stijenke rakete, a zbog toga tlaka
plinovi izlaze velikom brzinom kroz mlaznicu na straznjem dijelu rakete. Sto je veca
sila kojom se izbacuju plinovi (akcija), to je veca i reakcija na suprotnom kraju
rakete, odnosno to je veéa akceleracija rakete.
Raketu, dakle, tjera potisak F, koji djeluje na
zatvorenom kraju (sl. 3.8). Veli¢ina rakete is-
kazuje se potiskom; npr. potisak americke ra-
kete Atlas iznosio je 1,7 - 108 N.

Masa rakete neprestano se smanjuje zbog
izgaranja goriva. Da bismo izralunali akcelera-

Slika 3.8. Raketa ciju i brzinu rakete, izratunajmo povedanje

brzine rakete d? zbog izbacivanja mase plinova

dm,, brzinom 7, u odnosu prema raketi (sl. 3.8).

Pretpostavimo da se raketa nalazi daleko od svemirskih tijela i da na nju ne djeluje

gravitacija ni druge vanjske sile. U tom su sludaju raketa i produkti izgaranja izo-

lirani sistem u kojemu je o¢uvana ukupna koli¢ina gibanja. Zakon o¢uvanja ukupne
koli¢ine gibanja moZemo napisati u obliku:

ol

i

i’nkupns = ﬁxakeh =i i’pllnoﬂ = konst. (33])

Ako je u trenutku ¢ masa rakete m a ¥ brzina s obzirom na laboratorijski sustav
u kojemu promatramo gibanje, tada je ukupna koli¢ina gibanja rakete i goriva m .
Zbog izbatenoga izgorjeloga goriva mase dm,, masa rakete u trenutku ¢ + dt
jest m — dm,, dok je brzina rakete & 4 d7. Plinovi iz rakete pri tom izlaze brzinom
9, u odnosu prema raketi, odnosno brzinom % + 7, u odnosu prema laboratorijskom
sustavu. Dakle, ukupna koli¢ina gibanja sistema rakete i goriva (plinova) u trenutku
t + de jest:

(m — dm,) (3 + d?) + dm,, (o + 3,) (3.32)
Zakon ocuvanja koli¢ine gibanja zahtijeva:
mo = (m— dm,) (% + do) + dm, (3 + 3,) (3.33)

Kako su dm, i do malene veli¢ine, umnozak dm,dv moZemo zanemariti te
(3.33) nakon sredivanja prelazi u:

dm,5, +mds =0 (3.34)

Promjena brzine rakete iznosi dakle:

do = — 25, (3.35)
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gdje je 7, brzina izbacivanja Cestica plina (koja je konstantna), dm, masa izbaenog
plina, a /m masa rakete u trenutku kad joj je brzina 7. Promjena mase rakete dm
jednaka je po iznosu masi izbacenih plinova, ali je negativnog predznaka jer se masa
rakete smanjuje, tj. dm = —dm,, te jednadzba (3.35) poprima oblik:
5 = 3 o, (3.36)
m

gdje je sada dm promjena mase rakete. Dijeljenjem jednadzbe (3.36) sa d¢ dobivamo
akceleraciju rakete:

g0 By UM (3.37)

(3.38)

gdje je ﬁ,, potisak rakete, unutra$nja sila koja nastaje izbacivanjem plinova iz rakete
i koja ubrzava raketu.

Ako na raketu djeluju vanjske sile F, (npr. gravitacija), jednadzba gibanja glasi:

do = dm
m—=F, +73,— (3.39)
de P de
Integriranjem jednadZbe (3.36) dobivamo:
v m J
[dB =[5, s (3.40)
Ve me m
odnosno:
P =13, — 5, In2 (3.41)
m
ili, pisano u skalarnom obliku:
v =19, +7, in™ (3.42)
m

gdje je m, poCetna, a m kona¢na masa rakete. Ta jednadZba proistjete iz vektorske
jednadZbe (3.4]) odabiranjem koordinatne osi x u smjeru gibanja rakete; tada je
U, =0, U, =7 1 Uy, = —0,.

Konacna brzina rakete ovisi linearno o brzini izbacivanja plinova i o prirodnom
logaritmu omjera pocletne i kona¢ne mase.

Pri brzini izbacivanja plinova », = 3 000 m/s i podetnoj brzini v, = 0, for-
mula (3.42) kaZe da bi raketa postigla prvu kozmi¢ku brzinu (v = 7,9 km/s) kada
utrodi 969, svoje mase. Ako se uzme u obzir otpor zraka, privlaéna sila Zemlje i dr.,
tada je za postizanje prve kozmicke brzine potrebno utrositi ¢ak i do 99,5% podetne
mase. Da bi se postigle velike brzine, upotrebljavaju se rakete s vise stupnjeva.
Kada prvi stupanj potrodi sve gorivo, raketa odbaci kuéiste tog stupnja i nastavlja
gibanje pomocu goriva drugog stupnja. Ako raketa s jednim stupnjem postiZe brzinu
), raketa sa dva stupnja postiZe pribliZzno dvostruku brzinu, jer je omjer m,/m
za drugi stupanj pribliZno jednak omjeru m,/m za prvi stupan;j.
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3.9. SISTEM MATERIJALNIH TOCAKA. CENTAR MASE

Do sada smo uglavnom prematrali gibanje jedne materijalne todke (Cestice).
U prirodi ¢esto nailazimo na sistem &estica koje se gibaju. Cvrsta tijela moZemo tako-
der shvatiti kao sistem velikog mnostva Zestica.

@
L
@
my
[
m
e

Slika 3.9. Sistem Eestica

Promatrajmo sistem od n estica mase m,, m, . . . m, (sl. 3.9). Na svaku &esticu
djeluje rezultanta vanjskih sila F,, i unutra3nje sile F,,, kojima ostale &estice djeluju
na nju. Drugi Newtonov zakon, primijenjen na taj sistem, glasi:

m1‘71=Po1+Fm+F13+---+Fm
mydy = Fop+ Fyy + Fpy+ ...+ F,, (3.43)

................................

Zbrajanjem tih n jednad?bi dobivamo:

ma +mydy+...mad,=F,,+Fy+ Fy+ Fy,+ F,. +...
+ Prau FFuss (3.44)

Prema tre¢em Newtonovu zakonu, sila kojom prva Cestica djeluje na drugu
Cesticu jednaka je po iznosu sili kojom druga Zestica djeluje na prvu, a sugrotnog
smjera, i to vrijedi za svaku Cesticu u sistemu. Uvijek je, dakle, F,, + F, =0,
te je zbroj svih unutradnjih sila nula, bez obzira na to kako velik bio sistem i bez
obzira na sile koje djeluju unutar sistema. Za sistem, dakle, vrijedi:

Z" Fy=0 (3.45)

i j=1
i#]

gdje je F,, unutradnja sila izmedu i-te i j-te &estice.
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Jednadzbu gibanja sistema (3.44) moZemo, dakle, pisati ovako:

”
m,&'1+mg&2+...+m,,&,,=EFM=F, (3.46)

i=1

Centar mase. Gibanje sistema mogli bismo proucavati promatranjem gibanja
svake pojedine Cestice tog sistema. U slucaju velikog broja Cestica to bi bio sloZen,
a Cesto i nemogué posao. Zato se definira posebna, zamisljena tocka, tzv. centar
mase sistema, pomocu koje moZemo lakse i jednostavnije opisati gibanje sistema kao
cjeline. Sada ¢emo nauditi kako se nalazi poloZaj centra mase i dokazati da je moguce
opisati gibanje zamisljajudi da je cijeli sistem koncentriran u jednu toc¢ku — centar
mase. Time ¢emo problem gibanja mnogo Cestica svesti na problem gibanja jedne
lestice, a taj smo problem vec rijesili.

Centar mase sistema od 7 Cestica definiramo kao to¢ku ¢&ije koordinate zadovo-
ljavaju relacije:
n
Z my Xy
MX 4+ MeXy + .+ mx, oy

my+my+ ...+ m, "
>m
i=1

n
z m; y;

Yoy = E Vs - ¥ MaYe i (3.47)

m 4+ mg4 ...+ m, n
2™

=1

oMz mazg .Mz, ot

m+my ...+ m, n

odnosno, napisano pomocu radijusvektora:

ity mafy + L+ mF, -
37 =
m +my + ... L my
”n n
th'-'l Z m¥y »
==L ==l (3.48)
A m
Z my =
i=1 y

gdje je m; masa i-te materijalne tocke,
s (X5 ¥4 2;) Koordinate te tolke (sl. 3.10), A
a m masa ukupnog sistema. Slika 3.10. Centar mase sistema
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Kruto tijelo posebna je vrsta sistema velikog broja Cestica. Koordinate centra
mase krutog tijela dobivamo analognim pros$irenjem definicije (3.48) na beskona¢no
mnogo destica infinitezimalno male mase dm, pri ¢emu naravno, umjesto zbraja-
njem ratunamo integriranjem:

o A7 ] 70 AF (3.49)
{dm fedV
odnosno u komponentama:
Jxdm Jydm fzdm
Xopyy =—} = 3 By = 3.50
cM [ dm Yem [ dm cm [ dm ( )

Centar mase definiran relacijom (3.48) i (3.49) nalazi se negdje u ,,sredini”
sistema, i ta se definicija poklapa s nafom intuitivnom predodZbom centra mase.
Tako je centar mase homogene kugle u sredi$tu kugle, a sli¢no vrijedi za valjak,
$ipku, itd.

Primjer

Izratunajte poloZaj centra mase nehomogene Sipke duljine d &ija linearna gustoéa
(masa po jedinici duljine) raste od jednog do drugog kraja po zakonu 2 = Ax, gdje
je A konstanta, a x udaljenost od poletka Zipke.

Primjenom relacije (3.50) dobivamo:

d d
J' x Adx f A xtdx
0 0 2
Xear = = - — = —S—d.
[rav [ Axdx
0 0

Gibanje centra mase. Pokazat ¢emo da se pri proudavanju translatornoga
gibanja Citav sistem moZe zamijeniti centrom mase. Pomnozivsi jednad¥bu za koor-
dinate centra mase sistema (3.48) s ukupnom masom sistema m = m; + m, +
+ ... + m,, dobivamo:

”n
micy = 3 m, (3.51)

i=1

Deriviravsi tu jednadZbu po vremenu dobivamo:

m ;:CM =M Tgy = Z m, = z 0, (3.52)

i=1 i=1

odnosno, nakon ponovnog deriviranja,

M Fop = M 8oy = Z mF, = Z ma, = F, + F, (3.53)

i=1 i=1

gdje je F, rezultantna vanjska sila a F, rezultanta unutra$njih sila.
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Sumand mg, u relaciji (3.53) jednak je, prema drugom Newtonovu zakonu,
sili P, koja djeluje na &esticu mase m, Zbroj unutra$njih sila jednak je nuli, prema
treem Newtonovu zakonu, te zbog toga relaciju (3.53) moZemo pisati ovako:

Mgy = Z Fy=F, (3.54)

i=1
Ta jednadZba kaZe da se centar mase sistema giba kao da je u njemu koncentri-
rana ukupna masa sistema i kao da sve vanjske sile djeluju u toj tocki. Centar mase

giba se kao materijalna totka mase m = S m; na koju djeluje ukupna vanjska sila

i
F,. Time je gibanje sistema svedeno na gibanje jedne materijalne tocke, centra
mase, bez obzira na to kako sloZen bio taj sistem. U tome je velika vaznost centra
mase u opisivanju gibanja sistema Cestica i &vrstog tijela.

Kada na sistem Cestica (tijelo) ne djeluju nikakve vanjske sile, odnosno kad je
njihova rezultanta jednaka nuli, onda je:

macu = Fv = 0 (3-55)

dog,,
de

Odatle i iz @c, = izlazi:

Doy = konst.
Tou = Dot + Ty (3.56)

Dakle, kad je rezultanta svih vanjskih sila jednaka nuli, centar mase ili miruje
ili se giba konstantnom brzinom (jednoliko) po pravcu. Tako pri eksploziji, radioak-
tivnom raspadu i sl. centar mase tijela (sistema) ostaje u istoj to¢ki ako je tijelo
prije procesa mirovalo. U pokusu s ,,topom’ centar mase je prije eksplozije mirovao,
te i nakon eksplozije centar mase ostaje u istoj to¢ki, iako sei,,top” i éep pomaknu.
Kada bomba udari u zemlju i eksplodira, njezin centar mase ostaje na tome mjestu
iako se bomba raspadne u mnostvo komadica, koji se razlete razli¢itom brzinom u
razli¢itim smjerovima.

Kada u statici budemo govorili o teZi$tu, vidjet ¢emo da je to zamisljena tocka
u kojoj je hvatiste teZine tijela. Buduéi da je na Zemljinoj povrsini u svim toikama
nekog tijela sila tee homogena, teZiSte i centar mase tijela nalaze se u istoj tocki, .
odnosno ra¢unaju se istim izrazima.

3.10. TRENJE

Ako tijelo vu¢emo po nekoj, npr. horizontalnoj, podlozi (sl. 3.11), osjetit ¢emo
silu trenja, koja djeluje u smjeru paralelnom s dodirnim povriinama, a smier joj je
suprotan smjeru sile kojom vuemo tijelo. Sila trenja pojavljuje se uvijek kada se
dva tijela koja su medusobno u kontaktu gibaju jedno prema drugome.

Razlikujemo trenje medu ¢vrstim povr$inama (tzv. vanjsko trenje) te trenje
medu dijelovima fluida, odnosno izmedu &vrstog tijela i fluida (unutradnje trenje
ili viskoznost). Sada ¢emo govoriti samo o vanjskom trenju, a viskozno trenje obra-
dit ¢emo Kkasnije.
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Trenje medu dvjema povrdinama, bez prisutnosti nekog sredstva za podmazi-
vanje izmedu njih, zove se suho trenje. Ono se, npr., pojavljuje kada guramo neki
sanduk po podu, u ko¢nicama automobila i sl.

Pogledajmo §to se dogada kada poku-
Fy $avamo svladati silu tremja i pomaknuti ne-
ko tijelo (sl. 3.11). Ako je sila F kojom vu-
¢emo tijelo dovoljno malena, tijelo ¢e miro-
vati. To znaci da osim vucne sile F na tijelo
djeluje neka druga sila — zove se sila trenja
— koja uravnoteZuje vuénu silu F. Dok tijelo
miruje, sila trenja jednaka je po iznosu vué-

F
passs sy Tl

Yol noj sili F. Poveéanjem sile F doseéi ¢emo u
) _ ' jednom trenutku maksimalnu silu trenja, i
Slika 3.11. Sila trenja premasiti je, te ¢e se predmet poleti ubrza-

vati u smjeru sile F. Najveéa sila trenja koja
prisiljava tijelo da jo§ miruje zove se sila trenja mirovanja (statitkog trenja). Kad
vulna sila F nadmadi silu statiCkog trenja, tijelo poéne kliziti. Iskustvo poka-
zuje da je sila potrebna za odrianje gibanja manja od sile potrebne za pokretanje
tijela: sila trenja gibanja (kinetitkog trenja) manja je od sile trenja mirovanja. Ovi-
snost sile trenja o vu¢noj sili prikazana je na slici 3.12.

Pokusi pokazuju da maksimalna vrijednost sile statitkog trenja ne ovisi o veli-
¢ini dodirnih ploha i da je proporcionalna normalnoj kompcnenti sile kojom tijelo
djeluje na podlogu (tj. sili kojom jedna povriina priti¥¢e drugu):

Fo <po Fy (3.57)
pri ¢emu staticki faktor trenja g, ovisi o osobinama obiju dodirnih ploha.

A
E
Er,gr ~
/1
i
sy i Fe=m Py
i
]
H -
Fyr F
Slika 3.12. Ovisnost sile trenja o vuc¢noj sili Slika 3.13. Odredivanje faktora trenja

Sila kinetickog trenja takoder ne ovisi o veli¢ini dodirnih ploha, veé samo o
njihovim osobinama, i proporcionalna je normalnoj komponenti sile F:
Fy, =y, Fy (3.58)
gdje je u, faktor kineti¢kog trenja.

Oba faktora trenja (g, i y,) ovise o materijalu, hrapavosti i &istoéi dodirnih
ploha. Kineti¢ki faktor trenja ovisi i o relativnoj brzini dodirnih ploha, ali tu ovis-
nost, jer je premalena, &esto ne uzimamo u obzir.

Faktor trenja moze se odrediti pomo¢u kosine kojoj se moZe mijenjati kut na-
giba « (sl. 3.13). Kosina se podiZe (povedava kut «) sve dok tijelo ne po&ne Kliziti.
Na horizontalnoj podlozi normalna komponenta sile F,, jednaka je po iznosu teZini
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G. Ako je tijelo na kosini nagiba «, normalna komponenta sile F,, jednaka je kom-
ponenti tezine G u smjeru normale na kosinu (Fy = G cos a). U trenutku kada ti-
jelo po¢ne Kkliziti (grani¢ni kut «,,) komponenta teZine paralelna kosini jednaka je
sili stati¢kog trenja:

F, = Gsina, =F,,, (3.59)

Mjereéi kut «,,, moZzemo, dakle, izratunati faktor trenja mirovanja. Naime,
iz formule (3.57) dobivamo:

Fipy  Gsinan _ 0 (3.60)

F, G cos a,,

Kad se tijelo ve¢ giba po kosini, ono ¢e se gibati i za manji kut nagiba od «,,,
jer je trenje gibanja manje od trenja mirovanja. Mjere¢i najmanji kut za koji tjelo
jo§ jednoliko klizi moZemo, pomoéu formule sli¢ne relaciji (3.60), odrediti faktor
kineti¢kog trenja.

Ako se tijelo po podlozi kotrlja, trenje je mnogo manje nego pri klizanju.
Sila trenja kotrljanja moZe se definirati na slitan nalin kao sila kinetitkog trenja
(3.58), ali je ovdje faktor trenja manji. U praksi, upotrebom kugli¢nih lezaja i kotaca,
smanjujemo trenje u mnogim uredajima.

Tablica 3.3. Neki tipiéni faktori tremja mirovanja, klizanja i kotrljanja

. . r tre:
Doicue povcine POt Temia  Fakor wenia - Fekor e

drvo na drvu 0,5 0,3 0,05
Celik na &eliku 0,7 0,5 0,003
guma na suhom asfaltu 0,8 0,6 0,01
guma na mokrom asfaltu 0,3 0,2 0,005
guma na ledu 0,02 0,01
&elik na ledu 0,03 0,01

Ogranitili smo se, uglavnom, na neke eksperimentalne &injenice u vezi s tre-
njem jer je teorija trenja vrlo sloZena, a njegov mehanizam jo$ nije dovoljno poznat,
te se ne mozemo upustati U njegova tumadenja. Spomenut éemo samo da je trenje
posljedica medumolekularnih sila na povr3ini tijela.

3.11. CENTRIPETALNA SILA

Prema prvom Newtonovu zakonu, ako na tijelo ne djeluje sila, ono miruje ili
se giba jednoliko po pravcu. Da bi se tijelo gibalo krivocrtno, npr. po kruZnici,
na nj mora djelovati sila koja ¢e mu mijenjati smjer brzine, odnosno davati mu
radijalnu (centripetalnu) akceleraciju. Ta sila koja mijenja smjer brzine i usmjerena
je prema sredi§tu zakrivljenosti (pri kruZenju prema sredi$tu kruZnice) zove se
centripetalna (radijalna) sila.
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Izraz za centripetalnu akceleraciju ve¢ smo izveli u odjeljku 2.5. te je, prema
drugom Newtonovu zakonu, veza izmedu centripetalne sile i akceleracije:
. v?
F,=ma =mawr=m— (3.61)
r
ili, pisano vektorski,

F,

cp

= —mo?F (3.62)

Pri nejednolikom kruZnom gibanju osim centripetalne sile koja mijenja smjer
brzine djeluje i tangencijalna sila koja mijenja iznos brzine, te je ukupna sila njihov
vektorski zbroj.

Centripetalna sila moze biti razlitite prirode, ovisno o tome 3to uzrokuje
gibanje po kruZnici. Tako u slu¢aju gibanja Mjeseca oko Zemlje centripetalna sila je
gravitacijska sila privlaZenja Mijeseca i Zemlje, pri gibanju elektrona oko jezgre
centripetalnu silu daje elektri¢na privla¢na sila, kada vrtimo neki predmet na uZetu,
tada je to rezultanta sile teZe i napetosti niti, itd. Kada se automobil giba u horizon-
talnom zavoju, tada centripetalnu silu daje trenje izmedu kotata i ceste. Ako to
trenje nije dovoljno (mokri asfalt, poledica, velika brzina), automobil ne moze
svladati zavoj. Centripetalna sila nije, dakle, neka nova vrsta sile, nego samo pose-
ban naziv za svaku silu koja mijenja smjer brzine i &ni da se tijelo giba po krivo-
crtnoj putanji.

Primjer

Tijelo mase 2 kg ba&eno je s krova zgrade u horizontalnom smjeru pofetnom brzi-
nom 10 m/s. Kolika je tangencijaina i centripetalna sila | s nakon bacanja? Zanemarite
otpor zraka.

Tijelo opisuje putanju horizontainog hica (parabolu). U zadanoj tolki putanje
horizontalna komponenta brzine je v, a vertikalna komponenta brzine je g¢, jer u
vertikalnom smjeru tijelo sloboino pada. Ukupna brzina iznosi dakle

v =41} +g%®
Tangencijalna sila je
do mgtt

Fiome === 13,7 N.
TR T Ve e

Iz &injenice da je rezultanta tangencijalne i centripetalne sile jednaka sili teZi
dobivamo :

m® gt 1® mg vy

v +etrt Jui+ g

= 14 N.

/G —Fi =

Fop =V mt gt —

PITANJA I ZADACI

1. 810 je sila? Kakvo moZe biti njezino djelovanje? Kako se mijeri?

2. Koje su &etiri osnovne sile u prirodi?

8. Sto je masa? Koja je razlika izmedu tefke i trome mase?

4. Sto je gustoéa nekog materijala? Navedite gustoée nekih poznatijih vrsta materijala.
5. Kako glasi prvi Newtonov zakon? Sto je inercija? Kako se giba slobodna Zestica?
8. Sto su inercijalni sustavi?
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7. Definirajte koli¢inu gibanja Cestice? Kako se ratuna koli¢ina gibanja kad je brzina Cestice
usporediva s brzinom svjetlosti?

8. Kako glasi drugi Newtonov zakon? Iz relativistitkog oblika drugog zakona izvedite ne-
relativisticki.

9. Koja se sve mjerenja mogu izvesti Atwoodovim padostrojem?

10. Sto je tezina? U kojim se jedinicama iskazuje?

11. Kako se teZina tijela mijenja s geografskom Sirinom?

12. Kako glasi tre¢i Newtonov zakon? Navedite nekoliko primjera sila akcija— reakcija, posebno
za sistem ,topa’” i taneta.

13. Sto je impuls sile i kako se ratuma? Kakvo je djelovanje impulsa sile na &esticu?

14. Sto je centar mase? Izvedite izraze za koordinate centra mase sistema od dvije Zestice.

15. Kako se ratuna poloZaj centra mase: &) sistema Cestica, b) krutog tijela?

16. Kako se giba centar mase izoliranog sistema destica?

17. Sto je teZidte? Koja je razlika izmedu teZi$ta i centra mase? Kad je teZifte u istoj tolki kao
i centar mase?

18. Sto je zatvoreni sistem materijalnih tofaka? Napisite drugi Newtonov zakon za takav sistem.

18. Kolika je rezultanta unutradnjih sila u sistemu &estica?

20. Izvedite zakon © oluvanju koliine gibanja. Primijenite ga na sistem ,topa” i taneta.

21. Raketa potetne mase m, ubrzava se iz mirovanja tako da, izgarajuéi gorivo, izbacuje plinove.
Brzina je plinova u odnosu prema raketi v,. Koliku ¢e brzinu postiéi raketa kada potrosi sve
gorivo ako je m, masa rakete bez goriva?

22. Kakva je sila koja djeluje pri kruznom gibanju? Zasto je potrebna centripstalna sila i u slu-
¢aju jednolikog kruZenja, kad je brzina po iznosu konstanta?

23. Izraz za centripetalnu silu napifite u nekoliko oblika. Nabrojte nekoliko primjera u kojima
se vidi da kruZno gibanje moZe biti uzrokovano raznim vrstama sila.

24. Sto je trenje? Kako se raluna sila trenja? Kako se moZe izmjeriti: a) stati€ki, b) dinami&ki
faktor trenja?

25. Tijelo mase m giba se po osi x po zakonu x = A4 cos w 1, gdje su 4 i w konstantni. Izraunajte
silu koja djeluje na tijelo. Kolika je sila po iznosu i po smjeru kada je tijelo u poloZaju x = C
ix=44?

268. Na tijelo djeluje stalna sila, i u vremenu 10s poveéa mu koliinu gibanja sa 20 kg m/s na
30 kg m/s. Izratunajte tu silu.

27. Covjek mase 100 kg nalazi se u dizalu koje se jednoliko spusta. Kolika je teZina &ovjeka? Kojom
silom djeluje pod dizala na ovjeka?

28. Kolika je vu¢na sila potrebna da bi se vlak mase 400 t ubrzao od 0 do 36 km/h na putu 1 000 m:
a) ne uzimajudéi u obzir trenje, b) ako je faktor trenja 0,005?

29. Na uzZetu dizalice visi teret mase 1 500 kg. Maksimalno opteredenje uZeta ne smije prijeéi
15 kN. Pretpostavivii da se teret iz mirovanja podiZe jednoliko ubrzano, izratunajte koja
se najveta brzina smije posti¢i nakon 2s.

30. Covjek gura teret mase 30 kg stalnom brzinom po horizontalnoj podlozi silom koja zatvara
kut od 37° s horizontalom. Faktor trenja je 0,3. a) Kolika je sila? b) Kolika bi bila sila kad
bi Zovjek u istim uvjetima teret vukao?

31. Saonice se polinju spustati, bez poetne brzine, niz brijeg dugatak 80 m, s visinskom razli-
kom 10 m. Do3avsi do podnoZja brijega, nastave gibanje po horizontalnom. putu sve do za-
ustavljanja. Koliku e brzinu saonice imati na podnoZju brijega? Koliko daleko od podnoZja
¢e se zaustaviti? Faktor trenja je 0,04.

32. Izratunajte izraz za brzinu v (¢) kojom padobran pada u zraku. Pretpostavite da je sila otpora
zraka proporcionalna brzini, F, = —b v, gdje je b = 150 N/s, i da je masa padobranca i
padoblrana 90 kg. Izralunajte grani¢nu brzinu kojom ¢e padobranac, kad je postigne, padati
jednoliko.

33. Top na Zeljeznitkoj platformi giba se po horizontalnim tralnicama brzinom 18 km/h. Masa
topa s platformom je 50 t. Kolika je brzina platforme poito top ispali tane mase 200 kg pod
kutom 45° u smjeru gibanja platforme? Brzina taneta na izlasku iz cijevi topa je 400 m/s.

34. Raketa mase 20 kg lansirana je iz mirovanja vertikalno uvis. Izbacivii 0,4 kg plina, raketa
nakon prve sekunde postigne brzinu 20 m/s. Kolika je brzina izbacivanja plinova u odnosu
prema raketi? Uzmite u obzir utjecaj sile tefe na gibanje rakete.

35. Sistem se sastoji od Cetiri materijalne totke &ije su mase i poloZaj: m, = 1kg, r_l' =2im,

- - - - — -
my = 2Kkg, ry =28+ 25)m, my = 1kg, rs = 2jm i m, =4 kg, r, = 0 m. Odredite vektor
poloZaja centra mase sistema.
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36. Automobil mase 2 000 kg vozi stalnom brzinom 36 km/h preko mosta koji ima oblik: &) izbo-
Zenog, b) udubljenog luka. Polumjer zakrivljenosti mosta je 100 m. Kolika je u oba slutaja
sila pritiska automobila na podlogu u sredini mosta? Pri kojoj brzini sila pritiska na podlogu
u sredini izbo&enog mosta iicezne?

87. Zavoj polumjera zakrivljenosti 200 m nagnut je tako da je pri brzini 54 km/h ukupna sila
koja djeluje na automobil okomita na cestu. Izratunajte maksimalnu brzinu kojom automobil
mozZe voziti ako je faktor tremja izmedu guma i povriine ceste 0,S.

38. Stap dugalak 1 m ima jednu polovicu od Zeljeza, a drugu od aluminija. Gdje se nalazi centar
mase §tapa? Gustoéa Zeljeza je 7 800 kg/m®, a gustoca aluminija je 2 600 kg/m?.

89. Lift mase m, = 100 kg ubrzava se prema gore konstantnom silom F = 1500 N. Koliko
je ubrzanje lifta? Ako o strop lifta objesimo na konopcu teret mase m, = 50 kg i na lift dje-
lujemo jednakom silom kolika je akceleracija? Kolika je sila napetosti u konopcu?

40. Tijelo mase 4 kg nalazi se na kosini nagnutoj pod kutom od 30° prema horizontali. Izratunajte
koliku silu treba primijeniti na tijelo, da bi klizilo akceleracijom 0,25 m/s? a) prema gore i
b) prema dolje. Faktor trenja klizanja je 0,4.

41. Molekula vodika (Hy) brzine 1 800 m/s udari u zid posude i odbije se elastiéno tako da joj
se brzina ne promijeni po iznosu, veé samo po smjeru. Odredite impuls sile koji je pri tom
sudaru primio zid posude, ako je &) molekula udarila okomito u zid posude i b) ako je udarila
pod kutom 30° u odnosu na povriinu zida.

42, Cesta na zavoju veinom je nagnuta prema unutradnjoj strani zavoja, tako da bi za odredenu
brzinu horizontalna komponenta reakcijske sile ceste na automobil bila jednaka potrebnoj
centripetalnoj sili. &) Koliki mora biti nagib ceste na zavoju polumjera zakrivljenosti 200 m
da bi automobil mogao voziti brzinom 54 km/h neovisno o trenju? b) Kada cesta ne bi bila
nagnuta, koliki bi trebao biti minimalni faktor trenja pri toj brzini?



4. RAD I ENERGIJA

4.1. RAD

Za razliku od pojma rada u svakodnevnom Zivotu, u fizici rad je jednoznatno
definiran kao svladavanje sile na odredenom putu. Sila koja djeluje na tijelo mijenja
mu brzinu ili kompenzira djelovanje drugih sila koje djeluju suprotno gibanju,
ili oboje. Tako gurajuéi tijelo uz kosinu svladavamo silu trenja, Zemljinu silu tezu
i, eventualno, ubrzavamo tijelo.

Najjednostavniji je primjer pravocrtno gibanije tijela pod utjecajem stalne sile
koja djeluje u smjeru pravca gibanja (brzine) tijela. Tada je rad jednak umno$ku
sile i prijedenog puta:

W=Fs 4.1)

Ako stalna sila F ne djeluje na tijelo u smjeru puta, nego pod kutom 9 prema
putu (sl. 4.1), tada samo komponenta sile u smjeru puta F, vri rad, te je, uz pret-
postavku da je F, konstanta, izvrieni rad:

W =F,s=Fscosd (4.1a)

Slika 4.1. Uz definiciju rada

Rad je skalarna veli¢ina koja moZe biti pozitivna ili negativna. Kad je
0<¥< é’-, rad je pozitivan, za 3 = —’Zt— rad je nula, a za -} < § < n rad je ne-
2

gativan, Tako je pri jednolikom kruZnom gibanju sila stalno okomita na put i ne
obavi se nikakav rad, smjer sile trenja je suprotan smjeru gibanja, te je rad sile
trenja negativan, pri padanju tijela sila teZa je u smjeru gibanja, pa je rad sile teie
pozitivan i sl.

Razmotrimo opéenit sludaj kada se Cestica giba uzduz krivocrtne trajektorije od
A do B pod utjecajem promjenljive sile ¥ (sl. 4.2). Projekcija sile na tangentu na

p

y F,

\
E>

-

Slika 4.2. Rad promjenljive sile
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putanju F, nije na ¢itavom putu konstantna, ve¢ je funkcija puta s i moZe se graficki
prikazati kao na slici 4.3. Da bismo izratunali rad u tom opdenitom slu¢aju, ukupni
put s podijelimo na male dijelove As,. Ako je podjela na elementarne dijelove As,

dovoljno fina, tada ¢e sila F, duz pojedinoga As,
et biti gotovo stalna, te je rad sile na tom djeli¢u
jednak povrsini uskoga pravokutnika na slici 4.3:

AW, ~ F, As, (4.2)

Ukupni je rad jednak grani¢noj vrijednosti
zbroja svih radova AW, kada $irina svih inter-

=  vala As, teZi prema nuli:

E

n B
Slika 4.3. Izratunavanje rada pomoéu T .
F,—s dijagrama W —Al:“_’:o Z FyAs, = fF. ds (4.3)

i A

N0 i=1

Da bismo rijesili taj integral, potrebno je poznavati silu kao funkciju prostornih
koordinata (npr. x, y i 2) i jednadZbu putanje Zestice.

Rad se moze odrediti i grafi¢ki u dijagramu kojemu je ordinata projekcija sile
u smjeru puta (F,), a apscisa put s. Na slici 4.3. jasno se vidi da je rad jednak povr-
3ini ispod krivulje F; (s), tj. povrini lika omedenoga krivuljom F,, apscisom i ordi-
natama u A i B.

Kada se ¢estica pod djelovanjem sile F pomakne za ds, rad je dW = F ds cos 9 =
= F, ds. Budu¢i da je iznos elementarnog pomaka |d7| jednak elementarnom putu
ds, moZemo elementarni pomak d7 pisati i kao d§ (d7 = di). Elementarni rad je,
dakle, jednak umno3ku elementarnog pomaka (puta) i projekcije sile na pravac
pomaka. Sila i pomak su vektorske veli¢ine, a rad je skalarna veli¢ina. Takav produkt
dvaju vektora Ciji je rezultat skalarna veli¢ina zove se skalarni produkt. Prisjetimo se
da se skalarni produkt vektora d i b oznatava simbolom a - b i da je jednak umnosku
iznosa obaju vektora i kosinusa kuta medu njima, odnosno umno$ku iznosa jednog
vektora i projekcije drugog vektora na pravac prvoga:

G-b=abcos9 (1.4)

SluZedi se skalarnim produktom vektora, izraz za rad sile F na elementarnom
pomaku d7 jest dW = F - d#, dok je izraz za rad kada se &estica giba po putanji od
totke A do totke B

B B
W= [Fdi=[F& (4.5)
A A

Rad je linijski integral sile uzduz staze od pocetne do krajnje tocke.

Jedinica rada dobiva se iz definicijske formule za rad (4.1): ona je jednaka
umnodku jedinice sile i jedinice puta. Jedinica rada u Medunarodnom sustavu
zove se dZul* (joule, znak: J):

J = Nm = kg m?[s2.

U atomskoj fizici i u nekim drugim posebnim podruéjima fizike i tehnike do-
pustena je upotreba jo§ jedne jedinice rada: elektronvolt (znak: eV):

eV =1,6-10"27],
* U d&ast engleskog fizi¢ara J. P. Joulea (1818—1889).
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Rad elektri¢ne struje &esto se izrafava u vatsatima (W h) odnosno kilovat-
satima (k W h):

Wh =3600].

Rad dizanja. Da bismo tijelo mase m podigli za visinu A (sl. 4.4), potrebno je
svladati silu teu G = m g. Dizanje éemo izvoditi bez ubrzavanja tijela, tako da
silu kojom diZemo tijelo moZemo stalno smatrati jed-
nakom po iznosu (ali suprotnog smjera) sili teZi mg.

Tada je rad dizanja (sl. 4.4): e

|
W=Fs=mgh (4.6)

I
Buduéi da je vanjska sila F uvijek u smjeru puta,
njezin rad je pozitivan. Napomenimo da je rad sile
teZe pri dizanju negativan (—m g k), jer se tijelo podiZe
protiv sile teZe, tj. sila teZa i pomak stalno imaju su-
protan predznak. Naprotiv, kad tijelo pada s visine &, G RER et i e
rad sile teZe je pozitivan i iznosi m g h. mg
Ako se, npr., automobil mase 1000 kg giba uz  Slika 4.4. Uz izratunavanije rada
brijeg nagiba 10° stalnom brzinom 36 km/h, rad sile  pri dizanju tijela na visinu &
motora za vrijeme 1 min jest:

W=Fs=mgssina =mgotsina = 1,02 - 10° J.
Pri tom se automobil popeo za visinsku razliku 2 = vz sin @ = 104 m.

Rad pri rastezanju opruge. Rastezanje elasti¢ne opruge izvodit ¢emo polako,
»20tovo ravnotezno”, tako da silu kojom djelujemo na oprugu moZemo smatrati
po iznosu jednakom, a po smjeru suprotnom elasti¢noj sili opruge (sl. 4.52). U
granicama elastiénosti, ¢vrsta tijela opiru se linearno istezanju i stlativanju silom
koja je upravno razmjerna deformaciji i suprotnog smjera. Ta je &injenica poznata.
pod imenom Hookeov zakon, a jedan njegov oblik je i zakon opruge:

F= —ks 4.7)
gdje je F sila opruge (elasti¢na sila), # konstanta opruge, a s pomak (produZenje ili
skraéenje) iz ravnoteZnog poloZaja (s = Al =1 — [,).

Zelimo li oprugu izvlaciti jednoliko, potrebno je primijeniti jednaku i suprotnu
silu, F=*ks. Prema relaciji (4.2), rad koji treba izvrSiti za rastezanje (stezanje)
opruge iz poloZaja ravnoteZe za elongaciju s jednak je:

s s 1
W= (Fds= [hsds=—ks. (4.8)
JresiteTs

A

F

S S
_ b)
Slika 4.5. Uz izratunavanje rada pri rastezanju opruge
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Grafi¢ki je sila F ovisno o pomaku s prikazana pravcem na slici 4.5b. Iscrtkana
povrsina odgovara radu sile kojom djelujemo na oprugu pri rastezanju opruge iz

poloZaja ravnoteZe do neke elongacije s. Rad elasti¢ne sile opruge je pri tom — = ks,
jer je sila opruge uvijek suprotna pomaku.

Rad pri svladavanju sile trenja. Da bi se tijelo gibalo jednoliko, svladavajudi
pri tom silu trenja, potrebno je da na nj djeluje vanjska sila F po iznosu jednaka,
a po smjeru suprotna sili trenja (sl. 4.6). Buduéi da je F,, suprotna pomaku, to ¢e
sila F biti u smjeru pomaka i potreban je rad:

s
W=J‘Fds=F,,s=,uFNs. (4.9)
0

Slika 4.6. Uz izratunavanje rada sile trenja

Pri tom je rad sile trenja uvijek negativan, tj. W,, = — u F, s, jer je sila trenja

suprotna pomaku.

4.2. ENERGIJA

Energija je sposobnost tijela ili sistema tijela da obavljaju rad: $to tijelo ima
vecu energiju, to je sposobnije da obavi ve¢i rad. Kad tijelo obavlja rad, energija mu
se smanjuje, i obratno, ako okolina obavlja rad na tijelu, energija tijela se povecava.
Rad, dakle, moZe prelaziti u energiju, i obratno. Jedinica rada i energije je identi¢na.

Postoji vide oblika energije: mehanitka, elektri¢na, termalna (unutrainja),
kemijska, solarna, nuklearna itd., ili, ukratko, postoje mehani¢ki i nemehanicki
oblici energije.

Mehanicka energija makroskopskih tijela ili sistema tijela jest zbroj kineti¢ke
i potencijalpe energije tih tijela. Kineti¢ku energiju uzrokuje gibanje tijela nekom
brzinom, a potencijalnu energiju uzrokuje polozaj tijela unutar sistema. Potenci-
jalna i kinetitka energija mogu se pretvarati jedna u drugu, mehaniéka energija
mozZe prelaziti u nemehanitke oblike energije, i obratno. Opée je poznata iskustvena
Cinjenica da energija moZe prelaziti iz jednog oblika u drugi oblik, ali se ne moze
ni stvoriti ni unititi.

Ta podjela na mehanic¢ku i nemehanicku energiju je makroskopska i ne moze se
sasvim opravdati kada se nemehanicki oblici energije promatraju na mikroskopskoj
skali. U stvari, promatrano mikroskopski, postoje samo dvije vrste energije: kine-
ticka i potencijalna, a svi se ostali oblici mogu na njih svesti. Tako je termalna ener-
gija makroskopski pojam za ukupnu potencijalnu i kinetiku (tzv. unutrainju)
energiju mikroskopskoga gibanja molekula tijela, kemijska je energija makroskopski
pojam za energiju $to nastaje u kemijskim procesima a u vezi je s elektri¢nim in-
terakcijama medu molekulama, solarna energija je kinetitka energija estica svjetlosti
(fotona), itd.
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4.3. KINETICKA ENERGIJA

Kineti¢ka energija je sposobnost tijela da mogu izvrsiti rad zbog toga $to imaju
odredenu brzinu. Da bismo izratunali kolika je kinetitka energija tijela mase m
koje se giba brzinom v, izratunajmo rad §to je potreban da bi sila F ubrzala to tijelo
na nekom putu iz mirovanja (v = 0) do brzine v:

v

W=J'F-ds=‘[mads=J’m%:-’ds=mJ'-:—:’*vdt-——mjvdv=—;—»rv2 (4.10)
°

Veli¢inu
(4.11)

nazivamo kineti¢kom energijom tijela mase m i brzine v. Slino, ako sila F ubrzava
tijelo od poéetne brzine v, do kona¢ne brzine v,, rad potreban za to ubrzanje jest:
me; _ mvp

5 ; (4.12)

Sg vy

W = J'Fds=m Ivdv-:
$ £ 2%

Taj nam rezultat kaZe da smo obavljenim radom tijelu koje je na pocetku imalo

kineti¢ku energiju E,; = % povedali kineti¢ku energiju na kona¢nu vrijednost

2
Ey = m;’. Promjena kinetitke energije jednaka je, dakle, izvrSenom radu:

W=EH—'EH =AE, (4.13)

Ako tijelo izvr$i rad (W < 0), kineti¢ka energija mu se smanjuje (A E, < 0);
kada se nad tijelom izvr$i rad (W > 0), kineti¢ka energija mu se pove¢ava (AE,>0).
Kad je rad jednak nuli, kineti¢ka energija tijela ostaje konstantna. Relacija (4.13),
koja povezuje rad i promjenu kinetiZke energije, zove se poulak o radu i kinetickoj
energiji.

Relacija (4.11) izraz je za kineti¢ku energiju materijalne totke (Cestice) mase m
koja se giba brzinom v. Ako imamo sistem Cestica mase my, my, m; . . . m, i brzine
vy, U, - . . U,, tada je ukupna kineti¢ka energija sistema:

”
a:z%mf (4.14)

Kruto tijelo moZemo smatrati sistemom Cestica kojima se medusobni razmak
ne mijenja. Pri translaciji krutog tijela sve njegove tocke imaju jednaku brzinu.
koja je ujedno jednaka brzini centra mase tog tijela. U tom je sluaju kinetitka ener-
gija:

E, = —%— MUy (4.15)

gdje je m ukupna masa tijela, a v¢,, brzina njegova centra mase. KinetiCku energiju
rotacije krutog tijela izra¢unat ¢emo u odjeljku 6.8.

$ Kuliié: Mehanika i toplina
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Primjer
Kolika je brzina molekula vodike &ija je kineti®ka emergija 0,025 eV?
Iz E; = mv*/2 dobivama:
A/ =
V= 8
m

Masa molekule vodika H, jest 2,016 u (v. periodi¢ki sistem elemenata), tj. 2,016 -
1,66 - 10-¥ kg = 3,3 - 10-*" kg. Kineti¢ku energiju, koja je zadana i iskazana jedinicom
elektronvolt, potrebno je izraziti u difulima: E; = 0,025-1,6-10-1°] = 4-10-% ],

Uvrstivii te podatke, dobivamo da je brzina molekula vodika v = 1 560 m/s.

4.4. POTENCIJALNA ENERGIJA

Osim kinetiCke energije, $to je uzrokuje gibanje, tijelo moze imati i potencijalnu
energiju, koja dolazi zbog njegova polozaja prema drugim tijelima ili zbog konfigura-
cije tijela, odnosno sistema tijela. Tako tijelo mase m podignuto na visinu # iznad
Zemljine povrsine ima odredenu potencijalnu energiju i sposobno je, spustajudi se
s te visine, izvrsiti odredeni rad. Sli¢no i nategnuta opruga ima potencijalnu ener-
giju i moze, vracajudi se u poloZaj ravnoteZe, izvriiti rad.

Ovisno o sili koja djeluje na tijelo, razlikujemo ove vrste potencijalne energije:
gravitacijsku, elasti¢nu, elektrostatsku, magnetsku. U mehanici ¢emo razmatrati
prve dvije: gravitacijsku i elasti¢nu.

Gravitacijska potencijalna emergija. Da bismo izratunali potencijalnu
energiju tijela u gravitacijskom polju na Zemljinoj povrsini, pretpostavimo da se
Cestica mase m pomile u homogenom polju sile teze (odnosno, $to je priblizno isto,

gravitacijskom polju Zemlje) od totke A do
\ tocke B (sl. 4.7). Pomakne li se estica za dife-

;’ A . JF rencijal puta ds, rad je sile teze:
AT I,
= LN =1 dW=F,-ds=F, - df (4.16)
51/ _Fonp .
Yy ¢ gdje je F, = mg.
I T Rad je sile teZe na putu od A do B:
B B
rae W=fF,-di=mgjd?=
Slika 4'.71.( Uz izrgitlmavanje gravita- 4 4
cijske potencijalne energije o e -
=mg (¥ — ¥,) (4.17)
Buduci da je F, :mgr:—mgfi]-(FB —F )=y, —y,,toje
W =—(mgy, —mgy,) (4.18)

Dobili smo da je rad sile teze jednak razlici dviju funkcija polozaja.
Funkcija mgy zove se gravitacijska potencijalna energija tijela na visini y:

E, =mgy (4.19)
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Razlika potencijalne energije potetne i kona¢ne totke jednaka je, dakle, radu
sile teZe:

W =E, —E,=—AE, (4.20)

Pri tom smo pretpostavili da je za y = 0 potencijalna energija jednaka nuli.
Referentna razina (E, = 0) moZe se odabrati na razne nacine (za sistem Zemlja—ti-
jelo na njezinoj povrsini, kao razina mora, povriina tla, pod, ploha stola i sl.), te je
potencijalna energija odredena do na aditivnu konstantu. Medutim, u svim se raz-
matranjima pojavljuju razlike potencijalne energije, te nam ta proizvoljnost ne smeta.
Za razliku od kinetitke energije, koja je uvijek pozitivna, potencijalna energija moze
biti i pozitivna i negativna. Uotite da je potencijalna energija svojstvo sistema tijela
koja su u interakciji. Kada kazemo da je potencijalna energija tijela na visini %
iznad Zemljine povriine jednaka mgh, zapravo mislimo da je potencijalna energija
sistema Zemlja—tijelo jednaka mgh.

Pri izvodu izraza (4.19) pretpostavili smo da je gravitacijska sila konstantna,
$to je ispunjeno na Zemljinoj povriini za nadmorske visine y koje su malene u uspo-
redbi s polumjerom Zemlje. Kasnije ¢emo pokazati da je u opéenitom slucaju dvaju
tijela mase m, i m, udaljenih za r gravitacijska potencijalna energija dana izrazom:

E, = — g

4

(4.21)
r

gdje je G univerzalna gravitacijska konstanta (v. odjeljak 8.6).

Rad sile teze (4.18) ne ovisi o obliku puta ve¢ samo o pocetnom i konacnom
poloZaju tijela. Isti rezultat bismo dobili kada bi se tijelo iz totke A do tocke B
gibalo bilo kojom putanjom. To se vidi i iz (4.17): vektorska razlika #, — 7, ista je
za bilo koju stazu koja prolazi kroz to¢ke A i B. Da bi nam ta vaZna ¢injenica bila
jo¥ jasnija, izraCunajmo rad sile teZe u slu¢aju da se tijelo pomice iz totke A u B
preko tolke C (v. sl. 4.7):

W= J’P-d?= fF-dF-l— J‘P-di-= jF-d?=—mg(y8—y,) (4.22)
AC CB AC

ACB
Nt mtans

=0
dakle jednak rezultat kao u slu¢aju kad je put krivocrtna putanja AB.

Sila kojoj rad ne ovisi o putu ve¢ samo o poéetnoj i konacnoj toc¢ki zove se
konzervativna sila. Takve su gravitacijska, elasti¢na i Coulombova sila. One ovise
samo o poloZaju tijela na koje djeluju.

Rad konzervativne sile po zatvorenom putu jednak je nuli:
$§F,-di=0 (4.23)

gdje smo kruzi¢em preko znaka integrala istakli da je put po kojemu integriramo
zatvoren. Ako, naime, rad ne ovisi o putu, tada ¢emo, kao jedan put, odabrati put
koji se vraca u polaznu totku, dakle zatvoreni put: drugi put neka bude nula — jer
i on povezuje polaznu totku sa samim sobom. Rad po drugom putu jednak je nuli,
te je i rad po prvom, bilo kojem zatvorenom putu, jednak nuli.

Kada se, npr., tijelo mase m podigne na visinu 4, rad sile teZze je —mgh, a
kada tijelo padajuéi s visine 4 dode u potetnu tocku, rad sile tee je + m g h: ukupni
rad po tom zatvorenom putu je nula.
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Druga vrsta sila su one kojima rad izmedu dvije iste totke A i B ovisi 0 putu
kojim je tijelo doslo iz jedne tocke u drugu totku. To su nekonzervativne sile.
Tako rad sile trenja ovisi 0 putu: $to je put duZi, rad je veci. Rad nekonzervativne
sile po zatvorenom putu razli¢it je od nule. Nekonzervativne sile zovu se i disipativne
sile jer kad one djeluju mehani¢ka energija tijela nije ocuvana.

Kada na tijelo djeluje konzervativna sila, tada svakom poloZaju tijela moZemo
pridijeliti odredenu potencijalnu energiju. Potencijalna energija moZe se definirati
samo za konzervativne sile. U mehanici éemo razmatrati gravitacijsku potencijalnu
energiju i potencijalnu energiju elasti¢ne sile (sile opruge).

Pri pomaku tijela iz totke A u B u polju sile teze dobili smo da je rad W, =
= — (E,5 — E,,). Taj rezultat vrijedi za svaku konzervativnu silu, te mozemo
zakljuditi:

Rad svake konzervativne sile moZemo izraziti razlikom potencijalnih energija.

Kada se &estica pomakne u polju konzervativne sile iz jednog polozaja u drugi
polozaj, rad konzervativne sile pri tom je:

B
W‘, = f Fg -d¥ = E, (;'4) - Ep (;a) = "‘[Ep (;3) - Ep (;A)] (4‘233)
A

Rad konzervativne sile izmedu dva poloZaja tijela jednak je razlici potencijalne
energije potetnog i krajnjeg poloZaja. To je veza rada i promjene potencijalne ener-
gije (poutak o radu i potencijalnoj energiji).

Potencijalna energija opruge. Ve¢ smo izratunali rad vanjske sile pri raste-
zanju opruge za elongaciju s:

W= _21. kst (4.24)

Pri tom je vanjska sila bila jednaka po iznosu, a suprotna po smjeru sili opruge,
pa je rad sile opruge jednak radu vanjske sile (4.24) s negativnim predznakom:

W, = — _;_ kst (4.25)

op
Rad sile opruge pri pomaku tijela iz poloZaja s, u poloZaj s,

W,,:IFds:%kr}—%ksﬁ (4.26)

Sli¢no kao za gravitacijsku silu, poiencijalna energija elasti¢ne sile opruge de-
finira se izrazom:

1 1
Wop = Ep (S,) - Ep (52) == 7 k slz - '—2_ k 5: (4'27)

Uzmemo li, dogovorom, da je potencijalna energija nula u polo?aju ravnoteze
(s = 0), tada je potencijalna energija elasti¢ne sile opruge:

E, () =% r (4.28)

gdje je s elongacija, tj. pomak iz poloZaja ravnoteZe.
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I na kraju ovog razmatranja o potencijalnoj i kineti¢koj energiji izvedimo vezu
izmedu rada vanjske sile koja djeluje na tijelo $to se nalazi u prostoru u kojemu,
osim te vanjske sile, djeluju i druge konzervativne i nekonzervativne sile, tj. nadimo
vezu izmedu rada vanjske sile i promjene energije sistema.

Pretpostavimo da vanjskom silom F’ po-

micemo tijelo uz kosinu (ili neku drugu pu- A
tanju) u polju sile tete (sl. 4.8). Smatrat 5
¢emo pri tom da su povriine glatke, da ne- % - 7
ma trenja. g
Prema drugom Newtonovu zakonu, (2% N/
slijedi: . g F=mg
F' — mgsina = 429)
mg sina = ma 4.29) . /{
Pri tom je rad vanjske sile:
do
W= [ F s = (m sinor+m—-)ds= X
| [ \me 5
i % do Slika 4.8. Gibanje tijela uz kosinu bez
= J'mgsina.ds-l— fm___vd:: trenja
51 Uy dt

' 2
=mg(v—y) + 22— _ E (%) — B, (7)) + Eys — Eoy  (4.30)

odnosno
W' = AE, + AE, (4.31)
Taj rezultat izveden za ovaj posebni sluéaj vrijedi i opéenito.

_ Kada vanjska sila F’ djeluje na neko tijelo koje se nalazi u polju konzervativnih
sila (npr. polju sile teZe), tijelu ée se mijenjati potencijalna i kineti¢ka energija.
B

Rad vanjske sile (jedne ili vi$e njih) W’ = J‘ F’ - ds i rad konzervativne sile W =

A
= fF ¢ - d§ promijenit ¢e kineti¢ku energiju:
A
W+ W =E,—E, 4.32)
Bududi da je rad konzervativne sile:
W=(F,-di=E,(r) —E,(r) (4.33)
to je rad ostalih sila F’:

W' =E, — E,, + E;; — E,, =E,— E, (4.33a)

gdje je E, = E,, + E,, i E; = E,; + E,, ukupna mehanitka energija sistema u
pocetnom i kona¢nom poloZaju. Relacija (4.31) je veza izmedu rada vanjskih sila i
promjene kinetitke i potencijalne energije tijela. Mogli bismo je nazvati poudak o
radu i ukupnoj energiji.
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Primjer

Tijelo mase 100 g badeno vertikalno uvis popne se 10 m. Kolika je potencijaina,
kmetiéka i ukupna energija tijela: a) u trenutku bacanja, b) na pola puta prema gore
i c) u trenutku kada se ponovo vrati u to€¢ku odakle je baeno? Zanemarite otpor zraka.

a) U trenutku bacanja potencijalna energija tijela je nula, kinetitka energija je

m v§/2, gdje je v, poletna brzina kojom je tijelo badeno. Buduéi da je visina hica » = v_s,

2
to je:

E mv} 2mgh "
£=T3 T Tk =dtl
b) Iz v2 — % = 2g s = 2gh/2 = g h dobivamo da je na pola puta kineti¢ka energija
E, = mgh/z = 4,9] i jednaka potencijalnoj.

c) U trenutku kada se tijelo pomovo vrati u todku odakle je badeno, kinetitka i
potencijalna energija jednake su onima u trenutku bacanja, tj. £, = 9,8 7] i E, =0.
Ukupna energija je u svakoj tolki konstantna i iznosi:

E=FE, +E,=98].

4.5. ZAKON OCUVANJA ENERGIJE

Energija se pojavljuje u razli¢itim oblicima, kao mehanicka, elektri¢na, unutras-
nja, solarna, itd. Opdée je poznata iskustvena ¢injenica da se energija moZe pretvarati
iz jednog oblika u drugi oblik, pri ¢emu je u izoliranom sistemu zbroj energija
konstantan. To je zakon o¢uvanja ukup-
ne energije.

Promatrajmo ukupnu mehanicku (j.
kineti¢ku i potencijalnu) energiju pri
S ; E,=mgh; E=0; E=mgh slobodnom padu. Tijelo mase m u pocet-

gy_ , Ku je na visini h 1'miruie (sl. 4.9?, te je
F_t Ey=mgh-s) Ei= s, EE potencijalna energija E, = mgh, kineti¢ka
: energija E, =0, a ukupna mehanitka
i energija E=E, + E, =mgh.
i Kada tijelo, slobodno padajudi, pre-

[ vali put s, potencijalna mu je energija
%Ep: 0; E,=mgh; E=mgh put s, p 4 ) 1 g
S E, =mg (h— ), kinetitka E, = 5 mo? =

Slika 4.9. Mehanicka energija pri

1 : ..
slobodnom padu = r) m (\/2gs)?, te je ukupna energija:

1
E=E, +E, =3m-2gs+mg(h—s)=mgh.
U trenutku kada tijelo padne na tlo potencijalna energija je nula, brzina tijela
(na osnovi jednadzbe za slobodni pad) iznosi v = /2 gh, te je kineti¢ka energija
2
x = mT'v = mgh jednaka ukupnoj mehani¢koj energiji tijela. U svakoj tocki

putanje slobodnog pada zbroj kinetitke i potencijalne energije je konstantan:
ukupna mehani¢ka energija je ouvana:

E, + E, = konst. (4.34)
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Kada se njihalo (kuglica objesena na laganu nit, sl. 4.10) njiSe oko poloZaja rav-
noteZe, kineti¢ka energija se pretvara u potencijalnu, i obratno. Kada kuglica prolazi
kroz polozaj ravnoteZe (A), kineti¢ka energija joj je maksimalna, a potencijalna nula.
Kad je pomak maksimalan (B), kineti¢ka energija je nula, a po-
tencijalna maksimalna. Kad bi trenje bilo zanemarivo (§to je
ovdje dosta dobro ispunjeno), ukupna mehani¢ka energija bila
bi konstantna. Medutim, zbog otpora zraka, ukupna mehanicka
energija njihala smanjivat ée se tokom vremena i njihanje Ce
biti prigu$eno.

o
-
-
-

Relacija (4.34) je zakon otuvanja mehaniCke energije. Da
li on vrijedi uvijek, kao zakon ocuvanja ukupne energije, ili
samo u odredenim sludajevima? Iz iskustva znamo da se dio  O..___
mehani¢ke energije éesto zbog trenja pretvara u druge, neme- B
hanitke oblike (unutra3nju energiju). Tako se pri padanju tijela g _mas-E E,=0
u zraku dio mehani¢ke energije tro$i na svladavanje otpora zra- E,-0 E,-maks.=E
kf, pau tom .sluéa;u vise ne.vruedx }'elacua (4.34). Vu¢emo i gjika 4.10. Otuvanje
tijelo uz kosinu nekom vanjskom silom F’, tada je, prema mehanitke energije
(4.31), rad vanjske sile: pri gibanju matema-

ti¢kog njihala
W' =AE, + AE, — W,, = E, — E, — W, (4.35)

/
>Q—m
2

gdje je W,, rad sile trenja (koji je uvijek negativan), a E; i F, ukupna mehanicka
energija u polozaju 1 i 2 (sl. 4.8).

U tim i mnogim drugim slucajevima mehanicka energija nije oCuvana. Zakon
o¢uvanja mehanitke energije vrijedi onda kad su rad sile trenja (disipativne sile) i
rad vanjskih (nekonzervativnih) sila jednaki nuli, tj. kad su sve sile koje djeluju na
sistem konzervativne. MoZemo opcenito zakljuditi: kada na &esticu djeluju samo
konzervativne sile, ukupna mehani¢ka energija &estice je o¢uvana. Zbog toga sile
koje imaju potencijalnu energiju zovemo konzervativnima*.

Medutim, ako osim konzervativnih sila F, djeluje i sila trenja F,, i neke druge
nekonzervativne sile F’, tada je ukupni rad svih sila jednak promjeni kineticke ener-
gije:

W, + W, - W =AE, (4.36)
gdje je W, rad $to ga izvrie konzervativne sile, W,, rad sile trenja, a W’ rad nekih
drugih nekonzervativnih sila (npr. rad vanjske sile pri gibanju tijela uz kosinu na

sl. 4.8). Zamijenimo li rad konzervativne sile promjenom: potencijalne energije
(W, = —AE,), dobivamo:

AE, + AE, = W, + W' (4.37)

To je jedan od natina pisanja zakona odrzanja ukupne energije: ukupna ener-
gija ne mozZe se unistiti niti ni iz ¢ega stvoriti, ona se moZe samo pretvarati iz jednog
oblika u drugi oblik.

Zakon o¢uvanja mehanicke energije izveden je iz Newtonovih aksioma i moze
posluZiti umjesto njih za rjeSavanje raznih problema u mehanici.

* Conservare (lat.) — oduvati, odriati,
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Primjer

Saonice se s vrha brijega visine # = 10m i duZine / = 80 m podinju spuitati bez
poletne brzine i doavii do podnoZja brijega, nastave gibanje po horizontalnom putu
BC sve dok se ne zaustave (sl. 4.11). Faktor trenja je konstantan du? cijelog puta ABC
i iznosi ;2 = 0,05. Koliko ée se daleko od podrioZja zaustaviti saonice? Kolika &e im biti
brzina na podno?ju brijega?

Slika 4.11. Slika uz primjer u tekstu

Zadatak se moZe rijefiti na dva nadina: primjenom drugoga Newtonova zakona
ili primjenom zakona oluvanja energije; upotrijebit éemo ovaj drugi pristup.

Saonice krenu iz mirovanja (todka A) i zaustave se u todki C, te je promjena ki-
netidke energije nula. Pri spuitanju s brijega potencijaina energija saonica se smanji.
Promjena potencijalne energije jednaka je radu sila trenja:

mgh = Fy, 1l + Fy,-d.
12— h?

- 2 duz puta BC sila

Sila tremja duZ puta AB jest F,,, = u Fy = umeg
trenja jest Fi,, = umg, te je:
VIE— K

2
——I—l-{-umgd.

Odatle dobivamo horizontalni put saonica BC:
h

d= —— /! —h =121m.
®

. Bn‘inn na dnu brijega izralunat éemo primjenom relacije E,—E, =W, tj.
izjednadivil promjenu potencijalne energije na putu AB sa zbrojem promjene kine-
ticke energije i rada sile trenja na istom putu:

2
mg h =1;—+ rmg /12 — b2
v = V2 (h— x/I2— B = 10,87 m/s ~ 39 km/h.

mgh=pumg

4.6. SNAGA

Snaga se definira omjerom rada i vremena, pa bismo je mogli shvatiti kao
brzinu obavljanja rada odnosno prijenosa energije. Ako je u promatranom vre-
menskom intervalu z, ~ ¢, izvren rad W, — W,, odnosno prenesena energija
E, — E,, srednja je snaga:

W, — W

b= (4.38)
ra— 04
odnosno
p_E—-E (4.39)

tﬁ—tl
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Trenutna je vrijednost snage:
dw

P=IlmP=—, (4.40)
At0 d:
Buduéi da je dW = F-ds = F - & dr, snagu moZemo pisati i u obliku:
P=F -5=Fuvcosa (4.41)

gdje je a kut izmedu smjera sile i smjera brzine tijela. Snaga je jednaka skalarnom
produktu sile i brzine.

Jedinica za snagu* je vat (znak: W): W = J/s.

Navedimo neke tipi¢ne vrijednosti za snagu: ovjek pri brzom hodanju razvije
snagu iznosa oko 50 W, pri penjanju, odnosno tréanju do 200 W, konj oko 500 W,
automobil oko 50 kW, elektrana 500 MW, i sl.

4.7. SUDARI

Kao primjer primjene zakona o&uvanja koli¢ine gibanja i energije razmatrat
¢emo sudare dviju &estica. Do sudara dolazi kada dvije &estice (ili dva sistema &es-
tica), priblizavaju¢i se jedna drugoj, medusobno djeluju i time promijene svoje
gibanje. Na primjer, kada se dvije elasti¢ne kuglice sudare, svaka se deformira pod
djelovanjem impulsne sile nastale njihovom interakcijom, nakon kratkog vremena
kuglice se odvoje, vracajudi se u prvobitni oblik, i nastave gibanje promijenjenim
brzinama. Pri sudaru ne mora uvijek do¢i do fizitkog dodira medu tijelima, kao
pri makroskopskom sudaru dviju kuglica. Kada se, npr., proton priblizava
jezgri, odbojne Coulombove sile mijenjaju mu putanju i proton se otkloni prije
nego Sto dotakne jezgru.

Promatrat ¢emo posebni primjer kada se Cestice prije i poslije sudara gibaju
po istom pravcu, tj. centralni sudar. Pretpostavit ¢emo da nema vanjskih sila,
odnosno da se sve vanjske sile uravnotezuju, tako da je sistem izoliran. Cestice
jedna na drugu medusobno djeluju za vrijeme sudara unutradnjim silama F,, i
F;), pri ¢emu je, prema treéem Newtonovu zakonu, F, = —F,,. U odjeljku 3.7.
vidjeli smo da za takav sistem vrijedi zakon ofuvanija koli¢ine gibanja, te ¢e ukupna
koli¢ina gibanja prije sudara biti jednaka ukupnoj koli¢ini gibanja nakon sudara.
Ako su 3, i p, koli¢ine gibanja Cestica prije sudara, a $; i p, nakon sudara, tada je

htbh=ph+5h (4.42)

Sudar mozZe biti savrieno elasti¢an i savrieno neelasti¢an odnosno djelomi¢no
elasti¢an. Ako je sudar savrSeno elastiéan, tijela se nakon sudara vradaju u prvobitni
oblik, potencijalna energija elasti¢ne deformacije nastala prilikom sudara tijela po-
novo prelazi u kineti¢ku energiju, i tijela se razilaze tako da im je ukupna kine-
ticka energija nakon sudara jednaka ukupnoj kineti¢koj energiji prije sudara. Da bi
sudar dvaju makroskopskih tijela bio savrieno elastian, tijela bi morala biti savreno
kruta, tako da ne doZive nikakvu deformaciju, ili savrieno elasti¢na, tako da unutras-

* Po Zakonu o mjernim jedinicama i mjerilima, 31. XII 1980. jedinica konjska snaga (znak:
KS) prestala je biti zakonita:

KS = 75-9,80665 W = 735,5 W.
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nja potencijalna energija sistema bude jednaka prije i poslije sudara. Takve uvjete
dosta dobro ispunjavaju dvije Celi¢ne kuglice, kuglice od slonove kosti, odnosno
kuglice od plasti¢ne mase. Pravi savrieno elasti¢ni sudari dogadaju se samo medu
atomskim i nuklearnim {esticama, dakle u mikrosvijetu (npr. sudari molekula
plina, elementarnih Cestica i sl.).

Pri savreno neelasti¢énom sudaru ne nastaje potencijalna energija deformacije,
ve¢ se tijela nakon sudara slijepljena gibaju zajedno kao jedno tijelo, ili miruju.
Pri takvom se sudaru kinetitka energija djelomi¢no ili potpuno pretvara u unutra$nju
energiju (potencijalnu i kineti¢ku energiju termikoga gibanja molekula), te se
stoga pri takvim sudarima tijela zagriju.

U neelasticnom sudaru je odrZzana ukupna koli¢ina gibanja, ali ukupna meha-
ni¢ka energija nije jer se jedan njezin dio pretvorio u nemehanicki oblik energije.
Vecina je makroskopskih sudara medutim, izmedu obadva ekstremna slucaia,
dakle djelomi¢no su elasti¢ni.

4.7.1. Savrieno elasti¢an sudar

Promatrat ¢emo centralni savr$eno elasti¢an sudar dviju kuglica, tj. sudar pri
kojem brzine obiju kuglica leZe na istom pravcu nosiocu koji prolazi sredi$tem
obiju kuglica.

Dvije kuglice (ili dvije estice) mase m, i m,, brzine 7, i 7, sudaraju se elasti¢no,
i nakon sudara imaju brzine %; i 7 (sl. 4.12). Taj je sistem izoliran za vrijeme ¢&i-
tavog procesa, na kuglice ne djeluju vanjske sile (odnosno zbroj vanjskih sila je nula),
i zbog toga vrijedi zakon o¢uvanja koliine gibanja:

m1 61 + mz 62 = ml 'b.{ + '”2 'Z’; (4.43)
m, m, m m
a) prije sudara b) poslije sudara

Slika 4.12. Centraini elastiéni sudar

Buduéi da je sudar savrdeno elastiCan, ukupna je kineticka energija prije i
poslije sudara ista:
my 0y | my D _m 7 + my By*

5 9 5 z (4.44)
Preinacimo li jednadzbu (4.44), dobijemo:
my (3} — 6;%) = —my (35 — T5?) (4.45)
odnosno:
my (B, — 0y) - (B; + D)) = —my (T, — Ta) - (D + Tp) (4.46)
Ako jednadzbu (4.43) napiemo u obliku
my (B — D7) = —my (Tg — Tg) (4.47)

te desnu stranu jednadzbe (4.47) uvrstimo u desnu stranu jednadZbe (4.46) i preure-
dimo, dobijemo:
@ =) @+ 0 —0,—5) =0 (4.48)



4. RAD I ENERGIJA 75

Budu¢i da su pri centralnom sudaru brzine kolinearni vektori, uvjet (4.48)
je ispunjen samo ako je jedan od faktora jednak nuli. Ako je prvi faktor u (4.48)
jednak nuli, brzine se nisu mijenjale, te se nije dogodio ni sudar; zato taj slucaj ne
uzimamo u obzir.

Dakle, drugi faktor mora i$¢ezavati, §to daje:
D) — Ty = —(Dy — D) (4.49)

Relativna brzina primicanja kuglica prije sudara jednaka je po iznosu, a sup-
rotna po smjeru relativnoj brzini odmicanja kuglica poslije sudara. Relativne brzine
promijenile su samo smijer, a ne iznos.

Iz jednadZbe (4.49) vidimo da brzine kuglica poslije savrseno elasti¢nog sudara
ne mogu biti jednake. Kad bi, naime, bile 7, = #,, tada bi, prema (4.49), ¥, morao
biti jednak @,, tj. kuglice bi se prije sudara gibale jednakim brzinama, pa se ne bi ni
sudarile.

Iz jednadzbe (4.49) i (4.42) moZemo izracunati brzine poslije sudara 7, i ¥s:

., (m, —m) %, + 2m, D,
'Ul-"—‘

my + m,
LT (4.50)
(my — my) By + 2my 0,

—7
'vg =

my + m,
Posebni slucajevi

1. m, = my = m. U sludaju jednakih masa @, = @y, i 7, = 7;, tj. Cestice
jednostavno zamijene brzine. Ako druga kugla miruje (7, = 0), tada je 7; = 0,
a ¥, = 9y; poslije sudara prva kugla stane, dok druga odleti brzinom koju je prije
sudara imala prva kugla.

2. m; K my; v, = 0, Savrieno elasti¢na kugla mase m, i brzine v, udara u
vrlo veliku kuglu ili savr¥eno elasti¢ni zid. Iz (4.50) dobivamo 3; = —3,, tj. kugla se
odbija jednakom brzinom kojom je dosla. Zid pri tome dobiva impuls sile 2 m, v;;
naprotiv zid ne dobiva nikakvu energiju, jer kugla prilikom sudara ne mijenja ener-
giju. Ukupna promjena koli¢ine gibanja kugle prilikom takva sudara jest 2 m; v,.

3. my > my i vy = 0. Iz (4.50) slijedi v; ~ v, i v, & 2v,. Kada vrlo velika
kugla udari u kuglicu koja miruje, brzina joj se vrlo malo promijeni, dok lagana kug-
lica odleti brzinom dva puta ve¢om od brzine upadne kugle.

4.7.2, Savrieno neelasti¢an sudar

Pri savrieno neelastiénom sudaru kugle se nakon sudara deformiraju, slijepe i
gibaju zajedno brzinom o; = ¥; = %’. Pri tom sudaru kinetitka energija nije
otuvana, jedan njezin dio utrodi se na promjenu unutrainje energije. Pomo¢u zakona
oCuvanja koli¢ine gibanja odredit éemo brzinu nakon sudara:

my Ty + my Uy = (my + my) T
5 = my Dy + my Ty

(4.51)
my + my
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Kineti¢ka se energija prilikom neelasti¢nog sudara smanjuje a unutradnja se
energija za isti iznos pove¢a. Ukupna je kineti¢ka energija prije sudara:

1 1
E,=—m 0 +—m, o2 (4.52
p=mut 3 (4.52)

“

dok je kineti¢ka energija poslije sudara:
_ (my B, + m, 3,)?

—— (4.53)

i 1 ,
Ekz‘z—(ml'f'mz)'vz

Oznatimo razliku izmedu konatne i pocetne kinetitke energije sa Q:

1 1 1 1
=FE, —E, =|—muv?+—m, v;’)-—(—m P4 —m 'o§) 4.54
Q k 3 (2 ) Y1 2 2 2 19 2 2 ( )
Pri savr3eno elasticnom sudaru E, = E, te je O = 0. Pri savrieno neelas-
ti¢nom sudaru Q < 0 i iznosi:
1 1 o 1 my my -
= —(my + m,) v'2— (——mv‘+ —m. v*) =——22 (5, —3,) (4.55
o 2(1 ) 2 LT S 2+ ) 1 )? (4.55)
Veli¢ina —Q je promjena unutrasnje energije sistema, i pri neelasti¢nom sudaru
to je pozitivna velidina.

Posebni slulajevt

lemy=my=m=9 = ) (B, + 9g). Kada se dvije kuglice (npr. od mekane

gline) jednake mase sudare, brzina nakon sudara bit ¢e jednaka polovici vektorskog
zbroja brzina prije sudara. Ako je prije sudara jedna kuglica na miru, tada obje

kuglice priljubljene zajedno nastave gibanje brzinom v’ = % v,. Ako su se prije

sudara kuglice gibale jedna prema drugoj jednakom brzinom (7, = — 2,), tada na-
kon sudara obje kuglice stanu, ij. v’ = 0.

2. my < my, v; = 0= v’ = 0. Kada kuglica od gline padne na tlo, ondje i
ostane. Kada komad Zeljeza na nakovanju udaramo ¢&ekicem, kineti¢ka energija
Cekica pretvara se u energiju deformacije komada Zeljeza i u unutrasnju energiju,
i Zeljezo se zagrijava.

Primjer

Balisti¢ko njihalo sastoji se od komada drva mase m,, objefenoga kao njihalo (sl
4.13). Kada se metak mase m, zarine u drvo, njihalo se zanjife do visine k. Kolika je brzina
metka?

Sudar metka i drva je neclasti®an, te se brzina metka mo¥e odrediti iz zakons
olfuvanja kolitine gibanja:

5 my + my
my=(m + my)v =v = v
my



4. RAD I ENERGIJA 77

v’

+m
Kada se metak zarine u drvo, njihalo dobije odredenu kinetidku energiju ’"l_z_f

koja se, kad se njihalo zanjife do visine k, pretvori u poten-
cijalnu energiju (m, + m,) g h. Dakle:

: :
my, + mg

T Vi=m A+ m)ghs =V2gh

\
\\ \
\ \
Brzina metka je \\ \\
\ \
g B By A
my my metak i 3
BE—| Lo _ _J_Lh
Kolike je vrijednost Q za taj sudar? m, —

Slika 4.13. Balisti¢ko njihalo

PITANJA I ZADACI

1. 8to je rad i kako se ratuna? Kojim se jedinicama izrazava?

2. PrikazZite u (F, s) dijagramu rad stalne i rad promjenljive sile.

3. Izralunajte rad potreban za dizanje &estice mase m u polju sile teze.

4. Koliki je rad potreban za produZenje opruge?

S. ézraéunaite rad sile trenja. Koliki je rad sile trenja po zatvorenom putu?

6. Sto jg. energija i u kojim se oblicima pojavljuje? Objasnite pojmove kineti¢ke i potencijalne
energije.

7. lzvedite izraz za kineti®ku energiju materijalne todke i sistema materijalnih todaka.
8. Izratunajte potencijalnu energiju &estice u homogenom polju sile tee.
8. Kolika je potencijalna energija opruge?

10. Izvedite izraz koji povezuje rad vanjskih sila i promjenu kinetitke energije sistema.

11. Kako glasi zakon ofuvanja energije? Izvedite zakon ofuvanja mehanitke energije.

12. Pokazite zakon oluvanja mehanitke energije na primjeru slobodnog pada i pomoéu njega
izralunajte brzinu tijela koje slobodno pada s visine 4.

13. Kamo odlazi mehanitka energija koja se tro$i na svladavanje trenja?

14. 3to su konzervativne, a §to nekonzervativne sile?

15. Koliki je rad konzervativne sile po zatvorenom putu?

16. Kako se ratuna snaga i kojim se jedinicama izrazava?

17. 8to je elastitni a $to neelasti®ni sudar?

18. Izratunajte brzine nakon sudara dviju elastiénih kugli. Razmatrajte razne posebne sluajeve.
Kako se pri tom giba centar mase tog sistemna?

18. Izratunajte brzinu nakon neelastiénog sudara dvaju tijela. Kako se giba centar mase sistema?

20. Koliko se umanji mehani¢ka energija pri neelastinom sudaru dvaju tijela?

21. Covjek mase 100 kg penje se stepenicama na vrh zgrade visoke 20 m. Koliki rad pri tom obavi?
Kolika je prosje¢na snaga za to potrebna, ako penjanje traje 200 s?

22. Koliki je rad potrebno izvriiti da bi se 50 vre¢a cementa podiglo iz prizemlja na prvi kat (vi-
sinska razlika 2,5 m). Kolika je prosjena snaga ako se jedna vreta podigne za 30 s?

23. Koliko se visoko popne tijelo mase 1 kg kada ga bacimo vertikalno uvis kineti¢kom energijom
iznosa 98 J? (Zanemarite otpor zraka.)

24. Automobil mase 1 000 kg i maksimalne snage 40 kW giba se uz brijeg uspona 10%. Koliku
bi maksimalnu brzinu mogao posti¢i kad ne bi bilo gubitaka zbog trenja?

25. Automobil mase 1 060 kg giba se uz brijeg uspona 109, konstantnom brzinom od 54 km/h.
Izratunajte upotrebljenu snagu. Koliki je rad motora za vrijeme jedne minute voZnje? Zane-
marite gubitke zbog trenja.

28. Tijelo je izbateno podetnom brzinom v, pod kutom « prema horizontali. Pomoéu zakona o

otuvanju energije odredite maksimalnu visinu koju ¢e doseéi uz pretpostavku da na njega
djeluje samo konstantna sila teZa.
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27. Dizalo mase 100 kg ubrzava se akceleracijom 1 m/s® od mirovanja do brzine 4 m/s, a zatim se
nastavi dizati jednoliko po pravcu. Za cijelo vrijeme gibanja djeluje stalna sila trenja 500 N.
Kolika je: &) prosjetna, b) maksimalna snaga potrebna motoru da ubrza dizalo iz mirovanja
do brzine 4 m/s? ¢) Koliku snagu razvija motor pri jednolikom dizanju? d) Koliki je rad
motora za vrijeme 7s od poletka dizanja?

28. Sila F = At djeluje na esticu mase m ubrzavajuéi je iz mirovanja. Koliki je rad obav-
ljen nakon vremena z?

29. Predmet mase 20 kg guramo uz kosinu nagiba 30° stalnom silom 200 N koja je paralelna kosini
i pri tom prevalimo put 3 m. Faktor trenja izmedu predmeta i kosine je 0,3. &) Koliki se rad
obavi silom F? b) Koliki je rad uslijed sile trenja? ¢) Kolika je promjena potencijalne energije
predmeta? d) Kolika je promjena kinetitke energije predmeta?

30. Na vrhu kosine dugatke / = 2 m i visoke 5 = 1,2 m nalazi se nepomi¢na kolotura. Na jednom
kraju niti prebafene preko kolotura visi uteg my = 10 kg, a drugi kraj niti spojen je s tijelom
mase m, = 5 kg koje klizi po kosini. Faktor trenja izmedu tijela i kosine je 0,5. Kolika je
brzina tijela polto uteg mase m, padajuéi iz mirovanja prijede put s = 1 m? Zanemarite
gibanje kolotura i niti. Zadatak rijelite energetskim razmatranjima.

81. Tijelo mase m, = 0,5 kg, gibajuéi se jednoliko po pravcu brzinom v, = 2,5 m/s, dostigne
drugo tijelo mase mg = 1 kg koje se giba u istom smjeru brzinom v, = 2 m/s. Tijela se cent-
ralno neelasti¢no sudare i nakon sudara gibaju zajedno. a) Odredite im brzinu nakon sudara.
b) Kolika bi bila brzina nakon neelasti¢nog sudara da su se gibala jedno nasuprot drugome?

82. Kugla mase m giba se brzinom v po horizontalnoj podlozi bez trenja i udari u mirnu kuglu

mase %' Sudar je centralan i elasti¢an. Kolike su brzine kugli poslije sudara?

33. Molekula kisika, brzine 300 m/s, sudari se centralno i elastiéno s molekulom CO,, kojoj je
brzina 100 m/s: a) u istom smjeru, b) u protivhom smjeru. Odredite brzinu molekula nakon

sudara. Uzmite u obzir da je m (O,)/m (CO,) = %



5. STATIKA

5.1. UVOD

Statika je dio mehanike koji proucava zakone slaganja sila $to djeluju na tijela
i ravnoteZu tijela. Tijelo je u ravnotezi kada se ne ubrzava. Pri tom tijelo moZe mi-
rovati, gibati se jednoliko po pravcu ili se jednoliko vrtjeti oko osi koja prolazi kroz
centar mase. Cesto se, medutim, pogre$no smatra da biti u ravnotezi znadi miro-
vati. Mirovanje je uistinu vrsta ravnoteZe, ali niie jedina.

MoZe se pokazati da se opcenito gibanje krutog tijela moZe rastaviti na transla-
ciju tog tijela brzinom kojom se giba neka njegova to¢ka (npr. centar mase) i rotaciju
oko osi koja prolazi kroz tu tocku. Najjednostavnija je vrsta ravnoteZe krutog tijela
mirovanje, a najopéenitija jednolika translacija i jednolika rotacija oko osi koja pro-
lazi kroz centar mase.

U ovom ¢emo poglavlju najprije obraditi djelovanje sila na materijalnu tocku i
uvjete njezine ravnoteZe, a zatim ¢emo razmotriti djelovanje sila na kruto tijelo.

Ako tijelo pod utjecajem sila ne mijenja oblik, kazemo da je kruto. MoZemo
zamisliti da je kruto tijelo sistem od mnogo materijalnih toaka ¢iji medusobni
razmaci uvijek ostaju isti. Naravno, kruto tijelo je idealizirani model; u prirodi
postoje ¢vrsta tijela koja se, vise ili manje, priblizuju modelu krutog tijela.

Pri razmatranju ravnoteZe krutog tijela treba uvesti novu fizikalnu veli¢inu —
moment sile, koji ¢e nam, osim u ovom poglavlju, trebati i pri opisivanju gibanja
krutog tijela.

5.2. RAVNOTEZA MATERIJALNE TOCKE

Sile koje djeluju u istoj tocki zovu se konkurentne sile. Njihova rezultanta je
njihov vektorski zbroj:

R=F+F+...=5F (5.1)
[

Kada dvije ili viSe sila djeluje na zajedni¢kom pravcu, a istog su smjera, tada
se te sile mogu nadomjestiti rezultantnom silom koja djeluje u istom pravcu i smjeru
i po iznosu je jednaka zbroju iznosa svih sila. Ako dvije sile djeluju na zajednickom
pravcu u suprotnim smjerovima, iznos rezultante jednak je razlici iznosa kompo-
nenata, a smjer joj je isti kao i smjer ve¢e komponente. Kada na &esticu istovremeno
djeluju dvije sile pod nekim kutom, rezultantu dobivamo konstrukcijom paralelo-
grama ili trokuta sila, a kada u istom hvati§tu djeluju vide od dvije sile, vektorski ih
mozemo zbrojiti pomocu poligona sila (v. odjeljak 1.5).

Cestica je u ravnotezi kad joj je akceleracija nula (z = 0), odnosno, kako slijedi
iz drugoga Newtonova zakona, kada i$¢ezava rezultanta svih sila koje djeluju na nju.
Uvijet ravnoteze Cestice dakle glasi:

R=SF =0 (5.2)

ili, 3to je ekvivalentno,
ZF.,:O EF,-,,=O ZF,,=0 (5.2a)
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Najjednostavnija vrsta ravnoteZe jest kada na Cesticu djeluju konkurentne sile
jednakog iznosa, a suprotnog smjera (sl. 5.1a). Kada na &esticu djeluju tri sile koje
su u ravnoteZi, tada je rezultanta dviju sila po iznosu jednaka trecoj sili, ali je sup-
rotnog smjera (sl. 5.1b). MoZemo opéenito zakljuéiti da je Cestica u ravnoteZi kad
je zatvoren vektorski poligon sila koje djeluju na nju (sl. 5.1c).

Ll
= = 4
E K s
2 " | N
m
1 tH=0 » 24
mg
! i
a) b) c)
a) b) ¢)

Slika 5.1. Ravnotefa &estice

Primjer

Cestica mase m je u ravnoteZi na kosini nagnutoj pod kutom « (sl. 5.2). Izradu-
najte silu F koja djeluje paralelno uz kosinu i silu kojom podloga djeluje na &esticu.
Zanemarite trenje.

Na &esticu na kosini djeluju ove sile: sila teia
Z? = mg-,. sila ?" i sormalna reakcija podloge EN.
Uvjet je ravnoteZe:

G+F+Fy=o.
Te su tri sile konkurentne i djeluju u istoj

ravanini, te uvjet ravnotefe u koordinatnom su-
stavu xy moemo pisati:

G:+F=0
Gy + FN = 0:
odnosno:
Slika 5.2. RavnoteZa na kosini F— Gsina=0

FN— Geosa = 0.
Odatle je
F = Gsina Fy =Gcosa.

5.3. DJELOVANJE KONKURENTNIH SILA NA KRUTO TIJELO

Najjednostavnije je kada sve sile djeluju u istoj tocki krutog tijela (tj. imaju
zajednitko hvatiste), a svodi se na djelovanje sila na materijalnu tocku. Rezultanta
takvih sila jednaka je njihovu vektorskom zbroju i ima hvati$te u toj tocki. Da bi
kruto tijelo u tom slu¢aju bilo u ravnoteZi, nuZno je i dovoljno da bude zatvoren
poligon konstruiran od tih sila.

Kada na kruto tijelo djeluju dvije sile s razli¢itim hvati$tem, koje leZe na istom
pravcu djelovanja, kruto tijelo je u ravnoteZi ako su te sile jednake po iznosu, a sup-
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rotnog smjera (sl. 5.3). To je jedan od osnovnih aksioma statike koji proistjece iz
niza eksperimenata i opaZanja. Iz njega proistjete da se hvatite sile koja djeluje na
kruto tijelo moZe pomicati duZ pravca nosioca a da se pri tom njezino djelovanje na
gibanje krutog tijela ne promijeni. (Zbog toga kazemo da je sila koja djeluje na kruto
tijelo klizni vektor.)

Sistem sila koje djeluju u razli¢itim to¢kama krutog tijela, ali kojyima se pravci
djelovanja sijeku u jednoj totki mozemo svesti na sistem sila 3to djeluju u jednoj
to¢ki i zamijeniti njihovim vektorskim zbrojem koji djeluje u to¢ki gdje se sijeku prav-
ci djelovanija tih sila. Buduci da se hvatite sila smije pomicati po pravcu nosiocu,
sve se te sile mogu pomaknuti tako da djeluju u jednoj to¢ki, sjecitu pravca djelo-
vanja, i tako i taj primjer svodi na prethodni.

o]
i
NTI
(=

K

y

F

F
A
Stika 5.3. Djelovanje dviju B b)
sila na kruto tijelo Slika 5.4. Uz definiciju momenta sile

5.4. MOMENT SILE

Kruro tijelo pod utjecajem sila moze, uz translacijsko gibanje, i rotirati oko
neke osi ili neke to¢ke. Utjecaj sile na rotaciju opisuje se njezinim momentom.

Promatrajmo tijelo koje moze rotirati oko totke O (sl. 5.4). Neka na tijelo
djeluje vanjska sila F. Djelovanje sile na kruto tijelo ne ovisi samo o njezinu iznosu i
smjeru, vec i o njezinu hvatistu, tj. o to¢ki u kojoj ona djeluje na tijelo, ili, tocnije,
o poloZaju pravca nosioca te sile s obzirom na kruto tijelo. Iznos i smjer sile u oba
su primjera na slici 5.4. jednaki, samo je pravac nosilac razli¢it. Sila ée utjecati na
rotaciju tijela oko toc¢ke O samo ako pravac sile ne prolazi kroz tu tocku (sl. 5.4b).
Iz iskustva, nadalje, znamo da je efikasnost djelovanija sile na rotaciju to veéa 3to je
veca okomita udaljenost pravca djelovanja sile od tocke O, tzv. krak sile & = OA.

Zato se za opisivanje utjecaja sile na rotaciju uvodi moment sile M ¢&iji je iznos jed-
nak umnogku sile i kraka sile:

M=*kF (5.3)

Jedinica je momenta sile, kao $to se vidi iz (5.3), njutn-metar (znak: N m).

—>
Ako sa 7 = OH oznatimo vektor poloZaja hvatista sile s obzirom na to¢ku O,
moment sile (5.3) moZemo pisati:

M =r Fsing (5.4

gdje je @ kur izmedu vektora 7 i F (sl. 5.4b). Moment sile je vektor &ji je iznos dan
sa (5.4) ili sa (5.3), dok mu je smjer okomit na ravninu u kojoj leZe sila i tocka O.

6 Kulidi¢: Mehanika i toplina
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Odatle moZzemo zaklju¢iti da se moment sile moZe prikazati kao vektorski produkt
radijusvektora (vektora poloZaja) hvatista sile i sile:

M=%xF (5.5)

Smjer M odredujemo pravilom desne ruke: ako prstima idemo od 7 prema F
(kraéim putem), palac pokazuje smjer M.* Moment sile je vektor kojem se na nave-
deni naéin odreduju iznos i smjer, dok mu pravac djelovanja mozZe biti bilo gdje
okomito na ravninu (sl. 5.4b), a obi¢no se uzima da leZi na osi rotacije. Takve vek-
tore koji nisu vezani za odredeni pravac djelovanja, ve¢ se smiju paralelno transla-
tirati, nazivamo aksijalnim vektorima.

Ako u tozki H (sl. 5.5) ne djeluje jedna, vec vie konkurentnih sila F,, F, . . .,
moment svake od njih s obzirom na tocku O jest M, = #x F,, dok je moment

rezultante R = F, + F, + ... jednak zbroju momenata sila
_ komponenata:
F s
1 7 M=#xR=#x(F,+ F,+..)=ixF+ixF+...=
L FZ =M+ M +... (5.6)
3

Pri proudavanju gibanja krutog tijela sistem konkurentnih
sila moZe se zamijeniti jednom silom — njihovom rezultan-
: . tom. Medutim, op¢enito, kada sile nisu konkurentne, djelo-
Slika 5.5. Djelovanje P 1M, 9p > ada sil L . > €)
vife konkurentnih si-  Vanje sistema sila ne moZe se zamijeniti njihovom rezultan-
la na kruto tijelo  tom, kao §to ¢emo vidjeti, npr., pri proucavanju para sila.

5.5. DJELOVANJE NEKONKURENTNIH SILA NA KRUTO TIJELO

Kada na kruto tijelo djeluje vise nekonkurentnih sila (tj. sila &iji se pravei
djelovanja ne sijeku u istoj tocki tijela), tada se one opcenito ne mogu zamijeniti
jednom silom, njihovim vektorskim zbrojem. Moze se pokazati da ¢e gibanje tijela
u tom slucaju biti superpozicija translacije i rotacije, s tim §to je translacija odre-
dena rezultantom (vektorskim zbrojem) svih sila, a rotacija rezultantom mome-
nata sila s obzirom na to¢ku oko koje tijelo rotira. Razmotrit ¢emo nekoliko jednostav-
nih primjera.

tijelo djeluju dvije ili viSe sila kojima su pravci djelo-
vanja paralelni (sl. 5.6). Odaberemo li pozitivan smjer O 1
jedini¢nim vektorom #, tada te sile moZemo prikazati
izrazom F.u, gdje ¢e F, biti pozitivno ili negativno, ovi- F
sno o tome da li je smjer sile F, jednak ili suprotan smjeru .

vektora #. Vektorski zbroj tih sila jest:

Slaganje paralelnih sila. Pretpostavimo da na Il‘:;
u

P eani—
Fa)

rC »
R=F+F+...=a(F,+F+..) (57 Slika 5.6. Paralelne sile

* Sjetimo se da je vektorski produkt ax & vektor ¢ = axb ¢iji je iznos jednak ab sin g
(odnosno povrsini paralelograma konstruiranoga nad vektorima g i ;). Vektor ¢ okomit je na rav-

- -
ninu koju ¢ine vektori @ i b, a smjer mu je odreden pravilom desne ruke.
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Iznos rezultante dobiva se zbrajanjem iznosa komponenata, uzimajuéi pri tom
komponente u jednom smjeru pozitivnima, a u drugome negativnima. Pravac
djelovanja rezultante paralelan je pravcima djelovanja komponenata. Potrebno je
jo§ samo odrediti hvati§te (poloZaj djelovanja) rezultante.

Izratunamo li moment svake od sila F,, M, = #, x F, i dobivene momente
vektorski zbrojimo, dobivamo:

M=#XF+#,xF4+...=FF,+#HF,+..) X @ (5.8)
Rezultantni moment okomit je na jedinini vektor #, te i na rezultantu sila §.
Da bi taj moment bio po iznosu jednak momentu rezultante, potrebno je da rezul-
tanta djeluje u tocki C odredenoj vektorom poloZaja 7, odabranoj tako da je
FFi+7Fe+...)Xa=% XR=F X (Fi+F+..)a=7%F +
+F+..)x# (5.9)
Odatle se dobije polozaj pravca djelovanja rezultantne sile B:
: AR+ RR+..._ TRE,
*  F +F+... JF,
MozZemo zakljutiti da se sistem paralelnih sila, &ija je rezultanta po iznosu raz-
li¢ita od nule, moZe zamijeniti jednom silom — vektorskim zbrojem pojedinih kom-
ponentnih sila — ¢iji je pravac djelovanja odreden relacijom (5.10). U sluaju dviju,

po iznosu jednakih a po smjeru suprotnih sila X F, = 0, navedeno razmatranje ne
mozemo primijeniti, pa ¢emo taj primjer, tzv. para sila razmotriti posebno.

(5.10)

TeZidte. Kao primjer djelovanja paralelnih sila na kruto tijelo promatrajmo
djelovanje sile teze na neko tijelo. Zemlja privia¢i svaku &esticu tijela odredenom
silom, koju nazivamo silom te¥om i koja je uzrok tezine tog tijela. Ako su dimenzije
tijela malene u usporedbi s dimenzijama Zemlje (tj. ako je u svakoj tocki tijela J=
= konst.), moZemo smatrati da je ukupnasila te¥a na tijelo rezultanta paralelnih sila
— sila teza nasvaku od pojedinih &estica tijela (sl. 5.7).
Budu¢i da je onda kada tijelo miruje ili se giba jednoliko

teZina jednaka sili tezi, ukupna je tezina tijela G = Z Am, g

Am,g

s hvati$tem u tocki:

. 27 Amg i Am,
T = = = ¥ 5.11 =
P Em‘g m cM ( ) G

Tako odredeno hvatilte teZine zove se teZiSte. Slika 5.7. Djelovanje sile
Usporedivdi tu formulu sa (3.48) vidimo da nema raz- teze na kruto tijelo
like izmedu polozaja tezi§ta i poloZaja centra mase.

Da bi se odredio polozaj teziSta krutog tijela, tijelo treba podijeliti na velik
broj malih volumena AV, i na te dijelove primijeniti izraz (5.10) te u grani¢nom
slu¢aju, kad svi AV teze nuli, umjesto zbrajanja u tim izrazima prije¢i na integriranije.
Tako se dobiju izrazi za koordinate teZista krutih tijela:

JoxdV  [xdV JydV . JzdV
xT = — rd = —1 zT =

JodV vV |14 Vv
gdje je V volumen tijela, a g gustoéa tijela, za koju smo pretpostavili da je konstantna,

(5.12)




84 Petar Kulifi¢ MEHANIKA I TOPLINA

Eksperimentalno moZemo odrediti teZiSte tijela tako da ga objesimo u nekoj
to¢ki i pustimo da se uravnoteZi. TeziSte ¢e lezati na vertikali kroz objesiste. Zatim
ponovimo pokus objesivii tijelo u nekoj drugoj tocki. Sjeci$te tih dvaju vertikala
odredit ée teZifte. Takav je nadin pogodan za odredivanje poloZaja tezi¥ta slo-
Zenih nehomogenih tijela za koja se teZi¥te ne moZe proradunati.

5.6. PAR SILA

Kada na kruto tijelo djeluje viSe paralelnih sila F,, F, ... F, ¢&iji je vektorski
zbroj jednak nuli (X'F, = 0), one se mogu zamijeniti dviema paralelnim silama istog
n—1
iznosa, a suprotnog smjera. Zbrojimo li, npr., prvih n — 1 sila, dobit éemo F = z F,.
. net i=1
Buduéida je z F,=0,tojesila F = z F, jednaka po iznosu, a suprotnog smjera
=1 i=1
posljednjoj sili, koju moZemo nazvati F' = F,. Time smo sistem od » paralelnih
sila &iji je vektorski zbroj nula sveli na dvije antiparalelne sile istog iznosa F i F’,
tzv. par sila. ) . o )
Promatrajmo kako par sila dviju paral Inih sila F, i F,,
istog iznosa, a suprotnog smijera, djeluje na gibanje krutog
tijela (sl. 5.8).
Vektorski zbroj (rezultanta) tih dviju sila o¢ito je nula,
dok je rezultantni moment:

4
5_ ~ .
O§ —’5 M=M‘+M2=71><F1+?,><Pz=?1XF1—;zXF;=
1 d
S
F

={F —F) X Fy=d XF, (5.13)

gdje jed = #, — 7, vektor od hvatiita sile F, do hvatista sile
1- Moment para sila okomit je na ravninu u kojoj leZe sile, po
Slika 5.8. Par sila  jznosu jednak umnosku jedne od sila i udaljenosti pravaca dje-
lovanja sila (tj. kraka k = dsing), i ne ovisi o izboru tocke
s obzirom na koju smo racunali momente sile. Buduéi da je rezultantna sila nula,
a rezultantni moment razli¢it od nule, par sila ne uzrokuje translaciju, ve¢ samo
rotaciju. Kada, naime, na nepomi¢no kruto tijelo po¢ne djelovati samo par sila
(F.i Fy), tada je vektorski zbroj vanjskih sila jednak nuli (F, + F, = 0), te centar
mase tijela ostaje i dalje na miru, a tijelo se po¢ne vrtjeti oko osi koja prolazi kroz
centar mase i odredena je smjerom momenta para. Par sila se &esto susreée u praksi,

a nastaje, npr., pri okretanju volana, kotrljanju, odvijanju vijka i sl.
Za razliku od paralelnih sila istog smjera i antiparalelnih sila razliitog iznosa,

par sila ne moZemo zamijeniti jednom silom.

5.7. RAVNOTEZA KRUTOG TIJELA

Djelovanje sila na kruto tijelo moze proizvesti translacijsko i rotacijsko gibanje.
Kruto tijelo je u ravnotezi ako je, promatrano u nekom inercijalnom sustavu, line-
arna akceleracija njegova centra mase jednaka nuli i ako je njegova kutna akceleracija
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oko bilo koje nepomi¢ne osi u tom sustavu jednaka nuli. Moraju, dakle, biti ispu-
njena dva uvjeta da bi se osigurala translacijska i rotacijska ravnoteza.

Translacijsko gibanje krutog tijela moze se opisati jednadzbom:
Macy = F (5.14)

gdje je F vektorski zbroj svih vanjskih sila koje djeluju na tijelo. Buduéi da u rav-
notezi dq, mora is¢ezavati, prvi je uvjet ravnoteze krutog tijela:

Z F, =0 (5.15)

Vektorski zbroj svih vanjskih sila koje djeluju na kruto tijelo u ravnotezi jednak
je nuli.

Sto se tice rotacijskoga gibanja, uravnotezeno kruto tijelo vrti se stalnom kut-
nom brzinom ili miruje, tj. njegova kutna akceleracija oko bilo koje nepomicne osi
mora biti jednaka nuli. Kutna akceleracija je proporcionalna ukupnom momentu
vanjskih sila koje djeluju na tijelo (v. 6. poglavlje), te drugi uvjet ravnoteze glasi:

IM =0 (5.16)

Vektorski zbroj svih vanjskih momenata (s obzirom na bilo koju to¢ku) Sto
djeluju na uravnoteZeno kruto tijelo mora biti jednak nuli.

Kruto tijelo je u ravnotezi samo ako su istovremeno ispunjena oba uvijeta
(5.15) 1 (5.16). U tom slucaju kruto tijelo miruje, odnosno giba se jednoliko po prav-
cu ili jednoliko rotira, ili i jedno i drugo.

U posebnom sluc¢aju, kada sile koje djeluju na tijelo leze u jednoj ravnini,
navedeni uvjeti prelaze u tri skalarne jednadzbe:

ZFI'Z=O’ 2F1y=0’ 2M1‘=0 (517)

Tada su, naime, svi momenti okomiti na ravninu u kojoj djeluju sile, tj. imaju
isti pravac nosilac, samo im se predznak moze razlikovati. Vektorski zbroj momenta
pretvara se zato u algebarski, s tim da se oni momenti koji uzrokuju rotaciju u smjeru
suprotnom hodu kazaljke na satu smatraju pozitivnima, a kad uzrokuju vrinju
u istom smjeru kretanja kazaljki na satu negativnima. Uotite, takoder, da par sila ne
moze biti uravnotezen jednom silom, ve¢ samo drugim parom, &iji je moment
jednak po iznosu, a suprotnog smjera. Djeluju li momenti u razli¢itim ravninama,

tada se momenti moraju zbrajati vektorski i upotrijebiti ravnotezni uvjet (5.16).

Primjer

Poluga duga 2 m, poduprta 0,5m od jednog kraja, upotrijebljena je za dizanje
predmeta mase 200 kg. Kolika je potrebna sila na jednom njezinu kraju da bi uravne-
teZila teZinu predmeta na drugom kraju?

Poluga je jednostavan uredaj pomoéu kojega se moZe manjom silom svladati
veéa sila. (Nacrtajte sliku.) Sila F na jednom kraju moZ%e podiéi teret teZine F' na dru-
gom kraju. Iz uvjeta ravnoteZe slijedi

Fa=F'b,
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gdje su g i b dufine krakova poluge. Ovdje je F’' = 200-9,81 N = 1962 N, a = 1,5 m,
= 0,5m, te je potrebna sila:

’

F'b :
F=-a—=654N.

'y

F
Idealan je mehanitki udinak polug e -;, a u nafem primjeru iznosi 3.

Razlikujemo tri vrste ravnote’e tijela: stabilnu, labilnu i indiferentnu. Za sve
tri su ispunjeni uvjeti ravnoteZe, ali je stabilnost tijela razli¢ita. Kada kratkotrajna
sila djeluje na tijelo u stabilnoj ravnoteZi, ono se malo pomakne iz ravnoteznog

poloZaja, ali se nakon prestanka djelovanja sile

vraca u taj poloZaj. Naprotiv, tijelo pomaknuto
M h | l iz polozaja labilne ravnoteze vise se u taj polo-
) b) 9

Zaj ne vraca, ve¢ teZi da se od njega udalji. Ako

tijelo pomaknuto iz ravnoteznog polozaja ostane

Slika 5.9. Stabilna, labilna i indife- 1,1 1OVOmM poloZaju uravnoteZeno, kazemo da se

rentna ravnoteza tijelo nalazi u indiferentnoj ravnotei. Na slici

5.9. pokazana je kuglica u sve tri vrste ravno-

teze. MoZe se pokazati da je u stabilnoj ravnotezi potencijalna energija tijela mini-
malna, a u labilnoj maksimalna.

Primjer

Ljestve mase 10 kg prislonjene su uz vertikalan zid ped kutom 45°, kao §to prikazuje
slika 5.10. Odredite sile koje djeluju na ljestve u totkama A i B. Pretpostavite da je tre-
nje u todki B zanemarivo.

Na slici 5.10. prikazane su sile koje djeluju C s
na lestve: sila teZa m g u tefistu T ljestvi, nor- :
malna reakcija zida Fg, normalna reak:ija
poda F,, te sila koja spredava ljestve da kliz-
nu Fy, (koja je uzrokovana trenjem).

Prvi uvjet ravnoteXe kate da vektorski
zbroj svih sila mora biti jednak nuli. Napifemo
li taj uvjet za x 1 y komponente sila, izlazi:

ZF(I=—FB+FA;=0 0

S Fy=—=G+Fay=0

Drugi uvjet ravnotee ka¥e da je alge-
barski zbroj momenata svih sila jednak nuli.
Odredimo li, npr., sve momente sila s obzirom

na todku A, dobiv, . Slika 5.10. RavnoteZa ljestava
d
Gdf—padn=o, G_COS¢—FBdSin¢=0
i 2
d V2 VZ
—— —Fgd—— =0 2
¢332 72 (
Odatle je
G
Fg = = = 49N
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Iz (1) dobijemo ostale dvije sile:
Fqr = Fp =49 N,
Fuy = G =98N.
Izbor todke A za radunanje momenata sila osobito je pogodan zato $to su takvim

izborom momenti sila F,; i F,y jednaki nuli; rafunanjem momenata s obzirom na
neku drugu to¢ku dobili bismo isti rezultat, samo bi jednadZbe (2) bile malo sloZenije.

Uokite da sile 1_5 ay i 5 dine jedan par sila, a sile ; Az i ﬁg drugi par. Momenti sila

Gd _ ., vz
= I'p
24/2 2
smjerova, te se medusobno uravnoteZuju. Uvijek kada na tijelo djeluje jedan par sila,
za postizanje ravnoteie potreban je jos jedan par jednakog momenta po velidini, ali
a suprotnom smijeru.

tih dvaju parova po veli¢ini su jednaki i iznose , ali su suprotnih

PITANJA I ZADACI

1. Kakva je razlika izmedu statike i dinamike?

2. Sto je kruto tijelo? Kako se kruto tijelo moze gibati?

3. Kako se giba: a) Cestica, b) kruto tijelo u ravnotezi?

4. Kada je &estica u ravnoteZi? Razmotrite ravnoteZu na kosini.

5. Sto je to pravac djelovanja sile? Zato je sila koja djeluje na kruto tijelo klizni vektor?

8. Sto su konkurentne sile? Kada je n razlititih konkurentnih sila F,, F, ... F,, koje djeluju
na kruto tijelo, u ravnoteZi?

7. Kako se definira moment sile? Kako mu se odreduje smjer?

8. Kako na kruto tijelo djeluje viSe paralelnih sila istog smjera?

9. Kako se definira teZiSte krutog tijela? Kakva je razlika izmedu teZidta i centra mase? Kako
se pokusom moze odrediti teZifte?

10. Kako na kruto tijelo djeluju dvije paralelne sile jednakog iznosa, ali suprotnog smjera?

11. Sto je par sila? Koliki je moment para sila?

12. Kada se sistem sila koje djeluju na kruto tijelo moZe zamijeniti jednom jedinom silom?

13. Kako se odreduje hvatiite rezultante kada vise sila djeluje u raznim to¢kama tijela?

14. Kako glase uvjeti ravnoteZe krutog tijela? Primijenite te uvjete na jednom primjeru.

15. Napisite uvjete ravnoteze krutog tijela kada su sve sile koje djeluju na nj u istoj ravnini.

16. Kakva je razlika izmedu stabilne, labilne i indiferentne ravnoteze?

17. Kolika je potencijalna energija tijela u ravnoteZi?

18. Na materijalnu toku djeluju u horizontalnoj ravnini tri sile: sila F, = 3 N prema sjeveru,
sila F, = 2 N prema jugozapadu, a sila F; = 4 N prema istoku. Izratunajte iznos i smjer
rezultante.

19. Na Sipku dugu 2 m djeluju Cetiri sile: F, = 3 N na jednom kraju, F; = 4 N na udaljenosti
1 m od tog kraja, F; = 4 N na udaljenosti 150 cm od kraja i F; = 3 N na drugom kraju.
Sve sile imaju paralelne pravce djelovanja okomito na ¥ipku. Sila F; je suprotnog smjera
od ostalih. Qdredite hvatiite, pravac djelovanja i iznos sile kojom bismo mogli uravnoteziti
tu $ipku.

20. Covjek gura teret mase 60 kg stalnom brzinom po horizontalnoj podlozi silom koja zatvara
kut 30° s horizontalom. Faktor trenja je 0,2. Kolika je sila? Kolika bi bila sila kad bi covjek
u istim uvjetima teret vukao?

21. Stap jednolikog presjeka, dug 2 m, napravljen je tako da mu je polovica od Zeljeza, a polovica
od aluminija. Gdje je teZidte?

22, Izratunajte poloZaj teZiita nehomogene $ipke duljine d kojoj gustoéa linearno raste od jednog
kraja do drugog po zakonu 4 = 4, + 2ax, gdje je x udaljenost od poletka Sipke.

23. PolozZaj teZita moZe se odrediti vaganjem. Ako se prednji kotali nekog vozila mase 3 200 kg
postave na platformu vage, vaga pokaZe da je sila pritiska kotata 21 kN. Razmak izmedu
osovina kotata je 3 m. Koliko je tezi§te vozila udaljeno od pravca djelovanja pritiska kotaca?

24. Na duZem kraju klijedta djeluje sila od 100 N. Kolika sila pri tom djeluje na ¢avao? Klijesta
su duga 16,5 cm, a kraéi kraj kraka klije$ta dug je 3,5 cm.

25. Greda mase 18 kg poduprta je na 1/4 svoje duZine. Kolikom je silom potrebno djelovati na
rubu kraceg dijela da bi greda bila u ravnoteZi?

26. Homogena greda mase 20 kg poduprta je na dva kraja. Kolikim silama djeluje greda na oslonce?




6. ROTACIJA KRUTOG TIJELA

6.1. UVOD

Promatramo li djelovanje sile na neko tijelo, mozemo uociti dva u¢inka: prom-
jenu oblika tijela (deformaciju) i promjenu stanja gibanja tijela. Ako tijelo pod utje-
cajem sile ne mijenja svoj oblik, kazemo da je kruto. MoZemo zamisliti da se kruto
tijelo sastoji od Cestica ¢iji medusobni razmaci uvijek ostaju isti. Naravno, kruto
tijelo je idealizirani model, a u prirodi ima &vrstih tijela koja se, vise ili manje, pribli-
Zuju idealiziranom modelu krutog tijela. Cesto se oblik tijela koje se giba ne mijenja,
ili se mijenja tako malo da tu promjenu moZemo zanemariti, i tadz je umjesno pret-
postaviti da je tijelo savr$eno kruto te na nj primijeniti zakone gibanja krutog tijela.

Razlikuju se dvije vrste gibanja krutog tijela: translacija i rotacija. Tijelo se
giba translatorno ako linija koja povezuje bilo koje dvije njegove &estice zadrzava
svoj smjer u prostoru, tj. ako za vrijeme gibanja ostaje paralelna svom pocetnom
poloZaju. U nekom promatranom trenutku sve to¢ke tijela imaju jednake brzine i
akceleracije. Za opisivanje translacije dovoljno je poznavati gibanje jedne tocke tijela
(npr. centra mase), jer se ostale todke gibaju na isti na¢in. Translatorno gibanje kru-
tog tijela svodi se, dakle, na gibanje jedne tolke njegova centra mase. Pri tom se
smatra da je litava masa tijela u toj tolki (centru mase) i da rezultanta vanjskih
sila ima hvatiste u toj to¢ki. Kada kruto tijelo rotira, sve se njegove &estice gibaju
istom kutnom brzinom po kruZnicama &ija sredi§ta leze na pravcu koji se zove os
rotacije.

Moze se smatrati da je najopcenitije gibanje krutog tijela sastavljeno iz ta dva
jednostavna oblika gibanja: translacije njegova centra mase i rotacije oko osi koja
prolazi kroz centar mase. Pri tom os mozZe biti nepomi&na ili tokom gibanja mijenjati
svoj poloZaj prema tijelu. Kada se automobil giba pravocrtno, njegov kota¢ izvodi
gibanje slozeno od rotacije oko osi kroz centar mase i translacije centra mase kotaca
u smjeru gibanja automobila.

U ovom ¢emo poglavlju razmotriti rotaciju krutog tijela i pri tom se ograniciti
na jednostavnije primjere: rotaciju krutog tijela oko nepomiéne osi i rotaciju zvrka
oko pomiéne osi, u¢vriéene u jednoj tolki.

6.2. OPCENITO GIBANJE KRUTOG TIJELA
Pod utjecajem vanjskih sila kruto se tijelo moZe gibati translacijom ili rota-
cijom, ili sloZzenim gibanjem sastavljenim 6d te dvije vrste gibanja.

Pri translaciji sve toCke tijela imaju jednaku brzinu 7 i akceleraciju &, te za
svaki djeli¢ mase A m, toga tijela vrijedi jednadZba gibanja:

Am-a=F,+ F, (6.1)

gdje je F, unutra$nja, a F, vanjska sila koja djeluje na promatrani djeli¢ mase.
Zbrajajui po svim elementarnim masama A m, na koje smo rastavili kruto tijelo
iz jednadzbe (6.1), izlazi:

ZAmt'a=Z(Fus+Fw) (6-2)
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Prema tre¢cem Newtonovu zakonu, zbroj svih unutrasnjih sila je nula, te jed-
nadzba (6.2) prelazi u:
= F, (6.3)

Ql

m

gdje je m = Z A m, masa tijela, a F, = z F,; rezultanta vanjskih sila.

Iz ovih razmatranja mozemo zakljuciti da se pri translatornom gibanju kruto
tijelo moZe zamijeniti jednom materijalnom tolkom (npr. centrom mase) Cija je
masa jednaka masi tijela i na koju djeluje ukupna vanjska sila. Tako se translacija
krutog tijela svodi na gibanje materijalne toc¢ke, koje smo proutili u 3. poglavlju.

Pri slozenom gibanju krutog tijela njegove toke imaju opcenito razlilite brzine
i akceleracije, te jednadzba gibanja ima oblik:

ZAmiat=Z(Fui+Fvl)=F (6.4)

Uvedemo li u (6.4) akceleraciju centra mase krutog tijela

opyy = ———— (6.5)
jednadzba gibanja prelazi u:

macy = (6.6)
gdje je m masa tijela, a F rezultanta vanjskih sila.

Pri bilo kakvom sloZenom gibanju centar mase tijela giba se kao materijalna
toCka (Cija je masa jednaka ukupnoj masi tijela) na koju djeluje rezultanta vanjskih
sila. Gibanje pojedinih to¢aka tijela, iako je u principu opisano jednadzbom (6.4),
moze se izratunati samo u jednostavnijim primjerima od kojih ¢emo neke razmotriti.

Najjednostavniji je primjer rotacija krutog tijela oko nepomiéne osi, i nju ¢emo
najprije prouditi. Zatim ¢emo opisati gibanje zvrka — rotaciono simetri¢nog tijela,
ucvricenog u jednoj tocki, koje se vrti oko vlastite osi simetrije.

6.3. ROTACIJA KRUTOG TIJELA OKO NEPOMICNE OSI

Pri rotaciji krutog tijela oko nepomiéne osi sve tocke tijela izvode gibanje po
kruZnicama Cija sredi$ta leZe na osi rotacije, za koju pretpostavimo da se poklapa s
osi z koordinatnog sustava.

U statici smo moment sile s obzirom na neku to¢ku definirali kao vektorski
produkt vektora poloZaja hvatista sile s obzirom na tu to¢ku i vektora sile. Pri
proucavanju rotacije krutog tijela oko nepomitne osi treba definirati moment sile
s obzirom na tu os, jer upravo ta komponenta ukupnog momenta opisuje utjecaj
sile na rotaciju oko te osi.

Kada na kruto tijelo ¢ija je os rotacije nepomi¢na, djeluje neka vanjska sila
F, tada na rotaciju utje¢e samo komponenta te sile koja leZi u ravnini okomitoj na
os rotacije. (Silu F moZemo, naime, rastaviti na dvije komponente: komponentu
okomitu na os rotacije i komponentu paralelnu osi rotacije; komponenta paralelna
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osi rotacije tezi samo pomaknuti tijelo duz osi i ne utjece na rotaciju oko osi.) Prema
tome, na rotaciju oko nepomicne osi utjee samo moment okomite sile, dakle mo-
ment sile F's obzirom na os rotacije, koji ¢emo oznatiti sa M,.

Moment sile F s obzirom na os rotacije z jednak je umnosku sile i kraka sile,
tj. najkrace udaljenosti izmedu osi i pravca djelovanja sile. To je skalarna veli¢ina,
koja moze biti pozitivna ili negativna, ovisno o tome uzrokuje li rotaciju u smjeru
suprotnom kazaljki na satu (pozitivnom smjeru) ili u smjeru kazaljke na satu.

Izvedimo jednadZbu gibanja za takvu rotaciju. U tu svrhu podijelimo tijelo na
n dijelova (materijalnih tocaka), od kojih svaki dio ima masu A m; i udaljen je od
osi rotacije za r, (sl. 6.1). Moment sile i-te Cestice s
obzirom na tocku Ojest A M, = 7, x A F,, gdje je
AF, rezultanta svih (vanjskih i unutra$njih) sila
koje djeluju na tijelo mase A m; a #; vektor polo-
Zaja s obzirom na tu to¢ku. Na kruzenje tijela ele-
mentarne mase A m; utjete samo tangencijalna
komponenta sile A F,;, odnosno komponenta mo-
menta sile u smjeru osi z, tj.:

AMy=rAF,=r,Ama, =aAmr? (6.7)

jer je tangencijalna akceleracija tolke a,; jednaka
produktu ra. (Kutnoj akceleraciji « ne treba pisati
indeks i jer je pri rotaciji krutog tijela oko nepo-
micne osi kutna akceleracija svih tocaka jednaka.)

Zbrajaju¢i po svim elementarnim masama
A m,, na koje smo tijelo podijelili, iz jednadzbe
(6.7) izlazi:

‘wz=ZAMﬂ =aZAm,rf=I,oc (6'8)

Slika 6.1. Uz izvod jednadibe
rotacije krutog tijela

gdje je zbroj umnozaka elementarnih masa i njihovih udaljenosti od neke osi z
moment tromosti tijela s obzirom na os z:

I = z Am;r} (6.9)

Moze se pokazati da je zbroj svih unutranjih sila jednak nuli, te je M, = Z AM,

H
u jednadzbi (6.8) rezultantni moment tangencijalne komponente vanjskih sila s
obzirom na os rotacije. Ostale komponente momenata komponeziraju se u lezajima
osovine (koja je u¢vriéena tako da se ne moze micati), pa ne utjetu na rotaciju.

Jednadzbe (6.8) i (6.9) su aproksimativne i postaju egzaktne u grani¢nom pri-
jelazu, kada se dijelovi A m, priblizavaju materijalnim totkama, a njihov broj
teZi prema beskonacnosti. U tom sludaju zbrojevi u (6.8) i (6.9) prelaze u integrale.

Jednadzba (6.8)
M, =1,ua

gdje je M, rezultantni moment svih vanjskih sila s obzirom na os rotacije, I, mo-
ment tromosti s obzirom na tu istu os, a % kutna akceleracija tijela, osnovna je jed-
nadZba (drugi Newtonov zakon) za rotaciju krutog tijela oko nepomi¢ne osi. Ona
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je analogna drugom Newtonovu zakonu za materijalnu to¢ku (F = ma) u tom smislu
da sili odgovara moment sile, masi moment tromosti, a linearna akceleracija kutnoj
akceleraciji. -

Ako je rezultantni moment vanjskih sila M = 0, tada je @ = 0, te e tijelo ili
mirovati ili se jednoliko vrtjeti. Ako je M, = konst., tijelo ¢e se vrtjeti oko nepomiéne
osi konstantnom kutnom akceleracijom (a« = konst.).

Rotaciju krutog tijela oko nepomicne
osi mozemo prikazati pokusom u kojemu
se metalni prsten, pod utjecajem stalnog
momenta, vrti oko svoje vertikalne osi*.

Suplji valjak (sl. 6.2) poduprt je &e-
licnim $iljkom, tako da moze rotirati oko
nepomicne vertikalne osi. Na valjak je
objesen metalni prsten mase m i polumjera
R. Oko valjka je namotan konac koji je za-
tim prebacen preko kolotura i zavezan za
uteg mase m,. TeZina utega nateZe konac,
te na prsten djeluje moment sile M ==
= Nr, gdje je N napetost konca, a r po-
lumijer valjka. Zbog toga se valjak zajedno
s prstenom vrti oko osi koja prolazi sredi- Slika 6.2. Rotacija prstena
Stem prstena. Trenje je dosta maleno, te
ga mozemo zanemariti.

Mjerenjem vremena potrebnoga za jedan, dva . . . okreta moze se pokazati da,
uz stalni moment sile, prsten rotira konstantnom kutnom akceleracijom «. Podaci i
rezultati takvog mjerenja dani su u tablici 6.1a.

Tablica 6.1. Rezultati mjerenja pri rotaciji prstena

Tablica 6.la

/27 t/s af(rad/s?)
m = 0,6 kg 1 7,9 0,201
R =0,125m 2 1,3 0,197
r =00lm 3 13,8 0,198
m, = 0,02 kg 4 15,9 0,199

9 23,8 0,199

Ve¢ letimican pogled na rezultate pokazuje da je vrtnja ubrzana. Izratunamo li

kutnu akceleraciju iz izraza za rotaciju s konstantnom akceleracijom: @ = -—z-azz,
dobit ¢emo rezultate dane u treem stupcu tablice 6.1a. Iz takvih mjerenja slijedi

zaklju¢ak: pod utjecajem stalnog momenta sile tijelo rotira oko nepomicne osi s
konstantnom kutnom akceleracijom.

*® Vidjeti: V. Lopali¢, Predavanja iz fizike, I dio, Sveudili§te u Zagrebu, 1966.
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Mijenjaju¢i masu utega ili polumjer valjka, moZemo ispitati kako promjena
momenta sile utjee na vrtnju. Bududi da je zbog m > m; i r <« R akceleracija
utega mase m; mnogo manja od akceleracije sile teze g, napetost konca priblizno je
jednaka sili teZi na uteg, te je moment sile M = Nr = m, g r. Poveéa li se masa
m, dva puta, tj. sa 0,02 kg na 0,04 kg, uz sve ostalo kao prije, moment sile ¢e se
dvaput povecati. Mjerenja pokazuju da je i kutna akceleracija dvaput veéa (tablica
6.1b). Slicno, ako dvaput pove¢amo polumjer vretena, postizemo dvostruko vecu
kutnu akceleraciju.

Tablica 6.1b

/27 ' tfs a (rad/s?)
m = 0,6 kg 1 5,5 0,42
R =0,125m 2 BT 0,42
r =0,01m . .
my = 0,04 kg 4 11,2 0,40

Kutna akceleracija proporcionalna je momentu vanjske sile.

Da bismo utvrdili kako masa tijela utjece na rotaciju, uzet ¢emo prsten dvostruko
ve¢e mase (m = 1,2Kkg), ali istog polumjera. Rezultati mjerenja (tablica 6.1c)
pokazuju: ako se dvaput poveéa masa, kutna je akceleracija dvostruko manja.

Tablica 6.1c

@[2n ts a/{rad/s?)
m = 1,2kg 1 7,9 0,20
R =0,125m 2 11,2 0,20
r =00lm 3 13,9 0,195
m, = 0,04 kg 4 15,9 C,199

Promijenimo 1i polumjer, tj. ako umjesto prstena mase 1,2 kg i polumjera
0,125 m upotrijebimo prsten iste mase ali dvostruko ve¢eg polumjera (R = 0,25 m),
uz iste ostale podatke, opazit ¢emo da je akceleracija Cetiri puta manja (tablica
6.1d).

Tablica 6.1d

@[2n t/s af(rad/s?)
m = 1,2kg 1 15,71 0,051
R =0,25m . v s
r =0,01lm 5 . .

my = 0,04 kg 4 32 0,049
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Kutna akceleracija je obrnuto razmjerna kvadratu udaljenosti na kojoj je masa
rasporedena od osi vrtnje.

Rezimiramo li rezultate pokusa, moZemo pisati:
M
m R?

gdje je I = m R® moment tromosti prstena,

o=

(6.10)

~|=

Primjer

Za opisani pokus u kojemu je upotrijebljeno vreteno polumjera r = 0,01 m, prsten
mase m = 0,6 kg i polumjera R = 0,125 m te uteg mase m, = 0,02 kg izradunajte kutau
akceleraciju i usporedite s vrijedno¥¢u dobivenom mjerenjem. Kolika je akceleracija
gibanja utega mase m,?

Moment sile kojim konac djeluje ma vreteno jest:
M=rN,
gdje je N napetost konca. Jednadiba je gibanja prstena:
M=1Ia=rN, ¢)]

gdje je / = m R? moment tromosti prstena. (Gibanje vretena i kolotura moZemo u
ovom sludaju zanemariti.)

Drugi Newtonov zakon, napisan za gibaaje utega, glasi:

ma=mg—N ¢

a
gdje je a akceleracija utega. Iz (1) i (2) te veze kutne i tangencijalne akceleracije ( o = —) 5
. r

dobivamo:
mgr

—_—
mR* + m, r

Buduéi da je u nafem primjeru m > m, i R > r, to je m, r* < m R?, pa moZemo
pisati:
mgr
a = ——— = 0,209 rad/s?,
m R? /

$to se dobro slaZe s izmjerenom vrijedno$éu.
Linearna je akceleracija utega mase m,:
a=ar =0,2-10-2m/st.

Bududéi da je a relativno malena, mozemo je zanemariti i smatrati da je moment
sile M =Nr=mgr.

6.4. MOMENT TROMOSTI

Moment tromosti (inercije) jest veli¢ina karakteristicna za svako tijelo koje
rotira oko izabrane osi; on utjeCe na rotaciju sli¢no kao $to masa utjece na trans-
laciju materijalne tocke. Tijela s velikim momentom tromosti teze je zarotirati
nego ona s malim momentom tromosti; moment tromosti mjera je tromosti tijela
pri rotaciji.
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Moment tromosti krutog tijela, s obzirom na neku os rotacije, kao 3to smo
pokazali u odjeljku 6.3, jednak je:

n
I = lim ZAmJ?:jr“dm (6.11)
n—>® y
Prirodnije je integral po masi prevesti u integral po volumenu; budud¢i da
je dm = pdV, formulu (6.11) moZemo pisati i u obliku:

I= f er2dV (6.12)
12
gdje gustoca
avs0 AV dV

moze biti funkcija koordinata tijela. Za homogena tijela gustoéa je konstantna,
te je mozemo pisati ispred integrala:

I=g[rav (6.14)
|4

gdje je integral preko ¢itavog volumena tijela. Osim o masi tijela, moment tromosti,
kao $to se vidi iz formule (6.11), ovisi o raspodjeli mase s obzirom na os rotacije.
Preraspodjelom mase §to dalje od osi rotacije moZemo povecati moment tromosti
tijela.

Izra¢unat ¢emo, radi ilustracije, momente tromosti nekih jednostavnih tijela.

Moment tromosti prstena. Izracunajmo moment tromosti tankog kruznog,
homogenog prstena polumjera R i mase m s obzirom na os okomitu na ravninu
prstena, koja prolazi kroz srediSte prstena (sl. 6.3).

Bududi da ¢itava masa ima prakticki istu udaljenost od osi rotacije, to je r
u izrazll za moment tromosti (6.14) konstantan i moment je tromosti prstena:

I=frdn=R:[dm=mRe (6.15)

\L
£f

Slika 6.3. Uz izraCunavanje momenta Slika 6.4. Izratunavanje momenta
tromosti prstena tromosti Stapa

Moment tromosti homogenog Stapa. Izratunat ¢emo moment tromosti
§tapa duljine / i mase m s obzirom na os okomitu na $tap, koja prolazi kroz sre-
dinu §tapa (sl. 6.4).
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Primjenom formule (6.14) dobivamo:

l 23

12 5 2

gdje smo uzeli u obzir da je masa $tapa jednaka m = p S /.

Sli¢no se mogu izratunati momenti tromosti jo§ nekih jednostavnijih tijela.
Izostavivsi izvod, navest ¢emo samo koliko iznose momenti tromosti s obzirom
na os kroz centar mase tijela za neke od njih.

Tijelo Moment tromosti Polozaj osi
tanak prsten mr? okomito na ravninu prstena
mr?
okrugla ploca 3 okomito na ravninu ploce
. i mr? . :
puni valjak 3 uzduzZna os valjka
tanak, Suplji valjak mr? uzduzZna os valjka
2m r?
kugla 3 kroz srediSte kugle
L 2m r? .
tanka, Suplja kugla 3 kroz srediSte kugle
. . ml? . -
tanak §tap duljine / T okomito kroz srediste $tapa

Steinerov poutak. Moment tromosti ovisi o osi oko koje tijelo rotira. Stei-
nerov pouCak o paralelnim osima omogucuje racunanje momenta tromosti za
bilo koju paralelnu os ako je poznat moment tromosti s obzirom na os kroz centar
mase. Neka tijelo rotira oko osi z Kartezijeva koordi-
natnog sustava koja prolazi kroz centar mase tijela (sl.
6.5) okomito na ravninu crtea, Moment je tromosti
oko te osi:

Ioy = fr2dm = [ (x* + y*) dm (6.17)

dok je moment tromosti za paralelnu os (kroz totku A),
udaljenu za d (sl. 6.5):

4 - — —_ Slika 6.5. Uz izvodenj
= fridm = { [d~ )"+ dm = 1Sa:c:inerovaz r;:):xék;me
=[(x*+y¥)dm —2dfxdm +d*>[dm (6.18)

Prvi ¢lan je moment tromosti oko osi kroz centar mase, drugi Clan jednak
je nuli, jer [ x dm = mx, = 0 (zato 3to je centar mase u ishodi§tu), te je moment

tromosti oko paralelne osi:

I = ICM + mdz (6.19)
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Moment tromosti s obzirom na neku os jednak je momentu tromosti s obzi-
rom na paralelnu os kroz centar mase, uve¢anom za umnozak mase tijela i kvadrata
udaljenosti tih dviju osi.

Iz formule (6.19) izlazi da je I > I, tj. da je od svih momenata tromosti
najmanji moment tromosti s obzirom na os kroz centar mase.

Primjer

Primjenom Steinerova poucdka odredite moment tromosti Stapa s obzirom na
os koja prolazi jednim njegovim krajem.

Prema Steinerovu poudku slijedi:
1 , * m[?
I=ICM+md2=l—-2-ml-+mT= 3

2

ml
jer je, prema (6.16), Icy = 7 a udaljenost osi d =

N~

6.5. MOMENT KOLICINE GIBANJA (KUTNA KOLICINA GIBANJA)

Sli¢no kao $to smo jednadzbu gibanja (drugi Newtonov zakon) materijalne
tocke izrazili pomocu koli¢ine gibanja ( =d—), mozemo rotaciju krutog tijela
t

opisati pomo¢u momenta koli¢ine gibanja — veli¢ine analogne koli¢ini gibanja.

Najprije ¢emo definirati moment koli¢ine gibanja materijalne toc¢ke, a zatim
¢emo izracunati moment koli¢ine gibanja krutog tijela koje rotira oko nepomiéne
osi.

Mornent koli¢ine gibanja L materijalne tocke mase m i koli¢ine gibanja p =
= m 9 s obzirom na referentnu to¢ku O (npr. srediste kruZnice na sl. 6.6, koordi-
natno ishodiste i sl.) definira se kao vektorski produkt radijusvektora 7 (koji spaja
tocku O i materijalnu tocku) i koli¢ine gibanja:

L=#Xp=Fxmd (6.20)

P

Slika 6.6. Moment koli¢ine gibanja Eestice mase m koja se
giba po kruznici

Znak jedinice momenta koli¢ine gibanja jest kg m?/s. Smjer momenta koli-
Cine gibanja odredujemo, kao i smjer svakoga vektorskog produkta, pomocu pravila
desne ruke. Moment koliCine gibanja Cestice koja se giba po kruznici (sl. 6.6) Cesto se
zove orbitalni, jer se odnosi na orbitalno gibanje Cestice. U slu¢aju kruznoga gi-
banja &estice, L ima isti smjer kao i @.
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Ova razmatranja za materijalnu to¢ku mogu se prosiriti i na kruto tijelo koje
rotira oko nepomiéne osi (sl. 6.7). Podijelimo tijelo na materijalne tocke mase
A m; i brzine v,. Udaljenost materijalne tocke od osi rotacije jest r,, dok je 7,
radijusvektor od totke O, koja se nalazi na osi
rotacije, Moment koli¢ine gibanja s obzirom na
tocku O jest AL = 7; Xx Am, 3. Projekcija je
vektora I, na os rotacije AL,=Amrv, =
= A my 1} w, jer je v, = r, w. Projekcija ukupnog
momenta koli¢ine gibanja krutog tijela na os z
dobije se zbrajanjem momenata svih Cestica tijela:

L,=ZAL,.=ZAm.rfw =1 w (6.21)

Ta relacija vrijedi za bilo koju nepomi¢nu os
oko koje rotira kruto tijelo. Medutim, ako homo-
geno tijelo rotira oko svoje osi simetrije, tada

ukupni moment kolitine gibanja L ima smjer kut- : )
ne brzine @, te osim relacije (6.21) vrijedi i: ,S(gﬁgi:é7'gﬂiznjf‘frit§;°'ggl‘:a
L=1I& (6.22)

tj. L i @ imaju isti smjer i leZe na osi rotacije. Opcenito, za nesimetri¢no tijelo
smjer L i & ne mora biti jednak, relacija (6.22) viSe ne vrijedi, dok, naprotiv, re-
lacija (6.21) vrijedi i za simetri¢na i za nesimetri¢na tijela.

JednadZbu rotacije krutog tijela napisat ¢emo pomo¢u momenta sile i momenta
koli¢ine glban)a, sli¢no kao 3to smo jednadZbu gibanja materijalne tocke pisali
pomocu sile i koliine glbanja (F = dp/de).

Vezu izmedu vektora M i L za tijelo koje rotira oko nepomi¢ne osi mozemo
odrediti derivirajudi izraz za moment koli¢ine gibanja krutog tijela. Neka je L, =
= 7; X p, moment koli¢ine gibanja jedne od materijalnih tocaka tijela s obzirom
na neku ¢vrstu tofku O koja leZi na osi rotacije. Deriviravsi taj izraz po vremenu

dobivamo:

dL; dr; . . dp, . ~ .
=— Xp+H X —=7FXF,=M, 6.23
de de Sl R )
jer je
d¥; ; dp: =
— X P, =0, X mD;, =0 — = F,
dr 7 e de

Zbrajanjem ukupnog momenta svih Cestica tijela dobivamo:
d - _
o (25) =35
(2 2

odnosno :
. dL

gdje je L = z L; ukupni moment koli¢ine gibanja s obzirom na tocku O, a M =
i
= z M; ukupni moment vanjskih sila s obzirom na istu tocku.
i
7 Kuli&ié: Mehanika i toplina
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(Ukupni moment unutraﬁrmh sila jednak je nuli, jer je za svaki par sila
F,; = — F; moment M;; =¥, X ﬁ,, + 7 X x F, = —#) X F;=0 za svaku
centralnu silu F,; koja ima sm)er 7, — i)

Moze se pokazati da )ednadzba (6.24), osim za rotaciju oko nepomi¢ne osi,
vrijedi i za rotaciju oko osi koja prolazi kroz centar mase i ucvri¢ena je u jednoj
to¢ki. Pri najopéenitijem gibanju tijela oko pomicne osi relacija (6.24) nesto je
sloZenija.

Jednadzba (6.24) vrijedi i za projekciju vektora M i L na os rotacije z:

L
M, = ‘l_‘ (6.25)
de
Uvrstimo li (6.24) u (6.25), dobivamo za rotaciju tijela oko nepomitne osi:
_dL, d dw
1

= li— =1,
“) de

dakle jednadibu (6.8).

6.6. ZAKON OCUVANJA MOMENTA KOLICINE GIBANJA

Moment vanjskih sila koje djeluju na kruto tijelo mijenja njegov moment
koli¢ine gibanja prema jednadZbi (6.24):

M= —ﬂ“ (6.24)
de

gdje je M vektorski zbroj momenata svih vanjskih sila s obzirom na neku tocku,
a L moment koli¢ine gibanja tog tx)ela s obzirom na istu toc¢ku. Relacua (6. 24),
koju smo izveli za kruto tijelo, vrijedi i za sistem Cestica, te moZemo opcenito reci
da je vremenska promjena ukupnog momenta koli¢ine gibanja sistema Cestica
s obzirom na neku to¢ku jednaka ukupnom momentu vanjskih sila s obzirom na
tu istu tocku.

Ako je sistem zatvoren, odnosno ako na kruto tijelo ne djeluju vanjske sile
(ili_ako rezultantni moment vanijskih sila i$¢ezava), tada iz (6.24) slijedi da je
dL

=0, odnosno
de

M = 0 = L = konst. (6.26)

Unutrasnje sile ne mogu promijeniti moment koli¢ine gibanja sistema. To
mogu udliniti samo vanjske sile ako im je moment razli¢it od nule. U zatvorenom
sistemu je moment koli¢ine gibanja ocuvan.

U posebnom je slutaju, kad se mehanicki sistem vrti oko nepomicne osi z,
ukupni moment koli¢ine gibanja dan izrazom (6.21)

L =1 ow.

Ako je sistem izoliran, odnosno ako je komponenta ukupnog momenta vanjskih
sila u smjeru osi z jednaka nuli, tada je:

L, = I, ® = konst. (6.27)
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Ako je I, = konst. (kruto tijelo), iz (6.27) slijedi da je i w = konst., tj. da
kruto tijelo rotira oko ¢vrste osi stalnom kumom brzinom. Naprotiv, ako se I,
mijenja za vn)eme vrtnje (npr. udaljavanjem pojedinih to¢aka sistema od osi ro-
tacije), tada se i w mijenja tako da bi /, w bilo konstantno. Unutrasn)e sile mogu,
dakle, mijenjati kutnu brzinu rotirajuceg sistema, premda pri tom L, ostaje kons-
tantan.

Pokusima na Prandtlovu stoli¢cu mozemo lijepo ilustrirati taj zakon. To je
stoli¢ koji se moZe vrtjeti, na kugli¢nim lezajima, oko vertikalne osi z. Cov;ek
koji sjedi na stolicu predstavlja dosta dobro izolirani sistem za koji vrijedi da je
moment vanjskih sila s obzirom na os z jednak nuli, te je za takav sistem moment
koli¢ine gibanja s obzirom na os z ocuvan.

Covjek koji sjedi na Prandtlovu stoliéu moze se zavrtjeti oko vertikalne osi
ako rukom zarotira kota¢ bicikla u protivhom smjeru, kao $to je pokazano na slici
6.8a.

&,
T
i

Slika 6.8. Prandtlov stoli¢

Prije pocetka gibanja moment koliine glban)a sistema (c¢ovjek, stoli¢ i kotac)
jest nula, te ukupni L mora biti jednak nuli i za vrijeme vrtnje. Zbog toga se covjek
vrti u suprotnom smjeru od kotaca da bi se moment koli¢ine gibanja kotaca po-
ni§tio s momentom koli¢ine gibanja ¢ovjeka na stoli¢u:

Z:ukupnl = Ed + Zk = 0 (628)
L= —L,

Na slici 6.8b 1 6.8c prikazan je na stolicu Covjek koji na rukama ima utege
da bi povecao masu ruku. Ako se vrti ruku priljubljenih uz tijelo, pa ruke naglo
ispruzi, njegova se Kutna brzina smanji. Naprotiv, ako ruke ponovo priljubi uz
tijelo, njegova se kutna brzina povela.

Ako je /,, moment inercije Covjeka s utezima priljubljenima uz tijelo, a /,s
moment inercije kada su ruke ispruzene, tada zbog (6.27) moZemo pisati:

Izl W, = lpp Wy (629)
te je, zbog I, < I, w, < w,.
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Akrobati, plesadi, klizali na ledu i sl. ¢esto se koriste tim zakonom ocuvanja
ukupnog momenta koli¢ine gibanja. Tako kliza¢ na ledu priljubljivanjem ruke
uz tijelo smanjuje moment inercije i time povecava brzinu vrtnje (pirueta). Kad
se Zeli zaustaviti, $irenjem ruku pove¢ava moment tromosti i tako smanjuje kutnu
brzinu.

Zakon oduvanja momenta koli¢ine gibanja posebno je vaZan u proucavanju
atoma i molekula, te éemo se njime koristiti pri proutavanju strukture atoma.

6.7. GIBANJE ZVRKA

Do sada smo promatrali najjednostavniju rotaciju krutog tijela, rotaciju oko
nepomicne osi. Sada ¢emo promatrati gibanje tijela uévri¢enoga u jednoj tocki,
posebno gibanje zvrka.

Zvrk je rotaciono simetriéno tijelo koje se vrlo brzo vrti oko svoje osi simetrije,
pri &emu je stalno u¢vriceno u jednoj tofki koja leZi na toj osi (sl. 6.9).

Promatrat ¢emo kako moment vanjskih sila (npr. moment sile teze M, =
= 7, X mg) utjete na gibanje zvrka. Pri tom cemo razlikovati dva pnm;era
gibanje slobodnog zvrka (M, = 0) i glban)e zvrka kada se moment s obzirom na
to¢ku A razlikuje od nule (tzv. precesiju zvrka).

Slika 6.9. Zvrk Slika 6.10. Slobodm zvrk

Slobodni zvrk. Neka je zvrk udvr§¢en (poduprt) u svom tezidtu (sl. 6.10).
Ako je sila teza jedina vanjska sila kola djeluje na zvrk, tada je ukupni moment
vanjskih sila jednak nuli (M, = 0), i kaemo da je zvrk slobodan.

Gibanje zvrka opisujemo jednadibom (6.24):
=, dL;

M, = -4
N de

gdje je M, rezultantni moment vanjskih sila, a L, ukupni moment koli¢ine gibanja
zvrka, oba s obzirom na to¢ku A u kojoj je zvrk ucvricen.

Buduéi da je za slobodni zvrk M, = 0, iz jednadzbe (6.24) izlazi:
ak ili L = konst. (6.30)
de
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Smjer i iznos momenta koli¢ine gibanja konstantni su jer nema vanjskog
momenta sile. Moment koli¢ine gibanja usmjeren je u ovom slu¢aju u pravcu osi
rotacije, tj. ima smjer vektora @ i iznosi:

L = I, &,

gdje je I, moment tromosti s obzirom na os zvrka, a w kutna brzina rotacije zvrka
oko osi simetrije. Ako je zvrk slobodan, L = konst., te i os zvrka ostaje stalna
u prostoru.

Os slobodnog zvrka zadr?ava stalan pravac u prostoru u odnosu prema iner-
cijalnom referentnom sustavu, npr. koordinatnom sustavu prema zvijezdama.
Pri rotaciji Zemlje oko njezine osi samo je Zemljina os nepomi¢na, te slobodan
zvrk ne mijenja os vrtnje s obzirom na sustav vezan za Zemlju samo onda kada se
os vrtnje zvrka i Zemlje poklapaju.

Poseban nacin ucvriCivanja zvrka u tezistu zove se Cardanovo ucvricenje.
Takav se zvrk moze istodobno okretati oko tri okomite osi koje prolaze kroz te-
ZiSte, a izveden je tako da na nj ne djeluje nikakav vanjski moment. Tako uévriceni
zvrk stalno zadrzava isti smjer svoje osi u prostoru (L = konst.) bez obzira na to
kako mi gibamo stalak zvrka. Naravno, trenje u teZiftima utjecat ¢e na gibanje
zvrka, i takav ce se zvrk, prepulten sam sebi, nakon nekog vremena zaustaviti.

Precesija zvrka. Ako zvrk nije uévrséen u teziitu,
nego u nekoj drugoj tocki A (kao na sl. 6.9), tada ée na
os zvrka stalno djelovati moment sile teZe, i zvrk ée iz-
voditi gibanje koje se zove precesija. Precesiju zvrka
mozZemo ilustrirati ovim pokusom: kotaé bicikla s pro-
duZenom osovinom zavrtimo kutnom brzinon @ i
objesimo na uZe tako da osovina zvrka bude horizontal-
na (sl. 6.12). Kada kota¢ prepustimo samome sebi, on
ne padne, iako na nj djeluje sila teza, ve¢ izvodi prece-
siju. Os se zvrka zakrece, a teZidte zvrka giba se po
kruZnici.

Izratunajmo kutnu brzinu precesije zvrka (sl. 6.9.
ili 6.12). Na zvrk djeluje moment sile koji nastaje
zbog njegove teine _.G =g Slika 6.11. Cardanovo uévrs-

M,=%#,xG (6.31) &enje

Slika 6.12. Precesija zvrka
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i koji je okomit na vektore 7, i G, tj. na os rotacije i smjer sile G. Iznos je vektora M.
M=Grysina (6.32)
gdje je a kut izmedu vektora G i 7 (« = 90° nasl. 6.12, a razlicit od 90° na sl. 6.9).

U ovoj pribliznoj teoriji gibanja zvrka moZemo pretpostaviti da je moment ko-
li¢ine gibanja zvrka L, (s obzirom na tocku A) u smjeru osi rotacije zvrka i da s njim
polako precesnra oko toc¢ke A. Ta pretpostavka je to opravdanija §to se zvrk brze
vrti oko svoje osi. Mozemo, dakle, pretpostaviti da priblizno vrijedi relacija L=
= I®. U vremenskom intervalu d: moment koli¢ine gibanja L promijenit ¢ée
se za odredeni dL = M d: i u trenutku t + dr bit ¢e L + dL (sl. 6.12). Buduéi
da je M uvijek okomit na L, smjer od L stalno se mijenja, a njegov iznos ostaje
konstantan: vrh vektora L, dakle, opisuje kruZnicu, odnosno zvrk precesira. (To
je analogija kruznom gibanju u kojemu je sila F okomita na koli¢inu gibanja p.)

Os zvrka (kao i vektor momenta koli¢ine gibanja koji koindicira s osi) u vre-
menu de¢ opiSe kut d¢, te je kutna brzina precesije:
G fip 20 g _ [BL Mt M (6.33)
a0 Az dt Ld: Ldr L

Bududi da je vektor M medusobno okomit na vektore L i 2 formulu za kutnu
brzinu precesije (6.33) moZzemo napisati u obliku vektorskog produkta:

M=@xL (6.34)
Uzevsi u obzir da je L, = I, w, kutnu brzinu precesije mozemo pisati i ovako:

M
I,w

(6.35)

_ Formula (6.34) vrijedi i za precesiju zvrka na slici 6.9. Tu je kut « izmedu Qi
L razli¢it od 90°, te je

M= Lsina (6.36)
odnosno
0= M :mgrsinu : mgr (6.37)
Lsina L sina L

dakle isto kao i u primjeru na slici 6.12.

Kutna brzina precesije upravno je razmjerna momentu sile, a obrnuto raz-
mijerna momentu tromosti i kutnoj brzini zvrka. Kad je w velika, tada je kutna
brzina precesije 2 malena. Kako se s vremenom (zbog trenja) w smanjuje, £ se
povecava.

Zirokompas se pod utjecajem Zemljine rotacije svojom osovinom postavlja
u smjer meridijana. Uredaji Zirohorizont i Zirovertikala temelje se na gibanju zvrka
i sluze za mjerenje odstupanja od pravca leta aviona, raketa, itd. Principi na kojima
se osnivaju konstrukcije tih instrumenata vrlo su razli¢iti, ali se, u biti, koriste
svojstvima zvrka razmotrenima u ovom odjeljku.
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6.8. RAD I KINETICKA ENERGIJA PRI ROTACIJI

Promatrajmo tijelo koje rotira kutnom brzinom « oko nepomi¢ne osi z, koja
prolazi kroz to¢ku O okomito na ravninu slike 6.13. Na materijalnu tocku mase d m;
pri tom djeluju unutrasnja sila F,; i vanjska sila F,;, odnosno ukupna sila F, =
= F,; + F,. Rad obavlja samo tangencijalna kompo-
nenta sile F;,, koja ima smjer pomaka ds.

dW = Fil dsi = Fil 7‘,- dw (6.38)
jer je ds, = r, dg, gdje je de kut za koji se tijelo za-

; d . . .. .
vrtjelo, a :ig kutna brzina vrtnje. Buduéi da je
t

F, r; = M;, komponenta momenta sile s obzirom
na os rotacije, izraz za rad moZemo pisati u obliku:  Slika 6.13. Izratunavanje rada

pri rotaciji
dW‘. — Mil d(p (6.39)

Zbrojimo li doprinose po svim elementarnim masama, dobivamo elementarni

rad koji sila izvr$i na tijelo u vremenu de:
dW = XdW,; = M,dgp (6.40)

gdje je M, komponenta ukupnog momenta vanjskih sila, jer je zbroj svih momenata
unutra$njih sila jednak nuli, kao $to smo pokazali u odjeljku 6.5. Relacija (6.40)
analogna je izrazu dW = F,ds pri translaciji.

Pri rotaciji za kut ¢ rad je

(4
W = IM,dtp (6.41)
[}

Kineti¢ku energiju tijela koje rotira oko nepomi¢ne osi mozemo odrediti
tako da uzmemo u obzir da se taj rad (6.41) pretvara u rotacionu kineti¢ku energiju:

dEkde=M,d¢p=I,awdz=1,%f’-wdt=1,wdw,
¢
odnosno

1

E,=(],odw= 5 I, w? (6.42)

OS¢

Taj izraz mozemo dobiti i tako da izratunamo kineti¢ku energiju materijalne
toCke tijela A m; i zbrojimo po svim to¢kama na koje smo tijelo podijelili.

Kada se tijelo vrti oko nepomicne osi, brzina bilo koje njegove tocke jest
v, = r; w, gdje je w kutna brzina rotacije, a r; udaljenost tocke od osi rotacije,

te je kineticka energija te tocke E,; = T A m; 2 @?. Kineti¢ka energija krutog

tijela jednaka je zbroju kinetickih energija svih tocaka:

E,=ZE,“.=—;—ZAm‘.rfw’::—‘l)—w’(Am,-r?)=-—;—I‘wz (6.43)

jer je z (A m; r?) moment tromosti tijela s obzirom na os z.
i
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Tako smo na dva nacina izveli da kineti¢ka energija tijela koje rotira kutnom
brzinom w oko nepomic¢ne osi z iznosi:

E, = _12. I, w? (6.44)

Uokite analogiju tog izraza s izrazom za kinetiCku energiju translacije E, =

m o2,

1
2
Snaga je pri rotaciji:

P=—=M,$£:M,w (6.45)
t de

Snaga je jednaka umnosku kompo-

PAW M/Nm  hente momenta sile s obzirom na os rota-
40 4 160 cije z i kutne brzine tijela w. MozZe se po-
kazati da opcenito vrijedi relacija P =
140 = M - &, 1j. da je snaga skalarni produkt
304 =120 ukupnog momenta vanjskih sila i vektora
100 kutne brzine, analogno kao $to je snaga
pri translaciji bila jednaka skalarnom pro-

204 - 80 duktu sile i brzine tijela (P = F - %).
- 60 Na slici 6.14. prikazana je ovisnost
104 L 40 snage i zakretnog momenta automobilskog
[ 20 motora o broju okretaja. Za svaki w sna-
ga je dana relacijom (6.45), medutim za-

0 1000 " 3000 " scan " 7000 kretni moment je funkcija kutne brzine o),

n/min pa je u ovom primjeru zakretni moment

Slika 6.14. Ovisnost snage i zakretnog mo- Maksimalan na3 500 o/mm, a snaga mak-
menta automobilskog motora o broju okretaja  Simalna na 5 500 o/min.

Primjer

Puni valjak poéne se kotrljati bez klizanja s vrha kosine visoke 4 = 2 m koja zatvara
kut § = 30° prema horizontali. Kolika je brzina i akceleracija centra mase valjka na
dnu kosine? Kolika bi bila brzina kad bi valjak klizio bez trenja?

I natin: Zadatak éemo najprije rijefiti primjerom drugog Newtonova zakona
za translaciju centra mase i rotaciju valjka. Na valjak djeluje sila teza m;, sila podloge

;’N, i sila trenja. Rastavimo li te sile u komponente paralelno i okomito na kosinu,
moZemo pisati

F,=mgsinf — Fy, =ma
Fy=Fy—mgcosf = 0.

Za rotaciju oko osi kroz centar mase momenti svih sila osim sile trenja i§¢ezavaju.
Moment sile trenja s obzirom na os kroz centar mase je:

M = F, R.
Jednadiba rotacije, dakle, glasi:
M=F,R=1a,
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m a
gdje je R polumjer valjka, ] = moment tromosti valjka, a x = R kutna akcele-
racija. Odatle je

PR,
2

2
= % gsin 8 = 3,3m/st.

h
Iz v = 2as = dobivamo brzinu valjka na dnu kosine:

sin

g B

Iz F,, = pFy = umgcos f = Tz—a slijedi da mora biti 4 > 5~ 0,19 ako se zeli
dobiti ¢isto kotrljanje bez klizanja.

II natin: Zadatak se moze rijediti i pomodu zakona o oduvanju energije. Na vrhu
kosine prije potetka gibanja kinetitka energija je nula a potencijalna m g 4, te je ukupna
mehani¢ka energija m g h. Kako se valjak kotrlja niz kosinu, potencijalna energija se
pretvara u kineti¢ku, tako da je na dnu kosine potencijalna energija nula, a kineti¢ka
mg h. (Kada se tijelo kotrlja bez klizanja, iako postoji sila trenja, ukupna energija je
ipak satuvana jer je sila trenja, koja je paralelna podlozi, stalno okomita na pomak i
— zbog toga je njen rad nula.) Kineti¢ka energija pri kotrljanju je zbroj kinetitke energije
translacije centra mase i kineti¢ke energije rotacije tijela

mv? I w?
2 2

Zskon o¢uvanja mehanidke energije daje

Eg=

mv? I w?

+—
2 2

mgh = m

m R?
Budu¢i da je moment tromosti valjka | = 5 a za kotrljanje bez klizanja w =

= v/R, to iz (1) dobivamo

4gh
P = 5,1 m/s.
3
s i 4gh 4 . . .
Deriviranjem v? = —~— = 5 g s sin B, gdje je s predeni put, dobivamo:
dov 4 ds 4
29 — = —g —sinf= —gusinf,
VT 3Eg, A= Fevsing
odnosno
dov 2
— =a= —gsinf = 3,3m/s%
dte ‘ 3g A f

U slu¢aju da valjak klizi niz kosinu bez trenja, zakon odr#anja mehaniéke energije
glasi
mv?

mgh = 7
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te je brzina

v=142gh=63mfs,
odnosno akceleracija

a = gsin f = 4,9 m/s2.

Kotrljanje moZemo u bilo kojem trenutku shvatiti kao rotaciju oko tolke dodira

A koja je stalno nepomiéna. Prema takvom gledi¥tu, ukupna kineticka energija je kine-

ticka energija rotacije oko osi koja prolazi kroz 4 i tangencijalna je na pladt valjka.
2 2

m R
+mR? =

Prema Steinerovom poudku, moment tromosti je [, = te je

1

Ek=?

3 3 3

- mR? wt=—-mR?w? = — m1?
2 4 4
odnosno

3 2
mgh=:-mv

4gh
v = ——i———-SJ m/s.

Princip virtualnog rada. Vanjska sila koja djeluje na kruto tijelo ili sistem
tijela moZe proizvesti translaciju i rotaciju tijela te izvrsiti odredeni rad nad tijelom :

dW = Z F-dF + T M dp (6.46)

gdje je d7 i d@ linearni i kutni pomak materijalne toCke tijela. (Kutni pomak d¢
moZemo smatrati vektorom ¢&iji je smjer u smjeru kutne brzine rotacije tijela.)
Da bi tijelo bilo u ravnoteZi, ukupni rad vanjskih sila pri bilo kakvoj zamiSljenoj
(virtualnoj) maloj promjeni poloZaja mora biti jednak nuli. Uvjet ravnoteze mozemo,
dakle, izraziti uvjetom:

W =0, ZF8+4+IMép=0 (6.47)

tj. virtualni rad za bilo koji virtualni pomak jednak §#, odnosno 66 mora biti nula.

(Elementarne virtualne pomake oznaCavamo sa d.) Relacija (6.47) ispunjena je
samo ako je: SE=0

IM=0 (6.48)

a te smo uvjete za ravnotezu veé dobili, na drugi nadin, i u poglavlju Startka. Princip
virtualnog rada &esto nam omoguduje rjesavanje problema ravnoteze krutog tijela,
odnosno sistema tijela. Pomaci su pri tom virtualni i zapravo ne postoje, ve¢ ih
samo zami$ljamo da bismo od svih mogudih poloZaja tijela izabrali pravi ravnotezni
polozaj.

PITANJA I ZADACI

1. Sto je kruto tijelo? Kako se moZe gibati kruto tijelo? Napidite jednadZbu za njegovo najopce-
nitije gibanje.

2. Izvedite jednadZbu rotacije krutog tijela oko nepomitne osi.

3. Sto je moment tromosti krutog tijela s obzirom na neku os?
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8 B

21.

25.

26.

27.

28.

8

[zracunajte moment tromosti tankog prstena s obzirom na os simetrije.

. Sto kaze Steinerov poucak? Odredite moment tromosti tankog $tapa mase m i duljine d s

obzirom na os kroz centar mase i na paralelnu os koja prolazi krajem 3tapa.

Kako se definira moment koli¢ine gibanja: a) materijalne tocke koja se giba po kruznici i
b) krutog tijela $to rotira oko neke nepomicne osi?

Kakva je veza izmedu momenta sile i momenta kolicine gibanja?

Sto kaze zakon oluvanja momenta koli¢ine gibanja> Kako se on moze prikazati pokusima na
Prandtlovu stoli¢u?

Sto je zvrk? Objasnite gibanje slobodnog zvrka.

. Objasnite precesiju zvrka. Izra¢unajte kutnu brzinu precesije.

Promatrajte kotrljanje kugle niz kosinu. Izraunajte akceleraciju centra mase.

Koliki je rad momenta sile pri rotaciji krutog tijela?

Kako se izracunava kineti¢ka energija krutog tijela koje rotira oko nepomiéne osi?

O ¢emu ovisi snaga pri rotaci)i?

Kolotur Atwoodova padostroja (v. sl. 3.2) je u obliku diska mase 0.3 kg i polumjera 0,1 m.
Preko njega je prebalena tanka Zica na ¢ijim krajevima vise utezi mase 0,18 kg i 0,22 kg. Izra-
¢unajte akceleraciju utega i napetosti niti. Zanemarite masu Zice i trenje u osovini kolotura.
Tanak, Suplji valjak po¢ne se kotrljati, bez klizanja, s vrha kosine visoke 2 m koja zatvara kut
p = 30° prema horizontali. Kolika je brzina i akceleracija centra mase valjka pri dnu kosine?
Izratunajte moment tromosti valjka mase 4 kg i polumjera 0,1 m s obzirom na os koja je para-
lelna osi simetrije, a od nje udaljena 0,6 m.

Prema Bohrovu modelu, vodikov atom sastoji se od protona oko kojega se po kruznici polu-
mjera 0,5 - 10-!® m elektron giba brzinom 2,2 - 106 m/s. Izracunajte moment koli¢ine gibanja
elektrona.

Kolika je ukupna kineti¢ka energija prstena koji se kotrlja ako mu je kineti¢ka energija rotacije
100 J?

Koliki je zakretni moment automobilskog motora koji pri 3 600 o/min razvija snagu 29 kW ?
Izratunajte moment tromosti dvoatomne molekule s obzirom na os koja je okomita na spoj-
nicu atoma i prolazi kroz centar mase molekule. Pretpostavite da su atomi materijalne tocke i
medusobno udaljeni za r. Primijenite dobiveni rezultat na molekulu HCl uz pretpostavku da je
r=13-10"*m.

Izvedite izraz za moment tromosti @) Supljeg valjka b) punog homogenog valjka mase m i
polumjera R s obzirom na os okomitu na bazu valjka koja prolazi kroz centar mase.
Izratunajte moment tromosti kugle mase 8 kg i promjera 0,4 m u odnosu na os koja je udaljena
0,6 m od njenog sredista.

Na rubu homogene okrugle plo¢e polumjera 0,2 m i mase 4 kg, koja se vrti kutnom brzinom
od 10 radfs oko osi koja prolazi srediStem ploce, po¢ne djelovati stalna tangencijalna sila trenja
od 0,5 N. Nakon koliko okreta ¢e se plota zaustaviti?

Homogeni valjak od aluminija polumjera 2 cm i visine 10 cm rotira oko svoje uzduZne osi
kutnom brzinom 2 = rad/s. Izratunajte moment koli¢ine gibanja valjka.

Cestica mase 2 kg giba se brzinom;/(ms“) = (2? +; + Z). Koliki je moment koli¢ine gibanja

Cestice s obzirom na ishodiSte u trenutku kada joj je vektor poloZaja r/m = (3i +j — k)?
Horizontalno poloZena platforma oblika diska, polumjera 2 m okrene se jednom u vremenu
3 s oko vertikalne osi koja prolazi sredi§tem platforme. Na njenom rubu je djedak mase 50 kg.
Kolika ¢e biti frekvencija vrtnje, ako se djeak premjesti s ruba platforme na udalienost 1 m
od osi. Masa platforme je 150 kg.

Puni valjak i prsten jednakih masa i polumjera slobodno se kotrljaju niz kosinu. Kako se odnose
njihove brzine na dnu kosine ako su krenuli iz mirovanja s vrha kosine?

Homogena kugla kotrlja se brzinom 5 m/s. Koliko ¢e se visoko popeti i koliki ¢e put prevaliti
ako se pocne kotrljati uz kosinu nagiba 45°?
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7.1. UVOD

Da bismo opisali neko gibanje, moramo odabrati odredeni koordinatni sustav i
proucavati gibanje relativno prema njemu. Vektor polozaja, brzina i akceleracija
materijalne toCke ovise o izboru referentnog sustava, pa se mijenjaju s prelaskom iz
jednog sustava u drugi sustav. Obi¢no se pri proucavaju gibanja odabire referentni
sustav vezan za Zemljinu povrSinu (npr. laboratorij), ali se mogu izabrati i drugi
sustavi koji se, u odnosu prema laboratorijskom, gibaju bilo jednoliko, bilo ubrzano.
U ovom ¢emo poglavlju razmotriti razliCite referentne sustave i odrediti transfor-
macije koje ih povezuju.

Vanjske sile koje djeluju na tijelo ovise samo o medusobnom polozaju tijela i
okoline, a ne o izboru sustava. Budu¢i da drugi Newtonov sustav zakon kaze da je
akceleracija razmjerna sili, taj zakon ima isti oblik u svim sustavima u kojima je ak-
celeracija tijela jednaka. To su inercijski referentni sustavi koji se jedan u odnosu
prema drugome gibaju jednoliko pravocrtno. Izvest éemo Galileijeve transformacije
koje povezuju koordinate i brzine u dva takva inercijska sustava i pokazati da za
inercijske sustave vrijedi Galileijevo nacelo relativnosti.

Sustavi koji se gibaju ubrzano s obzirom na neki inercijski sustav jesu neiner-
cijski. Za njih ne vrijede Newtonovi zakoni. Medutim, uvodenjem inercijskih sila,
mozemo i u ubrzanim sustavima primijeniti drugi Newtonov zakon u istom obliku
kao 1 u inercijskim. Nakon uvodenja inercijske sile u jednoliko ubrzanom sustavu,
razmatrat ¢emo sustav koji jednoliko rotira i izvesti dvije inercijske sile Sto se
pojavljuju u takvom sustavu: centrifugalnu i Coriolisovu silu.

7.2. INERCIJSKI SUSTAVI. GALILEIJEV PRINCIP RELATIVNOSTI

Pri opisivanju gibanja pogodno je izabrati takav koordinatni sustav u kojemu vri-
jede Newtonovi zakoni. Prou¢avamo li npr. slobodni pad u vlaku koji se giba jedno-
liko pravocrtno, dobit ¢emo iste rezultate kao i pri proucavanju slobodnog pada u na-
Sem laboratoriju. Naprotiv, u vlaku koji se ubrzava ili usporava, pojave se ne dogada-
ju na jednak nacin kao u vlaku koji se giba konstantnom brzinom o. Tako se kuglica
koja miruje na stolu u laboratoriju nece pokrenuti sve dok na nju ne djelujemo nekom
silom: kazemo da za nju vrijedi prvi Newtonov zakon inercije (XF =0= a =0).

Naprotiv, ista kuglica u vlaku koji ko¢i dobit ¢e odredenu akceleraciju prema
naprijed iako na nju ne djeluju druga tijela. Za tijela u ubrzanim sustavima ne vrije-
di prvi Newtonov zakon: iako ne djeluje vanjska sila, tijelo se ubrzava.

U odjeljku 3.2. uocili smo da se sustavi u kojima vrijede Newtonovi zakoni, po-
sebno prvi Newtonov zakon inercije, zovu inercijski sustavi. Ako je sustav S iner-
cijski, tada je inercijski svaki drugi sustav S', koji u odnosu prema njemu miruje ili
se jednoliko pravocrtno giba.

Promatrajmo dva inercijska sustava S i S' (sl. 7.1) koji se jedan prema drugome
gibaju konstantnom brzinom o, . Radi jednostavnosti pretpostavimo da su to pravo-
kutni Kartezijevi koordinatni sustavi ¢ije se osi x i x' poklapaju, a osi y i z paralelne
su osi y' i z'. U pocetnom trenutku 7 = /' = 0 sustavi se poklapaju, tj. ishodista O 1 O'
su u istoj tocki.
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PoloZaj materijalne to¢ke u referentnom sustavu S odreden je radijusvektorom
#, a u referentnom sustavu S’ radijusvektorom 7' dok su ishodista sustava povezana
vektorom #,. Vektori poloZaja, s obzirom na sustav 8§ i S, povezani su relacijom:

F=7 47 (7.1)

%2
)
)
i
Bl

Slika 7.1. Izvod iz Galileijevih transformacija

Promatrali u oba sustava sinhroniziraju svoje satove tako da pokazuju isto
vrijeme u oba sustava, tj.

t=1.

Deriviravsi relaciju (7.1) po vremenu, dobivamo vezu medu brzinama u

sustavima S i §':
D=7 + T, (7.2)

gdje je ¥ brzina u sustavu S, 7’ brzina u sustavu §’, a 7, brzina sustava 8’ prema
sustavu S.

Ponovnim deriviranjem dobivamo relaciju za akceleracije:
a=a (7.3)
gdje je a akceleracija tijela u sustavu S i @’ akceleracija tijela u sustavu S'.

Te relacije, umjesto u vektorskom obliku, moZemo izraziti i pomo¢u kompo-
nenata:

x=x + vyt v, = v, + v,

=y’ v, =7, (7.4)
2=z v, = v,

¢ =1

Relacije (7.3) i (7.4) poznate su Galileijeve transformacije za koordinate, brzi-
ne i akceleracije materijalne tocke u inercijskim sustavima S1S’.

Te su relacije o¢ite iz slike 7.1, i iz svakodnevnog iskustva. Metarske se vrpce
ne mijenjaju ako se jedna prema drugoj relativno gibaju, satovi pokazuju isto vrije-
me bez obzira miruju li ili se relativno gibaju jedan prema drugome.
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Za klasi¢nog fiziCara sat na tlu i isti takav sat u vlaku koji se giba konstantnom brzi-
nom 0 pokazuju isto vrijeme; gibanje ne utje¢e na vrijeme i prostor, duZinski i vre-
menski intervali su apsolutni i ne ovise o koordinatnom sustavu. To su vrlo logi¢ne
pretpostavke sa stajaliSta klasi¢ne fizike. Medutim, u relativisti¢koj mehanici, za
brzine usporedive s brzinom svjetlosti, relacije (7.4) imaju druk¢iji oblik, o Gemu
¢emo detaljnije govoriti u 9. poglavlju.

Ako na materijalnu to¢ku u sustavu S djeluje sila F, tada je prema drugomu
Newtonovu zakonu, F =md. Kako je a=a’, amasa m ne ovisi o brzini, to je u
sustavu S”: B B

F'=m'a’=ma=F (7.4a)
Drugi Newtonov zakon u oba inercijalna sustava ima, dakle, isti oblik.

Iz tih i sli¢nih razmatranja zakljucujemo da Newtonovi zakoni imaju isti oblik
u svim inercijalnim sustavima; oni su invarijantni s obzirom na Galilejeve trans-
formacije. Budu¢i da se iz Newtonovih zakona izvode ostali zakoni mehanike,
slijedi da svi zakoni mehanike imaju isti oblik u svim inercijalnim sustavima. Svi
inercijalni sustavi medusobno su, dakle, jednako vrijedni, ekvivalentni. Ni na
koji natin ne moZzemo pokusima ustanoviti koji sustav miruje, a koji se jednoliko
giba. Svaki od njih moZemo smatrati ,,apsolutno’ mirnim, §to zna¢i da nema
apsolutno mirnog sustava. To je poznati Galilejev princip relativnosti koji vrijedi
u klasi¢noj mehanici.

7.3. JEDNOLIKO UBRZANI SUSTAVI. INERCIJALNE SILE

U odjeljku 7.2. ustanovili smo da Newtonovi zakoni vrijede u svim inerci-
jalnim sustavima. Tako se tijelo na koje ne djeluju vanjske sile giba konstantnom
brzinom 9. To medutim ne vrijedi u ubrzanim sustavima; u njima ne vrijede
Newtonovi zakoni. Kada, npr., vlak ili automobil ubrzava, osjecamo silu prema
natrag, dok pri kocenju djeluje sila prema naprijed. Te sile ne nastaju zbog dje-
lovanja drugih tijela, ve¢ zbog neinercijalnosti sustava, a nazivamo ih inercijalnim
silama. (Ponekad se te sile zovu i fiktivne, odnosno pseudosile, da bi se istakla razlika
prema silama nastalima medudjelovanjem s drugim tijelima.)

Neka se neinercijalni sustav 8’ giba translatorno prema inercijalnom sustavu
S konstantnom akceleracijom &, (sl. 7.2). Polozaj materijalne tocke u sustavu
S odreden je koordinatama x, y, z, a u sustavu §’ koordinatama x’, ¥’ i z’. Brzina

v4'S ytl S

Slika 7.2. Jednoliko ubrzani sustav
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i akceleracija tijela u sustavu 8 jesu @ i @, a u sustavu $' jesu 9’ i @’. Vezu izmedu
veli¢ina u sustavu S i sustavu 8’ moZemo u ovom rosebnom primjeru izvesti
ovako:

a
X =x— 0,0 —— £

’
V, =V, — Vg — Ayt

I
<

’
B4
zl

I

2]

a; —— az -— ao (7.5)

’

4

t

Taj rezultat moZemo proSiriti i na opcenit slucaj kada se sustav 8’ prema
sustavu S giba stalnom akceleracijom &,, a akceleraciju tijela u sustavu 8§’ izraziti
relacijom:

a'=a—a, (7.6)

Ako je rezultanta vanjskih sila koje djeluju na tijelo jednaka F, tada drugi
Newtonov zakon u sustavu S glasi F = md. U ubrzanom sustavu S’ taj zakon
prelazi u:

ma =m(@—d,)=mad—midy=F —ma, (7.7)

Cak i onda kad je rezultanta vanjskih sila jednaka nuli, tijelo ¢e se s obzirom
na sustav 8’ gibati ubrzano kao da na nj djeluje sila — m a@,. Tu silu, koju, za razliku
od vanjske, ,,prave” sile F, ne uzrokuje djelovanje drugog tijela, nego je posljedica
ubrzanja referentnog sustava, zovemo inercijalnom silom:

Fi= —ma, (7.8)

Drugi Newtonov zakon imat ¢e formalno isti oblik i u ubrzanom sustavu samo
ako silama koje nastaju zbog djelovanja drugih tijela dodamo i inercijalnu silu,
$to nastaje zbog neinercijalnosti sustava. Dakle, za sustav 8’ drugi Newtonov
zakon glasi:

ma = F+ F, (7.9)

Kao primjer djelovanja inercijalnih sila promotrimo sustav vezan za dizalo
koje se ubrzano giba sa stalnom akceleracijom @, prema gore, odnosno prema dolje
(sl. 7.3). Na stropu dizala visi uteg na dinamometru.

Kada dizalo miruje ili se giba jednoliko po pravcu (sl. 7.3a), dinamometar
pokazuje tezinu utega, koja je jednaka sili teZi, tj. G = mg. (Uzgon u zraku pri
tom zanemarujemo.) Ubrzava li se dizalo prema gore s akceleracijom &, (sl. 7.3b),
dinamometar pokazuje viSe nego kad dizalo miruje. Na tijelo osim vanjskih sila
(sile teze G i sile opruge F,,) u ubrzanom sustavu vezanome za dizalo djeluje i

inercijalna sila F; = — m @, (koja u ovom sluaju djeluje prema dolje), te je drugi
Newtonov zakon napisan za taj sustav:
ma =F =F,+F,+F=0 (7.10)
Odatle je tezina tijela:
G=—F,=F.+F=mg—ma, (7.11)

ili, pisano skalarno,
G =mg+ma, (7.12)
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Giba li se dizalo ubrzano vertikalno prema dolje s akceleracijom d, (sl. 7.3¢c),
inercijalna sila usmjerena je prema gore, te je sada sila na tijelo manja i iznosi

Lo L
1 |

G
a) b) c)

Slika 7.3. Ubrzani sustav vezan za dizalo
mg — may. Bududi da je teZina tijela (tj. sila kojom tijelo djeluje na objesiste)
po iznosu jednaka toj sili, zakljuujemo da ¢e teZina tijela u ovom slu¢aju biti:
G'=mg—may,=m(g — a,) (7.13)
Ako dizalo slobodno pada, G = 0, i tijela u tom sustavu su bez teZine.

Kolica koja se spudtaju niz kosinu takoder su primjer ubrzanog sustava. Ako
je trenje zanemarivo, akceleracija a, = g sin« i usmjerena je niz kosinu. Drugi
Newtonov zakon za tijelo koje, npr., slobodno pada u tom sustavu ima oblik:

ma =mg — ma, (7.14)

Slika 7.4. Ubrzani sustav vezan za kolica koja se gibaju niz kosinu

tako da je akceleracija tijela:
& =g — a, (7.15)
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Uzevii u obzir smjer i iznos d,, dobivamo da je a’ = g cos «, gdje je « kut
nagiba kosine.

Pogledajmo kako visi visak objefen na stropu vozila koje se ubrzava. Polozaj
viska vi§e nije vertikalan, kao pri jednolikom gibanju vozila po pravcu, ve¢ u
smjeru vektora § — @, i zatvara kut ¢ s vertikalom, tako da je

go= == (7.16)

Mijerenjem kuta ¢ mozZe se odrediti akceleracija vozila. Sli¢no je i s viskom na
kolicima koja se spuitaju niz kosinu.

Inercijalne sile treba uvesti samo ako promatramo gibanje u neinercijalnom
sustavu. Kada to isto gibanje promatramo u inercijalnom sustavu, te se sile ne
pojavljuju. Promatramo li, npr., tijelo u dizalu koje se giba s akceleracijom &,
prema gore (sl. 7.3b), ali sada u inercijalnom sustavu vezanom za laboratorij,
jednadiba je gibanja tijela:

ma,=mg+ F, (7.17)
gdje je F’,, sila kojom opruga dinamometra djeluje na tijelo. Tezina tijela, tj. sila
kojom tijelo djeluje na dinamometar jest, prema trecem Newtonovu zakonu,
jednaka — F,,, te je

G=—F,=mj—ma, (7.18)

Dakle, dobili smo isti rezultat (7.11) kao i pri razmatranju u neinercijalnom
sustavu.

Primjer

Kolikom silom &ovjek mase 70 kg djeluje na pod lifta kada se lift a) di¥e konstant-
nom brzinom, b) diZe akceleracijom | m/s? i c) spulta akce leracijom 1 m/s??

I natin: Rje$avanje zadatka s glediita promatraéa iz inercijalnog sustava vezanog
za povriinu Zemlje.

a) Na &ovjeka u liftu djeluju dvije sile: sila teza G = m; i reakciona sila poda F 'Ne

Sila kojom &ovjek djeluje na pod lifta po iznosu je jednaka reakcionoj sili ;'N ali suprot-
nog smjera. Kada lift miruje ili se giba jednoliko po pravcu (a = 0), ove dvije sile se
uravnoteZuju:

I_;N""a:o,

te je Fy = G = mg = 687 N. Dakle u prvom sludaju &ovjek djeluje na pod lifta silom
687 N.

b) Giba li se lift jednoliko ubrzano, Newtonov zakon primijenjen na ovjeka koji se
nalazi u tom liftu glasi:

Odaberemo li pozitivni smjer vertikalno nagore, ta se jednadzba mo¥e pisati ska-
larno ovako:

ma=Fy — mg.
Odatle je
Fy=m(g + a)= 75TN.
8 Kulifté: Mehanika | toplina
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Kada se lift giba jednoliko ubrzano nagore akceleracijomu 1 m/s?, Eovjek priti¥ée
pod lifts silom 757 N.

c) U sludaju da se lift spuita jednoliko ubrzano prema dolje, akceleraciju uzimamo
kao negativnu, te je

Fy =m(g — a) = 617TN.

II na&in: RjeSavanje zadatka s gledita promatrada koji se nalazi u ubrzanom (nei-
nercijalnom) sustavu:

U sustavu vezsnom za lift drugi Newtonov zakon glasi:
m ; = ;7 + F",,
gdje je m masa &ovjeka, a akceleracija Eovjeka s obzirom prema liftu, F rezultanta vanj-
skih sila koje djeluju na Eovjeks, a ﬁ‘; inercijalna sila koja je jednaka — m ;., Buduéi da je
2 = 0, to je u sludaju b):

Fy—G—may, =0,
odnosno
Fy =m(g + ay) = 75TN.
Sli¢no dobivamo za sludaj c)

Fy — G+ may, =0,
odnosno
Fy =m(g — a,) = 61TN.

Uotite da smo u svim slu¢ajevima pisali jednad¥bu gibanja dovjeka i radunali silu
kojom pod lifta djeluje na &ovjeka; traZena sila ﬁj,, kojom ¢&ovjek djeluje na pod po iz-

nosu je jednaks — prema treéem Newtonovu zakonu — izradunatoj sili F ~> ali sup-
rotnog smjera.

7.4. ROTIRAJUCI SUSTAV. CENTRIFUGALNA I CORIOLISOVA SILA

Drugi primjer neinercijalnog sustava koji ¢emo razmotriti jest sustav §’ koji
jednoliko rotira konstantnom kutnom brzinom (& = konst.) s obzirom na neki
inercijalni sustav 8. Neka oba sustava imaju isto ishodi$§te. Takav sustav moZe
biti, npr., vezan za plo¢u (disk) koja rotira oko
osi 2z’ okomite na plotu kroz njezino srediste,
kao $to je prikazano na slici 7.5. Neka je
predmet (npr. kuglica) mase m pri¢vriéen za
srediste plo¢e pomocu opruge. Dok ploda rotira
kutnom brzinom w opruga je nategnuta silom
F,, = — m w? 7. Promatrad iz inercijalnog su-
stava (laboratorija) vidi da se predmet giba po
kruZnici jer mu sila opruge osigurava za to
potrebnu centripetalnu silu:

Slika 7.5. Rotirajuéi sustav F'cp - Fop = —mw?¥ (7.19)

PoloZaj tijela odreden je u inercijalnom sustavu § radijusvektorom 7, a u
rotiraju¢em sustavu 8’ radijusvektorom 7. Ta su dva vektora, medutim, identi¢na:
F=7¥.



7. INERCIJALNI I NEINERCIJALNI SUSTAVI 115

Promatra¢ u ubrzanom sustavu vezanom za plocu (tj. onaj koji bi se vrtio
zajedno s plotom) opaza da predmet miruje u tom sustavu, iako opruga na nj djeluje
odredenom silom F,,. Da bi objasnio tu pojavu, uvodi inercijalnu silu F,, koja na
tijelo djeluje od sredi$ta plo¢e prema van tako da rezultanta tih dviju sila bude
nula:

F,+F,=0 (7.20)
Odatle i iz (7.19) izlazi:
Fef = - Fop =maw*¥, (7.21)

Inercijalna sila koja djeluje na tijelo u rotirajuéem sustavu zove se centri-
fugalna sila. Ona je po iznosu jednaka centripetalnoj sili, ali je suprotnog smijera,
tj. usmjerena od osi rotacije prema obodu. Medutim, postoji bitna razlika izmedu
centripetalne i centrifugalne sile. Centripetalna sila je naziv za silu koja uzrokuje
kruZno gibanje, i nije neka posebna vrsta sile, a centrifugalna sila je sila koja se
javlja u rotiraju¢em sustavu kao inercijska sila.

Kada se tijelo giba, s obzirom na rotirajuéi sustav, nekom brzinom %', tada
na nj uz centrifugalnu silu F,, = m w?#, djeluje i tzv. Coriolisova sila, dana
izrazom:

Fo=2m& x & (7.22)

gdje je m masa tijela, 7’ brzina tijela s obzirom na rotirajudi sustav, a ¢ kutna brzina
rotacije sustava. Coriolisova sila, kao §to se vidi iz (7.22), uvijek je okomita na smjer
brzine tijela i na smjer kutne brzine, a smjer joj se moZe odrediti pomocu pravila
za smjer vektorskog produkta. Iznos je Coriolisove sile

Fo=2mv wsin (9, @) (7.22a)
y b
( Yt
Y(t+do) (® wdr
wrdg
dri x'(t+df)
w+ v (r+dr)
do
m
r'o (1"
d m
> e s vde
@ X
° 3y
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Slika 7.6. Uz izvod Coriolisove sile

Ona i8¢ezava ako tijelo s_'obzirom na sustav miruje, odnosno ako je'brzina 'B
paralelna s kutnom brzinom . Ukupna inercijalna sila koja djeluje na tijelo u roti-
rajuem sustavu jest zbroj centrifugalne i Coriolisove sile:

F=mw?¥ +2m% x & (7.23)
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Izvest ¢emo izraz za inercijalnu silu (7.23) kad se materijalna tocka giba u

; ; ” ; ; , d¥  dr :
sustavu 8’ jednoliko u radijalnom smjeru, brzinom v’ = b = e S obzirom na
¢ t

inercijalni sustav S, to¢ka ima dvije komponente brzine: radijalnu d—r =9
t

i tangencijalnu (obodnu) v = w r. U sustavu 8’ to¢ka se giba jednoliko, ali je

s obzirom na sustav S gibanje ubrzano, te postoje radijalna i tangencijalna kompo-

nenta akceleracije.

Radijalna akceleracija materijalne totke u sustavu S nastaje zbog radijalne
komponente promjene brzine (sl. 7.6b):

a, = lim w-—rA—(p=wrg(£=w2r (7.24)

a0 At dr
odnosno, pisano vektorski,
G, =—wF (7.24a)

Tangencijalna akceleracija nastaje i zbog promjene radijalne brzine tijela
po smjeru (sl. 7.6b) i zbog promjene tangencijalne komponente brzine po iz-
nosu, tj.:

v’.d_¢+d_v=1)'.d_¢+a)gt=v'w+wv'=2wv' (7.25)

a‘, =
de de de
Izraz za tangencijalnu akceleraciju moZemo pisati i vektorski:
d,=—2% X (7.25a)

Ukupna akceleracija materijalne toke s obzirom na inercijalni sustav S jest
Gd=3,+6=—?F—27 X (7.26)
Drugi Newton ov zakon za sustav S glasi:
F=ma=—mo®? —2mv X & (7.27)
gdje je F stvarna vanjska sila koja djeluje na materijalnu tocku.

U rotirajuéem sustavu S’ gibanje je jednoliko (@' = 0). Da bi Newtonovi
zakoni imali isti oblik i u tom sustavu, vanjskoj sili F dodajemo inercijalnu silu
F, i piemo:

F=F+4+F =ma =0 (7.28)
Ako u (7.28) za F uvrstimo izraz (7.27), slijedi da je inercijalna sila
Fi=—F=mw??+2m?% X @ (7.29)

U prvom ¢lanu relacije (7.29) prepoznajemo centrifugalnu silu F,,, a drugi
je ¢lan Coriolisova sila. Iako smo izraz (7.29) izveli za posebni primjer i kada se
Cestica u sustavu S’ giba jednoliko u radijalnom smjeru, on vrijedi i opéenito za
bilo kakvo gibanje Cestice u rotiraju¢em sustavu.
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Zbog rotacije Zemlje sustav vezan za Zemlju je neinercijalan i u njemu se
mogu opaziti centrifugalna i Coriolisova sila. Utjecaj centrifugalne sile na tijelo
na Zemljinoj povr3ini obradit ¢emo u odjeljku 8.3. Coriolisova sila djeluje na tijela
koja se gibaju relativno prema Zemlji. Tako rijeke koje na Sjevernoj polutki teku
od juga prema sjeveru imaju desnu obalu strmiju (jer Coriolisova sila djeluje na
Cestice vode u smjeru prema desnoj obali), sjeverni vjetar postaje sjeveroistoéni,
itd. Pri slobodnom padu na Zemljinu povrinu na tijelo djeluje i Coriolisova sila
te uzrokuje otklon tijela prema istoku.

Razmotrit ¢emo djelovanje Coriolisove sile na let topovske granate, projektila
i sl. Pri gibanju duZ meridijana, prema sjeveru na Sjevernoj polutki, Coriolisova
sila otklanjat ¢e projektil prema istoku. Ako projektil leti duz paralele prema zapadu,
Coriolisova sila djeluje prema Zemljinoj povrsini, odnosno prema gore ako pro-
jektil leti prema istoku. Opcenito smjer Coriolisove sile mozemo odrediti pomoéu
relacije (7.22).

Coriolisova sila moZe se opaziti pri njihanju Foucaultova njihala, koje se
sastoji od teSke metalne kugle objesene na dugacku nit (Zicu). Pomocu takvog nji-
hala J. B. L. Foucault je dokazao da Zemlja rotira oko svoje osi. Zbog Coriolisove
sile ravnina njihanja zakreée se na Sjevernoj polutki u smjeru kazalike na satu
s obzirom na Zemlju (tj. od istoka prema zapadu), a na JuZnoj polutki obratno.
Njihalo na polu napravilo bi za 24 sata potpuni okret (360°), na na$oj geografskoj
§irini (npr. 45°) za puni okret trebala bi 33,5 sata, dok na ekvatoru nema zakretanja.

PITANJA I ZADACI

1. Sto su inercijalni, a §to neinercijalni referentni sustavi?

2. Izvedite Galilejeve transformacije za dva inercijalna sustava.

3. Za kakve brzine vrijede Galilejeve transformacije? Sto je u sludaju relativistickih brzina?
4. Sto kae Galilejev princip relativnosti?

5. Kada se pojavljuju inercijalne sile?

8. Izvedite transformacije koje povezuju jednoliko ubrzani i inercijalni sustav.

7. Kakva je veza izmedu akceleracije tijela u jednoliko ubrzanom sustavu i akceleracije tog tijela

u inercijalnom sustavu?

8. Kolika je inercijalna sila u jednoliko ubrzanom sustavu?

9. Kako glasi drugi Newtonov zakon za neinercijalni sustav?
10. Kolika je teZina tijela u sustavu vezanom za dizalo koje se: a) giba jednoliko, b) giba jednoliko

ubrzano s akceleracijom 4, prema gore i c¢) giba jednoliko ubrzano akceleracijom @, prema
dolje?

11. Ubrzani sustav vezan je za kolica koja se bez trenja gibaju niz kosinu nagiba 30°. Kolika je
akceleracija slobodnog pada u tom sustavu? Koliki je kut izmedu poloZaja viska i povrine vode
u tom sustavu i smjera vertikale, odnosno horizontale u inercijalnom sustavu?

12. Koje se inercijalne sile javljaju u sustavu $to se vrti stalnom kutnom brzinom?

13. Sto je centrifugalna sila i koliko iznosi?

14. Izvedite izraz za inercijalnu silu u rotiraju¢em sustavu $’ u sludaju: a) ako materijalna tocka
miruje u tom sustavu, b) ako se to¢ka giba jednoliko u radijalnom smjeru i ¢) ako se u sustavu
§’ totka giba jednoliko u tangencijalnom smjeru.

15. O ¢emu ovisi Coriolisova sila?

16. Navedite nekoliko primjera djelovanja Coriolisove sile.

17. Visak objeden na stropu vozila zatvara s vertikalom kut od 12° prema natrag. Kolika je akcele-
racija vozila?

18. Kolikom silom &ovjek mase 100 kg djeluje na pod lifta kada se lift dize: a) konstantnom brzi-
nom, b) akceleracijom 9,81 m/s?i c) spusta akceleracijom od 9,81 m/s?? Rijesite zadatak s gle-
diSta promatra¢a u inercijalnom sustavu vezanom za povriinu Zemlje i s gledifta promatrata
koji se nalazi u ubrzanom sustavu.
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19.

20.

21.

22

23.
24.

25.
26.
27

28.
29.
30.

Kolika je sila kojom astronaut pritid¢e sjedalo u raketi: a) kad raketa miruje na Zemljinoj
povriini, b) kad se raketa lansira sa Zemljine povriine s akceleracijom 3 g i c) kad se raketa u
svemirskom prostoru, daleko od planeta, ubrzava s akceleracijom g?

Svemirski brod, daleko od ostalih svemirskih tijela, ubrzava se sa g, = 9,8 m/s2. Kolika je
akceleracija slobodnog pada u tom brodu? Kolika bi bila akceleracija slobodnog pada kad bi se
brod dizao uvis iznad Zemljine povriine s tom istom akceleracijom ?

Covjek mase 100 kg nalazi se u liftu koji se a) dize konstantnom brzinom, b) diZe akcele-
racijom 1 m/s? i ¢) spusta akceleracijom | m/s?? Ako Covjek ispusti kuglicu na visini I m
iznad poda lifta, koliko ¢e vremena kuglica slobodno padati?

Kolika je centrifugalna sila na tijelo mase 100 kg koje se nalazi na geografskoj $irini ¢ = 45°;
&) koja nastaje zbog rotacije Zemlje oko njezine osi, b) zbog rotacije Zemlje oko Sunca?
Koliko puta brie bi se morala okretati Zemlia oko svoje osi da bi tijelo na ekvatoru
bilo u besteZinskom stanju?

Na horizontalnoj plo¢i koja se vrti oko vertikalne osi periodom T = 1,6 s visi visak tako da je
udaljenost objesiita viska od osi rotacije r = 0,3 m, a duljina konca viska / = 0,5 m. Koliki je
otklon viska od vertikale?

Kolika Coriolisova sila djeluje na tijelo mase | kg koje slobodno pada s tornja visokog 100 m
na geografskoj $irini 45°? Koliko je skretanje i u kojem smjeru?

Koliko je vremena bilo potrebno da u Foucaultovu pokusu u Pantheonu u Parizu njihalo nap-
ravi potpuni okret?

Nacrtajte trajektoriju koju bi 3iljak na kugli Foucaultova njihala na Sjevernom polu ispisivao
na tlu? Koliko bi vremena bilo potrebno da njihalo napravi potpuni okret?

Kolika centrifugalna sila djeluje na &esticu mase 0,1 g u ultracentrifugi polumjera 0,2 m.
Koliko je ta sila veca od teZine &estice? Centrifuga se vrti s 10° o/min.

Kolika centrifugalna sila djeluje na Covjeka mase 100 kg a) na ekvatoru, b) u Zagrebu (p =
= 45,8°) i ¢) na polu?

Projektil mase 1000 kg giba se brzinom 1800 km/h, a) po paraleli od zapada prema istoku i
b) po meridijanu od juga prema sjeveru. Kolika je Coriolisova sila kad se projektil nalazi na
@ = 45°N?



8. GRAVITACIJA

8.1. NEWTONOV ZAKON GRAVITACIJE

Problem privia¢nog djelovanja Zemlje na sva tijela koja se nalaze u njezinoj
blizini stolje¢ima je zaokupljao pazZnju ljudi.

Proucavanjem gibanja nebeskih tijela otkriveno je da medu tijelima postoji
privla¢na sila, nazvana gravitacija, koja je uzrok gibanja nebeskih tijela i Zemljine
sile teZe. Gravitacijska sila djeluje medu svim tijelima, ali ju je ¢esto te$ko opaziti
jer je relativno slabog intenziteta.

Pri¢a se da je Newton, usporedujuci padanje jabuke sa stabla i gibanje Mjeseca
oko Zemlje, zaklju¢io da centripetalnu akceleraciju Mjeseca i akceleraciju slobodnog
pada na Zemljinoj povrSini uzrokuje ista vrsta sile — gravitacijsko privlacenje
dviju masa. Slobodni pad uzrokuje gravitacijsko privlacenje mase tijela i mase
Zemlje, a i centripetalnu silu, potrebnu za gibanje Mjeseca oko Zemlje, uzrokuje
gravitacijska sila izmedu Mjeseca i Zemlje.

Iz C&injenice da akceleracija slobodnog pada ne ovisi o masi tijela koje pada
zakljutujemo da je gravitacijska sila razmjerna masi tijela. Po zakonu akcije i re-
akcije, sila kojom jedno tijelo privladi drugo tijelo jednaka je po iznosu sili kojom
drugo tijelo privlaéi prvo tijelo §to znali da gravitacijska sila mora biti razmjerna
umnosku masa obaju tijela. Sila ovisi i o udaljenosti medu tijelima. Tako je srednja
udaljenost izmedu Zemlje i Mjeseca r oko 60 puta veca od polumjera Zemlje R,,
a akceleracija slobodnog pada manja je od centripetalne akceleracije Mjeseca za

g __& -
= g 3600 = 60%

cp
T2

Akceleracija i gravitacijska sila obrnuto su razmjerne kvadratu udaljenosti.

r

Izraz za gravitacijsku silu kojom tijelo mase m, djeluje na tijelo mase m, (sl.
8.1a) izgleda dakle ovako:

mym, _

7o (8.1)

Fi,=-G

72

3
gdie je G = 6,67 - 1011 klz gravitacijska konstanta.
gs

a)

Slika 8.1. Gravitacijska sila izmedu dvije materijalne tocke (a) i dva tijela (b)

Za odredivanje gravitacijskih sila medu tijelima koje ne mozemo aproksimirati
materijalnim tockama potrebno je masu tijela ras¢laniti na elementarne mase A m,,
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od kojih se svaka moZe smatrati materijalnom to¢kom. Sila kojom takva materijalna
toCka mase A m, prvog tijela djeluje na materijalnu totku mase A m, drugog tijela
(sl. 8.1b) jest:

A
AF, = —glmAm ., (8.2)
e
gdje je r,; udaljenost elementarnih masa, a 7, jedini¢ni vektor usmjeren od mase
A m, prema A m,. Sila kojom prvo tijelo djeluje na drugo dobije se zbrajanjem
za sve vrijednosti indeksa:

Am,Am,F

Fip=— Z Z G s 0 (8.3)
i

To zbrajanje — koje se, u stvari, svodi na integriranje — vrlo je sloZeno, osim
za kuglasta tijela Cija je gustoca u svim totkama tijela jednaka (homogena tijela)
ili ovisi samo o udaljenosti od sredi$ta kugle (centralno simetri¢na raspodjela mase).
U tom slucaju izraz (8.3) prelazi u (8.1), tj. kugle se privlate kao materijalne totke
koje imaju mase jednake masama kugli, a nalaze se u sredi§tima kugli.

Newtonov zakon gravitacije jedan je od osnovnih zakona mehanike: pomoéu
njega mogu se izratunati gibanja planeta oko Sunca, gibanje Mjeseca i umjetnih
satelita oko Zemlje i sl. To je jedno od najve¢ih dostignuéa u povijesti znanosti.

8.2 ODREDIVANJE GRAVITACIJSKE KONSTANTE

Univerzalna gravitacijska konstanta G odredena je eksperimentalno, a prvo
takvo mjerenje izveo je 1798. engleski fizi¢ar i kemitar H. Cavendish (1731 —1810),
upotrijebivii torzionu vagu.

ALy Na slici 8.2. shematski je prikazana
Cavendishova torziona vaga. Na laganoj
W $ipci, obje$enoj na elasti¢noj niti poznate
torzione konstante, vise dvije male kugle
[Z] —_ mase m,. Dvije velike kugle, svaka mase

ms, nalaze se u njihovoj blizini. (U Caven-

dishovim pokusima m, = 0,729kg i
m, my = 158 kg.) Zbog gravitacijskog privla-

¢enja, manje kugle priblize se veéima, i
/. nit se uvije za odredeni kut, koji se mjeri
pomocu svjetlosnog snopa reflektiranoga
@ na malom zrcalu Z. Iz otklona i poznate
torzione konstante moZe se izratunati sila
m, izmedu kugli mase m, i m,, a zatim i
gravitacijska konstanta G.
Kasnije su i drugi fizi¢ari mjerili
. . . gravitacijsku konstantu, a od vrijednosti
Slika 8.2. Cavendishova torziona vaga utvrdenih na razlidite naline uzima se
kao najto¢nija vrijednost:
G = (6,6720 £ 0,004) . 101! Nm?/kg2.

Gravitacijska konstanta je vrlo malog iznosa $to pokazuje da su gravitacijske
sile vrlo slabe, mnogo slabije od elektromagnetskih sila. Tako je Coulombova sila
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izmedu protona i elektrona u vodikovu atomu oko 10% puta veéa od gravitacijske
sile izmedu te dvije Cestice; dva tijela mase 100 kg na udaljenosti 1 m priviate
se silom 10-¢ N. Relativno velika sila kojom Zemlja privlaéi tijela na svojoj povrsini
posliedica je velike Zemljine mase.

Ako znamo gravitacijsku konstantu G, moZemo izralunati masu Zemlje-
Cavendish je, u stvari, Zelio i odrediti masu Zemlje i zato je izmjerio gravitacijsku
konstantu, a zatim izraunao masu i gustoéu Zemlje, pa se zato Zesto kaZe da je
Cavendish ,,izvagao” Zemlju.

Primjer
Izratunajte masu i gustoéu Zemlje.

mM
Na tijelo mase m koje se nalazi na Zemljinoj povriini djeluje sila G -El, gdje

je My i R; masa i polumjer Zemlje. Prems drugom Newtonovu zakonu, ta je sila jed-
naka mg. Odatle slijedi:

g Ry

= 5,895 - 10 kg.
I kg

Mz=

Podijelimo li mssu Zemlje s njezinim volumenom, dobit éemo srednju gustodu
Zemlje:
Mz 3¢

=22 2% _ 5500 kgme.
=¥, T iRG ko

8.3. KEPLEROVI ZAKONI

U 16. stoljecu poljski astronom N. Kopernik (1473 —1543) postavio je teo-
riju heliocentritkog sustava, pretpostavivsi da Zemlja nije sredite svemira, kako
je to tumacio Ptolomejev geocentri¢ki sustav, ve¢ da se s ostalim planetima okrece
oko Sunca.

J. Kepler (1571—1630), njemacki astronom, pronadao je tri zakona gibanja
planeta oko Sunca iz kojih je Newton kasnije izveo opéi zakon gravitacije.

Keplerovi zakoni glase:
1. Svi planeti kre¢u se po elipsama u &ijem se jednom 2ariftu nalazi Sunce.

2. Radijusvektor (tj. vektor koji ide od sredifta Sunca do srediita planeta)
u jednakim vremenskim intervalima opisuje jednake povriine.

3. Kvadrati ophodnih vremena planeta oko Sunca odnose se kao kubovi veli-
kih poluosi njihovih eliptinih putanja:

T :To=al:ad (8.9)

Sva tri Keplerova zakona mogu se izvesti iz Newtonovih zakona i zakona
gravitacije, ali te izvode ovdje ne¢emo iznositi.
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Tablica 8.1. Neke karakteristi¢ne veli¢ine planeta

Srednji
Planet Masa/kg Polumjer/m polumjer Period/dan
putanje/m
Sunce 2. 10% 9,95 - 10° —— ——
Merkur 3-10% 2,4 - 10¢ 5,8 -10% 88
Venera 4,9 -10% 6,1 -10° 1,08 - 101! 225
Zemlja 5,98 - 10% 6,37 - 10¢ 1,5 - 10 365,26
Mars 6-10% 34 -10¢ 2:3 =10% 687
Jupiter 1,9 -10¥ 70 - 108 7,8 -10%! 4332
Saturn 5,7 - 10% 58 - 10¢ 1,43 - 102 10 759
Uran 8,7 - 10% 23 - 10¢ 2,87 - 10 30 684
Neptun 1,03 - 10% 23 - 108 4,5 -10 60 184
Pluton 10% 6-10¢ 59 - 10 90 710
Primjer

Izraunajte ophodno vrijeme umjetnog Zemljina satelita koji kruZi na udaljenosti
r od sredilta Zemlje.

Kada se satelit mase m, giba po kru¥nici polumjera r oko srediSta planeta, gravi-
tacijska sila jednaka je centripetalnoj:

mymy

G

= myw'r,

r?
gdje je m, masa planete, a » kruina frekvencija kruZenja.

Odatle je

4n? 4n?
T? = G r;, T= G r. (8.4a)
my my

Period T ne ovisi o0 masi satelita, veé samo o polumjeru njegove putanje. To je
tre¢i Keplerov zakon u posebnom primjeru kruine orbite. Iz (8.42) moZe se, ako se zna
period i polumjer putanje nekog satelita, izrafunati masa planeta: npr. iz podataka za
Mijesec izradunati masa Zemlje, iz podataka za Zemlju masa Sunca i sl.

Primjer

lSatelit kruzi oko Zemlje na visini 1 000 km. Odredite brzinu i ophodno vrijeme
satelita.

5 ; ; m Mgz .
Privia¢na sila izmedu Zemlje i satelita F = G m daje satelitu centripetal-
.ul
nu akceleraciju Y te jednadZba gibanja satelita ima oblik
z
mMjz mv?

= > (l)
(Rz + h)? Rz +h

gdje je Rz + h polumjer putanje satelita, m masa satelita, a M; masa Zemlje.

Buduéi da je sila tea na povriini Zemlje jednaka priviainoj sili tijela i Zemlje (uz
zanemarivanje efekta vrtnje Zemlje)

m Mgz
b
Ry

mg=G
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dobivamo

_tR:

e

Uvritavanjem (2) u (1) i rjefavanjem dobivene jednadibe po brzini izlazi:

M,

2)

4

=73-10ms-1.
Rz +h

v:Rz

Ophodno vrijeme satelita oko Zemlje je

3 Re+h [R, +h
r-2"RetH _, R+ [22 52 6310,
v Rz 14

8.4. GRAVITACIJSKO POLJE

Odredeno tijelo mase m djeluje na sva ostala tijela u prostoru gravitacijskom
silom danom Newtonovim zakonom (8.1). Umjesto da djelovanje jednog ili vise
tijela na drugo tijelo opisujemo silom medu njima, esto ¢emo se posluZiti, sli¢no
kao i u elektromagnetizmu, pojmom polja. KaZemo da svako tijelo (koje ima masu)
u prostoru oko sebe stvara gravitacijsko polje. Prostor oko svakog tijela ima posebna
svojstva. To vie nije ,,0bi¢ni”’ prostor: u njemu se osje¢a gravitacijsko djelovanje.
Uvodenjem fizi¢kog polja ¢esto se pojednostavnjuju razni problemi i lak$e shvacéaju
razlitite fizikalne pojave.

Da bismo izratunali uzajamno djelovanje dvaju tijela, umjesto da po relaciji
(8.1) ratunamo silu medu njima, mozemo naéi polje jednog tijela i utjecaj tog polja
na drugo tijelo.

Tijelo mase m, proizvodi u prostoru oko sebe gravitacijsko polje. Ono je to
jate 3to smo bliZe tijelu a smanjuje se s kvadratom udaljenosti. Svako tijelo mase m,
koje se nade u tom polju osjeéa njegovo djelovanije, to vise $to mu je veéa masa.

Jakost (intenzitet) gravitacijskog polja tijela mase m, definiramo kao omjer
gravitacijske sile i mase tijela na koje djeluje ta sila:

m1m2;o _ my

~=—=~—G —G—7 8.5)
4 il (

m, mg 12

Jedinica je gravitacijskog polja njutn po kilogramu (N/kg) ili metar u sekundi
na kvadrat (m/s?), dakle ista kao za akceleraciju.

Primjer

Gdje se izmedu Mjeseca i Zemlje poniitavaju njihova gravitacijska polja? Masa
Mjeseca je oko 81 put manja od mase Zemlje.

Gravitacijsko polje u prostoru izmedu ta dva tijela (sl. 8.3) jednako je:
- — g mt - ’”M —
7'_71+7M——G"T.fl+6mro

d—
i ponijtava se kad je e ﬂ——, odnosno i + Tﬂ
r? (d—r)® r. e
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U obzir dolazi samo pozitivni predznak, §to daje rjelenje za r, (na sl. 8.3):

=0,9d.

1=

mm
2 i
» 1+ e

Usporediv3i formulu (8.4) s izrazom

za silu tezu, napisanim u obliku § = E,
m

vidimo da se akceleracija slobodnog pa-
da moze smatrati jako$¢u gravitacijskog
polja na Zemljinoj povrsini. Detaljnije o
tome bit ¢e govora u odjeljku 8.5.
Gravitacijsko polje je vektorsko polje,
i svakoj toCki prostora oko nekog tijela
Slika 8.3. Gravitacijsko polje izmedu Zemlje —mase m, pridruZen je vektor dan relacijom
i Mieseca (8.5). Smijer gravitacijskog polja uvijek je
prema tijelu koje ga je proizvelo.
Ako ima vie materijalnih to¢aka masa m,, m,, . . ., m,, svaka od njih proizvest
¢e u prostoru svoje gravitacijsko polje. Ukupna sila na materijalnu to¢ku mase m
u nekoj to¢ki prostora T bit ce:

F‘=m;,+m;,+...+m?,,=m(71+;,+...;,,) (8.6)

gdje je y, gravitacijsko polje mase m; dano formulom (8.5). Iz nje izlazi da je ukupno
gravitacijsko polje vektorski zbroj pojedinih polja:

;=‘-}"1+§2+...+-}.’,‘ (863)

8.5. GRAVITACIJSKO POLJE ZEMLJE. AKCELERACIJA SILE TEZE

Na svako tijelo na Zemljinoj povriini djeluje privlana sila vertikalno prema
dolje, koja se zove sila teZza. Zemlja daje svakom tijelu koje slobodno pada odre-
denu akceleraciju padanja, tzv. akceleraciju sile teZe §; sila teZa koja djeluje na
tijelo mase m jest G = m §.Tu silu nazivamo jos i teZina.

Referentni sustav vezan za Zemlju nije inercijalan, jer Zemlja kruzi oko Sunca
i vrti se oko svoje osi. Akceleracija zbog gibanja oko Sunca mnogo je manja nego
zbog vrtnje Zemlje oko svoje osi, te moZemo uzeti da ukupna neinercijalnost sustava
nastaje zbog dnevne rotacije Zemlje. Zbog toga ¢e na tijelo mase m, koje se nalazi
na Zemljinoj povrdini, djelovati inercijalna centrifugalna sila (sl. 8.4):

=

Fyo=mn*F =mwR,cos ¢ 7, (8.7)

gdje je R; polumjer Zemlje, w = 7,3 - 10~% s~! kutna brzina Zemlje, a ¢ geografska
Sirina. Rezultanta gravitacijske i centrifugalne sile jest sila tea:

G=F.+F, (8.8)



8. GRAVITACIJA 125

Dakle, sila teza nefto se razlikuje od gravitacijske sile F,; i po smjeru i po
iznosu, iako ne suvide jer je centrifugalna sila mnogo manja od gravitacijske sile.
Sli¢no je gravitacijsko polje Zemlje jednako polju sile tefe samo na polovima,
dok je razlika najveéa na ekvatoru, gdje iznosi 0,3 %,. Zemlja ima oblik rotacionog
elipsoida, spljo$tenoga na polovima, te je i zbog te spljo$tenosti gravitacijsko polje

Slika 8.4. Sila teZa

(a 1 akceleracija sile teZe) na ekvatoru manje nego na polovima za pribliZno 0,2 9%,.
Kao kona¢ni rezultat, akceleracija sile teZe mijenja se s geografskom $irinom; naj-
veca je na polovima, g, = 9,832 m/s% a najmanja na ekvatoru, g, = 9,780 m/s2.
Dogovorom je utvrdena normirana vrijednost

g, = 9,806 65 m/s? ~ 9,81 m/s?,

koja pribliZno odgovara akceleraciji sile teZe na ¢ = 45°. Gravitacijsko polje Zemlje,
a time i akceleracija sile teZe, mijenja se s udaljeno3¢u r od sredi§ta Zemlje kao

~l; (formula 8.5). U toCki na nadmorskoj visini #, udaljenoj za R, + h od sredista
T

Zemlje, gravitacijsko polje iznosi:
2
,,‘zc___'l':.__zoﬁ‘( R ) (8.9)
(R, + by RI\R, + h

Zanemarimo li doprinos centrifugalne akceleracije (koja je malena), gravita-
cijsko polje jednako je akceleraciji sile teZe g:

=g = . )! (8.93)
| - .9a
Y 4 go(R‘ )

gdje smo sa g, oznalili akceleraciju na Zemljinoj povrSini.

Tablica 8.2. Promjena akceleracije sile tefe s udaljenoiéu od Zemljine povriine

h/km 0 10 100 1 000 380 000
(sateliti) (Mjesec)

g/(m/s?) 9,81 9,78 9,51 7,34 0,0027
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Primjer
Kolika je akceleracija sile teZe na visini 1000 km iznad Zemljine povriine, na
geografskoj Sirini o = 45°?
Prema formuli (8.8) g = yz + ay, izlazi:
my R%

R_'z m—‘ wl(Rz+h)COSz(P:

ghz)lz—dc,COSf[J:G

= ( Rz )z— w? (Rz + h) cos? p =
= &o Ry + h z p=

m ;637 105m
= 9,81 (

2
- —) — (7,292 - 10-3s-1)2- 7,37 - 10° m - cos? 45° = 7,31 m/s2.
s? 7,37 - 10° m.

Priblizan racun, uz zanemaren doprinos centrifugalne akceleracije, daje:

R 2
z ) = 7,33 m/s?,

g:g"(Rz +h

dakle samo 0,3% veéi rezultat.

8.6. GRAVITACIJSKA POTENCIJALNA ENERGIJA

Proucdavajudi potencijalnu energiju, vidjeli smo da je gravitacijska sila konzer-
vativna i da tijela u polju te sile imaju potencijalnu energiju. Tada smo izra¢unali
da je potencijalna energija tijela na visini & iznad Zemljine povr$ine:

E,=mgh (8.10)

Pri tom smo pretpostavili da je E, = 0 na Zemljinoj povrsini (2 = 0) i da je
g konstantno, tj. da je tijelo maleno i blizu Zemljine povriine. Formula (8.10) vrijedi
samo za visine koje su dosta manje od Zemljina polumjera, inace je potrebno uzeti
u obzir mijenjanje gravitacijske sile s udaljeno$¢u.

Sada ¢emo izrac¢unati rad dizanja, npr. rad potreban za lansiranje odredene
rakete, satelita i sl. Da bismo dobili najopéenitiju formulu, pretpostavimo da smo
masu m, iz polozaja r, dovoljno sporo (bez ubrzavanja) doveli u polozaj r, u gravi-
tacijskom polju mase m, (sl. 8.5). Pri tom je sila F, kojom se tijelo stalno podize,
u ravnoteZi s gravitacijskom silom F, tj. F = — F,. Rad obavljen pri premjes-
tanju tijela jednak je:

W= [Fdr= ij‘—z'"zdrzamlmz(i—i) (8.11)
r

T T2

To je rad potreban da bi se tijelo mase m, u gravitacijskom polju tijela mase
m, ,,podiglo’ od r, do r,. On ne ovisi 0 putu, nego samo o pocetnom i konaénom
poloZaju tijela mase m, u odnosu prema tijelu mase m, i moZzemo ga izraziti razli-
kom potencijalnih energija:

W =E,(r,) — E,(r,) = Gm,m, (:1— — ri) (8.12)
1 2
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Obi¢no se uzima da je potencijalna energija nula kada su tijela beskona¢no
daleko, jer je tada i sila jednaka nuli. Uz taj dogovor, uvr§tavanjem r, = 0 ir, = r
u izrazu (8.12), dobivamo potencijalnu energiju dvaju tijela masa m, i m,, udaljenih
zZa r:

E,(n=-GMM,

(8.13)

r

Slika 8.5. Uz izratunavanje gravitacijske potencijalne energije

Potencijalna energija uvijek je negativna, i raste kada se poveéava udaljenost r.
Na slici 8.6. prikazana je E, (r) za dvije mase, m, i m,.

Kada se radi o potencijalnoj energiji
nekog tijela s obzirom na Zemlju, Cesto se
uzima da je na Zemljinoj povr§ini potenci-
jalna energija nula. Time, i uvrstivéi r, = R,
i r, =r u izrazu (8.11), dobivamo za po-
tencijalnu energiju:

1
E. &) = Gy 1, (i . —) (8.14)
R, r
odnosno:
—R
E,()=Gmm — "t (815)
s
Akojevisinah = r — R, < R,,izraz za  Slika 8.6. Ovisnost potencijalne energije
gravitacijsku potencijalnu energiju (8.15) dviju materijalnih totaka o njihovoj
prelazi u poznati oblik: udaljenosti
Gm
Ep=T:""h=m,gh (8.15a)
2

jer je g = Gm,/R2.
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Sli¢no kao §to djelovanje konzervativne sile moZemo opisati potencijalnom
energijom, tako se i konzervativno polje moZe opisivati potencijalom. Potencijal
je omjer potencijalne energije i mase:

E®O_ _gm (8.16)
m, r

p(r)=

a potencijalna energija jednaka je umnofku mase i potencijala:
E,(r) =myp(r) (8.17)

Primjer
Kolika je potencijalna energija tijela mase m = 1 kg na Zemljinoj povrsini? Koliki
je potencijal Zemljine povrSine?

Uz dogovor da je potenclialna emerglja nula kada su tijela beskonaéno daleko,
potencijalna je energija:

mg m

E,=—-G = —6,26-10"].
z
Potencijal je Zemljine povriine:
E
¢ =L =—6,26-10"J[kg.
m

Gravitacijska sila je centralna sila, tj. ovisi samo o iznosu radijusvektora r.
Usporedivsi izraze (8.1) i (8.13), vidimo da je veza izmedu sile i potencijalne energije:

i Liia 38 (8.18)

ﬁ=——’;°=_‘G

y=— de . (8.19)

VaZnost potencijala za opisivanje polja oCituje se jo§ bolje u elektricitetu,
gdje se pojam elektri¢nog potencijala mnogo koristi, mozda i ¢e3¢e nego elektri¢-

nog polja.

Primjer
Kolika je prva i druga kozmiéka brzina?

Da bi tijelo mase m kruZilo oko Zemlje, tj. postalo njezin umjetni satelit, treba ga
lansirati najmanje prvom kozmitkom brzinom v,. U tom sluéaju tijelo kruti iznad same
Zemljine povriine po kruinicli polumjera R;. Velidinu te brzine mofemo odrediti iz
t(wu):ta da je centripetalna sila potrebna za kruino gibanje jednaks gravitacijekoj sili

sili te2i):

m v}
Re

=mg.
Odatle je prva kozmiéka brzina:

vy =VgRg = 17,9 kmjs.
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Lansiramo li tijelo brzinom v,, ono neée pasti natrag na Zemlju, veé ée kruziti
oko nje. Da bi tijelo zauvijek napustilo Zemlju, tj. izillo iz podruéja djelovanja njezine
sile teZe, treba ga izbaciti najmanje drugom kozmi¢kom brzinom v,. Da bismo odredili
tu brzinu. moramo izrafunati rad koji treba izvrditi protiv Zemljine gravitacijske sile
pri udaljavanju tijela mase m s povriine Zemlje u beskona¢nost. Dakle:

@

o
m m
W= [Far= [G Zar =G "2 _ mgR,.
& W rt R,
z z
Taj se rad dobije na ratun kineti¢ke energije .

tijela, te je minimalna brzina potrebna za lansiranje m, hiperbola
tijela u svemir —izvan djelovanja gravitacijskog polja

Zemlje — jednaka:

m v?
; O S m parabola
=412gR; =vV2v, = 11,2 kmjs. 1L
Ako tijelo lansiramo s povriine Zemlje brzinom elipsa

v < v,, ono ée pasti natrag (hitac uvis). Ako je v, <

< v < vy, tijelo ée kao umjetni satelit kruziti oko

Zemlje po elipti¢noj putanji, to dalje $to je brzina

lansiranja veéa (sl. 8.7). Kada je v > v,, tijelo ée po

parabolié¢noj, odnosno hiperboli¢noj putanji napustiti  Slika 8.7. Razli¢ite putanje tijela
Zemljino gravitacijsko polje. lansiranth u Svemir

8.7. TROMA I TESKA MASA

U dinamici smo se susreli s tromom (inertnom) masom da bismo iskazali
inerciju nekog tijela. Svako tijelo je tromo (inertno), jer je za njegovo ubrzanje
potrebna odredena sila. Tromu masu m, moZemo odrediti mjerenjem akceleracije
koju tijelo dobiva pod utjecajem odredene sile, upotrijebivsi relaciju F = m, a,
3to je tzv. dinamicko mjerenje mase. Za istu silu akceleracija je obrnuto razmjerna
inertnoj masi tijela.

S druge strane, masa se pojavljuje u izrazu za gravitacijsku silu kao mjera
gravitacijskog ,,naboja’ tijela i svojstvo tijela koje oko tijela uzrokuje gravitacijsko
polje. Ta tzv. teska (gravitacijska) masa pojavljuje se u izrazu za gravitacijsku silu
koja je za tijelo blizu Zemljine povr§ine jednaka:

- c;"‘fT":w (8.20)

gdje je m, gravitacijska masa tijela, m,, gravitacijska masa Zemlje, a R, polumjer
Zemlje.

Pod djelovanjem gravitacijske sile, tijelo dobiva akceleraciju:

Ey_ g Mo ™ (8.21)

a= — = —_—

m, R} m,

Pokusi sa slobodnim padom pokazuju da je ta akceleracija za sva tijela jednaka

bez obzira na njihov obiik, masu i materijal od kojega su nalinjena. Bududi da je

i ——2—" za sva tijela jednako, slijedi da je omjer te¥ke i trome mase za sva tijela isti,
z
9 Kuli§ié: Mehanika i toplina
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Konstantnost omjera te$ke i trome mase potvrdena je i sloZenijim eksperi-
mentima, s velikom to¢no$cu. U vedini naSih razmatranja nec¢emo razlikovati
tromu i te$ku masu, veé¢ ¢emo i jednu i drugu nazivati masom tijela, obje obilje-
Zavati istim znakom m.

Upravo tolika toénost proporcionalnosti teSke i trome mase osnova je principa
ekvivalencije, koji kaze da ne moZemo razlikovati inercijalni sustav u gravitacij-
skom polju, gdje je ubrzanje gravitacije g, od neinercijalnog sustava daleko od svih
drugih tijela, koji se giba ubrzano s ubrzanjem @ = — §. Gravitacijska sila m, g
na tijelo u prvom inercijalnom sustavu jednaka je inercijalnoj sili — m, @ = m, §
u drugom neinercijalnom sustavu, jer su te$ka i troma masa jednake. To je osnova
Einsteinove opée teorije relativnosti.

PITANJA I ZADACI

1. Kako je Newton zakljutio da je gravitacijska sila obrnuto razmjerna kvadratu udaljenosti?

2. Objasnite Newtonov zakon gravitacije. Napilite (u vektorskom obliku) izraz za gravitacijsku
silu izmedu dvije &estice.

3. Kako je izmjerena gravitacijska konstanta? Iz gravitacijske konstante, polumjera Zemlje i
akceleracije sile teZe izratunajte masu Zemlje.

4. Sto je gravitacijsko polje? Kako se ratuna gravitacijsko polje Zemlje?

5. Kako se mijenja jakost gravitacijskog polja s visinom iznad Zemljine povriine?

6. Izratunajte gravitacijsko polje unutar Zemlje na udaljenosti r od srediSta. Pretpostavite da je
Zemlja homogena kugla polumjera Rz i mase m.

7. Kolikom silom Zemlja priviadi tijelo mase 1 kg koje se nalazi na Mjesecu? Kolikom silom
Mijesec privladi tijelo mase | kg koje se nalazi na Zemlji?

Sto je sila teZa i polje sile teZe? Sto je teZina tijela?

9. Koja je veza izmedu gravitacijskog polja i polja sile teZe?

10. Kako glase Keplerovi zakoni?

11. Koliko bi visoko skotio na Mjesecu atletiar koji na Zemlji skoé¢i 2 m?

12, Izratunajte, pomocu tre¢ega Keplerova zakona, visinu Zemljina umjetnog satelita ije je op-
hodno vrijeme 103 minute.

Izvedite vezu izmedu obodne brzine i polumjera putanje za umjetni Zemljin satelit koji se oko

Zemlje giba po kruZnici.

14. Izvedite izraz za gravitacijsku potencijalnu energiju dviju &estica.

15. Kako se definira gravitacijski potencijal? Koliki je gravitacijski potencijal na Zemljinoj po-
vr$ini?

16. Kakva je veza izmedu gravitacijske sile i gravitacijske potencijalne energije, izmedu gravita-
cijskog polja i potencijala?

17. Izratunajte prvu i drugu kozmicku brzinu.

18. Kakva je razlika izmedu trome i teSke mase? Kako se eksperimentalno odreduje jedna, a kako
druga?

19. Na kojoj je visini iznad Zemljine povriine gravitacijsko polje Zemlje Cetiri puta manje nego

na Zemljinoj povriini?

Satelit mase 1 000 kg kruzi oko Zemlje na visini 1 000 km. Odredite brzinu, ophodno vrijeme,

kineti¢ku, potencijalnu i ukupnu energiju satelita.

21. Koliki je polumjer putanje satelita koji kruzi oko Zemlje s ophodnim vremenom 90 min?

Na kojoj visini iznad Zemljine povriine kruZi satelit?

Izralunajte rad potreban da bi tijelo mase 1 000 kg napustilo Zemljino gravitacijsko polje.
Koliki je gravitacijski potencijal Zemljine povr§ine? RijeSite zadatak i za Mjesec.

®

13

20

R
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23. Izralunajte rad potreban da bi se tijelo mase 1 000 kg s povriine Zemlje dovelo u toku iz-
medu Mjeseca i Zemlje, gdje se gravitacijska polja Zemlje i Mjeseca ponistavaju.

24. Izratunajte gravitacijsku silu a) izmedu Zemlje i Mjeseca i b) izmedu dva protona kada su u
molekuli H, medusobno udaljeni 74 pm.

25. Na kojoj udaljenosti izmedu Zemlje i Mjeseca, mjereno od povriine Zemlje, ¢e na raketu,
koja putuje prema Mjesecu, sile privlatenja Zemlje i Mjeseca biti jednake?

26. Kolika je akceleracija slobodnog pada na povriini Mjeseca? Kolika je tamo teZina ovjeka mase
100 kg?

27. Odredite kut izmedu vektora gravitacijskog polja i vektora akceleracije sile teZe na geografskoj
Sirini 0°, 45° i 90°.

28. Satelit mase 1 000 kg kruZi oko Zemlje na visini 1 000 km. Odredite brzinu, ophodno vrijemes
kinetitku, potencijalnu i ukupnu energiju. Kolika je jakost gravitacijskog polja i gravitacijsk i
potencijal u totkama te putanje. Koliko je tu gravitacijsko polje Sunca?

29. Izratunajte visinu i brzinu umjetnog satelita, koji se oko Zemlje giba po kruZnici u ekvatori-
jalnoj ravnini, a uvijek se nalazi iznad iste totke Zemljine povrine.
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9.1. UVOD

Newtonova mehanika vrijedi samo za brzine mnogo manje od brzine svjetlosti.
Za opisivnje pojava pri kojima su brzine usporedive s brzinom svjetlosti potrebna je
specijalna teorua relativnosti, koju je pocetkom 20. stoljeca, koriste¢i se eksperi-
mentalnim ¢injenicama, razvio Albert Einstein (1879 — 1955). On je Galileijev prin-
cip relativnosti prosirio na cijelu fiziku, pretpostavivsi da ne samo zakoni mehanike,
vec 1 svi fizikalni zakoni imaju isti oblik u svim inercijalnim sustavima. Uzevsi u
obzir taj postulat i konstantnost brzine svjetlosti u svim inercijalnim sustavima,
umjesto Galileijevih transformacija dobivaju se relativisticke (Lorentzove) transfor-
macije, fizikalni zakoni mogu se izraziti u relativistickom obliku, i umjesto klasi¢ne
mehanike dobivamo opcenitiju relativisticku mehaniku koja u aproksimaciji v < ¢
prelazi u klasi¢nu.

U ovome ¢emo poglavlju najprije iznijeti neke teSkoce na koje je krajem 19.
stoljeca naisla klasi¢na fizika, kada su se poceli uocavati problemi nerjesivi pomocu
znanja i metoda klasi¢ne fizike (teorija relativnosti uspjela je objasniti neke od
njih). Zatim ¢emo upoznati relativisticki oblik fizikalnih zakona i vidjeti da je kla-
sicna mehanika samo posebni slucaj relativisticke mehanike. Pri tom ¢emo se zadr-
Zavati samo na najvaznijim rezultatima specijalne teorije relativnosti, uglavnom na
onima koji ¢e nam kasnije trebati u proucavanju atomske i nuklearne fizike.

9.2. MICHELSON-MORLEYEV EKSPERIMENT

Do pocetka 20. stoljeca vjerovalo se da j Je svemir ispunjen nevidljivom meha-
ni¢kom tvari zvanom eter, koja apsolutno miruje i u kOjO_] se gibaju svemirska tijela.
Tadasnji fizicari nisu mogll zamisliti da se svjetlost moze $iriti kroz vakuum, nego
su smatrali da je za svjetlost, kao i za ostale valove (npr. zvuk), potrebno elasti¢no
sredstvo koje titra kada prolazi val. Eter je bio sredstvo vrlo ¢udnih svojstava: sma-
tralo se da mu je gustoca nula, da je nevidljivo, ali da ima elasti¢na svojstva.

Bududi da se Zemlja giba kroz svemir (brzina gibanja Zemlje oko Sunca je iz-
nosi 30 km/s), ocekivalo se da postoji "eterski vjetar" koji puse oko Zemlje. Ako
eter apsolutno miruje, tada bi se mjerenjem brzine eterskog vjetra mogla izmjeriti
brzina Zemlje kroz eter, dakle apsolutna brzina Zemlje Svjetlost bi u odnosu prema
eteru trebalo da ima konstantnu brzinu (¢ = 3-10® m/s), dok bi promatragi, koji se
relativno gibaju u odnosu prema eteru, trebali imati razli¢ite brzine svjetlosti ovisno
0 sv0joj brzini. Slicno razmatranje, naime, vrijedi za valove zvuka te se pretpostav-
ljalo da mora vrijediti i za valove svjetlosti.

Americki fizicar A. A. Michelson pokusao je 1881. godine izmjeriti gibanje Ze-
mlje u odnosu prema eteru i tako dokazati njegovo postojanje. Pokus je ponovio
1887. u suradnji s E. W. Morleyem.

Na slici 9.1. prikazana je shema Michelsonova eksperimenta. Paralelni snop
zraka, dobiven pomocu lece iz izvora I, dijeli se na poluprozirnoj staklenoj ploci P u
dva dijela: reflektirani i propusteni snop. Ti se snopovi, nakon refleksije na zrcalima
Z,, odnosno Z,, vracaju, reflektiraju na ploc¢i P (odnosno kroz nju prolaze) i nastav-
ljaju zajedno put prema zastoru M. Interferencijska slika koja se pojavljuje na zasto-
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ru ovisi o faznoj razlici obaju snopova, odnosno o vremenskoj razlici dolaska snopa
112 do zastora.
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Slika 9.1. Michelsonov interferometar

Kada bi uredaj u svemiru (j. prema "eteru") mirovao, brzina svjetlosti bila bi u
svim smjerovima jednaka c. Medutim, uredaj se giba zajedno sa Zemljom u smjeru
PZ, brzinom v. Neka je koordinatni sustav S vezan za eter, a koordinatni sustav S
vezan za Zemlju. Ako je u sustavu S brzina svjetlosti ¢, u sustavu S” brzina svjetlosti
trebala bi (prema Galileijevim transformacijama) biti ¢ — v za zraku PZ;, a ¢+ v za
zraku Z,P. (Usporedite s amcem na rijeci ili sa zrakoplovom kad puse vjetar.)

Vrijeme #; potrebno zraci 1 da napravi put PZ,P jest:
d d _ 2dc

A + —
"c-v ct+v -0 R Z, sustav S
2d ©.1)
t,=—=<
1 1 02
Razvijanjem izraza (9.1) u red i zane- d

marivanjem ¢lanova vi$eg reda dobivamo:

2d (. o°
tlz— 1+—2 "
(6 G

Vrijeme t,, potrebno zraci 2, koja se
giba okomito na smjer gibanja Zemlje, da ~—*—
stigne do zrcala Z; i natrag do P, najlakse /
¢emo izra-Cunati promatrajuéi eksperiment
iz sustava S, ¢vrsto vezanoga za eter (sl Slika 9.2, Uz izrafunavanje vremena

9.2). Dok svjetlost prode put ctz, _Ze‘:mlja potrebnoga da zraka svjetlosti prevali
(odnosno ploca P) prevali put vn, te je: put PZ,P

2
ct,=2 dz—[v—ézj .

vt
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Odatle se dobije vrijeme ¢,:

2
;2_—:_2_“_%3‘?(1_1) (9.2)

c—vr ¢ 2¢2

Razlika u vremenu dolaska zrake 1 i 2 na zastor M jest:
2d 1 1 d
At=1t, —ty,=— - N — — 9.3)
1 2 c 1 z -03 (
c? =l

Ako se aparat zarotira za 90°, tada zraka 1 postaje zraka 2, i obratno, te se i
ta razlika u vremenu izmedu dolaska obje zrake promijeni i iznosi:

,_2dy 1 1\ _do

=y — = — — N — 4
At =t —¢ - w7 == (9.4)
- 74
Ukupna je vremenska razlika nastala rotacijom uredaja:
2
At—At'zEg— (9.5)
c ¢t

Interferencijska slika morala bi se, dakle, promijeniti kada se uredaj zarotira u
novi poloZaj, jer se rotacijom promijenila fazna razlika izmedu snopova 11 2.

Ti su rezultati dobiveni primjenom klasi¢nih zakona gibanja, Posebno Galilei-
jevih transformacija za brzinu. Uodite da smo ¢, i #, raunali u dva razlidita sustava:
t; u sustavu S, a £, u sustavu S.

Medutim, rezultat Michelsonova eksperimenta bio je druk¢iji. Njegov eksperi-
ment, ponovljen mnogo puta, pokazao je da nema nikakve razlike u interferencij-
skoj slici kad je uredaj u jednom ili u drugom poloZaju. To znaci da je brzina svjet-
losti i u sustavu S (vezanom za svemir) i u sustavu S” vezanom za Zemlju ista, tj. c.
Taj je rezultat o€ito u suprotnosti s Galileijevim transformacijama i zakonima kla-
sicne fizike. Eksperiment nije, suprotno o¢ekivanjima, potvrdio postojanje etera.

Rezultat Michelsonova eksperimenta protumacio je Albert Einstein (1905).
Zakljucivsi da eter ne postoji, postulirao je da je brzina svjetlosti u vakuumu jed-
naka u svim inercijskim referentnim sustavima (c = 2,998 - 10® m/s), i da ne ovi-
si o gibanju izvora ili detektora svjetlosti. Ta eksperimentalna Cinjenica je prvi
postulat specijalne teorije relativnosti, tzv. princip konstantnosti brzine svjetlosti.

Zatim je Einstein prosirio Galileijev princip relativnosti, postavivsi tako drugi
postulat specijalne teorije relativnosti:

Svi prirodni zakoni imaju isti oblik u svim inercijskim sustavima, tj. u su-
stavima koji se relativno jedan prema drugome gibaju jednoliko pravocrtno.

Iz principa konstantnosti brzine svjetlosti proistje¢e da dva dogadaja koja su isto-
dobna u jednom sustavu nisu istodobna u drugome sustavu. Apsolutna istodobnost,
svojstvena za klasi¢nu fiziku, ne postoji u teoriji relativnosti. Svaki sustav ima vlastito
vrijeme, odnosno vrijeme u razli¢itim sustavima tece razli¢ito. Brzina svjetlosti je
najveca moguca u prirodi, i nikakav signal ne moze se §iriti brze od te brzine; samo je
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ona jednaka u svim referentnim sustavima. Brzina svjetlosti u relativnosti ima istu
ulogu kakvu u klasi¢noj fizici ima beskonacno velika brzina.

9.3. LORENTZOVE TRANSFORMACIJE

Promatrajmo dva inercijska sustava S i S”. Sustav S” giba se s obzirom na su-
stav S jednoliko pravocrtno uzduz osi x brzinom v, kao §to je prikazano na slici 9.3.

U klasi¢noj mehanici (v < ¢) Galileijeve transformacije pokazuju kako se koordina-

te transformiraju pri prijelazu iz jednog inercijskog sustava u drugi sustav (v. odje-
ljak 7.2). Newtonovi zakoni ne mijenjaju oblik kada prijedemo iz jednog sustava u
drugi sustav, oni su invarijantni prema Galileijevim transformacijama.

vts vt s
\ %4
=
T(x,y,2)=T(x,y;2)
]
I
r=ct : '
T'=ct' |Z
o ) i g
i -7 X
vt _/__)s L

z / z/
Slika 9.3. Uz izvod Lorentzovih transformacija

Maxwellove jednadzbe, koje opisuju pojave u elektrodinamici i iz kojih se do-
biva valna jednadzba za elektromagnetske valove, naprotiv, nisu invarijantne prema
Galileijevim transformacijama. Medutim, iskustvena je ¢injenica da elektromagnet-
ske pojave ne ovise o izboru inercijskog sustava, te je jo§ H. Lorentz, u 19. stoljecu,
Galileijeve transformacije pokusao zamijeniti drugima, tako da bi zakoni elektrodi-
namike bili isti u svim inercijskim sustavima.

Galileijeve transformacije nisu konzistentne ni s prvim osnovnim postulatom
teorije relativnosti. Ako je u sustavu S brzina svjetlosti ¢, tada bi u sustavu S” (sl.
9.3) brzina svjetlosti prema Galileijevim transformacijama bila ¢ + v , a to je u su-
protnosti s Michelsonovim eksperimentom i postulatom o konstantnosti brzine
svjetlosti. Zato Galileijeve transformacije treba zamijeniti drugim transformacijama,
tako da bude udovoljeno osnovnim postulatima specijalne teorije relativnosti. To su
Lorentzove transformacije, koje ¢emo izvesti iz ta dva postulata.

Neka se u pocetnom trenutku 7 = ¢ =0 (tj. kada se oba sustava poklapaju)
iz ishodista sustava posalje svjetlosni signal. Nakon razdoblja ¢ taj signal dode
u neku tocku T. Udaljenost OT je r=c¢. Promatrac u sustavu S’ opazit ¢e da
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je svjetlost dosla u istu totku u momentu ¢’. Udaljenost koju je signal prefao s
obzirom na taj sustav jest O'T = r’. Bududi da je brzina svjetlosti jednaka u oba
sustava, vrijedi:

4yt =c2 (9.6a)
X4yt 2% = 22 (9.6b)

Treba naci transformaciju koja ée sustav S prevesti u S’ a da pri tom budu
ispunjeni navedeni uvjeti. Ona mora biti linearna (zbog homogenosti i izotrop-
nosti prostora):

xX*=Ax+ Bt t'!=Cx+D: (9.7)
i mora udovoljiti ovim uvjetima:

t=0, !'=0, x=0, x*=0 (sustavi se poklapaju u pocetnom

trenutku)
(9.8)
xX =0, x=u (gibanje ishodidta O’ s obzirom na
sustav S jest jednoliko po pravcu)
Transformacije, dakle, moraju imati oblik:
X =y(x—vi), =y Bt=g
7 ( » Y=y > 99)
! =9"(t—ax)
Konstante y = A4, ' =D i a = ——% odredit ¢emo iz zahtjeva da brzina

svjetlosti bude jednaka u oba sustava.

Uvrstivsi vrijednosti za x'y' 2" i ¢’ iz formule (9.9) u (9.6b) i usporedivsi
dobiveni izraz s izrazom (9.6a), dobivamo:

! g (9.10)

VEYEST— TG
1-=

Kada (9.10) uvrstimo u (9.9), dobivamo Lorentzove transformacije za prijelaz
iz sustava 8§ u sustav S':

x — U
- (9.11a)
V1 — g
y =y (9.11b)
2=z (9.11¢)
v
b i
’ 4

gdje smo 2 oznatili oznakom 8.
c
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1z transformacija (9.11) koje opisuju prelaz od koordinata prostora i vremena
mjerenih u sustavu S na koordinate mjerene u sustavu S’, mozemo lako dobiti
transformacije za prelaz iz 8" u S:

’ v ’
x_x/'}"‘il- y=y' z=2" t—_z—-{-cz_x_ (9.12)
’_——l—ﬂz,, > ’ (——l_ﬂz

Lako se pokazuje da za klasi¢ne brzine (8 < 1, tj. v < ¢) Lorentzove transfor-
macije prelaze u Galilejeve. Zato Galilejeve transformacije vrijede za brzine koje
su malene u usporedbi s brzinom svjetlosti, tj. za klasi¢nu mehaniku.

Iz Lorentzovih se transformacija ¢ak i formalno vidi da je ¢ najve¢a moguca
2

brzina u prirodi. Kada bi v bila ve¢a od ¢, izraz /1 — — bio bi imaginaran
C

i transformacije ne bi imale fizikalnog smisla.

Vazno je uociti bitnu razliku izmedu klasiénih i relativisti¢kih transformacija.
Dok smo u klasi¢noj fizici smatrali da je vrijeme u sustavu koji se giba isto kao
i u sustavu 3to miruje (¢ = '), u relativisti¢koj se fizici ta dva vremena razlikuju.
Dogadaji koji su istovremeni u jednom sustavu nece biti istovremeni u drugome.
Vrijeme tee razli¢ito u raznim referentnim sustavima.

9.4. POSLJEDICE LORENTZOVIH TRANSFORMACIJA

Lorentzove su transformacije osnova Einsteinove specijalne teorije relativ-
nosti. Iz njih se moze vidjeti da je brzina svjetlosti u svim inercijalnim sustavima
jednaka ¢, kao i niz drugih posljedica neobi¢nih s gledi$ta klasi¢ne mehanike.

Kontrakcija duZine. Zamislimo neki §tap &vrsto vezan za sustav S'. Za
promatra¢a u tom sustavu taj Stap ima duljinu d,. Ta duZina, mjerena s obzirom
na sustav u kojemu $tap miruje, zove se vlastita duzina. Pogledajmo koliku ¢e du-
ljinu d izmjeriti promatra¢ u sustavu S, pokraj kojega taj Stap i promatral u
sustavu 8’ produ brzinom v u smjeru osi x.

Ako je $tap orijentiran u smjeru osi y ili z, duljina ée u sustavu S biti jednaka
duljini $tapa u sustavu S§':
dy=y; —n=y;—y=4d (9.13)

Ako je $tap duljine dy u smjeru osi x’ (sl. 9.4a) Cvrsto vezan za sustav §’,
promatra¢ u 8’ izmjeri duljinu tog $tapa dy = x; — x;. Promatral u sustavu S
pokraj kojega taj $tap prode brzinom v u smjeru osi x izmjerit ¢e duljinu d =
= X, — x;. Vezu izmedu duljine $tapa u ta dva sustava mozemo naéi primjenom
Lorentzovih transformacija (9.11):

d=x,—x,=0,V1 =+ vt - x] /1 — Pt —vet=(x; — x}) V1 — B¢
d=dyJT—f (9.14)
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Stap, koji se relativno prema promatratu giba brzinom v, izgleda promatratu
skraéen za faktor /1 — B2 Ta se pojava zove Fitzgeraldova (Lorentzova) kontrak-
cija. Uotite da je ovdje bitno da promatra¢ u sustavu S istovremeno (u istom tre-
nutku ) obiljeZi potetak i kraj §tapa bez obzira na to §to takvo mjerenje nije isto-
vremeno u vlastitom sustavu §tapa §’, jer je za promatrata u sustavu S8’ promatral
iz sustava S prednju tolku 3tapa obiljeZio u ranijem trenutku nego kraj $tapa i
zato dobio manju duljinu.

y yt S
Y]s 7 S X
dy
A dy X
a) b)

Slika 9.4. Kontrakcija duZine

Sli¢no, ako promatra¢ u sustavu 8’ (npr. vlaku), koji se giba jednoliko po
pravcu brzinom », mjeri neku duljinu u smjeru osi x sustava S, kao rezultat dobiva
(sl. 9.4b):

d=x—x=y(—vt) —y(x —vt) =y(xs —x) —yv(;—1¢) (9.15)

Obje koordinate x; i x; treba mjeriti istovremeno u sustavu §'. Stoga je vrijeme
t, razli¢ito od ¢,, dok su vremena ¢, i ¢; ista. Upotrebom transformacija za vrijeme
(9.11d) dobivamo:

L=y (‘s = 35—’) =y (a —353) (9.16)
ili
tz‘—t1= it (9.17)

Uvrstimo 1i (9.17) u (9.15), izlazi:

VE(xe— %) _ X —xy
c* y
U oba primjera izmjeri se za faktor /1 — B® kraéa duljina nego onda kada
predmet miruje. To je poznata relativistitka kontrakcija duzine. Promatral prema
kojemu se tijelo giba brzinom » opaZa kontrakciju duljine tijela u smjeru gibanja
za faktor /1 — % Dimenzije okomito na smjer gibanja promatrau izgledaju
nepromijenjene.

d=y(xs—x)—y =d,J1 — 8 (9.18)

Dilatacija vremena. Slitno se moZe pokazati da je promatraéu u sustavu
§' proces koji se dogada u 8 duZi nego promatratu koji se giba zajedno sa susta-
vom u kojemu se dogada taj proces. Tu dilataciju vremena moZemo izralunati
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primjenom Lorentzovih transformacija. Neka se u sustavu S’ na mjestu x' odvija
odredeni proces u vremenu A ¢’ = t; — ¢;. Promatra u sustavu S izmjeri da
je proces trajao At =1, —t,;, §to je, prema transformacijama (9.12), jednako:

v v ,
l;+27x' t;+—2x

c L—
t, — ;= — = 9.19
R (= by ey e (9.19)
odnosno
At
A= —— 9.20
— (9:20)

Pri tom je bitno da je promatra¢ u sustavu S obiljezio pocetak i kraj dogadaja
na istome mjestu x’ sustava S'.

Promatradu u sustavu S proces koji se dogada u 8’ izgleda duZi nego pro-
matradu koji miruje s obzirom na mjesto dogadaja. Sat ide najbrZe u onom sustavu
u kojemu miruje prema promatratu; ¢im se giba relativno prema promatratu,
opaZa se dilatacija vremena dana relacijom (9.20).

Sustav u kojemu tijelo miruje &esto se zove vlastiti sustav. Duljina tijela u
tom sustavu zove se vlastita duljina, a vlastiti vremenski interval je vrijeme zabi-
ljeYeno satom vezanim za promatrano tijelo. Ako vlastito vrijeme obiljeZimo sa
A 7, tada relaciju za dilataciju vremena moZemo pisati:

Ar
At = —ﬁ (9.203)

Primjer

Elementarna destica n-mezon nestabilna je i vrijeme poluraspada joj je T =
= 1,77 - 10-¢ s u sustavu u kojemu miruje (vlastitom sustavu). Snop n-mezona iz nekog
akceleratora giba se brzinom 0,99 c. Koliki put prevali prije nego ito se intenzitet snopa
smanji napola?

Zbog dilatacije vremena bit ée vrijeme poluraspada mezona u laboratorijskom
sustavu dufe nego u vlastitom sustavu:

Ar
At = ———— =1,26-10""s.

Vi—F

Zbog toga snop prijede put s = 0,99 ¢ - At = 37,4 m prije nego §to se polovica mezona
u njemu raspadne. Kada bismo putovali s mezonom, ta udaljenost izgledala bi nam kraéa
i iznosila bi samo s’ = v Ar = 5,3 m.

Ta dva puta s 1 5", mjerena iz dva razlidita sustava, povezana su relacijom za
kontrakciju duZine:

¢ =51 —p=374.0,14lm = 5,3m.

Dilatacija vremena moZe se opaziti pri raspadanju u-mezona kozmitkih zraka.
Na visinama 10—20 km nastaju u atmosferi u-mezoni ¢ije je prosje¢no trajanje
Fivota 2,2 - 10-%s. Kad ne bi postojala dilatacija vremena, svi bi se mezoni raspali
prije nego §to stignu na Zemljinu povr§inu, §to se ne dogada jer velik dio nastalih
mezona dode do Zemljine povrdine. To je jo jedan eksperimentalni dokaz dila-
tacije vremena.
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Relativistitko slaganje brzina. U odjeljku 7.2. vidjeli smo kako se
zbrajaju brzine u klasi¢noj fizici. Ako se vlak (sustav 8') giba brzinom 7 s obzirom
na Zemlju, odnosno na sustav S, vezan za nju, a putnik brzinom #' s obzirom na
vlak, tada je brzina putnika s obzirom na Zemlju % vektorski zbroj tih dviju brzina:

A=+ (9.21)

To je poznata Galilejeva transformacija za klasi¢ne brzine. Kako se zbrajaju
relativisticke brzine?

Ako materijalna to¢ka u sustavu 8 ima komponente brzine:

U, = g_x’ u, = d—X, u, = % (9.22)
de de

u sustavu 8’ brzina ¢e biti zadana prvim derivacijama koordinata x’, y' i 2’ po

vremenu ¢’:

, dx ,  dy , dz

uz = AL, uv = YL U, = =
de de de

(9.23)

Veza izmedu brzine lestice u sustavu 8§ i sustavu 8’ moZe se naéi pomocu
Lorentzovih transformacija. Iz formula (9.11) slijedi:

dr — v dx
dx —ode c?
d¥ =————, dy'=dy, d2’'=dz, di/ = —— 9.24
g Y9 i O

Podijelimo li prve tri jednadZbe u (9.24) s ¢etvrtom, dobivamo transformacione
formule za brzinu:

, _dx'  u,—v u,__u,\/l-—ﬂz_ . u 1 —p?
Y=g T v v v =
1——u, 1 ——u, 1——C—u;r

(9.25)

To su izrazi za relativistitku transformaciju brzina.

Ako je v < ¢, izrazi (9.25) prelaze u Galilejeve transformacije za brzinu:
u, =u, — v, u, = u, u, = u, (9.26)

Ve¢ smo na vife primjera vidjeli da relativistitke formule prelaze u klasi¢ne
kad je v < ¢. Klasi¢ni su zakoni ispravni u podruéju manjih ,,klasi¢nih’’ brzina:
klasi¢na mehanika je aproksimacija relativisticke mehanike.

Relacija (9.25) takoder kaZe da je brzina svjetlosti ista za promatrale u sustavu

c—9

S i8S’ Akojeu, =, tada je u, = = ¢. Ako se bilo koja brzina doda br-

1 -2
(4
zini c, rezultat je ponovo c. Brzina svjetlosti u relativistickoj fizici ima istu ulogu
kao beskona¢na brzina u klasi¢noj fizici. Ako su i v manji od ¢, tada je i »’ manje
od c: «' nikad ne moZe biti veéa od c.



9. RELATIVISTICKA MEHANIKA 141

9.5. RELATIVISTICKA DINAMIKA

Drugi Newtonov zakon, F'=ma, vrijedi samo u inercijskim referentnim sustavima
koji su_povezani Galileijevim transformacijama. U svim tim sustavima jednadzba gi-
banja F'=ma za odabrano gibanje ista je, i zbog toga kazemo da je jednadzba gibanja
invarijantna s obzirom na Galileijeve transformacije. U relativistickoj mehanici inercij-
ski referentni sustavi povezani su s Lorentzovim transformacijama, te i jednadzba giba-
nja mora biti invarijantna s obzirom na Lorentzove transformacije.

U klasi¢noj mehanici ukupna je koli¢ina gibanja izoliranoga sustava o¢uvana. Tako
pri sudaru dviju kuglica koli¢ina gibanja sustava prije sudara jednaka je koli¢ini gibanja
sustava poslije sudara. Upotrijebimo li klasi¢an izraz za koli¢inu gibanja, tada zakon
ocuvanja koli¢ine gibanja nije invarijantan s obzirom na Lorentzove transformacije.

Moze se, medutim, pokazati da je zakon o¢uvanja koli¢ine gibanja u skladu s teori-
jom relativnosti ako koli¢inu gibanja definiramo izrazom (3.3), $to se moze pisati i kao

p=myov (9.27)
gdje je m masa tijela, v brzina, a y faktor ovisan o brzini
1
y= - (9.28)
v
v

Relativisticki izraz za koli¢inu gibanja razlikuje se od klasi¢nog u tome $to u
njemu umjesto mase m dolazi umnozak my, ovisan o brzini. (Taj se umnozak pone-
kad naziva relativistickom masom.) Ako je v <<, relativisticki izraz za p, narav-
no, prelazi u klasiéni: mo .

Relativisticku koli¢inu gibanja (9.27) definirali smo tako da je oCuvana u izo-
liranim sustavima, tj. u sustavima na koje ne djeluje vanjska sila. Ako postoji vanj-
ska sila F, tada je ona jednaka prvoj vremenskoj derivaciji relativistiCke koli¢ine
gibanja:

dp d
F==—=—(myv). 9.29
dr dr (m’y ) (-29)

To je relativisticka jednadzba gibanja (relativisti¢ki oblik drugoga Newtonova
zakona); ona je invarijantna prema Lorentzovim transformacijama.

. o L . 1 . o
Sli¢no se klasi¢ni izraz za kineticku energiju E, = Emv2 ne moze upotrijebiti u

slucaju velikih (relativistickih) brzina.

Da bismo dobili relativisticki izraz za kineticku energiju, posluzimo se definici-
jom kineticke energije (v. odjeljak 4.2). Rad izvrSen silom F na putu ds pojavljuje
se u obliku povecanja kineticke energije Cestice na koju djeluje sila:

dE, = Fds = Fodt =%(myv)vdt =m(ydv+vdy)v (9.30)

Da bismo odatle dobili relativisti¢ki izraz za kineti¢ku energiju, kvadrirat ¢emo
formulu (9.28) 1 napisati je u obliku

Pie* —ytt = g (9.31)
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te diferenciranjem dobiti

vydv+0vdy =c*dy (9.32)
Kad izraz (9.32) uvrstimo u (9.30), dobivamo:
dE, =d(myc?) (9.33)

Integracijom izraza (9.33) u granicama od brzine jednake nuli (gdje je kineti¢ka
energija jednaka nuli) do konaéne brzine v dobijemo relativisti¢ki izraz za kineti¢ku
energiju:

2
E =myc’ —mc* = L (9.34)

Ako je brzina v << c, relativisticki izraz (9.34) prelazi u klasi¢ni:

2 2
— :mcz(l+%+....—lj: "’;’ (9.35)
v C
T

2
(&

Iz relacije (9.34) mozemo kineticku energiju shvatiti kao razliku ukupne energije

2
E=myc’ =——— (9.362)
v
i
koju ima slobodna Cestica kad se giba brzinom v, i energije
E, = mc’ (9.36b)

Sto je Cestica ima kad miruje.
Ukupna energija tijela u relativistiCkoj mehanici definira se kao zbroj njegove
kineti¢ke energije i energije mirovanja
E=E; +E, (9.36¢)
U tablici 9.1. prikazano je kako energija raste s brzinom. Sto se vise priblizavamo brzini

svjetlosti, ukupna energija Cestice postaje sve veca i Cesticu je sve teZe ubrzati. Brzina
svjetlosti je grani¢na brzina za svako gibanje: ako je v = ¢, energija postaje beskonacna.

Tablica 9.1 Ovisnost omjera ukupne relativisti¢ke energije i energije mirovanja o brzini

v/c E/E, vlc E/E,
0,1 1,005 0,7 1,400
0,2 1,021 0,8 1,667
0,3 1,048 0,9 2,294
0,4 1,091 0,99 7,089
0,5 1,155 0,9999 70,712
0,6 1,250 0,999999 707,107
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Vazan rezultat ove tzv. specijalne teorije relativnosti jest Cinjenica da svako tijelo ima
energiju mirovanja £, = m ¢". Ta je energija vrlo velika, ali se ne opaza sve dok se ne
dogodi neka reakcija koja izaziva raspad ili neku drugu promjenu strukture tijela.

Prema relativistickoj mehanici, gubitak mase koji se pojavljuje pri razli¢itim
nuklearnim reakcijama pretvara se u energiju i obratno, promjena u energiji prelazi
u promjenu u relativistickoj masi po formuli

AE = (Am)c? 9.37)

Ta razlika energije, proistekla iz energije mirovanja, moze biti vrlo velika: masi
jednog grama odgovara energija od oko 10" J. Upravo tim procesom dobivaju se
goleme koli¢ine energije u nuklearnim reakcijama. Pri fisiji >°U, raspadom samo
jedne jezgre, oslobada se energija oko 51077, te se iz relativno malo goriva mogu
u nuklearnim elektranama dobiti veliki iznosi energije. Energija mirovanja se oslo-
bada i u kemijskim reakcijama, ali su oslobodeni iznosi zanemarivo mali u uspored-
bi s oslobodenom energijom u nuklearnim procesima.

I, na kraju, izvedimo jo$ jednu korisnu relaciju, vezu izmedu relativisticke ener-
gije i relativisticke koli¢ine gibanja. Ako se jednadzba (9.27) podijeli s jednadzbom
(9.36), dobiva se

|

pc
=L 9.40

CTF (9-40)

Uvrstavanjem izraza (9.40) u kvadriranu jednadzbu (9.36), nakon uredivanja

razlomaka dobiva se izraz

E*-c*p* =m*c* (9.41)
iz Cega proizlaze izrazi za ukupnu energiju
E=.\c*p* +m’c* (9.42)
i za kineticku energiju
E = 2 p* +m*c* —mc? (9.43)

Izraz (9.41) moze se napisati i kao
—-—p =mc (9.44)

Moze se pokazati da je relacija (9.44) invarijantna prema Lorentzovim transfor-
macijama. Za Cestice koje nemju mase (m =0), primjerice za fotone, prethodni
izrazi poprimaju jednostavniji oblik:

E:pc’ p:£

, E,=0, E,=E=pc, v=c (9.45)
c

Za Cesticu bez mase energija mirovanja jednaka je nuli, a kinticka je energija
jednaka ukupnoj energiji. Takva se Cestica uvijek giba brzinom svjetlosti.
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Primjer

Odredite energiju mirovanja, ukupnu energiju, omjer ukupne energije i energije
mirovanja, brzinu i koli¢inu gibanja elektrona kineti¢ke energije Ey = 6,55:107J.

Energija mirovanja elektrona je
Ey=mc*=8,19-10"]J.

Energije u atomskoj fizici Cesto se izraZavaju i u elektronvoltima; pokazite da je energija
elektrona 0,511 eV.

Ukupna je energija
E=E +E,=7,37-10"J=4,605 eV
Omjer ukupne energije i energije mirovanja jest
E _ 737-10"7J
£ TRI9007T

Iz istog izraza izracunamo brzinu elektrona:

= £=0,994=v=0,994c=2,98-10°m/s.

1
E =E,=| ——-1
ezl

Koli¢ina gibanja je

p=myv =i,/Ek(2EO +E) =2,44-10""kgm/s.
[
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PITANJA I ZADACI

1. Kada se mora primijeniti relativisticka mehanika, a ne klasi¢na?
2. Sto je pokazano Michelson-Morleyevim eksperimentom?
3. Kako glase postulati specijalne teorije relativnosti?
4. Kako se iz postulata specijalne teorije relativnosti mogu izvesti Lorentzove transformacije?
5. Kakva je razlika izmedu Galileijevih i Lorentzovih transformacija?
6. Navedite nekoliko posljedica Lorentzovih transformacija.
7. Sto je kontrakcija duzine? Kako bi promatragu izgledala kugla koja se giba relativistickom brzinom?
8. Izvedite izraz za dilataciju vremena. Navedite primjere u kojima se odituje ta pojava.
9. Kako se zbrajaju relativisticke brzine?
10. Kakav je relativisti¢ki izraz za koli¢inu gibanja?
11. Vrijedi li pri relativistickim brzinama zakon ocuvanja koli¢ine gibanja?
12. Objasnite relativistiCku jednadzbu gibanja.
13. Izvedite izraz za kineticku energiju pri relativistickim brzinama.
14. Kako se definira ukupna energija, a kako energija mirovanja?
15. Izvedite vezu izmedu energije i koli¢ine gibanja.
16. Pokazite da je izraz E* — p°c* = my’c* invarijantan s obzirom na Lorentzove transformacije.
17. Kakva je veza izmedu energije i koli¢ine gibanja za fotone?
18. Kolika je kontrakcija duzine pri brzinama: a) 3 000 km/s, b) 30 000 km/s i ¢) 150 000 km/s?

19. Koliku bi udaljenost presao astronaut u toku jedne godine svoga zZivota gibajué¢i se brzinom 0,9 c: a) s
obzirom na vlastiti sustav i b) s obzirom na promatraca na Zemlji? Koliko bi trajalo to putovanje
mjereno iz sustava vezanoga za Zemlju?

20. Vlastito srednje vrijeme Zivota p-mezona jest 2,2 -10° s. Kolika je minimalna brzina mezona koji su
nastali u atmosferi na 20 km nadmorske visine i uspjeli doc¢i na Zemlju prije nego $to su se raspali?

21. Nestabilne Cestice n+ mezoni proizvedeni u sinkrociklotronu imaju brzinu 0,6 ¢. Vlastito srednje vrijeme
Zivota m+ mezona je 2,6 -107%s. Koliki ¢e put te Cestice prijeéi u laboratorijskom sustavu prije nego §to se
raspadnu? Koliki bi bio rezultat kad ne bi bilo relativisticke dilatacije vremena?

22. Vrijeme poluraspada slobodnog nerelativistickog neutrona je 12 minuta. Koliki bi put prevalio snop
neutrona brzine 0,6 ¢ u svemirskom prostoru prije nego bi mu se intenzitet smanjio na polovicu? Koliki
bi put prevalio snop neutrona energije 10 MeV?

23. Elektron i pozitron nastali raspadom y-zrake energije 2 MeV emitiraju se istodobno u suprotnim smjero-
vima jednakim brzinama. Kolika je relativna brzina pozitrona prema elektronu?

24. Kolika je energija mirovanja a) elektrona, b) protona, c) neutrona?
25. Kolika je brzina elektrona kad mu je ukupna energija dvaput vec¢a od energije mirovanja?

26. Kolika se energija oslobodi u eksploziji nuklearne bombe ako je ukupna masa mirovanja produkata
nakon eksplozije manja za 1,5 g od pocetne mase mirovanja goriva (npr. plutonija)?

27. Solarna konstanta (snaga koja upada na jedini¢nu povr$inu okomitu na smjer Sunéevih zraka na rubu
Zemljine atmosfere, tj. na udaljenosti 1,5-10"" m od Sunca) iznosi 1,353 kW/m? Kolika je ukupna snaga
koju zraci Sunce? Koliko se zbog toga svake sekunde smanjuje masa Sunca? Pod pretpostavkom da je
zraCenje Sunca konstantno, nakon kojeg vremena bi se masa Sunca smanjila na polovicu?

28. Kada elektron i pozitron interagiraju, oba i$¢ezavaju, i umjesto njih nastaju dva jednaka y-fotona. Ako je
kineticka energija elektrona i pozitrona u trenutku interakcije zanemariva, kolika je energija svakog od
nastalih fotona?

29. Koliko iznose koli¢ina gibanja, kineti¢ka energija, ukupna energija i omjer y ukupne energije i energije
mirovanja za elektron, ako se on giba brzinom 0,8 ¢?

10 Kulisié: Mehanika 1 toplina



10. STATIKA FLUIDA

10.1. UVOD

Tvar moZe postojati u tri agregatna stanja: &vrstom, tekuéem i plinovitom. Cvr-
sta tijela zadrzavaju odredeni oblik i volumen zbog relativno jakih kohezionih sila
medu atomima. Tekucine poprimaju oblik posude u kojoj se nalaze, ali tesko mije-
njaju svoj volumen. U plinovima su molekule relativno daleko jedna od druge te je
plinove lako stlaciti, dakle, oni lako mijenjaju svoj volumen i poprimaju oblik posu-
de u kojoj se nalaze.

Fluidima nazivamo tekucine 1 plinove. To su tvari koje lako mijenjaju oblik, odno-
sno mogu tec¢i. Mehanika fluida ¢esto se zove hidromehanika, a dijeli se na hidrostatiku,
koja opisuje fluide u mirovanju, i hidrodinamiku, koja proucava fluide u gibanju.

U ovom ¢emo poglavlju obraditi statiku, a u sljede¢em dinamiku fluida. Raz-
motrit ¢emo tlak u fluidu i uzgon koji djeluje na tijela uronjena u fluide. Na kraju
¢emo se osvrnuti na medumolekularne sile u tekuc¢inama i posljedice tih sila: nape-
tost povrsine tekucina i kapilarnost.

10.2. TLAK

Cestice u fluidu djeluju jedna na drugu i na stijenke posude u kojoj se nalazi
fluid, odnosno na svaku povrsinu tijela uronjenoga u fluid. U fluidima u mirovanju
sile su uvijek okomite na povrsinu s kojom je fluid u kontaktu. Takve sile koje
djeluju okomito na povrSinu zovemo pritisnim silama.

Tlak se definira kao omjer sile i povrSine na koju ta sila djeluje okomito:

= 10.1
P S (10.1)

Ako sila nije jednaka u svim to¢kama povrsine S, tada (10.1) daje srednju vrijed-
nost tlaka. U tom slu¢aju mozemo definirati tlak u odredenoj tocki pomocu izraza:
_dF
= lim 10.2
P=55As Tds (02

Tlak je skalarna veli¢ina. Relaciju (10.2) mozZemo pisati i ovako:
dF = pdS,
gdje je dS vektor u smjeru normale na element povrSine dS. U svakoj tocki mirnog
fluida tlak je isti u svim smjerovima.

1z definicije (10.1) slijedi jedinica tlaka, koja se zove paskal (znak: Pa):
Fl_N
[p]= [ S| m

Osim jedinice paskal moze se upotrebljavati i jedinica bar (znak: bar):

=Pa.

1 bar = 105 Pa.
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Fluidi lako mijenjaju oblik i poprimaju oblik posude u kojoj se nalaze. Medu-
tim, da bismo im promijenili volumen, potrebno je djelovati silom. Pri tom je
plinove lako stlaciti, dok je stlativost tekudine vrlo malena i potrebne su velike
sile da bi se opazila promjena volumena tekuéine. Obi¢no tekudine smatramo
nestlacivima.

Stlacivost fluida (pri izotermnoj kompresiji) definira se izrazom:

= —.-:; (%E)T (10.3)

Buduéi da je promjena volumena uvijek suprotnog predznaka od promjene
tlaka, predznak minus u (10.3) &ni stlativost pozitivnom. Jedinica stlativosti
je recipro¢ni paskal, Pa~!, odnosno bar—1.

Kao $to se vidi iz tablice 10.1, promjena je volumena tekudina s tlakom malena
pa ¢emo je velinom zanemariti.

Tablica 10.1. Stladivost nekih tekuéina

Tekuéina x[Pa-1 Tekuéina »[Pa-1
aceton 1210710 voda 5-10-1°
alkohol 11-10710 Ziva 0,4 1071

Za razliku od tekucina, plinovi lak$e mijenjaju obujam. Pri izotermnoj kompre-
siji umnoZak volumena i tlaka ostaje konstantan (Boyle— Mariotteov zakon) i
stla¢ivost plinova je

(10.3a)

Djelujemo li na tekuéinu u ravnotezi
izvana nekom silom F, tada se taj vanijski
tlak $iri u tekuéini jednako na sve strane.
Na primjer, ako na posudu napunjenu
vodom preko klipa povrdine S djelujemo
vanjskom silom F (sl. 10.1), sila se fluidom
prenosi u svim smjerovima, tako da se

F
tlak p= 5 koji stvara vanjska sila po-

javljuje u svim to¢kama fluida, te je

ﬁ——-i:ﬂ:p (10.4)
S 8§ S,

To je poznati Pascalov zakon za
vanjski (ili, kako se jo§ zove, hidraulieki)
tlak. MoZemo ga izraziti i tako da kaZemo da je u svakoj to&ki nestlacivoga, mirnog
fluida tlak jednak. U ovim razmatranjima nismo uzeli u obzir djelovanje sile tefe
na ¢&estice fluida, §to éemo obraditi u sljedeéem odjeljku.

Slika 10.1. Hidrauli€ki tlak
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Na tom principu temelje se hidrauli¢ki uredaji: presa, ko¢nice, dizalice i sl.

Princip rada hidrauli¢ke prese po-

—~ kazan je na slici 10.2. Ako na klip
t (manje) povrsine S, djelujemo silom
F,, tlak F,/S; prenosit ¢e se jednako
u svim smjerovima, te i na klip (veée)
povrsine S, na drugom kraju prese, pa je

F, _F,
Ay Ty A B T FoE P = T = ey odnosno
FIECT FITDS = S, S,
Slika 10.2. Hidraulitka prea S
Fy=F; —S* (10.5)

1

Bududi da je S, vedi od S, bit ¢e veca i sila F,. Rad koji izvrse te sile jednak
je dW =F, As,=F,Asy,=pA V. Tako se hidraulickom preom pomocu
manjih sila dobivaju vece sile, te je preda primjer mehanickog stroja kojim se ko-
risni rad, koji bi se bez stroja morao izvrditi velikom silom, mozZe izvr$iti manjom
silom.

Djelovanjem sile na paputicu hidraulicke kocnice preko klipa u glavnom
cilindru automobila tlak se prenosi na sve dijelove nestlative tekuéine, pa tako
i na klip cilindara u kotaCima. Buduci da je povr$ina klipa glavnog cilindra nekoliko
(npr. desetak) puta manja, sila kojom djeluje na koCnice toliko je puta vecéa od
sile na papucicu ko¢nice.

Hidrostatski tlak. Na fluid djeluje i sila teza. To je volumna sila koja, za
razliku od povrsinskih sila, §to smo ih razmotrili u prethodnom odjeljku, djeluje
na sve Cestice fluida. Tlak uzrokovan tezinom samog fluida nazivamo hidrostatskim
tlakom. Tako atmosferski tlak uzrokuje tezina stupca zraka koji se proteze od
Zemljine povriine do vrha atmosfere, tlak na dno posude
napunjene vodom uzrokuje teZina stupca vode iznad dna
isl

Da bismo izracunali hidrostatski tlak, zamislimo teku-
¢inu u posudi (sl. 10.3) i izraunajmo koliki tlak djeluje na
povrdinu A S na dubini 4. Neka je ta povriina baza zamis-
ljenog valjka unutar tekudine. Pretpostavimo da je gustoéa
konstantna, a tekucina nestlaciva.

Na gornju bazu djeluje sila F, = p, A S, gdje je p,
atmosferski tlak, a na donju bazu djelujesila F, = p A S,
gdje je p tlak na mijestu gdje se nalazi povr§ina A S na du-
bini 4, kao i teZzina stupca tekuéine nad tom povr$inom, Slika 10.3. Hidrostatski

G=Amg=p0gAV =0pghAS. Bududi da je zamidljeni tlak
volumen u ravnoteZi, te se sile poniStavaju:
PAS —p, AS —pghAS =0 (10.6)

Odatle dobivamo ukupni tlak koji djeluje u svim to¢kama tekuéine na dubini 4:
p=p,+ogh (10.7)
U relaciji (10.7) dio ¢ gh uzrokuje teZina tekuéine i zove se hidrostatski tlak.
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Na slici 10.4. prikazan je pokus kojim moZemo pokazati da sila hidrostatskog
tlaka na dno ovisi o povrdini dna 4 S i visini stupca vode A, ali ne i o obliku po-
sude. Tako je u sva tri primjera na sl. 10.4. sila na dno jednaka, iako je u primjeru

Slika 10.4. Hidrostatski paradoks: tlak na dno posude ne ovisi o obliku posude

a) ukupna teZina tekuéine veéa, a u primjeru c) manja od sile pritiska vode na
dno. To je poznati hidrostatski paradoks koji, zapravo, i nije paradoks, ve¢ poslje-
dica zakona za hidrostatski tlak.

U medusobno spojenim posudama (sl. 10.5a) razina tekudine u svim posu-
dama nalazi se na istoj visini, bez obzira na oblik posuda. To izlazi iz &injenice
$to je hidrostatski tlak jednak u svim todkama na jednakoj dubini. (Pri tom pretpos-

p, p,

Slika 10.5. Spojene posude

tg\fljamo da nema kapilarnjh pojava). Ako se u spojenim posudama nalaze dvije raz-
lidite tekudine, gustoce g, i g, (sl. 10.5b), tada je razina tekuéine razlidita. Buduéi
da u svim totkama odredenoga horizontalnog presjeka ukupni tlak mora biti jednak,

moZemo pisati:
Pat+ 0188y = P + 038R (10.8)

gdje su A, i h, visine stupca jedne i druge tekudine, mjerene od granice izmedu
njih (sl. 10.5b). Mjereci A, i h,, ako znamo @,, mozemo odrediti nepoznatu gustoéu:

By

02 = 0y (10.9)
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Na principu spojenih posuda rade uredaji za mjerenje tlaka, hidrauli¢ki mano-
metri (tlakomjeri). Ako su vanjski tlakovi p, i p, razlititi (sl. 10.6a i b), razina
tekudine u obje posude je razlitita. Primjenom zakona za hidrostatski tlak do-
bivamo:

Pr—p=A0p=¢0gAh (10.7a)

/]
b,

Ah

A e D

Ah

R

Slika 10.6. Manometri

te mjerenjem razlike razina tekucine A A moZemo mjeriti razliku tlaka A p. Kada
se upotrebljava otvoreni (sl. 10.6a), a kada zatvoreni (sl. 10.6b) manometar?
Kada je prikladniji manometar s vodom, a kada sa Zivom?

10.3. ATMOSFERSKI TLAK

Zemlja svojom privla¢nom silom drZi oko sebe zraéni omota¢, Zemljinu atmo-
sferu. Atmosferski tlak nastaje zbog vlastite teZine zrainog stupca iznad Zemljine
povriine. Tlak zraka moZe se demonstrirati raznim

M) pokusima, od kojih ¢emo spcmenuti Guerickeov i

+—hx0 Torricellijev pokus.*
% Otto von Guericke prvi je pokazao silu pritiska
zraka. Kad je iz dvije spojene $uplje polukugle izvu-
Cen zrak, pritisna sila okolne atmosfere na vanjsku
| Hg povr§inu polukugle bila je tako velika da je za odvajanje

jedne polukugle od druge bilo potrebno osam konja sa
svake strane.

Tlak zraka moZemo izmjeriti pomocéu Torri-
cellijeva pokusa. Ako staklenu cijev duljine oko 1 m,
zatvorenu na jednom kraju, ispunimo Zivom, a vrh joj
b, r zatvorimo prstom, preokrenemo je i uronimo u po-
PRSI sudu sa Zivom (sl. 10.7), ziva e se u cijevi spustiti
do odredene visine 4 ovisne o vanjskom tlaku. Iznad
Zive u gornjem dijelu cijevi nema zraka, veé¢ samo ne$to
Zivinih para, te je tu tlak p, ¥ 0. Na vanjsku
Slika 10.7. Zivin barometar  PovrSinu Zive u posudi djeluje atmosferski tlak p,.

* Otto von Guericke (1602—1686), gradonaelnik Magdeburga, poznat po pokusu s mag-
deburgikim polulguglama i pronalasku zralne pumpe.

E. Torricelli (1608—1647), talijanski matemati¢ar i fizitar, poznat po otkri¢u Zivina baro-
metra.
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NapiSemo li izraz za hidrostatski tlak za tocke u horizontalnoj ravnini koja prolazi
povriinom Zive u posudi, dobivamo:

Pa=08h+p,=0gh (10.10)
gdje je o gustola Zive, a h visina Zivina stupca.

Pri normiranom atmosferskom tlaku, koji iznosi 101 325 Pa, visina stupca
Zive u Zivinu barometru (sl. 10.7) jest 0,76 m. Bududi da je gustoca Zive pri 0 °C
o = 13,595 - 103 kg/m3, iz (10.10) zaista dobivamo:

P = 0gh = 13,595 - 103 - 9,80 665 - 0,76 52 = 101 325 Pa.
m

Atmosferski tlak se mijenja s nadmorskom visinom i pada po tzv. barome-
tarskoj formuli koju ¢emo, uz odredene aproksimacije, ovdje izvesti.

Neka je na visini 4 (sl. 10.8) atmosferski tlak
jednak p, a na visini & + dh tlak p + dp. Ako je dh
pozitivan, tada je dp negativan, jer tlak pada s visi-
nom. Razlika u tlaku dp izmedu ta dva sloja nastaje
zbog teZine stupca zraka presjeka 1 m? i visine dh,
a iznosi:

dp = —pgdh (10.11)

gdje je o gustoca zraka na toj visini. Da bismo iz te h
jednadzbe odredili p kao funkciju A, moramo znati
promjenu gustoce zraka s tlakom. Gustoda zraka funk-
cija je tlaka i temperature. Pretpostavimo li da je
atmosfera izotermna (T = konst.), tada iz Boyle—
Mariotteova zakona slijedi:

Slika 10.8. Uz izvod barome-
) (h) — Qo ? (h) (10.1 2) tarske formule
0

gdje su p, i g, tlak i gustoda zraka na nadmorskoj visini & = 0.

Uvr§tavanjem (10.12) u (10.11) i integriranjem, dobivamo

h b4

[ dh = _ P fﬁii’,
0 eogp° p
odnosno
% ok
p=pye ¥ (10.13)

Pri normiranoj temperaturi i tlaku (0 °C i 101 325 Pa) gustoca zraka g, =
= 1,293 kg/m3, te formulu (10.13) moZemo pisati u obliku:
—hm
p=poe 0 (10.13a)
§to pokazuje da za pribliZno svakih 8 000 metara tlak pada za faktor e (2,718). To
je barometarska formula izvedena uz pretpostavku da je g = konst. i da je veza
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tlaka i gustoce dana relacijom (10.12). To¢niju formulu dobili bismo uzevsi u obzir
padanje temperature s visinom, pa bismo tada imali:

3,255

=p|1-
gdje je 4 nadmorska visina (metri), a 288 K (15 °C) temperatura na nadmorskoj vi-
sini 2= 0.

Ovisnost tlaka o visini za izotermnu atmosferu prikazana je na slici 10.9, a u
tablici 10.2. ta je ovisnost dana za standardnu atmosferu u kojoj temperatura pada s
visinom.

Tablica 10.2. Ovisnost atmosferskog tlaka o nadmorskoj visini

h/m p/mbar h/m p/mbar
0 1013 1000 899
100 1001 2000 794
200 989 5000 539
500 954 10 000 264
h/km
151 dinamometar
101
R
025 0,5 0,75 1 ph,
Slika 10.9. Promjena tlaka s nadmor- Slika 10.10. Uzgon

skom visinom u izotermnoj atmosferi
(barometarska formula)

10.4. UZGON

Kad je tijelo uronjeno u fluid (tekuéinu ili plin), javlja se rezultantna sila prema
gore kao posljedica hidrostatskog tlaka. Tu silu nazivamo uzgonom.

Na slici 10.10. prikazan je pokus kojim mozemo ilustrirati uzgon. Kada tijelo
koje visi na dinamometru uronimo u vodu, dinamometar pokazuje manje jer uzgon
prividno smanjuje tezinu tijela.
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Da bismo izveli formulu za uzgon, zamislimo tijelo volumena V' uronjeno
u fluid gustoée g, (sl. 10.11). Radi jednostavnosti pretpostavimo da je tijelo u
obliku kocke ili valjka. (Uostalom, svako tijelo, bilc kakvog oblika, moZemo raz-
dijeliti na valjke ili kocke s dovoljno malim bazama, tako da ¢e dobiveni rezultat
vrijediti opc¢enito.)

R
R I F=%9Y
Ry s A !
—s V le—|h (: ’5
S o
A A G =99
a) b)

Slika 10.11. Uz izvod formule za uzgon

Sile pritiska koje djeluju na bo&ne strane kocke poniitavaju se jer su na istoj
horizontalnoj ravnini jednake po iznosu, a suprotnog smjera. Na mjestu gdje je
gornja baza tlak je p, = p, + o gh,, a na drugoj bazi tlak je p, = p, + o gh,.
Zbog toga je sila na donju bazu F, = p, S, dok je sila na gornju bazu F, = p, S,
gdje je S povriina baze. Sila F, ima smjer prema gore, a sila F, usmjerena je prema
dolje. Buduéi da je hidrostatski tlak na razini 4, = h, + h vedi nego na razini
hy, sila F, bit ¢e veéa nego F,, i ka o rezultat pojavit ¢e se sila prema gore — uzgon:

F,=F —F,=0,gh § — 0;8hs S
F, =0, Vg=mg (10.14)

gdje je m, masa istisnutog fluida. Moze se pokazati da je uzgon za tijelo bilo kakvog
oblika dan istom formulom (10.14).

Isti rezultat mozemo dobiti i na nesto drukéiji nadin. Zamislimo dio fluida
volumena V (sl. 10.11b). TeZina tog dijela tekucine je G, = g, ¢ V i djeluje prema
dolje. Budud¢i da tekuéina miruje, tu tezinu uravnoteuje druga sila, koja je jednaka
po iznosu, ali suprotnog smjera, tj. uzgon. Prema tome, uzgon na taj volumen
tekucine iznosi F, = g,g V. Ako je umjesto tekudine na tom mjestu neko drugo
tijelo istog oblika i volumena, hidrostatski tlakovi i njihove sile nece se promijeniti,
te ¢e uzgon biti isti kao i prije, tj. F, =g,g V.

Uzgon je sila koja djeluje vertikalno prema gore i po iznosu je jednak teZini
istisnutog fluida. To je poznati Arhimedov* princip, koji moZemo i ovako iskazati:

TeZina tijela uronjenog u fluid smanjuje se za iznos tezine istisnutog fluida.

Tijelo lebdi u fluidu ako je teZina tijela uravnoteZena uzgonom (sl. 10.12a).
Ako je tijelo homogeno, tada uvjet lebdenja moZemo pisati u obliku:

:gV=0gV ili g =p (10.15)

* Arhimed (287—212), gréki matematilar, fizi®ar i izumitelj, otkrio je uzgon, zakon po-
luge, itd. Poznat je i po tome §to je naao izraze za oplo§je i volumen kugle i valjka.
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Ako je uzgon veéi od teZine, tijelo se ubrzano diZe (npr. balon u zraku), pa ée
tijelo uronjeno u tekuéinu djelomiéno izroniti iz tekuéine i plivati (sl. 10.12b).
Tijelo koje pliva bit e toliko uronjeno da ée uzgon na uronjeni dio (volumen V)
na slici 10.11b biti jednak ukupnoj teZini tijela:

_ VA Y
3 N

a) b) o 16
Slika 10.12. Uvjet plivanja

ili za homogena tijela:

Quien VE =0, V18 (10.17)
odnosno

P o SN 3 (10.18)
(23

Ako je teZina tijela veéa od uzgona, tijelo se ubrzano giba prema dolje i tone
(sl. 10.11c).

Primjer

Koliki dio ledene sante viri iznad morske povriine? (Gustoéa leda je 900 kg/m?,
a gustoéa morske vode 1 020 kg/m?d.)
Santa leda volumena V pliva na vodi tako da je volumen V, ispod vode, a V, iznad
vode. Uzgon na uronjeni dio g,¢ V/; mora biti jednak teZini sante g;g V, te je:
V1=5-IV, Vo=V -V,
odnosno ’

iy = (1 - ﬂ) V=018V
Qv

Uredaj za mjerenje gusto¢e areometar (sl. 10.13) osniva se na pojavi
uzgona. To je staklena cijev, oteZana na donjem kraju, na kojoj se nalazi
baZdarena skala. Sto je gustoéa tekuéine veca, to ¢e areometar manje uro-
niti u tekuéinu, te se uranjanjem areometra vertikalno u tekué¢inu moze
direktno oditati njezina gustoda.

Ako se pri preciznom vaganju volumen uzorka mnogo razlikuje od
volumena utega, treba uzeti u obzir i uzgon u zraku. Masa uzorka vise
nije jednaka masi utega, vec je

1 —
Myzorka = muuuﬁ (10.19)

: 1 — o/ea
lsol.‘:‘; gdje 'je o gustoca zraka, g, gustoa utega, a g, gusto¢a uzorka. Na primie_r,
Areo-  3ko je o = 1,3kg/m®, ¢, =8600kg/m? a o, = 100 kg/m®, Myon, je
metar 1,003 veéa od mase utega.
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Primjer

Predmet od legure bakra i zlata te%i u zraku 0,490 N, a uronjen u alkohol 0,460 N.
Odredite masu zlata u predmetu. Zanemarite uzgon u zraku.

TeZina predmeta u alkoholu jednaka je
G=G~—-Fy=mg—0,(Vi+ Vg,
gdje je m masa predmeta, a V, i V, volumeni zlata i bakra u predmetu.

Odatle
G-G
Vi+ V, = .
Caf
my my
Uzevdl u obzir V, = — V, = —, dobivamo
4} Q2
m;  m, G-G
—_t — = »
(4} Q2 € 8

G
Buduéi da je my=m — my = — — m,, to je
4

[y +__—- — = y
& 028 Q2 Cz 8
ili
G-G G
my = e"l 19“ =2,88-102kg = 28,8 8.
o e

10.5. NAPETOST POVRSINE

U ¢vrstom tijelu atomi su poredani u kristalnoj reetki i ne mogu se slobodno
translacijski gibati, ve¢ samo titrati oko poloZaja ravnotefe. Suprotno tome, u
plinovima atomi (molekule) nisu vezani jedan za drugog i gibaju se kaoti¢no u
posudi u kojoj se nalazi plin. U tekuéem stanju molekule nisu vezane kao u &vrstom
stanju, ali ni slobodne kao u plinu. U tekuéini su molekule relativno blizu jedna
drugoj, te su privlatne medumolekularne sile dosta jake sve do odredene udalje-
nosti, koju moZemo nazvati radijus molekularnog djelovanja, a zatim naglo padnu
na nulu. MoZemo, dakle, smatrati da svaka molekula djeluje na sve ostale koje se
nalaze unutar kugle s radijusom molekularnog djelovanja. Polumjer takve kugle
je desetak puta veéi od razmaka molekula u tekuéinama.

Molekularne sile medu istoimenim molekulama &esto se zovu kohezione sile,
a sile medu molekulama razli¢itih tvari adhezione sile.

Pojava napetosti povriine teku¢ina moZe se objasniti navedenim svojstvima
medumolekularnih sila. Poznato je, naime, da se povriina tekuéina ponaa kao neka
rastegnuta, napeta opna. Iglu, Zilet, aluminijsku ploticu i sl. moZemo poloZiti
na povriinu vode tako da na njoj plivaju. Kukci mogu tréati po vodenoj povr$ini.
Ako na kolut od Zice u kojemu se nalazi konti¢ uhvatimo opnu od sapunice (sl.
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10.14) i probusimo je s jedne strane koncica, preostali dio opne slegne se na naj-
manju povrdinu i konac dobije oblik kruZnog luka (sl. 10.14b).

a) b)
Slika 10.14. Napetost povriine opne od sapunice

Da bismo izmjerili napetost povrsine zamislimo pokus s pravokutnim okvirom
od Zice na kojemu je opna od sapunice (sl. 10.15). Jedna je stranica pravokutnika
pomi¢na, i opna ¢e je u svom nastojanju da se skupi nastojati povudi i tako smanjiti

povrdinu. KaZemo da na stranicu AB
djeluje sila napetosti povriine. Tu silu

A moZemo uravnoteZiti vanjskom silom
| i F koja je po iznosu jednaka sili na-
petosti povréine.

1 = Da bismo povecali povrsinu op-
ne, pomi¢ni dio AB na slici 10.15.
polako djelovanjem vanjske sile F po-

B maknemo za A x. Pri tom se izvrsi rad
LS AW = F A x. Buduéi da se opna sa-
Slika 10.15. Uz definiciju koeficijenta povr§inske  stoji od dvije povriine izmedu kojih je

napetosti tanak sloj tekuédine, poveéanje povrsine
je AS=21Ax.

Koeficijent povriinske napetosti o definira se izrazom:

o= Aw (10.20)

AS

gdje je A W rad potreban za poveéanje poviiine A S. Zamijenimo li u (10.20)
W=FAxiS=2IlAx toje:

i (10.21)

21

Koeficijent povriinske napetosti o mo%e se, dakle, definirati pomoéu rada
potrebnoga za povecanje povriine ili pomocu sile povriinske napetosti. Iz toga
slijedi da je jedinica koeficijenta povriinske napetosti njutn po metru N/m ili J/m?.

Sila povrdinske napetosti djeluje tangencijalno na povrinu tekuéine, a oko-
mito na rub povrsine. Za razliku od elasti¢ne sile koja djeluje pri izvlatenju elas-
titne opne, sila povr§inske napetosti ne ovisi o velidini povrsine.

U unutradnjosti tekucine (sl. 10.16a) molekula je sa svih strana okruZena
susjednim molekulama s kojima interagira tako da je rezultantna sila nula. U
povriinskom sloju (debljine manje od radijusa medumolekularnog djelovanja R)
molekula nije sa svih strana okruzena jednakim brojem molekula jer je unutar kugle
radijusa R s donje strane veci broj molekula nego s gornje. Zato ¢e na molekule
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na povrsini djelovati rezultantna sila F usmjerena prema unutrasnjosti tekudine (sl.
10.16b). Da bi se molekule iz unutradnjosti dovele na povrsinu, potreban je odre-
deni rad; molekule na povrdini imaju
vecu potencijalnu energiju nego one u
unutra$njosti tekuéine. Da bi bio ispunjen
uvjet ravnoteZe — minimum potencijalne
energije — tekucina nastoji smanjiti slo-
bodnu povrsinu i zato se javlja povrsinska
napetost. Povecanjem povr§ine molekule F
se iz unutra$njosti prenose na povrsinu
i poveéava im se potencijalna energija
na raun izvr§enog rada.

Koeficijent povr§inska napetost ovisi

o vrsti tekuéine (sastavu, &istoéi i sl.), a) b)
temperaturi t?k.Uéme i sredstvu s kojim Slika 10.16. Rezultantna sila na molekulu:
tekucina granidi. a) u unutragnjosti, b) na povriini tekuéine

Tablica 10.3. Koeficijent povrSinske napetosti nekih tekuéina kad je iznad povrsine zrak

Tekuéina Voda (20 °C) Voda (100°C) Ziva (20°C) Alkohol (20 °C) Petrolej (20 °C)

o/(N/m) 0,073 0,06 0,48 0,022 0,03

Tlak ispod zakrivljene povrine tekucine. U mjehuri¢u sapunice (ili mje-
huriéu zraka u vodi i sl.) tlak je ve¢i od vanjskog tlaka za neki dodatni ,,nadtlak’
A p. Povrdinska napetost u mjehuri¢u nastoji stegnuti mjehuri¢ sve dok se ne
uspostavi ravnoteza zbog tlaka unutar mjehurica.

Da bi se pove¢ao mjehuri¢ polumjera r na polumjer r + dr, mora se izvrsiti
rad:

dW =20dS=20-8radr (10.22)

Uzima se faktor 2 jer mjehuri¢ ima dvije povrsine, a umjesto dS uvrstili smo
8rmdr.

Unutar mjehuri¢a je nadtlak A p i sila koja zbog toga djeluje na unutrasnju
povrdinu mjehura jest A p S. Pri poveéanju mjehuri¢a rad je te sile:

dW =ApSdr=Ap-4r:=dr (10.23)

Izjednacavanjem izraza (10.22) i (10.23) dobivamo nadtlak u mjehuri¢u sapu-
nice:

_4a

Ap (10.24)

r

Nadtlak u mjehuri¢u sapunice proporcionalan je povr$inskoj napetosti, a
obrnuto proporcionalan polumjeru mjehuri¢a. To je poseban oblik Laplaceove
formule za tlak ispod zakrivljene povriine tekucine.

Ako dva mjehura sapunice medusobno spojimo staklenom cijevi, tada ¢e zrak
iz manjeg mjehura prelaziti u veéi, tako da ée se manji mjehur jo§ viSe smanjivati
na raun vecega, koji ¢e rasti sve dok manji mjehur ne nestane.
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Formula (10.24) izvedena je za mjehuri¢ s dvije povrsine. U slu¢aju mjehuriéa
zraka u tekucini ili kapljice tekuéine dodatni je tlak unutar takve jednostruke sferne
povriine:

2
Ap=2=2 (10.24a)
r

10.6. KAPILARNOST

Do sada smo govorili o povriinskom sloju na granici tekudine sa zrakom,
a sada ¢emo se osvrnuti na pojave na granici tekudine i &vrstog tijela (npr. stijenke
posude). Izmedu molekula tekuéine i molekula materijala stijenke posude djeluju
takoder medumolekularne sile, te ponasanje tekuéine uz stijenku posude ovisi o
odnosu kohezionih i adhezionih sila. Povr3ina tekucine postavlja se okomito na
rezultantu svih tih medumolekularnih sila.

Ako su adhezione sile vece od kohezionih (npr. na granici voda—staklo),
povriina tekucine poprima konkavni oblik (sl. 10.17), i kazemo da tekudina kvasi
stijenku posude. Naprotiv, ako su kohezione sile vece, npr. kao na granici ziva—
staklo, tekucina ne kvasi stijenku, ve¢ poprima konveksni oblik (sl. 10.18).

Slika 10.17. Tekuéina kvasi Slika 10.18. Tekuéina ne kvasi
stijenku posude: okrajni kut stijenku posude: okrajni kut veéi
manji od 90° od 90°

Kut $to ga zatvara stijenka posude i tangenta na povriinu tekucine zove se
okrajni kut (sl. 10.17. i 10.18). Ako je § < 90°, tekuéina kvasi stijenku posude,
a ne kvasi je ako je & izmedu 90° i 180°.

Tablica 10.4. Vrijednosti za okrajni kut izmedu stijenke
posude i nekih tekuéina

Sistem Okrajni kut
Alkohol—staklo 0°
Voda—staklo 0°
Ziva—staklo 140°
Voda—parafin 109°

Ako na Cistu podlogu (npr. metalnu ili staklenu plodicu) kapnemo kap neke
tekucine, oblik kapi ovisit ¢e o povrsinskoj napetosti za granicu &vrsto tijelo —tekudi-
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na, tekucina—plin i &vrsto tijelo—plin, odnosno o okrajnom kutu koji je funkcija
tih povrsinskih napetosti. Tako ¢e kapljica Zive biti gotovo sferna, dok ée alkohol
ili petrolej te¢i preko povrSine, ne formirajuéi kapljice.

Ako usku cjevéicu (kapilaru) uronimo u posudu s vodom (sl. 10.19), opazit
¢emo da ce se voda u njoj podici do neke visine & (koja ovisi o polumjeru kapilare)
i da ¢e meniskus vode u kapilari biti konkavan. Sli¢no vrijedi i za ostale tekuéine
koje kvase stijenku kapilare. Visina stupca tekucine pri tom ovisi i o vrsti tekucine
i o polumjeru kapilare.

Naprotiv, razina zive u staklenoj kapilari niZa je od razine u $irokoj posudi
(sl. 10.20), i meniskus Zive je konveksan. Obje pojave, koje se zovu kapilarna ele-
vacija i kapilarna depresija, posljedica su napetosti povrsine.

A

Slika 10.19. Kapilarna elevacija Slika 10.20. Kapilar- Slika 10.21. Visina stupca tekudine
na depresija u kapilari

Izratunat ¢emo visinu tekudine u kapilari u slu¢aju kapilarne elevacije. Sli¢na
razmatranja za kapilarnu depresiju dovela bi do istog rezultata.

Zbog konkavnog meniskusa tekudine u kapilari (sl. 10.21) tlak ispod meniskusa
manji je nego (atmosferski) tlak iznad, i tekudina se podiZe sve dok se ta razlika tla-
ka Ap ne izjednadi s hidrostatskim tlakom, uzrokovanim teZinom stupca tekudine u

kapilari: Ap=opgh (10.25)

Bududidaje A p =2—I:, gdje je R polumjer meniskusa, odnosno Ap =

= M, gdje je r = R cos § polumjer kapilare, 3 okrajni kut, a ¢ povriinska

r
napetost, to iz (10.25) slijedi:
__20cosd
egr

Isti rezultat moZemo dobiti tako da vertikalnu komponentu povr$inske nape-
tosti, koja podize tekucinu u kapilari (sl. 10.21), izjedna¢imo s teZinom stupca
tekudine.

h (10.26)
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Sila zbog povriinske napetosti na grani¢noj liniji (kruznici) izmedu povrsine

tekudine i posude jest ¢ -/ = o - 2 r &, gdje je 2 r » opseg te kruZnice, te je njezina
vertikalna komponenta 2rx o cos 8. TeZina stupca tekuéine je r*z 4 o g. Verti-
kalna komponenta sile povrSinske napetosti podiZe tekucinu u kapilari sve dok
tezina stupca tekudine ne postane jednaka toj sili:

2rmocosd =rinhog (10.27)
Qdatle je
2
h= 20 cos & (10.26)
egr

PITANJA 1 ZADACIK

1.
2.
3.

4

5.

8.
7.

8

9.
10.
11
12.

13.
14
15.

16.

17.

18.
19.
20.
21.

Definirajte tlak i navedite jedinice za tlak.
Sto kaze Pascalov zakon (princip)? Koji se uredaji na njemu baziraju?
Izvedite relaciju za hidrostatski tlak u tekuéini. Koliki je npr. ukupni tlak u dubini vode
10 m pri normiranom atmosferskom tlaku ?
Opitite spojene posude. Kako se pomocu spojenih posuda moze izmjeriti gusto¢a tekuéine?
Objasnite hidrostatski paradoks.
Sto je manometar? Koliki je tlak u posudi ako zatvoreni Zivin (odnosno vodeni) manometar
priklju¢en na tu posudu pokazuje razliku nivoa od 20 cm?
Opisite Torricellijev pokus. Objasnite Zivin barometar. Koliki je normirani atmosferski tlak?
Izvedite i objasnite barometarsku formulu. Ako je na podnoZju planine (nadmorska visina
100 m) normirani atmosferski tlak, koliki je tlak na vrhu planine visoke 1 000 m > (Pretpo-
stavite da je temper:tura zrska 0 °C i da_se ne mijenja s visinom.)

to je uzgon? Izvedite formulu za uzgon. Sto kaze Arhimedov princip? Opisite neke od po-
kusa u vezi s uzgonom.
Sto je areometar i koja mu je primjena?
Objasnite napetost povrine. Opisite neke od pokusa koji pokazuju tu pojavu.
Definirajte koeficijent povriinske napetosti. O &emu ovisi? U kojim se jedinicama izrazava?
Sto znate o tlaku ispod zakrivljene povrine tekuéine? Koliki je nadtlak u mjehuri¢u od sa-
punice a koliki u mjehuri¢u zraka u tekuéini?
Opisite kapilarnu elevaciju i depresiju. Izvedite izraz za visinu stupca tekuéine u kapilari.
Sto je okrajni kut? Koliki je npr. za Zivu odnosno vodu u staklenoj posudi?
Koliki je ukupni tlak u dubini mora od 100 m ako je na morskoj povriini normirani atmo-
sferski tlak? Kolika je sila koja djeluje na prozor podmornice povriine 500 cm? kada se nalazi
na toj dubini ako je u unutra$njosti podmornice tlak jednak atmosferskom ?
U U-cijev nalivena je voda a onda u jedan krak tekuéina nepoznate gustoce, tako da se ne
mijeda s vodom. Visina stupca vode mjerena od razine gdje se tekuéine dodiruju je 20 cm,
a visina stupca druge tekucine je 25 cm. Kolika je gustoéa tekucine?
U Torricellijevoj cijevi izmedu Zive i vakuuma nalazi se voda. Pri normalnom atmosferskom
tlaku ukupna visina stupca Zive i vode je 2 m. Koliko je visok stupac vode?
Koliki se udjel obu;ma ledene sante nalazi ispod povriine mora?
Predmet uronjen u vodu teZi 8,34 N, a u benzin 9,32 N. Kolika je gustoéa predmeta?
Zeljezna kocka kojoj je brid @ = 1 cm pliva na zivi. Koliko duboko uroni kocka u ¥ivu?
Tijelo u obliku kocke pliva na Zivi tako, da je tredina njegovog volumena uronjena u Zivu.
Koji ¢e dio volumena biti uronjen u Zivu, ako na nju dolijemo toliko vode da pokriva cijelo
tijelo?
Gustoca zive je 13,6 - 10° kg/m?.
Da bi se izvukla tanka igla duljine 2 cm iz tekudine, potrebna je vertikalna sila 2,8 - 10-% N.
Koliki je koeficijent povriinske napetosti tekuéine?
Okvir od Zice u obliku jednakostraninog trokuta stranice ¢ = 3 cm uronjen je u sapunicu
i izvuten tako da je na njemu formirana opna od sapunice. Koliki je potreban rad za formi-
ranje te opne ako je ¢ = 2,2-10-2N/m?
U U-cijev kojoj krakovi imaju razli¢ite polumjere ulivena je a) voda, b) ziva. Kolika je razlika
razina ako su polumjerir; = 4 mm ir, = 0,6 mm? Uzeti da voda potpuno mo&i, a #iva uopce
ne modi stijenku.
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11.1. UVOD

U ovom dijelu mehanike razmotrit ¢emo gibanje nestla¢ivog fluida, najprije
idealnoga, a zatim ¢emo uzeti u obzir unutrasnje trenje (viskoznost). Mehanika
fluida Cesto se zove i hidromehanika i dio je mehanike kontinua, kojemu, osim
hidromehanike, pripada i teorija elasti¢nosti.

Kada se fluid giba (struji), pojavljuje se medu njegovim Cesticama i slojevima
unutraénje (viskozno) trenje uzrokovano medumolekularnim koheznim silama.
Ako je to trenje zanemarivo, kazemo da je fluid idealan. Zakoni izvedeni za strujanje
idealnog fluida mogu se u mnogo slucajeva, bilo direktno, bilo uz odredene promjene,
primijeniti i na realni fluid.

Pretpostavit ¢emo, takoder, da je fluid nestlaciv, tj. da mu je gusto¢a konstantna.
Ta je aproksimacija dobra za tekucine, a vrijedi i za plinove kada brzine strujanja
nisu prevelike (npr. manje od 100 m/s). Naime, pri manjim brzinama promjene
su tlaka (a time i volumena) zanemarivo malene, te je gustoéa priblizno konstantna.

Nakon proucavanja zakona strujanja idealnog fluida obradit ¢emo unutradnje
trenje i protjecanje realnog fluida. Osvrnut ¢emo se na laminarno i turbulentno
strujanje i na Reynoldsov broj, koji sluZi kao kriterij odredivanja vrste strujanja.
Govorit ¢emo i o otporu sredstva i dinamickom uzgonu na tijela koja se gibaju
kroz zrak.

11.2. STRUJANJE IDEALNOG FLUIDA

Gibanje tekudine ili plina nazivamo strujanjem. Strujanje nastaje zbog vlastite
tezine fluida ili zbog razlike u tlakovima. Pri strujanju razni slojevi fluida imaju
razli¢ite brzine i medu tim slojevima javljaju se sile unutradnjeg trenja (viskoz-
nosti). Kada se tijelo giba kroz viskozni fluid, takoder nastaje sila trenja, zbog
viskoznosti fluida, tzv. otpor sredstva. Radi jednostavnosti, u ve¢ini nasih razmatra-
nja pretpostavit ¢emo da je fluid idealan, 1j. da nema unutradnjeg trenja medu
njegovim slojevima, ¢ime d¢emo pojednostaviti matematicku obradu strujanja
fluida.

Strujanje fluida mozemo opisati tako
da brzinu u svakoj tocki prostora odre-
dimo kao funkciju vremena. Strujnica je
zamiSljena linija u fluidu ¢ija tangenta
u svakoj tocki pokazuje smjer brzine. Gu-
stoca strujnica proporcionalna je iznosu
brzine: tamo gdje su strujnice gusce, br-
zina fluida je veca, i obratno. Dio fluida Slika 11.1. Strujna cijev
omeden strujnicama nazivamo strujnom
cijevi (sl. 11.1).

Ako se slika strujanja u prostoru ne mijenja u vremenu, strujanje je stacio-
narno. Pri takvom strujanju brzina ¢estica i tlak funkcije su samo polozaja, a ne
i vremena. Dok se brzina i tlak mogu mijenjati od mjesta do mjesta, u odredenoj
tocki fluida oni su uvijek isti. Naprotiv, pri nestacionarnom strujanju brzina i

11 XKulidié: Mehanika i toplina
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tlak u pojedinoj toCki ovise i o vremenu. Pri stacionarnom strujanju putanja (tj.
niz uzastopnih poloZaja koje Cestica fluida zauzima pri gibanju) poklapa se sa struj-
nicom; strujnice pri takvem strujanju ne ulaze niti izlaze iz strujne cijevi (sl. 11.1).

RARAALLI
RAARAAR

a)
Slika 11.2. Strujanje idealnog fluida

Jedan je od vainih problema u hidromehanici gibanje tijela kroz fluid. To
se moZe proudavati i tako da se promatra strujanje fluida oko nepomi¢nog tijela.
Za neka jednostavnija tijela ti se problemi mogu rije$iti i matematicki, ali je sliku
stacionarnog strujanja u prostoru najlak$e dobiti pokusom. Na slici 11.2a, b
¢ prikazano je strujanje idealnog fluida kroz cijev, oko kruZnog valjka i ravne
ploce. 1z slike 11.2b vidimo, npr., da su iza i ispred valjka u simetri¢nim to¢kama
brzine jednake, te i tlakovi, tako da je rezultantna sila pritiska nula, i valjak se
giba kroz fluid bez otpora.

11.3. JEDNADZBA KONTINUITETA

Promatrajmo strujanje fluida kroz strujnu cijev razliitog presjeka (sl. 11.3).
Ako je unutradnje trenje zanemarivo (idealni fluid), brzina je u svim tockama
odredenog presjeka jednaka. Za vrijeme A ¢ kroz promatrani presjek S prode
volumen fluida V = So A r. Omjer volumena tvari koja protekne za vrijeme A ¢
i tog vremena je volumni protok

=S (11.1)

s

Slika 11.3. Uz izvod jednadZbe kontinuiteta

Ako je gustoca fluida svuda konstantna (nestla¢ivi fluid), i ako unutar strujne
cijevi nema izvora ni ponora, masa fluida, koja u vremenu A ¢ protekne kroz bilo
koji presjek, konstantna je:

gsllet=QSz'vat=k0nSt. (11.2)
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te je konstantan i protok
S v = konst. (11.3)
To je jednadiba kontinuiteta, zapravo zakon o neunistivosti tvari.

Iz jednadzbe kontinuiteta slijedi da je tamo gdje je cijev uza (S manji) brzina
fluida veca (strujnice su gudce), i obrnuto. Fluid se ubrzava tamo gdje se cijev
suzuje, dakle na Cestice fluida djeluje sila usmjerena od $ireg dijela cijevi prema
uZem dijelu. Ta sila nastaje zbog razlike tlakova; tlak u $irem dijelu cijevi veéi
je nego u uZem dijelu.

Ako brzina nije jednaka u svim to¢kama presjeka S, protok se racuna tako
da se presjek podijeli na dovoljno malene elemente povrdine A S, tako malene
da je na njima brzina konstantna. Protok kroz presjek S u tom je slucaju jednak
zbroju (odnosno, u grani¢nom slucaju integralu):

¢%=[[s.d8 (11.4)
S

gdje vektor dS ima smjer normale na element povrine. Ako tekuéina izlazi iz
povrine, 7 dS je pozitivan, a ako ulazi negativan. Ukupan protok kroz dio strujne
cijevi omeden presjecima S; i S, jest:

[[5-da5 +[[5-dS=0 (11.5)

S, Sy

jer je na pladtu cijevi - d§ = 0. (Tekudina ne prolazi kroz plast cijevi, tamo je
© ] dS.) Jednadibu (11.5) moZemo pisati i u obliku:

(fﬁa~d§=o (11.6)

S

gdje je S zatvorena povrdina sastavljena od presjeka S, i S, te plasta cijevi. (Smjer
dS je u smjeru vanjske normale na zatvorenu povrdinu.) To je opéeniti oblik jed-
nadZbe kontinuiteta ako je gustoéa konstantna. Ako gustoéa nije konstantna, moze
se pokazati da jednadZba kontinuiteta glasi:

@gfrdS:—i”;ng (11.7)
ae’y

gdje je V volumen omeden zatvorenom povr$inom S.

11.4. BERNOULLIJEVA JEDNADZBA

Bernoulli je 1738. postavio zakon o raspodjeli tlakova unutar strujne
cijevi, danas poznat kao Bernoullijeva jednadsba. Pokus pokazuje da je na mjestu
gdje je brzina veca tlak manji nego tamo gdje je brzina manja (sl. 11.4a). Tlak
na pojedinome mjestu u strujnoj cijevi moZemo mjeriti pomocu vertikalne staklene
cjeveice ili vertikalnog otvorenog manometra (sl. 11.4b). Taj tzv. staticki tlak
proporcionalan je visini stupca tekudine u cjevéici.
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a) b)
Slika 11.4. Mjerenje stati¢kog tlaka: a) u tekucini i b) u plinu

Da bismo izveli Bernoullijevu jednadZbu, promatrajmo stacionarno strujanje
idealnog fluida kroz strujnu cijev promjenljivog presjeka (sl. 11.5). Pretpostavit
éemo da je fluid idealan, tj. zanemarit ¢emo unutra$nje trenje (viskoznost). Strujanje
fluida je stacionarno, te na odredenom
mjestu u cijevi Cestice uvijek imaju istu
brzinu.

Uodimo u cijevi presjek S; gdje je
brzina v, i tlak p, i presjek S, gdje je
brzina v, i tlak p,. Neka za vrijeme A«
kroz presjek S, protekne masa fluida
Am = pS, v, A t. Jednaka masa (volumen)
referentni nivo mora u tom vremenu proéi i kroz presjek

) . L S, te Ce iscrtkani volumeni na slici 11.5.
Slika 11.5. Uz izvod Bernoullijeve jednadzbe biti jednaki:

AV = K 6, A= S0, At =2 (11.8)

e
To je, u stvari, jednadzba kontinuiteta primijenjena na ovaj slucaj.

Dok fluid mase A m prolazi kroz presjek S,, rad tla¢ne sile jest:

AWI"—_—FlASl:PlSl'UIAt:plﬂ (119)

e

Rad koji izvrdi fluid mase A m pri izlasku kroz presjek S, iz promatranog
dijela strujne cijevi jest:

Am
e

gdje smo s predznakom minus uzeli u obzir da su smjerovi sile i pomaka suprotni.
Uotite da je na presjeku S, rad A W, izvren nad sistemom, a da na presjeku
S, sistem izvri rad protiv sila vanjskog tlaka p,. Zato je ukupni rad izvr$en nad
sistemom :

AW, = —p,S,v,At1=—p, (11.10)

Am

AW =AW, — AW, =(p, —ps) (11.11)
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Kako smo pretpostavili da nema trenja, taj rad vanjskih sila pritiska jednak
je promjeni energije Citavoga razmatranog volumena fluida, ograni¢enoga stijen-
kama strujne cijevi i presjecima S, i S,. Medutim, promjena energije ¢itavog tog
volumena jednaka je razlici kinetitke i potencijalne energije iscrtkanih malih
volumena AV, =8,As, i AV, =8,As,(v. sl 11.5):

1
AE=E, —E, +E,,—E,, =%mv§——2—mvf+mghz— mghy, (11.12)

Kada izjednat¢imo rad A W i promjenu energije A E i sredimo, dobivamo:
1 1
Pl+Qgh1+;9'vfzpz+9§hz+?97)§ (11.13)

To je Bernoullijeva jednadzba za stacionarno strujanje nestlac¢ivog idealnog
fluida. Cesto je piemo u obliku:

p+ggh+%gv’=konst. (11.14)

i kazemo da je u svakoj tocki neke strujnice zbroj statickog tlaka p, tlaka o g h, uzro-
kovanoga visinskom razlikom pojedinih dijelova fluida, i dinamickog (brzinskog)

1
tlaka 79 2% uvijek konstantan.

Ako je cijev horizontalna, ili ako je gustoca fluida malena (kao kod plinova).
te je tlak ¢ g (h, — h,) zanemariv, Bernoullijeva jednadzba poprima oblik:

1 1
pl—{-?evf:pz-i-;gv;:konst. (11.15)

Iz te jednadzbe jasno vidimo da je na mjestima gdje je veca brzina fluida tlak
manji, i obrnuto (sl. 11.4a).

Kad fluid miruje (v, = v, = 0), Bernoullijeva jednadzba prelazi u:
pr—p2=p8hy —hy) (11.16)

To je ve¢ poznati izraz za razliku tlakova u mirnom fluidu.

Primjer

Promjer Sireg dijela valjkaste Strcaljke za injekcije je 2 cm, a uZega je | mm. Ako
na klip $trcaljke djeluje stalna sila 10 N, kolika je brzina kojom tekuéina $trca? Za
koje ¢ée vrijeme sva voda biti istisnuta iz horizontalno poloZene $trcaljke? Hcd klipa
je d = 6,5 cm. Zanemarite trenje klipa u cilindru i unutrainje trenje u tekuéini.

Tlak i brzina u Sirem dijelu su p, i v;, a u ufem p, i v,. Volumen tekuéine koji istek-
ne iz Strcaljke je S, v, 1= S,v,¢, gdjesu S, = r}ni S, = r2 n presjeci cijevi, a r vrijeme
istjecanja. Strcaljka je poloZena horizontalno, te Bernoullijeva jednadiba napisana
za $iri i uZi dio cijevi glasi

evf_p 4 e}
I 43

P1+2 3

(N
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Tlak koji djeluje na tekuéinu u Eirem dijelu je zbroj tlaka koji dolazi od sile F i
atmosferskog tlaka, dok na tekuéinu na presjeku S, djeluje atmosferski tlak:

F
P1=§l+Pu5 P2 = Pq.
Stoga (1) poprima oblik
F

1 1
El+3gvf=-£gv;. )

Izlud¢ivanjem v, iz jednadZbe kontinuiteta S, v, = S, v, 1 uvritavanjem u (2) dobi-

vamo brzinu istjecanja
B 2FS,
“= Neosi- sy

Buduéi da je S > S, moZemo S? zanemariti prema S, te je

2F 2F
v, & = =8m/s.
eS, W gria

Ukupni volumen tekuéine u $trealjki je S, d stoga je vrijeme potrebno za istiskanje

tekudine:
[ =(2)2d LA LN
2F ra 2F

11.5. PRIMJENE BERNOULLIJEVE JEDNADZBE

t_V_ S$id _ S.d gs,l gz)z] S, d
T Svs S, 2F (Sl ~ 8

Primijenit ¢emo Bernoullijevu jednadzbu na nekoliko jednostavnijih primjera,
te izra¢unati brzinu i protok tekudéine kroz mali otvor i brzinu protoka fluida kroz
Venturijevu i Pitot—Prandtlovu cijev.

Istjecanje tekuéine kroz mali otvor.
S, »p Neka se na stijenci otvorene iroke posude
(sl. 11.6) nalazi mali otvor na dubini 4 tekudi-
ne. Kolika je brzina i protok tekuéine kroz taj
h otvor?
h Primijenit ¢emo Bernoullijevu jednadzbu
S, za dva presjeka, i 1 za otvorenu povriinu
tekucine (S,) i za presjek S, mlaza tekuéine
h, na otvoru. Na presjeku S, tlak p, jednak je
atmosferskom, a brzina vrlo malena, zanemari-
Slika 11.6. Istjecanje tekucine kroz  ya Na presjeku S, tlak je takoder P> 2 brzina

3

mali otvor vy, te je:
1 1
pl+egh1+—z—ev’i=pg+ggh2+7gv§ (11.17)
odnosno:
Pa+egh;=pa+egh2+%v: (11.18)
QOdatle je

v, =V2g(h, —hy) =V2gh (11.19)
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To je Torricellijev zakon istjecanja tekucine kroz mali otvor. Rezultat
(11.19) kaZe da je brzina tekudine ista kao kad tekuéina slobodno pada s iste visine.
Formula (11.19) vrijedi samo za idealne tekucine, a za realne, zbog unutrainjeg
trenja, brzina istjecanja je manja.

Pri istjecanju tekuéina kroz otvor javlja se i kontrakcija mlaza: efektivni presjek
mlaza obiéno je manji od presjeka otvora (sl. 11.7). Koeficijent kontrakcije &, koji
ovisi o tekudini i o obliku otvora, obi¢no iznosi od 0,6 do 0,9. Protok je u tom slucaju:

g =hSv=kS2¢gh (11.20)
B ht )
k=065 k=085 k=09

Slika 11.7. Kontrakcija mlaza

Venturijeva* cijev. Ta cijev, sa suZzenjem u sredini, sluZi za mjerenje brzine
i protoka fluida. Primjenom Bernoullijeve jednadibe i jednadZibe kontinuiteta
moze se iz razlike tlakova A p na irem i uZem presjeku cijevi izratunati brzina i
protok fluida.

Napiemo li Bernoullijevu jednadzbu i jednadZbu kontinuiteta za 3iri i uzi
presjek cijevi (sl. 11.8), dobivamo:

p1+—§—vf=pz+%v§ (11.21)

2,8, =1, S,

Slika 11.8. Venturijeva cijev

Qdatle se dobije brzina fluida:

(11.22)

* G. B. Venturi (1746— 1822), talijanski fizitar.
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[ 2Ap
qv—Slvl—S].Sz m (11.23)

1z poznatih presjeka S, i S,, o¢itavanjem razlike tlakova na manometru Ventu-
rijeve cijevi, mozemo izratunati brzinu, odnosno protok fluida kroz cijev.

Venturijeva cijev moZe posluZiti za mjerenje protoka fluida. Koristi se i u
karburatoru benzinskog motora gdje pad tlaka omogucuje rasprienje goriva.

odnosno protok

Pitot—Prandtlova® cijev. U toj cijevi (sl. 11.9), mjerenjem dinamickog
tlaka, moZemo odrediti brzinu strujanja plina. Manometar Pitot— Prandtlove
cijevi ima takav oblik da mjeri razliku ukupnog tlaka i statickog tlaka, jer je jedan
njegov otvor u smjeru strujanja fluida. U
tom se otvoru fluid zaustavlja, te je brzina
v, =0, i iz Bernoullijeve jednadZbe
dobivamo:

’ —i-%'uf:pz (11.24)

odnosno

§v§= pr—pr=Ap (1129

Slika 11.9. Pitot-Prandtlova cijev

Odatle je

vy = /# (11.26)

Pitot—Prandtlova cijev moze posluziti za mjerenje brzine aviona. Ona je
pogodnija za mjerenje ve¢ih brzina, a za manje brzine to¢nija je Venturijeva cijev.

Primjer

Iz pumpe u prizemlju zgrade voda ulazi u cijev promjera 2,4 cm pod tlakom
400 kPa, brzinom | m/s. Koliki je volumni protok vode? Kolika je brzina i tlak u pot-
krovlju zgrade na visini 30 m ako je tamo promjer cijevi dva puta manji nego u pri-
zemlju?

Volumni protok je produkt presjeka cijevi i brzine fluida:

@ =S, =rinv, =4,5-10"* m¥s.
Brzinu v, odredujemo iz jednadibe kontinuiteta
Siv, = S,0,
S,vy o}

= —v; =49, =4m/s.

Vs .
S. r

Iz Bernoullijeve jednadZbe
Ptegh + —s_—v’.' =p.+ o0gh + % v3-
dobivamo tlak u potkrovlju zgrade

e 2 vi e . i 4
P1=Px—98(hz—hl)—-zvl(v—f—l)=p.—ggh——z-vl(;'—l)=9,8~10 Pa.

* H. Pitot (1695~ 1771), francuski fizitar.
L. Prandtl (1875—1953), njematki fiziar, zasluzan za proulavanje strujanja fluida.
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11.6. VISKOZNOST

Do sada smo promatrali idealni fluid, tj. zanemarili smo trenje medu njegovim
slojevima. Medutim, pri protjecanju realnog fluida medumolekularne sile uzrokuju
unutrasnje trenje ili viskoznost. Pri gibanju tijela kroz realni fluid takoder se po-
javljuje sila viskoznosti, koja djeluje suprotno gibanju. Uotite razliku izmedu
viskoznosti i trenja u mehanici. Naime, pri obi¢nom trenju postoji sila i kada tijelo
miruje, dok se viskoznost oc¢ituje samo pri gibanju.

Zamislimo sloj fluida izmedu dviju plo¢a od kojih je jedna (donja) nepomiéna,
a na gornju (pomi¢nu) djelujemo tangencijalnom silom F (sl. 11.10), tako da se
plo¢a giba jednoliko.

- "
pomicna ploca F
R R L L L i g

R R T T T T LT 700 7

— “hepomiéna plog

Slika 11.10. Trenje u fluidu

Kada se ploca giba, ona povla¢i za sobom sloj fluida, a taj sloj silama djeluje
na susjedni, itd. NajbrZe ce se gibati sloj uz gornju plocu, dok ¢e sljedeci slojevi
imati sve manju i manju brzinu.

Takvo gibanje fluida u slojevima nazivamo laminarnim ili slojevitim struja-
njem. Pri laminarnom strujanju slojevi se fluida ne mijesaju. Ako je brzina fluida
veca od tzv. kriti¢ne brzine, laminarno strujanje prelazi u turbulentno, tj. strujanje
pri kojemu se slojevi mije$aju i nastaju vrtlozi.

Kada se plo¢a na koju djelujemo stalnom silom F (sl. 11.10) giba jednoliko,
sila unutragnjeg trenja uravnoteZuje vanjsku silu F. Ve¢ je Newton uvidio da sila
unutras$njeg trenja ovisi o povrsini dodirnih slojeva S, vrsti fluida i promjeni brzine
od sloja do sloja, tzv. gradijentu brzine dv/dz.

Sila unutra$njeg trenja izmedu dva susjedna sloja fluida, ¢ija je povriina S
i koji su medusobno udaljeni dz, jest:

F,=nS— (11.27)

gdje je n koeficijent dinamicke viskoznosti, koja ovisi o vrsti fluida i o temperaturi.

Jedinicu koeficijenta dinamicke viskoznosti paskalsekunda (znak: Pas) odre-
dujemo iz relacije (11.27):

[77] = & = Pas.
m2
Kinematicka viskoznost je omjer dinamicke viskoznosti i gustoée fluida:

. (11.28)
0
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Jedinicu kinematitke viskoznosti odredujemo takoder iz definicijske jednadzbe
[] = m?s.

U tablici 11.1. uolite ovisnost viskoznosti o temperaturi. S porastom tem-
perature viskoznost tekuéine pada, a plinova raste. Zasto?

Tablica 11.1. Dinami&ke viskoznostl nekih fluida pri razliditim temperaturama

Fluid n/(Pas) Fluid n/(Pas)
voda (20 °C) 102 %iva (20°C) 1,6 1073
voda (50 °C) 0,55 - 103 zrak (0 °C) 1,7-103
voda (100 °C) 0,28 - 10—3 zrak (20 °C) 1,8-10-3
alkohol (20 °C) 0,12-10-3 zrak (40 °C) 1,9-10-3
glicerin (20 °C) 1,49

Viskoznost motornih ulja izraZava se po posebnoj skali ameritkoga Drustva
automobilskih inZenjera SAD (Society of Automotive Engineers, skra¢eno SAE),
oznakama SAE 10, SAE 20, SAE 30, itd. Sto je broj oznake ve¢i, to je veta viskoz-
nost. Tako se u automobilskom motoru zimi upotrebljava, npr., ulje SAE 10,
Jjeti SAE 30 a u diferencijalu i mjenjatu brzina ulje SAE 90. Dinami&ka je viskoz-
nost ulja SAE 30 oko 0,4 Pas pri temperaturi 55 °C, SAE 10 oko 0,1 Pas i sl.

11.7. LAMINARNO I TURBULENTNO STRUJANJE.
REYNOLDSOV BROJ

Pri manjim brzinama realni fluid struji laminarno, tj. u slojevima (lat. la-
mina = sloj). Svaki sloj tekudine ima svoju brzinu, koje se obi¢no razlikuju.
Ako brzina fluida postane veéa od neke kriti¢ne brzine v,, strujanje iz lami-
narnog prelazi u turbulentno. Pri tom nastaje mije$anje slojeva fluida, &estice
prelaze iz jednog sloja u drugi sloj, i nastaju vrtlozi. Kriti¢na brzina pri kojoj la-
minarno strujanje prelazi u turbulentno ovisi o viskoznosti i gustoéi fluida te o
obliku cijevi kroz koju fluid struji, odnosno o obliku tijela &to se giba kroz fluid.
Ho¢e li fluid tedi laminarno ili turbulentno, mo%e se odrediti pomocu bez-
dimenzionalnog parametra koji se zove Reynoldsov broj:
Re =22/ (11.29)
7

gdje je ¢ gustota fluida, # dinamitka viskoznost, v brzina strujanja fluida (odnosno
brzina tijela koje se giba kroz fiuid). Reynoldsov broj ovisi i 0 obliku cijevi, odnosno
tijela, a ta ovisnost se odreduje karakteristi¢nom duzinom / u relaciji (11.29), koja
je, npr., za cijev kruZnog presjeka jednaka promjeru, za kvadratni presjek jednaka
stranici kvadrata, za kuglu polumjeru ili promjeru kugle i sl.

Protjecanje fluida je laminarno ako je Reynoldsov broj manji od kriti¢noga
Re,, dok je za Re > Re, protjecanje turbulentno. Za strujanje kroz cijevi Re,
je oko 2300, za strujanje preko ravne ploe Re, je oko 4 - 105, za avione Re, je
oko 5 - 108, itd.
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Ako, npr., kroz cijev polumjera 1 cm struji voda (¢ = 10° kgym3,n = 10-3 Pass),
kriti¢na je brzina:

v, =——=——"=0,1mfs (11.30)

Ako kroz istu cijev struji zrak (¢ = 1,2kg/m?, n = 1,8 - 10-5 Pas), tada je
kriti¢na brzina oko 2 m/s.

Vrijednost za kriti¢ni Reynoldsov broj (npr. Re, = 2 300) samo je aproksi-
mativna, prelazno podrudje iz laminarnoga u turbulentno proteZe se u odredenom
podrudju vrijednosti Reynoldsova broja (npr. 2 000 —4 000), a to¢nu granicu treba
u konkretnom sluéaju odrediti mjerenjem.

Pri proudavanju strujanja fluida oko nekih tijela (npr. brodova, aviona i sl.)
u praksi se obi¢no primjenjuju umanjeni modeli. Da bi se dobiveni rezultati mogli
primijeniti na originalni sistem, osim §to model mora biti geometrijski sli¢an pred-
metu, potrebno je da uvjeti pri ispitivanju modela budu dinamicki sli¢ni stvarnim
uvjetima. MoZe se pokazati da su dva strujanja dinamicki sli¢na ako su im Reynold-
sovi brojevi jednaki. Tako na slici 11.11, na kojoj je prikazano strujanje zraka oko

a) b)

Slika ] 1.11. Strujanje oko avionskog krila i njegova modela

avionskog krila i njegova modela, osim geometrijske postoji i dinamicka sli¢nost,
te se, npr., brzine fluida u odredenim to¢kama jednog sistema odnose kao brzine
u odgovarajué¢im tolkama drugog sistema:
’ ’
v v
ot S | (11.31)
121 Ve

ako su gustoca fluida i viskoznost u oba slucaja jednake.

Iz izraza (11.29) vidi se da ée Reynoldsov broj ostati isti ako model, koji je
n puta manji od originala, ispitujemo u fluidu kojemu je brzina » puta veca, uz
istu gustocu g i dinamitku viskoznost 7. Koriste¢i se tom ¢injenicom, mogu se
pomoéu modela rje$avati problemi u hidrodinamici koje je te$ko ili nemoguce
drukéije rijesiti.

11.8. PROTJECANJE REALNOG FLUIDA KROZ CIJEV

Kad idealni fluid struji kroz cijev, u svim totkama presjeka brzina je jednaka
(sl. 11.12a) i protok je dan relacijom:

¢w=3Sv
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Kada realni fluid struji kroz usku cijev, najveca je brzina u sredini cijevi,
dok se prema krajevima brzina smanjuje, te je uz samu stijenku cijevi nula (sl.
11.12b).
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Slika 11.12. Protjecanje fluida kroz cijev

Kada realni fluid struji uz neku zapreku (ili se neko tijelo giba u fluidu), tada
se uz zapreku stvara tzv. grani¢ni sloj fluida, ¢ija brzina nije jednaka brzini fluida
daleko od zapreke. Tik uz zapreku ¢estice fluida jedva se mi¢u, malo dalje njiho-
va se brzina povecava, a ubrzo dosezu brzinu koju bi imale kada ne bi postojala
zapreka. Sli¢no se oko tijela koje se giba u fluidu formira grani¢ni sloj u kojemu
zbog trenja Cestice gube na brzini, to vise §to su blize tijelu. Odredeni sloj fluida
prianja uz tijelo i giba se zajedno s njim, povlate¢i za sobom susjedne slojeve.
Slojevi fluida koji su dalje od tijela gibaju se sve sporije, a na odredenoj udalje-
nosti (tj. izvan grani¢nog sloja) fluid miruje.

Izvedimo izraze za raspodjelu brzina i protok u uskoj cijevi (kapilari) polu-
mjera R (koji je manji nego debljina grani¢nog sloja) kroz koju laminarno struji
realna tekuc¢ina dinamicke viskoznosti n (sl. 11.13).

T 2 T T T T T T T

Slika 11.13. Uz izvod Poiseuilleova zakona

Sila koja djeluje na sloj fluida u obliku valjka polumjera r i duzine L (sl. 11.13)
nastaje zbog razlike tlakova i iznosi:
F=rtn(p,— p2) (11.32)

Sila trenja kojom taj sloj tekucine djeluje na susjedni sloj iznosi:

F,,:nS%:annLc;—z; (11.33)
Zbroj tih dviju sila jednak je nuli:
F+F,=0 (11.34)
Qdatle je:
Al —p) = —n2rnL S (11.35)
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Integriranjem izraza dobivamo brzinu kao funkciju udaljenosti od sredista
cijevi:

R 0
J(Pr—p)rdr=— (27 Ldv (11.36)
Pr1— P2
v="—"E(R — 1 (11.37)
49 L ( )

Brzina se mijenja po zakonu parabole (sl. 11.12b).

Volumen je tekuéine koja u vremenu ¢ protekne kroz odredeni presjek cijevi

R

R
V=[dV=] 2rndrvt=MJ' (R — ) rdr  (11.38)
v 0 2nL
Integriranjem dobivamo protok:
o=l = B Pr—Prp (11.39)
t 8n L

Protok ovisi o dinamickoj viskoznosti 7, gradijentu tlaka (razlici tlaka po
metru duZine cijevi) i o ¢etvrtoj potenciji radijusa cijevi. To je poznati Poiseuilleov*
zakon laminarnog protjecanja realne tekuéine kroz uske cijevi.

Pomocu relacije (11.39) mozemo odrediti dinamicku viskoznost tekuéine
mjere¢i protok (Englerov viskozimetar).

Koriste¢i se relacijom (11.39) mozemo nadi izraz za otpor pri laminarnom
strujanju viskozne tekuéine. Sila trenja jednaka je ukupnoj sili zbog razlike
tlakova:

F, =R*zn(p, — ps) (11.40)
Relaciju (11.40) moZemo pomocu (11.39) transformirati u:
_8qnlL
Ftr_?qv (11.41)

Ako sa ¥ ozna¢imo srednju brzinu laminarnog strujanja fluida kroz cijev,
tada je:

¢, =S7=R*=nv (11.42)
odnosno sila trenja:
F,=8nnlLv (11.43)

To je Poiseuilleova formula za otpor pri laminarnom protjecanju viskozne
tekuéine kroz horizontalnu cijev.

* Jean Poiseuille (1799—1869), francuski fiziolog i fiziar, poznat po proutavanju vis-
koznosti fluida.
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11.9. OTPOR SREDSTAVA

Kada se tijelo giba kroz idealni fluid (ili, $to je isto, kada idealni fluid struji
oko nepomi¢nog tijela) nema otpora sredstva. Na slici 11.14. prikazane su strujnice
idealnog fluida oko ploce i valjka. Strujnice su simetri¢no rasporedene s obje strane.
Tlakovi su s prednje (p;) i straznje strane (p,) jednaki i veéi nego tlak (p,) na gor-
njoj, odnosno p, na donjoj strani:

P = P2
D3 = Pa P1>ps

T

Slika 11.14. Strujanje idealnog fluida oko tijela: nema otpora sredstva

Kada se tijelo giba kroz realni (viskozni) fluid, odnosno kad viskozni fluid
teCe oko tijela, pojavljuje se otpor sredstva, koji ovisi o veli¢ini (obliku) tijela,
vrsti fluida i o brzini gibanja tijela. Ako je strujanje laminarno, taj otpor nastaje
zbog sila unutrainjeg trenja u fluidu, dok se pri turbulentnom strujanju otpor
povecava zbog stvaranja vrtloga.

Na slici 11.15. prikazano je turbulentno strujanje oko valjka i ravne ploce.
U prostoru iza tijela nastaju vrtlozi. Dio fluida u grani¢nom sloju bliZe tijelu ima
manju brzinu, dok se cestice fluida dalje od tijela gibaju brze, i zbog toga nastaje
rotacija Cestica fluida. Tlakovi na prednjoj i straZnjoj strani tijela vide nisu jednaki.
Iza tijela tlak je manji nego ispred tijela. Ta razlika tlakova uzrokuje silu koja se
suprotstavlja gibanju i tako povecava otpor sredstva.

Slika 11.15. Turbulentno strujanje oko plo¢e i valjka: pojavljuje se otpor zbog razlike
tlakova

Pri malim brzinama (mali Reynoldsovi brojevi) otpor sredstva razmjeran je
brzini i dinami¢koj viskoznosti i ovisi o obliku tijela. Stokes je npr. pronasao da na
kuglicu polumjera r koja se giba kroz viskozni fluid konstantnom brzinom o djeluje
sila trenja

Fu=6nnrv (11.44)
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Taj zakon vrijedi samo za male brzine (npr. zaRe = Lid'32 < 0,1).
7

Tako ¢e kuglica u viskoznom fluidu padati jednoliko jer ée se uravnoteziti
sila teZa, uzgon i sila trenja:

F,=mg— =—:—r3ngg—-—:—r3ng,g (11.45)

Ako je ispunjen uvjet za primjenu Stokesova zakona, tada je F,, =6anruv,
te iz (11.45) moZemo izratunati bilo brzinu padanja, bilo dinamicku viskoznost.

Stokesov zakon (11.44) moZe se upotrijebiti za odredivanje dinamitke vis-
koznosti fluida (Hopplerov viskozimetar). Pomocu tog zakona Millikan je izmje-
rio polumjer sitnih kapljica ulja u poznatom eksperimentu kojim je odreden naboj
elektrona.

Primjer

Metalna kuglica polumjera 3 mm i gustoée 2,8 g/cm® pada u tekuéini, gustoée
1,25 g/cm3, brzinom 2 cm/s. Kolika je dinami¢ka viskoznost?

Primjenom Stokesova zakona dobivamo:
Foo=mg—U

4 4
6rnrov= 3 rPrrog — 3 r*rnosg.

Odatle je
2(e —epgr?
p=— "

=1,5Pas.
90 as,

Da bismo utvrdili smijemo li u ovom primjeru primijeniti Stokesov zakon, izra-
&unat éemo Reynoldsov broj.

grvl
oo

Re = 0,1.

Bududéi da je Re relativho malen (Rey = 2), u ovom primjeru vrijedi Stokesov
zakon.

Kada su brzine vece od kriti¢ne (odnosno Reynoldsov broj veci od kriti¢noga),
otpor sredstva uglavnom nastaje zbog razlike tlakova, jer je sila zbog razlike tla-
kova bitno veéa od sile viskoznog trenja. Silu otpora sredstava moZemo pisati u
obliku:

1
F, =?c,,,g'sz (11.46)

gdje je c,, otporni broj (ili aerodinamicki faktor), S ¢eona povrsina tijela izlozena
struji fluida, o gustoca, a v brzina fluida.

Otpor sredstva bitno ovisi o obliku tijela, njegovu profilu; ta se ovisnost izra-
Zava aerodinami¢kim faktorom c,,. U tablici 11.2. dane su tipi¢ne vrijednosti c,,
za neke profile.
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Tablica 11.2. Aerodinamidki faktori

Profil Cat
aerodinamicki oblik 0,05
avionsko krilo 0,05
automobil 0,35
kugla 0,35
polukugla (otvorena prema struji fluida) 1,3
polukugla (zatvorena prema struji fluida) 0,4
padobran 1,35

Kada se tijelo, npr. avionsko krilo, nalazi u struji fluida, uz silu otpora sredstva
F,. (¢iji je smjer u smjeru strujanja fluida) pojavljuje se i aerodinamicki uzgon
okomito na smjer strujanja. On nastaje zbog cirkulacije zraka oko tijela, a ovisi
o obliku tijela i nagibu profila prema struji zraka. Na slici 11.16. prikazan je aero-
dinamic¢ki uzgon F,, otpor zraka F,, i rezultanta sila F = F, + F,, na avionsko

Slika 11.16. Aerodinami¢ki uzgon i otpor sredstva na avionsko krilo

krilo. Strujnice iznad krila su guice, brzina veca, a tlak manji nego ispod krila,
gdje su strujnice rjede. Zbog te razlike tlakova upravo i nastaje aerodinamicki
uzgon koji omogucuje let aviona. Avionsko krilo ima takav (aerodinamicki) oblik
da_otpor (odnosno ¢,) bude $to manji, a F, $to veéi. Analogno otporu (11.46)
i F, mozemo formalno prikazati formulom:

1
F,,:;cugv?S (11.47)
tako da je ukupna sila koja djeluje pri jednolikom gibanju tijela kroz fluid

F=\/Fi,+Ff‘=%CQv2$ (11.48)
gdje je
c=c +c (11.49)

Vrijednosti faktora ¢, i ¢,, mogu se odrediti mjerenjem sila na profil avionskog
krila u zra¢nom tunelu. Oni ovise o obliku krila i 0 kutu « pod kojim je profil naklo-
njen prema brzini strujanja (sl. 11.16). Uokite da je za simetri¢na tijela (npr. valjak,
kuglu i sl.), kod kojih su strujnice iznad i ispod tijela simetriéno rasporedene,
aerodinamicki uzgon jednak nuli i da je ukupna sila jednaka otporu sredstva.
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11.10. MAGNUSOV EFEKT

Na tijelo koje rotira u struji fluida djeluje sila okomito na smjer strujanja.
To it; Magnusov efekt, nazvan tako po njemackom fizi¢aru H..G. Magnusu (1802—
1870).

Da bismo razumijeli Magnusov efekt, promatrajmo kako struji fluid (npr. zrak)
oko rotirajuceg valjka koji se giba u fluidu. Kada valjak rotira u mirnom fluidu,
strujnice su koncentri¢ne kruznice oko valjka, kao 3to je prikazano na slici 11.17a.
Zbog viskoznosti ée Cestice fluida oko valjka takoder rotirati to brze $to su blize
valjku, da bi sloj fluida uz valjak imao istu obodnu brzinu kao i valjak. Naprotiv,
ako valjak miruje, a fluid struji, strujnice imaju oblik kao na slici 11.17b. (Pret-

\’/
—7 N\ AN

— V/
I
a) b) c)

Slika 11.17. Uz objadnjenje Magnusqva efekta: a) valjak rotira u mirnom fluidu, b) fluid struji oko
nepomi¢nog valjka i ¢) fluid struji oko rotirajuceg valjka

postavit ¢emo da je strujanje laminarno, tj. da se ne pojavljuju vrtlozi.) Ako
valjak rotira, a fluid struji, tada strujnice izgledaju kao na slici 11.17¢c. Brzina
strujanja je veca ispod valjka jer se smjerovi oba-
ju gibanja podudaraju, a manja je iznad valjka,
gdje su oni suprotni. Zbog vece brzine strujanja
ispod valjka tlak je manji nego iznad valjka, te se
javlja sila prema dolje.

Magnusov efekt moZemo ilustrirati pokusom
prikazanim na slici 11.18. Tanak papirni valjak
koji se kotrlja niz kosinu past ¢e ispod daske jer
ga nastala sila gura u tom smjeru. U to se mo-
Zemo uvjeriti ako nacrtamo oko valjka strujnice,
sli¢no kao $to je nadinjeno na slici 11.17.

Magnusov efekt opaZa se u mnogim pri-
mjerima (npr. artiljerijske granate, lopte isl.), tj.
uvijek kad se rotirajuce tijelo giba kroz fluid.

Slika 11.18. Magnusov efekt u
pokusu s papirnim valjkom

PITANJA I ZADACIK

1. Sto je idealni, a 3to realni fluid? Kako struji idealni fluid? )
2. Sto je strujnica? PrikaZite pomocu strujnica strujanje idealnog fluida kroz cijev, oko kruznog

valjka i oko ravne ploce.
12 Kulidi¢: Mehanika i toplina
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3. Kako se definira protok fluida? Izvedite i objasnite jednadZbu kontinuiteta. U kojim uvjetima
ona vrijedi?

4. Izvedite Bernoullijevu jednadibu. Objasnite njezinu primjenu.

5. Sto je statitki, a §to dinami&ki tlak? Kako se mjere? Koliki je dinami&ki tlak ako zrak struji
brzinom 108 km/h?

8. Pomoéu Bernoullijeve jednadZbe izratunajte brzinu istjecanja tekuc¢ine kroz mali otvor (Tor-
ricellijev zakon).

7. Objasnite Venturijevu i Pitot— Prandtlovu cijev. Koja je njihova primjena?

8. Sto je unutradnje trenje (viskoznost)? O &emu ovisi sila viskoznog trenja? Definirajte koe-
ficijent viskoznosti.

9. Kakva je razlika izmedu kinetike i dinamitke .viskoznosti? Kada se upotrebljava jedna, a
kada druga? U kojim se jedinicama izrazavaju?

10. Kako viskoznost tekudina i plinova ovisi o temperaturi?

11. Sto je laminarno, a $to turbulentno strujanje? Kada jedno prelazi u drugo?

12. Kako se definira Reynoldsov broj? Koje je njegovo znaenje? Sto je dinamidka sli¢nost?

13. Sto kaZe Poiseuilleov zakon? U kojim se uvjetima moZe primijeniti?

14. Koje se sile javljaju pri strujanju fluida? O &emu ovisi otpor sredstva pri gibanju tijela kroz
fluid?

15. O &emu ovisi otpor sredstva pri malim brzinama? Sto kaZe Stokesov zakon?

16. O &emu ovisi otpor sredstva pri brzinama veéima od kriti¢ne? Sto je aerodinamicki faktor?

17. Kada se pojavljuje aerodinami¢ki uzgon?

18. Kolika je ukupna sila koja djeluje na tijelo (npr. avionsko krilo) $to se giba u fluidu?

19. Objasnite Magnusov efekt.

20. Kroz cijev promjera 2 cm tede voda konstantnim protokom od 0,2 L/s. Na jednom mijestu

cijev je suZena tako da joj je promjer 0,5 cm. Kolika je brzina vode u cijevi, a kolika u su-

Zenju cijevi? Kolika je razlika tlakova u Sirem i uzem dijelu cijevi?

Valjkasta posuda je napunjena do visine 0,5 m vodom. Na dnu ima otvor povrdine | cm?.

Za koje vrijeme Ce iz posude iste¢i 2 litre vode? Promjenu visine nivoa za vrijeme istjecanja

zanemarite.

Koliki tlak iznad atmosferskog mora biti u cilindru kojim se pumpa voda, ako je cilindar

poloZen horizontalno, ima promjer klipa 20 cm, a otvor mu je promjera 2 cm? Iz otvora istje¢e

voda brzinom 100 m/s.

Cjevtice manometra spojene su na horizontalnu cijev s razli¢itim popre¢nim presjecima S, =

=2cm?i S, = 3cm?? U cijevi tee voda. Koja koli¢ina vode protjee u jedinici vremena

kroz cijev, ako je razlika nivoa vode u manometru & = 5cm?

24. Voda teée kroz cijev promjera 4 cm koja je na jednom mjestu suzena tako da joj je tu promjer
1 cm. Visinska razlika razina vode u manometrima u $iroj i uZoj cijevi je 10 cm. Koliki je protok
vode kroz cijev?

25. U valjkastoj posudi, &ija je povriina dna 1 cm?, nalazi se 1 L vode. Pri dnu posude iz uske
vodoravne cjevéice istje¢e voda. Odredite domet mlaza ako je dno posude 3 m iznad tla.

26. Kroz Venturijevu cijev protjee plin konstantne gustoée ¢ = 1,3 kg/m3. Polumjer cijevi je

2,5 cm dok je polumjer na suZzenom dijelu 1 cm. Razlika tlakova je 1 mbar. Koliki je volumni

protok plina? .

Tekudina gustoc¢e 850 kg/m? i koeficijenta viskoznosti 0,1 N s/m? proti¢e kroz cijev promjera

0,3 m i duZine 1,20 km. Razlika tlaka na pocetku i kraju cijevi je 8 - 105 Pa. Koliki je volumni

i maseni protok?

21
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12.1. TERMOMETRIJA

Cesto dodirom odredujemo da li je neko tijelo hladno, toplo ili vruée, odnosno
da li je toplije ili hladnije nego neko drugo tijelo. Osim tog sasvim subjektivnog
i netotnog procjenjivanja kolika je temperatura nekog tijela, postoje objektivni,
o nadim osjetilima neovisni natini mjerenja temperature.

U svim se tijelima &estice neprekidno gibaju, a to gibanje nazivamo toplinskim
gibanjem. Zbog toga gibanja Zestice posjeduju toplinsku energiju. Na§ osjecaj
toplijeg i hladnijeg ovisi o kineti¢koj energiji destica tvari s kojom dolazimo u dodir.

Temperatura je fizikalna velitina koja karakterizira stupanj zagrijanosti nekog
tijela. To je jedna od sedam osnovnih fizikalnih velitina. Pravo fizikalno znacenje
temperature upoznat ¢emo kasnije — u Kkineti¢koj teoriji topline. Spomenimo
sada samo da je temperatura proporcionalna srednjoj kinetickoj energiji molekula.

Dovedemo li dva tijela, hladnije i toplije, u medusobni kontakt, &estice s
ve¢om kinetitkom energijom u sudarima predaju energiju onima s manjom ener-
gijom. Na taj natin energija u obliku topline prelazi s jednog tijela na drugo tijelo.
Za tijelo koje pri tom gubi energiju kaZemo da je toplije, a za ono na koje energija
prelazi da je hladnije. Prijelaz topline te¢e sve dok se ne uspostavi termi&ka ravno-
teZa. Molekule koje se brze gibaju u toplijem tijelu predaju svoju energiju mole-
kulama hladnijeg tijela, usporavaju se, i toplije tijelo se hladi; molekule hladnijeg
tijela ubrzavaju se, i hladnije tijelo se grije. U termitkoj ravnoteZi srednija je kine-
ticka energija istovrsnoga gibanja molekula obaju tijela jednaka. Buduéi da je
temperatura proporcionalna srednjoj kinetitkoj energiji molekula, tijela koja se
nalaze u termitkoj ravnoteZi imaju istu temperaturu, odnosno kada dva tijela imaju
jednaku temperaturu, kazemo da su u termitkoj ravnotezi.

Mnoge su fizikalne velitine funkcija temperature, te se mjerenjem tih veli-
¢ina (tzv. termometrijskih svojstava) moZe mijeriti temperatura. Termometrijska
svojstva, koja se iskoristavaju pri izradi uredaja za mjerenje temperature (termo-
metara), jesu: dimenzije &vrstih tijela, volumen tekuéina, elektri¢ni otpor metala,
tlak plina pri stalnom volumenu, elektromotorna sila termo¢lanka i ovisnost zralenja
0 temperaturi.

Da bismo mijerili temperaturu, potrebno je izabrati odredeno termometrijsko
svojstvo &iju ovisnost o temperaturi poznajemo i tako mijerenje temperature svesti
na mjerenje toga termometrijskog svojstva. Zatim je potrebno definirati tempera-
turnu skalu i jedinicu temperature. Da bismo kalibrirali termometar, potrebno
je odabrati tzv. fiksne totke, tj. sisteme koji u danim uvjetima uvijek imaju istu
temperaturu, koja se moze lako dobiti i reproducirati. Obi¢no se kao jedna fiksna
to¢ka uzima temperatura smjese destilirane vode i leda u termikoj ravnotezi (le-
diSte vode) pri normiranom atmosferskom tlaku (1013 mbar). Za drugu fiksnu
totku uzima se temperatura vreli§ta destilirane vode pri normalnom tlaku. U
Celsiusovoj* se temperaturnoj skali temperatura ledi§ta vode oznatava kao nula
(0°C), a temperatura vrelidta kao 100 °C. Razmak izmedu te dvije fiksne totke
dijeli se na sto dijelova, od kojih svaki odgovara promijeni temperature za 1 °C.

Temperaturna se skala moZe ekstrapolacijom progiriti i ispod prve, odnosno iznad

. * Anders Celsius (1701 —1744), Svedski u&enjak, tvorac centigradne termometrijske skale,
koja je kasnije po njemu nazvana Celsiusovom.
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druge fiksne tolke, te se tako termometri mogu kalibrirati u odgovaraju¢em tempe-
raturnom jntervalu. Za kalibraciju termometra mogu se upotrebljavati i druge
fiksne totke, npr. vreli§te kisika (—182,96 °C), trojna totka vode (0,01 °C),
vrelite sumpora (444,67 °C), talifte platine (1 772 °C), itd.

U literaturi anglosaksonskih zemalja jo$ uvijek ¢emo nailaziti na Fahrenheitovu
temperaturnu skalu. Lediste vode oznateno je sa 32 °F, vrelilte vode sa 212 °F,
te je dakle osnovni razmak ledi¥ta do vrelifta podijeljen na 180 jednakih dijelova,

U fizici se najée$ée upotrebljava termodinami¢ka temperaturna skala. Tempe-
rature se u apsolutnoj skali izraZavaju jedinicom kelvin (K)*. Temperatura 0K
zove se apsolutna nula i odgovara Celsiusovoj temperaturi — 273,15 °C. Veza
izmedu termodinamitke temperature T i Celsiusove temperature ¢ jest:

T t
— = 273,15 + — 12.1
= C (12.1)

Uokite da je neki temperaturni interval izrazen kelvinima jednak temperatur-
nom intervalu izraenom Celzijevim stupnjevima, tj. At =A T (K = °C).

Kelvin je SI-jedinica temperature, ali je dopustena i upotreba Celzijevog
stupnja.
Za definiciju kelvina sluZi temperatura trojnog stanja** vode 273,16 K.

Kelvin je —L—dio termodinamicke temperature trojnog stanja vode.
£

Za mjerenje temperature obi¢no sluZi Zivin termometar koji se sastoji od
staklene kapilare na ¢ijem je donjem kraju staklena posudica napunjena Zivom,
dok je gornji kraj kapilare zataljen. U kapilari je vakuum. DuZina stupca Zive u
kapilari ovisi o temperaturi, i mjerenjem visine stupca moZe se mjeriti tempe-
ratura. Mjerno je podrudje takvog termometra od oko — 38 °C (tocka olvricivania,
odnosno tali$te Zive) do oko 300 °C. Ako se kapilara iznad Zive napuni dusikom
pod tlakom od nekoliko bara, takvim Zivinim termometrom moze se mjeriti i tempe-
ratura iznad vrelidta zive (357 °C) do oko 650 °C. Za niZe temperature mozZe se
upotrijebiti termometar napunjen metilnim alkoholom, toluolom i sl

Otporni termometri, konstruirani na principu pravilne promjene elektriéne
otpornosti s temperaturom, mogu se koristiti za precizno mjerenje temperature
u $irokom intervalu. Tako se platinski termometri mogu upotrebljavati od — 2,0 °C
do oko 1000 °C. Osim metalnih mogu se upotrebljavati termometri s termistorima
¢iji otpor brzo pada s porastom temperature, tako da omogucuju precizno mjerenje
vrlo malih temperaturnih razlika.

Termodlanak se takoder mozZe uspjedno iskoristiti kao osjetljiv termometar.
Kada se dvije Zice od razli¢itih metala spoje na oba kraja, i ti spojevi drze na razli-
¢itoj temperaturi, medu njima nastaje elektromotorna sila. Obi¢no se jedan kraj
termoclanka drzi na nekoj referentnoj temperaturi (npr. ledi$tu vode), a drugi
spoj na mjestu gdje Zelimo odrediti temperaturu. Poznavajudi vezu izmedu elektro-
motorne sile i razlike temperature, moguée je, mjereéi elektromotornu silu, precizno
odrediti temperaturu.

* Lord Kelvin (pravo ime William Thomson, 1824 — 1907), britanski matematicar i fizifar,
jedan od osnivala termodinamike.

** Trojna tolka je stanje pri odredenoj temperaturi i tlaku u kojem su sve tri faze (agre-
gatna stanja) u ravnoteZi. Za vodu je temperatura trojnog stanja 0,01 °C, a tlak 6,1 mbar.
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.....

Plinski termometar je najprecizniji i najosjetljiviji, iako ne i najprakti¢niji
instrument za mjerenje temperature. Ovdje se kao termometrijsko svojstvo isko-
ritava promjena tlaka idealnog plina s temperaturom, uz stalni volumen. Plin,
obi¢no helij ili vodik, nalazi se u posudi
stalnog volumena, dok se tlak, koji se mi-
jenja s temperaturom, mjeri pomocéu otvo-
renog Zivina manometra. Manometar se uvi-
jek, pos$to je postignuta toplinska ravnoteza,
a prije mjerenja temperature, namjesti tako
da je volumen plina konstantan. To se posti-
7e podizanjem ili spu$tanjem cijevi mano-~
metra tako da se razina Zive dovede do re-
ferentne linije R. Za idealne je plinove pro-
mjena tlaka s temperaturom linearna, te je
temperatura plina u posudi proporcionalna
tlaku p, odnosno visini %ivina stupca A k.
Plinski se termometar moZe upotrebljavati u
vrlo velikom temperaturnom podrudju, vrlo
je toan i moZe posluziti za baZdarenje
drugih termometara.

Energija i spektralni sastav zralenja
uzarenog tijela ovise o temperaturi, ito se . o
svojstvo moze iskoristiti za mjerenje visokih Shks. 321 Plinski tesmomeia
temperatura pomocu radijacijskih pirome-
tara. Prednost je takvih instrumenata $to mogu mjeriti visoke temperature na
daljinu, tj. bez kontakta s uZarenim tijelom. Interval mjerenja pirometra jest od
oko 500 °C do 3000 °C.

12.2. TOPLINSKO RASTEZANJE CVRSTIH TVARI I TEKUCINA

Gotovo se sva tijela zagrijavanjem rasteZu, tj. povecava im se volumen. (Izu-
zetak je, npr., voda kojoj se u intervalu od 0 °C do 4 °C zagrijavanjem obujam
smanjuje.) Iako je rastezanje svakog tijela uvijek trodimenzionalno, kod tijela ¢ije
su dvije dimenzije znatno manje od trede (npr. $tapovi, $ipke, cijevi i sl.) razmatramo
samo linearno $irenje, a za tijela &ija je debljina zanemariva (npr. ploge) povriinsko
irenje. ’

Linearno rastezanje. Eksperimentalno je utvrdeno da se duzina nekog
tijela, zagrijanoga od poletne temperature T, do konaéne temperature T, pravilno
mijenja:

I=1,01+«AT) (12.2)

gdje je [, pocetna duzina tijela na temperaturi T (obi¢no 0 °C),/ duZina tijela na
temperaturi T, tj. nakon porasta temperature za A T = T — T, a « koeficijent
linearnog rastezanja definiran relacijom:

f= 0 = 20 (12.3)



182 Petar Kulifi¢é MEHANIKA I TOPLINA

Jedinica za koeficijent linearnog rastezanja, kao §to se vidi iz definicijske rela-
cije (12.3) jest recipro¢ni kelvin (znak: K-1).

Koeficijenti linearnog rastezanja razliditi su za razne materijale (v. tablicu
12.1) i vrlo su maleni (reda veli¢ine 10-¢ K-'). Za manje temperaturne intervale
o je praktitno konstantan, te je relacija (12.2) za veéinu proratuna dovoljno to¢na.

Tablica 12.1. Koeficijenti linearnog rastezamja za nekoliko materijala

Materijal af/K~1 Materijal a/K-?

aluminij 24-10°¢ platina 9-107¢
bakar 17-10°¢ srebro 19-10°¢
beton 10-10°¢ staklo oko 9-10°¢
cink 30-10-¢ staklo (Pyrex) 3-10°¢
&elik (Zeljezo) 12-10-¢ volfram 4,5-10°¢

Kada su krajevi nekog $tapa, $ipke i sl. u¢vr§éeni tako da se ne moze mijenjati
njegova duZina, pri temperaturnim promjenama dolazi do mehani¢kih napetosti
koje 3tap mogu deformirati, pa i slomiti. Napetosti koje pri tom nastaju mozemo
izratunati pomocu Hookeova zakona:

=A—SF=EAI—I=EaAT (12.4)

gdje je E Youngov modul elasti¢nosti materijala. Slicno se mogu izra¢unati i na-
petosti koje nastaju Sirenjem volumena tijela.

Primjer

Celi¢nu Sipku &ija je duzina 2,000 m na temperaturi 0 °C zagrijemo do 50 °C. Koliko
je relativno produfenje Sipke? Kolika je duZina Sipke ma 50 °C? Kolika bi se napetost
pojavila kada bismo ulvrifenjem Sipke na oba kraja sprijelili temperaturno raste-
zanje? (E = 2 - 10" N/m?)

Relativno je produZenje:

Al

T =aAT=6-10""m.

DuZina je 3ipke na 50 °C:
L =1, +A1l=20012m.
Napetost u $ipci odredujemo pomoéu Hookeova zakona:

Al
p=—F E=«EAT =12-10'Njm*,

Volumno rastezanje. Zakon za volumno rastezanje moze se iz zakona za
linearno rastezanje dobiti ovako:

V=Il,(1+aAT) ly(l +aAT) I, +o«AT)=B(1+3aAT+
+3 AT+ («A T (12.5)
V=V,(1+3aAT)=V,(1+yAT)
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gdje smo, radi jednostavnosti izvoda, pretpostavili da je tijelo u obliku kocke,
te zanemarili ¢lanove vieg reda (@ A T)%i (« A T)? koji su vrlo maleni u usporedbi
s ostalim ¢lanovima.

Zakon volumnog S$irenja &vrstih tijela moZemo, dakle, s dobrom toénoiéu
pisati u obliku:

V="Ve(l+yAT) (12.6)

gdje je V, pocetni volumen tijela, ¥ volumen tijela po$to smo ga zagrijali za A T,
a y Kkoeficijent toplinskog S$irenja definiran izrazom:

_J1 AV _.. (12.7)
Vo AT

Jedinica koeficijenta toplinskog $irenja y jest takoder K-1.

Sirenje veéine tekuéina u manjim temperaturnim intervalima (npr. izmedu
0 °C i 100 °C) mozemo takoder ratunati pomocu izraza (12.6), smatrajuci y konstant-
nim. Posebno to vrijedi za Zivu, $to je vrlo pogodno pri izradi Zivinih termometara.

Koeficijent toplinskog $irenja tekucina je za red velic¢ine veéi nego &vrstih
tijela.

Tablica 12.2, Koeficijent toplinskog ¥irenja za neke tekuéine pri sobnoj temperaturi

Tekucina yIK? Tekucina pIK-
alkoho! (etanol) 1,1 - 10~ voda 0,2 -10-°
benzin 0,95 - 103 Ziva 0,18-10 3

Pri racunanju toplinskog $irenja tekuéina treba uzeti u obzir i $irenje posude.
Pri tom treba imati na umu da se $upljine u materijalu $ire na isti nacin kao da
su ispunjene tim materijalom, te ¢e se volumen $uplje posude mijenjati prema izrazu
(12.6) za tvrsta tijela. Takoder se ne smije zaboraviti da je toplinsko Sirenje te-
kucina Cesto dosta ovisno o temperaturi te je Cesto pri primjeni formule (12.6)
potrebno uzeti malene temperaturne promjene A 7. Osobitu nepravilnost pri top-
linskom $irenju pokazuje voda. Obujam vode se s povelanjem temperature u in-
tervalu od 0 °C do 4 °C smanjuje (koeficijent toplinskog Sirenja je negativan),
zatim se zagrijavanjem iznad 4 °C volumen povecava (y pozitivan).

Koeficijent toplinskog $irenja vode dosta se mijenja s temperaturom. Na slici
12.2. prikazana je promjena koeficijenta y i gustoce vode s temperaturom. Voda
ima maksimalnu gustoéu na temperaturi + 4 °C, a po¢am od ove temperature
gustoca se smanjuje, bez obzira na to da li vodu grijemo ili hladimo.

To je poznata anomalija vode koja ima vrlo vazne posljedice. Tako je voda
hladnija od 4 °C rjeda i lak3a pa se diZe prema povriini ili na primjer, dok je povrsina
nekih voda smrznuta, u dubini im je temperatura oko 4 °C.
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Slika 12.2. Anomalno rastezanje vode
Primjer

Celiéni automobilski rezervoar napunjen je do vrha pri temperaturi 0 °C s 40,0 L
benzina. Koliko ée benzina isteéi ako se temperatura povisi ma 30 °C?

Kad se rezervoar i benzin zagriju od 0°C na 30 °C, tj. za razliku temperatura
A T = 30K, volumen rezervoara poveéa se od ', na V,, a volumen benzina od V/, na
V,. Buduéi da se tijela rastefu isto bez obzira jesu li ispunjena ili sadre Supljine, to
ée se i &eliéni rezervoar rastezati po formuli

Ve=Ve(l +3aAT),
a benzin ¢ée se Siriti po formuli
Ve=Vo(l +yAT).
Volumen benzina koji e iste¢i izmosi dakle:
AV=V,— V,=Vo(¥y—=30)AT=1,157-10*m*® =~ I,I6 L.

12.3. PLINSKI ZAKONI

Pri proucavanju plinova uglavnom cemo se sluziti modelom idealnog plina,
i zakoni o kojima ¢emo govoriti odnosit ¢e se na tu aproksimaciju. U idealnom
plinu medumolekularne sile su zanemarive, volumen molekula je takoder zanemariv
u usporedbi s volumenom posude u kojoj se nalazi plin, te molekule mozemo
smatrati materijalnim to¢kama koje jedna na drugu ne djeluju, osim u slucaju
sudara.

Vecina realnih plinova (npr. helij, vodik, zrak) moze se dosta dobro aproksi-
mirati tim modelom pri obi¢nim tlakovima i temperaturama. Plin se to vise pribli-
Zuje idealnome $to mu je tlak (gustoca) manji, a temperatura veca.

Najprije ¢emo ukratko upoznati tri empirijska zakona koji to¢no vrijede za
idealni plin, ali dosta dobro i za realne, a zatim ¢emo iz tih zakona izvesti jed-
nadZbu stanja idealnog plina.

Jo§ u 17. stolje¢u Boyle i Mariotte* su, nezavisno jedan od drugoga, proucavali
ovisnost volumena plina o tlaku i ustanovili da su obrnuto razmjerni.

* Edme Mariotte (1620—1684), francuski fizitar i kemi&ar, Robert Boyle (1627—1691),
britanski fizi¢ar i kemicar.
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Mijenja li se tlak, odnosno volumen plina, uz stalnu temperaturu (izotermno),
tada za idealni plin vrijedi Boyle— Mariotteov zakon:

p V = konst. (T = konst.) (12.8)

U p—V dijagramu ovisnost tlaka idealnog plina o volumenu plina prikazuje
se istostranom hiperbolom, &ija je jednadzba dana relacijom (12.8), koju nazivamo
izotermom, jer se ovisnost tlaka o volumenu razmatra pri stalnoj temperaturi. Na
slici 12.3. nacrtane su dvije izoterme za idealni plin.

p/bar
realni plin
plar 1 ideal 'p li
104 idealni plin
3 2001
6-
1004
9 S(O)g 800 K
24 600 K ]
300 K gl 33K
10 20 30 VL 0 02040608 1 Vi
Slika 12.3. Ovisnost volumena plina Slika 12.4. Izoterma za idealni
o tlaku pri izotermnom procesu i realni plin

Boyle— Mariotteov zakon (12.8) vrijedi toéno samo za idealni plin, dok za
realne plinove pri visokim tlakovima nastaju odredena odstupanja, jer se tada
volumen pri kompresiji polaganije smanjuje nego $to predvida taj zakon. Na slici
12.4. prikazana je izotermna kompresija idealnog plina i vodika. Odstupanja se po-
¢inju pojavljivati za tlakove oko 100 bara i postaju to veéa §to je veci tlak. De-
taljnije o realnim plinovima govorit ¢emo u odjeljku 14.7.

Sirenje plinova pri zagrijavanju mnogo je veée nego Sirenje tekuéina i &vrstih
tijela. Kada se plin zagrijava uz stalni tlak (izobarno), volumen mu se linearno
povecava s temperaturom po Gay-Lussacovu* zakonu:

V="Vy(1+ar (12.9)

gdje je V, volumen plina na 0 °C, V volumen plina na temperaturi z, a « toplinski
koeficijent $irenja plina, koji se mnogo ne razlikuje za razne vrste plinova i iznosi

oko —— K- — 3,66 - 10-3 K-1,
273

Gay —Lussacov zakon moZemo pisati i u obliku:

V=V, (1‘+_‘__):V0‘_‘E7.3_K=V01
273K 273K T,

* J. L. Gay-Lussac (1778 —1850), francuski kemicar, zaslufan je za prve spoznaje o po-
nadanju plinova.
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odnosno
L (12.10)
Vo T,

ili
K = konst.

Volumen plina pri stalnom tlaku upravno je razmjeran njegovoj termodina-
mickoj temperaturi. Krivulja ovisnosti volumena o temperaturi pri stalnom tlaku
zove se izobara, a za idealni plin to je pravac u V—T dijagramu. Na slici 12.5.
prikazane su dvije izobare, za dva razliita tlaka,
p1ip, (P, < po). Uotite da njihova produzenja
v sijeku os apscisa u to¢ki kojoj odgovara tem-

p, peratura apsolutne nule. Svi plinovi prije nego
§to se ohlade do temperatura bliskih apsolutnoj
p, nuli prelaze u tekuée, odnosno ¢&vrsto stanje,
tako da plinski zakoni u blizini apsolutne nule
nemaju fizikalni smisao te je taj dio pravaca

r na slici 12.5. oznaCen crtkanom linijom.
2 Slitan zakon vrijedi za fzohornu (V =
0 T konst.) promjenu stanja plina. Tada je ovi-
snost tlaka o temperaturi dana Charlesovim*

Slika 12.5. Izobarno zagrijavanje plina  zakonom:

p=p,(1 + 80 (12.11)

gdje je p, tlak plina na 0 “C, p tlak na temperaturi ¢, a f§ toplinski koeficijent pro-
mjene tlaka, koji je za idealni plin jednak toplinskom koeficijentu $irenja plina, tj.:

1
o =f=—K- (12.12
P= )

Sli¢éno Gay—Lussacovu, i Charlesov zakon mozemo pisati u obliku:

p= po%—, V = konst. (12.13)

0
gdje je p, tlak plina na temperaturi T,, a p tlak plina na temperaturi 7.

Stanje idealnog plina (kao §to se vidi iz promatranih zakona) potpuno je odre-
deno sa tri veli¢ine: tlakom, volumenom i temperaturom. To vrijedi i opcenito,
ne samo za idealni plin, ve¢ i za realne plinove te za tekuce i ¢vrsto agregatno sta-
nje. Relacija koja povezuje tlak, volumen i temperaturu neke tvari zove se jed-
nadsba stanja i moze se pisati kao funkcija f (p, V, T) = 0. Opcenito je ta funkcija
sloZena, Cesto se ne moZe analitiCki izraziti. Medutim, u slucaju idealnog plina
jednadzba stanja ima jednostavan oblik. Ponekad je funkciju stanja lakse predociti
graficki kao plohu u trodimenzionalnom p—V —T prostoru, odnosno pomocu
proiekcija p—V —T plohe na p—V, p— T, odnosno V— T ravninu. Umjesto tro-
dimenzionalnog p—V — T dijagrama dovoljno je, naime, nacrtati dvije njegove
projekcije, npr. p—V i p—T dijagram. Odredeno stanje promatrane tvari jedno-
zna¢no je odredeno tockom na p— V —T plohi, odnosno tockom u odgovarajuéim
p—V i p—T dijagramima.

* J.A. C. Charles (1746 — 1823), francuski fiziar.
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Da bismo iz plinskih zakona dobili jednadZbu stanja idealnog plina, preve-
dimo odredenu koli¢inu plina iz poletnog stanja, odredenoga volumenom V, na
temperaturi Ty = 273,15 K (0 °C) i normiranom atmosferskom tlaku p, = 101 325
Pa, u kona¢no stanje, odredeno tlakom p, volumenom IV i temperaturom 7.

Plin iz poletnog stanja u kona¢no stanje moZemo dovesti na razne naline,
recimo izobarnim zagrijavanjem do konane temperature, pa izotermnom kompre-
sijom do konacnog tlaka i volumena. Zagrijemo li plin izobarno na temperaturu T,
volumen plina nakon zagrijavanja bit ¢e dan Gay—Lussacovim zakonom:

V' = i Vo (12.14)
T,

Izotermnom kompresijom mozemo sada tlak plina poveéati od pocetnoga p,
na konacni p. Pri tom ¢e se volumen smanjiti sa V' na V prema Boyle—Mariot-
teovu zakonu:

PV =p V' (12.15)

Uvrstimo li V' iz (12.14) u (12.15), dobivamo vezu izmedu veli¢ina pocetnog
i konacnog stanja:
2V _peVe
T T,

To je jedan oblik jednadZbe stanja idealnog plina. Upotrebom Avogadrova
zakona ta se jednadzba, medutim, moZe svesti na jo§ pogodniji oblik.

(12.16)

Avogadrov zakon. Talijanski fizi¢ar A. Avogadro* prona$ao je 1811. godine
da za plinove vrijedi ovaj zakon:

Jednaki volumeni svih plinova pri istoj temperaturi i tlaku imaju jednak broj
Cestica.

Broj cestica (atoma, molekula i sl.) N koji sadrzi neki sustav povezan je s fizi-
kalnom veli¢inom mnozina ili koli¢ina tvari n jednad*bom:

N=nN, (12.17)

gdje je N, = 6,02 - 102 mol-! Avogadrova konstanta. Jedinica koli¢ine tvari je
mol® (znak: mol), a Avogadrova konstanta je broj molekula u koligini tvari
1 mol. Mol je koli¢ina tvari sustava koji ima toliko osnovnih Cestica (jedinki)
koliko je atoma u 12 g ugljika 2C. Pri tom jedinke mogu biti atomi, molekule,
toni i sl

Iz Avogadrova zakona slijedi da koli¢ina tvari (mnozina) 1 mol (tj. n =1
mol) bilo kojeg plina u istim uvjetima ima jednak volumen, koji se zove
molarni volumen plina i obi¢no oznacava sa V,. U normiranim uvjetima (T, =
273,15 K, p, = 101 325 Pa) molarni volumen V,, iznosi:

Vo = 22,4 - 103 m3/mol (12.18)

Plinska jedmadZba. Definiramo li univerzalnu plinsku konstantu izrazom
Vmo _ 1,013 25 - 10° Pa - 0,0224 m®/mol
To 273,15K

"~ * Amadeo Avogadro (1776—1856), talijanski fizidar.

R=Po

= 8,314 J/(mol K),



188 Petar Kuli§i¢ MEHANIKA 1 TOPLINA

tada jednadzba (12.16) prelazi u
pV=nRT (12.19)
gdje je n = Yo mnozina plina.
mo
Ako mnozinu n izrazimo omjerom mase plina m, i molarne mase plina M

m
n=—

M
tada plinska jednadzba (12.19) poprima oblik:

m
V=—RT (12.19a
P e )

Ako u (12.19) uvrstimo n = N/N, i Boltzmannovu konstantu # = R/N, =
= 1,38 . 10-® J/K, dobivamo jc§ jedan oblik plinske jednadzbe:
pV=NEkET (12.20)

Jednadzba (12.19) vrijedi to¢no samo za idealne plinove a priblizno za real-
ne, to toCnije Sto je temperatura plina via a tlak manji. Korigiranu jedna-
dzbu za realne plinove razmotrit ¢emo kasnije.

Primjer

Odredite masu dudika u posudi volumena 0,0l m® ako je tlak 250 Pa i temperatu-
ra 300 K.

Primjenom plinske jednadibe (12.20) dobivamo:

bV mRT pVM
= - m=—,
M RT

Uvrstimo li. p = 250Pa, V = 0,0l m%, M =28-103kg/mol, T =300K i R =
8,314 J/(mol K}, dobivameo m = 28 mg.

12.4. KOLICINA TOPLINE. SPECIFICNI TOPLINSKI KAPACITET

Toplina je energija koja prelazi s jednog tijela na drugo tijelo zbog njihove
temperaturne razlike. Jedinica topline definirana je prije nego $to se stvarno znalo
§to je toplina. Tako je svojedobno bila definirana kalorija kao toplina koja je potrebna
da se jedan gram vode ugrije od 14,5° do 15,5 °C. Danas, kada znamo da je toplina
jedan od oblika energije, jasno je da toplinu treba izrazavati istim jedinicama kao
energiju i rad. Dakle, jedinica topline je dZul (joule). Veza izmedu kalorije* i
dZula

1 cal = 4,1868 J.

Toplinski kapacitet nekog tijela definira se kao omjer topline Q, koju je potreb-
no dovesti tijelu da bi mu se povisila temperaturaza A T, i temperaturne razlike A T:

c,= 2.
AT
® Od 31. XII 1980. kalorija se vide ne upotrebljava (,,S1. list”, 13, 1976, 341).

(12.21)
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Toplinski kapacitet ovisi 0 materijalu od kojega je napravljeno tijelo i o masi
tijela, a Cesto i o temperaturi tijela.

Da bi se dobila veli¢ina karakteristiéna za odredeni materijal, koja ne ovisi
o masi tijela, definira se specifi¢ni toplinski kapacitet ¢ tako da se toplinski kapa-
citet podijeli s masom:

€=— — (12.22)

Jedinica je specifi¢noga toplinskog kapaciteta dzul po kelvinu i kilogramu,
J/(K kg). Za velitinu ¢ upotrebljava se i naziv specifitna toplina, ali se ne pre-
porucuje.

Toplina O koju dovodimo nekom tijelu, ili od tog tijela odvodimo, jest:
Q=mcAT, (12.23)

gdje je m masa tijela, ¢ specifi¢ni toplinski kapacitet materijala od kojega je naprav-
ljeno tijelo, a A T razlika izmedu pocetne i konatne temperature tijela. Pri tom smo
pretpostavili da je u promatranom temperaturnom intervalu specifi¢ni toplinski
kapacitet konstanta, §t0 je za manje temperaturne intervale obi¢no ispunjeno.

Opéenito je specifini toplinski kapacitet funkcija temperature, te se jed-
nadzbe (12.22) i (12.23) pidu u obliku:

49

1
c=— 12.22a
m dT ( )
T,
Q=m J'ch (12.23a)
T,

Molarni toplinski kapacitet C jest omjer toplinskog kapaciteta i mnozine tvari,
te je
=199 _ u.

n dT

gdje je M molarna masa a ¢ specifi¢ni toplinski kapacitet.

(12.24)

Koli¢ina topline Q potrebna da se tijelu povisi temperatura za A T ovisi 0 na-
¢inu kako tijelo zagrijavamo. Zagrijemo li, npr., tijelo pri stalnom tlaku (izobarno),
tada mu se osim unutradnje energije (temperature) povecava i volumen, dok ce se
pri izohornom (V = konst.) zagrijavanju sva dovedena toplina utroditi na pove-
¢anje unutradnje energije, jer volumen ostaje konstantan. Topline u ta dva razli-
&ita procesa su razli¢ite iako je razlika temperature ista. U principu postoje i razli-
&iti drugi procesi kojima se tijelo moZe prevesti iz poletnog stanja u konacno stanje,
te odatle slijedi da specifi¢ni toplinski kapacitet nije jednozna¢no definiran i da
pri njegovoj definiciji moramo naznatiti proces kojim smo tijelo preveli iz potetnog
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u kona¢no stanje. Obitno se definiraju specifi¢ni toplinski kapacitet pri stalnom
tlaku ¢, i pri stalnom volumenu ¢, (izobarni i izohorni toplinski kapacitet):

o = _I.(d_Q)
? m\dT p=konst

- (&7)
Cy = — | —
m \dT/y - xonst

Tablica 12.3. Specifiéni toplinski kapaciteti za neka &vrsta
tijela 1 tekuéine

Tvar c/(k] kg K) Tvar c/(kJ/kg K)
alkohol 2,4 platina 0,12
aluminij 0,9 srebro 0,23
bakar 0,39 staklo 0,8
cink 0,39 voda 4,19
led 2,1 Yeljezo 0,45
olovo 0,13 Ziva 0,14

Tablica 12.4. Specifi¢ni toplinski kapaciteti nekih plinova

Plin cpl(kJ kg K) cv/(kj/kg K)
dudik N, 1,04 0,74
helij He 5,23 3,15
kisik O, 0,92 0,650
vodena para H,O 1,9 1,4
vodik H, 14,2 10,1
zrak N, + O, 1 0,71

U tablici 12.3. i 12.4. prikazani su specifi¢ni toplinski kapaciteti za neke tvari.
To su srednje vrijednosti na sobnim temperaturama. Uogite narotito velik spe-
cifi¢ni toplinski kapacitet vode, $to je, uz ostala svojstva, &ini izvrsnim sredstvom
za prijenos topline i za uskladi$tenje toplinske energije.

Specifitne topline plinova zasluZuju posebnu paZnju, i njih ¢emo razmotriti
kasnije. Eksperimentalno se specifini toplinski kapacitet &vrstih tijela i tekudina
odreduje tako da se uzorak zagrijava pri stalnom tlaku. Izohorni specifi¢ni toplinski
kapacitet za Cvrsta tijela i tekudine gotovo je nemoguée mijeriti zbog velikih nape-
tosti koje pri tom nastaju u materijalu i zbog tehni&kih problema §to bi ih pri takvim
mjerenjima trebalo rijesiti. Medutim, ako je poznat ¢,, MoZe se izracunati ¢,. Nernst
—Lindemannova relacija povezuje te dvije velitine:

mol K

¢ = c,(l — 0,0051 Me, T/T,,,) (12.25)

gdje je T temperatura &vrstog tijela, a T,, temperatura taljenja.
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Pomo¢u te relacije i eksperimentalnih vrijednosti:za ¢, napravljena je i slika
12.6. na kojoj je prikazana ovisnost molarnog toplinskog kapaciteta bakra o
temperaturi.

_c A\

Jmol 'K
25 — _
= Qcp
20+ C,
15+
104
5 -

0 100 200 300 400 500 600 700 T/K

Slika 12.6. Ovisnost molarnoga toplinskog kapaciteta bakra o temperaturi

Sli¢ne bi se krivulje mogle dobiti i za druge metale i imale bi sliCan oblik.
Sve te krivulje po¢inju na apsolutnoj nuli, u pocetku naglo rastu s temperaturom
(po zakonu C = konst. T%), da bi na vi§im temperaturama poprimile konstantnu
vrijednost oko 3 R = 3 - 8,3 J/(mol/K) =~ 25 J/(mol K).

Dok se specifitni toplinski kapaciteti za razne metale dosta razlikuju, molarni
su pribliZzno isti i iznose oko 25 J/(mol K). Tu su pravilnost ve¢ potetkom 19.
stolje¢a opazila dva francuska fizi¢ara, te se po njima zove Dulong—Petitov
zakon. Iako taj zakon nema nekoga posebnog praktitnog znalenja, jer je vrlo
aproksimativan, on pokazuje vrlo vaZnu Cinjenicu da toplina potrebna da se neki
metal zagrije ovisi samo o broju molekula, a ne o njihovoj veli¢ini i masi. Za &vrsta
tijela potreban je isti iznos topline po molekuli da im se povisi temperatura za
1 K (priblizno (25/6) - 10~2% = 4 - 10-2 J/K), bez obzira na masu molekule (isto
i za aluminij i za olovo). VaZnost je tog empirijskog zakona u tome §to je jedno
makroskopsko svojstvo tvari direktno vezano za njezinu atomisticku strukturu.

Kalorimetrija. Kalorimetrija je grana fizike, odnosno fizikalne kemije koja
se bavi mjerenjem topline, specifi¢nih i molarnih toplina i drugih toplinskih svojs-
tava materijala.

Najjednostavnija metoda mjerenja srednjih specifi¢nih toplinskih kapaciteta
u podrudju obi¢nih temperatura (npr. od 0 °C do 100 °C) jest tzv. metoda smjese.
Mjerenje se vr$i u kalorimetru, koji se obi¢no sastoji od dvije posude $to su postav-
ljene jedna u drugu, a izmedu kojih je toplinski izolator (zrak, vakuum i sl.). Kada se
dva sistema, jedan mase m, i temperature T, i drugi mase m, i temperature T,
pomije$aju u kalorimetru, toplina prelazi iz toplijeg sistema u hladniji sistem sve
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dok se ne uspostavi toplinska ravnoteZa, tj. ne izjedna¢i temperatura. Pri tom je,
uz pretpostavku da nema toplinskih gubitaka, toplina Q; koju preda topliji sistem
jednaka toplini Q; 3to je primi hladniji sistem.

Iako su gubici u kalorimetru najée$ée relativno maleni, pri preciznijim mjere-
njima treba ih uzeti u obzir. Da bismo zagrijali posudu kalorimetra, mije$alicu
i onaj dio termometra koji je uronjen u vodu, za razliku temperature A T potrebna
je toplina:

Q=mc, AT +mpc, AT +m,c,AT.

Te ¢emo gubitke najjednostavnije ukljuéiti tako da umjesto toplinskog kapa-
citeta kalorimetra, termometra i mije3alice uzmemo ekvivalentni toplinski kapacitet
vode mase m’, tako da je

QO =m'c,AT,

te smatramo da je kalorimetar bez gubitaka, ali da je u njemu masa vode veéa za m'.
Zato se masa m’ Cesto zove vodena vrijednost kalorimetra.

Ako se, npr., u posudi kalorimetra nalazi teku¢ina mase m,, specifitnoga
toplinskog kapaciteta c; i temperature Ty, i ako tijelo mase m,, specificnoga top-
linskog kapaciteta c,, zagrijano na temperaturu T,, uronimo u tekudinu, npakon
uspostavljanja toplinske ravnoteZe, temperatura smjese bit ¢e 7. Energetsku bilancu
mozZemo u ovom primjeru pisati ovako:

mycy(Ty — T)=mycy (T — T +mc,(T —Ty).

To je tzv. Richmannovo pravilo za odredivanje specifi¢nih toplina. Odatle
se mozZe, npr., izratunati nepoznati specifi¢ni toplinski kapacitet c,.

To je bio samo princip jedne od metoda u kalorimetriji. Stvarno kalorimetrijsko
mijerenje inace je vrlo sloZeno,jer sadrZi mnogo prakti¢nih problema koje treba
rijesiti.

12.5. PROMJENA AGREGATNOG STANJA. LATENTNA TOPLINA

Tvar se moZe nalaziti u tri razli¢ita agregatna stanja: Cvrstom, tekucem i
plinovitom. Tako je voda u &vrstom stanju u obliku leda, u tekuéem je poznamo
kao vodu, a u plinovitom je para. Umjesto agregatnog stanja ¢esto se, medutim,
upotrebljava izraz faza. Medutim, faza i agregatno stanje nisu sasvim identi¢ni
pojmovi. Fazu hismo mogli definirati kao homogeni dio nekog sistema
koji a svim svejim dijelovima ima ista svojstva i koji je odredenom gra-
nicom odvojen od ostalih dijelova sisteima. Dakle, u jednom agregatnom
stanju moze biti i viSe faza. Tako se sumpor u ¢vrstom stanju pojavljuje u dvije
razli¢ite kristalne faze, natrij-sulfat u obliku Na,SO, - 10 H,O (Glauberova sol)
i u obliku Na,SOy, led pri visokim tlakovima u obliku vide raznih kristalnih faza,
itd.

Da bismo razumijeli prijelaz tvari iz jednog agregatnog stanja u drugo stanje,
potrebno je promotriti molekularnu strukturu tvari.

Atomi unutar molekule vezani su silama Cije je porijeklo elektri¢ne prirode.
Molekularna i atomska struktura mogu se shvatiti samo pomocu kvantne fizike,
te ¢emo se zadrZati samo na kvalitativnom opisu medudjelovanja atoma i molekula.
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Na slici 12.7a pokazano je kako sila ovisi o udaljenosti dvaju atoma u dvoatomnoj
molekuli, a na slici 12.7b odgovaraju¢a potencijalna energija E, (r). Kada su
atomi na medusobnoj udaljenosti r = 7y, molekula je u ravnoteznom stanju, poten-
cijalna je energija minimalna. Kad je udaljenost manja od r, (r < r,), atomi se
odbijaju jakim silama. Za veée udaljenosti (r > r,) atomi se privlace.

4
F(©) Efn)

odbojna sila

n

a 5‘
<
s
~
~

¢

Emin

privla
sila

a) b)

Slika 12.7. Ovisnost: a) sile i b) potencijalne energije o razmaku atoma

Molekule takoder djeluju jedna na drugu medumolekularnim — tzv. Van
der Waalsovim — silama koje su po obliku sli¢éne onima na slici 12.7. ali im je inten-
zitet manji. U idealnom plinu molekule su tako daleko jedna od druge (r > )
tako da su molekularne sile zanemarive.

Molekule se stalno gibaju. Kod &vrstih tijela molekule (atomi) titraju oko
manje-vi$e fiksnih centara, koji su pravilno rasporedeni, tvoreci kristalnu resetku,
U tekudinama su medumolekularne udaljenosti nesto vece, privlaéne sile slabije,
te su molekule pokretljivije. U plinovima su molekule daleko jedna od druge,
medumolekularne sile vrlo su slabe, te se molekule gibaju gotovo slobodno i ne
utjetu jedna na drugu.

Kada se tvar nalazi u ¢vrstom kristalnom stanju, molekule su poredane u
kristalnoj re$etki i titraju oko poloZaja koji su odredeni minimalnom potencijalnom
energijom molekule. Titranje svake molekule je superpozicija vrlo velikog broja
harmonickih titranja &ije.frekvencije ovise o molekularnim silama. Kako se dovodi
toplina, titranje se povecava, te i srednja kineti¢ka energija, $to se oCituje kao porast
temperature tvari. Na slici 12.8. prikazan je T—Q dijagram grijanja neke Ciste
kristalne tvari. Podrudje OA odgovara zagrijavanju Cvrste faze tog materijala.
Kada temperatura dosegne talifte (7', na sl. 12.8), uzbuda molekula je dovoljno
velika da veé¢ina molekula napusti svoja mjesta u reSetki i reSetka se pocinje raspa-
dati: tvar se tali, ¢vrsta faza prelazi u teku¢u. Sve dok se sva tvar ne rastali, energija
koja se u obliku topline dovodi tvari trosi se na gibanje i sudare molekula te uvjetuje
povecanje potencijalne energije molekula, dok srednja kineticka energija (dakle
i temperatura) pri tom ostaje konstantna (dio dijagrama AB na sl. 12.8). Kada
se sva tvar rastali, dalinjim dovodenjem topline ponovo se poveava temperatura
tekuéine (pravac BC na sl. 12.8).

13 Kuligié: Mehanika i toplina
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Slika 12.8. T—Q dijagram za H,0

Kad je dovedena energija dovoljna da svlada privlaéne sile medu molekulama
tekucine (tocka C), molekule se oslobadaju i izlaze iznad povrsine tekudine, potinje
proces vrenja. Pri tom temperatura ostaje ista sve dok se sva tekudina ne pretvori
u paru. Dovedena toplina trosi se na svladavanje privla¢nih sila medu molekulama
sve dok se sve molekule ne oslobode, odnosno sva tekuéina ne ispari. Privlaéne
sile koje vezu molekule u tekuc¢inama dosta su velike te je potrebna relativno velika
toplina za isparavanje.

Daljnjim dovodenjem topline (dio DE na sl. 12.8) povecéava se kineti¢ka ener-
gija molekula te i temperatura pare.

Toplina koja se apsorbira ili oslobada pri prijelazu jedne faze u drugu fazu
zove se latentna toplina transformacije. Tako je za taljenje:

Q=mlL, (12.26)
gdje je L, specifi¢na toplina taljenja (ili, kako se jo% zove, latentna toplina taljenja).
Jednaku toplinu predaje tekucina pri o¢vri¢ivanju. Sli¢no vrijedi i za isparavanje.

U tablici 12.5. su prikazane specifiéne topline taljenja L, i isparavanja L, nekih
tvari.

Tablica 12.5. Latentne topline transformacije

. Talidte L, Vrelidte L

Materijal —_ —_— —— P

°C k] kg °C kj/kg

alkohol (etanol) —I114 105 78 850

aluminij 660 390 2056 8375

bakar 1083 180 2300 7 327

dusik —210 26 —196 200

kisik —219 14 —183 213
olovo 327 25

platina 1774 114 4300 2 680

voda 0 333 100 2 260

Zeljezo 1535 23 3000 6 780

Ziva —39 12 357 280
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Primjer

Promatrajte zagrijavanje 1 kg leda od — 10 °C. Potrebnu toplinu dovedimo kons-
tantnom snagom 330 W sve dok se voda nastala iz leda potpuno ne ispari. Kolika je
potrebna ukupna toplina i koliko je potrebno vrijeme? Nacrtajte ovisnost temperature
sustava o vremenu zagrijavanja.

Za zagrijavanje leda od 1, = — 10°C do 7, = 0°C potrebno je O, = mc, (23— 1)),
za otapanje leda Q, = m L,, za zagrijavanje vode Q, = mc, (1; — t,) i za isparavanje vode
Q= mL,;. Ukupna toplina je
O=0,+0:+4+ Qs+ Qs=mc; (t,—t;) + mLy + mcg (5 — 1) + mL; = 21 K] + 335 k] +

+ 419 k] +- 2260 k] = 3,04 M].

Potrebno vrijeme je

t = =9,2-10° s = 153 min.

lLe]

12.6. FAZNI DIJAGRAMI. KRITICNA I TROJNA TOCKA

Fazni dijagrami pokazuju kako se mijenjaju svojstva sistema pri promjeni
temperature, tlaka, odnosno volumena, posebno prijelaze sistema iz jednog agre-
gatnog stanja u drugo stanje, iz jedne faze u drugu fazu. Za svaku Cistu tvar moze
se odrediti veza izmedu tlaka, temperature i volumena, koju obi¢no grafi¢ki pri-
kazujemo kao plohu u p—V—T koordinatnom sustavu.

Obi¢no se umjesto volumena razmatra specifi¢ni volumen

v = V/m,
tj. volumen podijeljen s masom, odnosno molarni velumen
V= Vin,

tj. volumen podijeljen s mnozinom tako da se, u stvari, crtaju p —v —7, odnosno
p—V,—T dijagrami. Medutim, na na$im dijagramima, koji su uglavnom kvali-
tativni, razmatrat ¢emo p—V —T dijagrame ne specificirajuéi pri tom da li je
rije¢ o molarnom ili o specificnom volumenu.
Trodimenzionalni dijagrami, odnosno p— y
V—T plohe, dosta su nepregledni i te$ko p/bar
ih je crtati, pa se esto crtaju i razmatraju sa-
mo njihove projekcije: dvodimenzionalni p— T

i p—V dijagrami. 2204 B c
Na slici 12.9. prikazan je fazni p— T dija- 1 2 3

gram za vodu. Svaka to¢ka dijagrama oznacava ° o °

odredeno stanje vode, karakteristi¢no za te uvje- led para

te. Takojeutotkil (p = 10bar, T =223 K) o
voda u obliku leda, u totki 2 (p = 10 bar,

T = 323 K) u tekuéem stanju, u tocki 3 (p = A

= 10 bar, T = 573 K) u plinovitom. Za sve

toCke (temperature i tlakove) ispod krivulje 273,16 87 T/K
ATC voda je u obliku pare, za tocke lijevo od Slika 12.9. Fazni p—T dijagram
krivulje ATB u obliku leda, dok je u pod- za H,0

ru¢ju omedenom krivuljama TC i TB u ob-

liku tekudine. Krivulja AT je skup toaka ravnote?nih stanja Cvrstog stanja i
i pare (krivulja sublimacije), krivulja TC pokazuje u kojim je uvjetima ravnoteza
izmedu vode i pare, a krivulja TB ravnote?na stanja leda i vode. Krivulja ispara-
vanja (kondenzacije) TC zavr3ava u to¢ki C, za razliku od krivulje TB koja nema



196 Petar Kuli$i¢ MEHANIKA I TOPLINA

zavr$etka. To¢ka C zove se krititna tocka i odredena je kriticnom temperaturom
T,, kriti¢nim tlakom p, i kritiénim volumenom v,, odnosno V,,.. Na temperaturama
ve¢ima od kriti¢ne temperature izotermnom kompresijom plina nije moguée plin
ukapljiti tj. opaziti likvefakciju i stvaranje kapi tekuéine odnosno formiranje gra-
nice izmedu tekude i plinovite faze. Povecanjem tlaka mozZe se u podrudju p > p,
i T > T, posti¢i kontinuiran prijelaz iz rijetkih u vrlo zgusnute plinove, koji se
po svojim svojstvima i ne razlikuju od tekuéine. U kriti¢noj tocki volumeni tvari
u plinskoj i tekucoj fazi su jednaki (za vodu, npr., 3,1 L/kg).

Tablica 12.6. Kriti¢ne konstante za neke plinove

Plin T/K pe/bar Vel(m*kg)
He 5 2,3 14,4 -103
H, 33 13 32,3-103
N, 126 33,9 3,2-10°3
CO, 304 74 2,2-10°
NH, 406 113 4,2-10°
H,O0 647 220,9 3,14-10-3

Na p—T dijagramu postoji jedna to¢ka (p,, T,) kada su sve tri faze u ravnotezi,
tj. kada se tvar istovremeno nalazi u sve tri faze. To je tzv. trojna toka. Za vodu
se ravnoteza svih triju faza postiZe pri p, = 6,309 mbar i T, = 273,16 K (0,01 °C),
za CO, trojno stanje je pri p, = 53bar i T, = 216,55K i sl

Temperatura trojnog stanja vode vrlo je vaZna jer je uz apsolutnu nulu, fiksna
totka za termodinamitku temperaturnu skalu.

Na slici 12.10. prikazan je fazni dijagram za CO,. Uotite razliku izmedu tog
dijagrama i dijagrama za H,O na slici 12.9. Posebno se CO, i H,O razlikuju u
dijelu krivulie TB: za H,O temperatura taliita se snizuje s povecanjem tlaka,
dok je za CO, obratno, tj. s povecanjem tlaka povecava se temperatura taljenja.
Iz dijagrama se, npr., vidi da pri tlaku 1 bar, CO, ne moze biti u tekuéem stanju,

p/bar
p
734 C
¢vrsta .
plin
C
5,34 7 T
s i e
W 77772/ aE
2166 3042 T/K v
Slika 12.10. Fazni p—T dijagram za CO, Slika 12.11. Fazni p — V dijagram

Tipi¢ni fazni p—V dijagram prikazan je na slici 12.11. Na veéim tempera-
turama (npr. .T,) plin se ponasa kao idealan, i izoterma ima oblik hiperbole (p V =
= konst.). Kineti¢ka energija molekula vrlo je velika i privlagne sile medu njima
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zanemarive. U tom podru&ju vrijedi jednadZba stanja za idealni plin. Kada tempera-
tura pada, pocinju dolaziti do izraZaja privlatne sile medu molekulama, plin sve manje
slijedi Boyle— Mariotteov zakon, te izoterme viSe nisu hiperbole (T;). U tom
podruéju stanje plina dobro opisuje tzv. Van der Waalsova jednadZba za realne
plinove, o kojoj ¢emo govoriti kasnije. Na temperaturama koje su iznad kriti¢ne,
plin se ne moZe pretvoriti u tekuéinu bez obzira kako velik tlak primijenili. Kriti¢-
na temperatura 7, najveca je temperatura za koju tvar moZe postojati u teku-
¢oj fazi.

Izoterma T, ima interesantan oblik. Promatrajmo izotermnu kompresiju na
toj temperaturi. Pri ve¢im volumenima (to¢ka A) kompresijom se volumen smanjuje
i tlak povecava sve dok ne dodemo do iscrtkanog podrucja (to¢ka B). Tu tlak ostaje
konstantan, iako volumen smanjujemo: plin se pocinje kondenzirati u tekucinu.
Taj tlak se zove tlak zasi¢enih para za odredenu temperaturu. Kada se sav plin
pretvori u tekudinu (to¢ka D), daljom kompresijom tekucine volumen se ponovo
smanjuje, ali sada znatno manje jer je kompresibilnost teku¢ina mnogo manja
nego plinova.

U stanjima u kojima su tekuéina i para u ravnotezi, para se naziva zasicena
para a tekuéina zasi¢ena tekuéina. Stanja zasi¢ene pare predolena su na sl. 12.11.
isprekidanom linijom koja ide od C preko B, a stanja zasi¢ene tekucine linijom
od C preko D. Povrdina ispod isprekidane linije je podru¢je u kojem su dvije
faze u ravnoteZi.

12.7. PRIJENOS TOPLINE

Toplina je energija koja zbog razlike temperatura prelazi iz podrucja vise
temperature u podrudje niZe temperature. Postoje tri nalina prijenosa topline:
vodenje (kondukcija), strujanje (konvekcija) i zratenje (radijacija).

Ako u nekom sredstvu postoji temperaturna razlika, toplinska ce energija
vodenjem prelaziti s mjesta viSe temperature prema mijestu nize temperature.
Tako se toplina prenosi kroz &vrsta tijela. U fluidima (teku¢inama i plinovima)
toplina se obi¢no prenosi konvekcijom. Za razliku od vodenja gdje se prijenos
topline ostvaruje molekularnim gibanjem, a samo sredstvo je na miru, pri pre-
no$enju topline konvekcijom giba se i samo sredstvo. Zato je konvekcija moguca
samo u tekuéinama i plinovima. Vodenje topline u fluidima dolazi do izrazaja
samo ako nije mogu¢ prijenos topline konvekcijom.

Pri prijenosu topline zratenjem toplinska energija tijela pretvara se u elektro-
magnetsko zracenje koje tijelo emitira u okolni prostor. Energija koja se zradenjem
prenosi od jednog do drugog mjesta bitno ovisi o temperaturi tijela. Svako tijelo
ugrijano na neku temperaturu emitira toplinsko zralenje &iji sastav i energija bitno
ovise o temperaturi tijela. Lijep je primjer prijenosa energije zralenjem Sunceva
energija koja na taj na¢in sa Sunca dolazi na Zemljinu povrsinu.

12.7.1. Vodenje topline

Kada medu raznim dijelovima nekog sredstva postoji temperaturna razlika,
nastat ée vodenje topline, i energija Ce prelaziti iz podru¢ja viSe temperature u
podruéje ni%e temperature. Pri tom se energija prenosi od molekule do molekule,
toplina prelazi s jednog kraja na drugi kraj, a samo sredstvo miruje.
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Drzimo I, npr., jedan kraj metalnog $tapa u ruci, a drugi zagrijavamo, osjetit
¢emo da se kroz 3tap 8iri toplina. UKklju¢imo li elektri¢ni $tednjak, toplina c¢e se
vodenjem prenositi od uZarene ploe na posudu koja se nalazi na plodi.

Vodenje topline kroz plinove moze se shvatiti pomocu kineti¢ke teorije topline.
Na mjestima viSe temperature srednja kinetitka energija molekula je veéa nego
tamo gdje je temperatura niZa. Zbog kaoti¢noga gibanja i stalnih sudara molekula
brze molekule predaju dio svoje kineti¢ke energije susjednim sporijim molekulama,
one pak svojim susjedima, i tako se energija prenosi kroz plin iz podru¢ja vise
temperature prema podrucju nize temperature. U tekucinama se toplinska energija
prenosi posredstvom elasti¢nih titranja molekula, u vodenju topline kroz metale
vazni su slobodni elektroni. Teorija toplinske vodljivosti i njezino mikroskopsko
objadnjenje prelazi, medutim, okvir ove knjige, te ¢emo se zadrzati samo na
fenomenolodkom opisu procesa vodljivosti.

Vodenje topline kroz homogeni materijal moZe se ratunati pomoc¢u Fourie-
rova zakona. Da bismo shvatili taj zakon, promatrajmo vodenje topline kroz $tap
popretnog presjeka S (sl. 12.12). Pretpostavit ¢emo da temperatura u 3tapu li-
nearno pada od jednog kraja do drugog i da je
u svakoj tocki odredenog presjeka ista. Takoder
¢emo razmatrati stacionarni prijenos topline $to
znaCi da ¢emo pretpostaviti da temperatura
bilo koje totke sredstva ne ovisi 0 vremenu,
ve¢ samo o mjestu u sredstvu. Uogit éemo dva
presjeka na kojima su temperature T, i T,
medusobno udaljena za A x i izratunati toplinu

koja u odredenom vremenu ¢ prode kroz taj dio =~ - ————y—
sredstva. 777 , i -
_____ f P \"""'
g = 329 g, 227y~ \ -
Ax ' T, T

gdje je 4 koeficijent toplinske vodljivosti materi-  Siika 12.12. Uz objadnjenje  Fourie-
jala, AT =T, — T, razlika temperatura na rova zakona vodenja topline
krajevima sloja, a S povr3ina kroz koju prolazi

; s AT . . s s
toplina. Veli¢tina — zove se temperaturni gradijent, koji mozemo shvatiti i kao
X

vektor kojemu je to iznos, a smjer mu je u smjeru normale na plohu kroz koju pro-
lazi toplina. Predznak minus nastaje zbog poznate Cinjenice da toplina prelazi iz
podrudja vide temperature prema podrucju niZe temperature, tj. da je Q pozitivno

za negativni T (Predznak minus, radi jednostavnosti, ponekad izostavljamo i
X

ratunamo s apsolutnom vrijedno$éu A T.)

Fourierov zakon (12.27) mozemo napisati i pomocu toplinskog toka @, od-
nosno gustoce toplinskog toka ¢g. Toplinski tok je omjer topline i vremena, @ =

== g, dok je gustoca omjer toplinskog toka i povriine, ¢ = E Obi¢no se Fou-
t
rierov zakon pide pomocu gustoce toplinskog toka:

g=—A—— ii g=—Agrad T (12.28)
x
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Uotite da su jedinice za ove fizikalne veli¢ine slijedece:
[q] = Wm?, [A]=W/Km), [x]=m, [AT]=K

Koeficijent toplinske vodljivosti A toplinska je karakteristika odredenog mate-
rijala, a ovisi o temperaturi i o tlaku. Cesto se, medutim, ta ovisnost moZe zane-
mariti i raéunati sa srednjom vrijedno$¢u u promatranom temperaturnom inter-
valu. Materijal kojemu je 4 velik dobar je toplinski vodi¢ (npr. metali). Suprotno
tome, materijal je to bolji toplinski izolator §to mu je manji 4. Posebno je dobar
toplinski izolator $upljikav (porozan) materijal, kao poliuretanska pjena, staklena
vuna i sl

Tablica 12.7. Koeficijenti toplinske vodljivosti nekih vrsta materijala na sobnoj

temperaturi
A . A
Materijal —_— Materijal ——
W/(m K) W/(m K)
srebro 420 voda 0,6
bakar 385 azbestni cement 0,5
aluminij 205 drvo 0,13
Zeljezo 60 guma 0,15
beton 1,3 papir 0,13
staklo 0,8 polistiren 0,01
Zbuka 0,8 staklena vuna 0,035
cigla 0,7 poliuretanska pjena 0,03
zemlja 0,5 zrak 0,025

Napisemo li jednadzbu za toplinski tok kao produkt gustoe toka i povrdine

AT AT
¢ —_— = emmee— I e—— .
qS T B (12.29)
AS
tada veli¢inu R = —A—T = % mozemo nazvati toplinskim otporom, u analogiji
s Ohmovim zakonom R = -(I-J- u elektricitetu, jer se usporedbom tih dviju

formula vidi da je toplinski tok analogan elektri¢noj struji, A T razlici potenci-
. i Ax . . .
jala U, a toplinski otpor R = ;E analogan je elektri¢nom otporu. Jedinica je top-
linskog otpora K/W. Analogija s elektri¢nom strujom pomaZe nam u rje$avanju
problema prijenosa topline, kao §to ¢emo vidjeti kasnije.
Primjer

Betonski zid (4, = 1,3W/m~*K-?), debeo 30cm, prekriven je s unutrainje strane
izolacijskim slojem debljine 2 cm i toplinske vodljivosti 3, = 0,05 W/(m K). Izratunajte

gustoéu toplinskog toka kroz zid ako je temperatura unutradnje povrdine zida 20 °C,
a vanjske povriine 0 °C.
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Buduéi da je gustoca toplinskog toka kroz izolacijski sloj jednaka gustoéi toka
kroz betonski zid, moZemo pisati:

T,.—-T T -T,
Ax, A Xy
A A

q =

b

gdje je T, temperatura unutra$nje plohe, 7' temperatura na granici izolacijskog sloja
i betona, a 7, temperatura vanjske plohe zida. Eliminirav§i 7° dobivamo:

T,—T,
= ——— =33 W/m
§ Ax, Ax, !
A A

Pokazite da bi gustoéa toplinskog toka kroz taj zid, ali bez izolacije, iznosila
q==87 W/m2.

12.7.2. Konvekcija

U tekucinama i plinovima toplina se prenosi uglavnom konvekcijom, tj. stru-
janjem fluida s jednog mjesta na drugo mjesto. Vodenje topline u fluidima je vrlo
slabo i uvijek je zanemarivo kad je moguca konvekcija. Tako nastaje, npr., prijenos
topline u posudi s vodom koju zagrijavamo nad plamenikom, na plo¢i $tednjaka
i sl. Topla voda sa dna posude diZe se prema gore zbog manje gustoce, a hladnija
se spudta prema dolje. T'akva, tzv. prirodna ili slobodna konvekcija susrec¢e se u
mnogim primjerima prijenosa topline. Tako se zagrijavaju i prostorije. Konvekcijom
se toplina s radijatora prenosi po cijeloj sobi, jer se zagrijani zrak iznad radijatora
diZe uvis, a hladan zrak dolazi do radijatora odozdo, te se strujanjem zraka toplina

raznosi po sobi. Sistemi koji rade na tom principu &esto se zovu termosifonski
sistemi.

Osim slobodne postoji i prisilna konvekcija, kad se strujanje fluida postize
pomocu pumpi, ventilatora i sl. Prijenos topline je veéi kod prisilne konvekcije
nego kod slobodne, ali su potrebni uredaji za postizanje prisilnog strujanja i energija
za pogon tih uredaja.

Prijenos topline konvekcijom mozemo racunati pomocéu Newtonova zakona
hladenja:

g=h(T,—T) (12.30)

gdje je T', temperatura évrste plohe uz koju struji fluid, T, temperatura fluida
dalje od graniCne plohe, a A, koeficijent konvekcije koji se izrazava u W/(m? K)
1 za jednostavnije slu¢ajeve mozZe se izracunati pomocu semiempiri¢kih relacija
(koje se mogu naci u literaturi koja detaljnije opisuje prijenos topline). Taj koc-
ficijent ovisi o nizu parametara, npr. o razlici temperature, geometrijskoj konfi-
guraciji, obliku i polozaju plohe, brzini i nadinu strujanja fluida (laminarno ili
turbulentno), vrsti fluida, njegovim svojstvima — toplinskoj vodljivosti fluida,
itd. Navest cemo samo red veli¢ine tih koeficijenata za neke primjere. Za prijenos
topline konvekcijom od zida, prozora, krova i sl. u okolnu atmosferu koeficijent
konvekcije je oko 6 W (m? K) kad nema vjetra, i raste s brzinom vietra, te je, npr.,
20 W/(m* K) za brzinu vijetra oko 15 km/h. Za slobodnu konvekciju oko vertikalne
ploe u zraku (npr. izmedu prozora i zraka u sobi) 4, je oko 4 W/(m? K), za toplu
vodu oko grijaca 1 000 W/(m? K), itd.
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Primjer

Kolika je gustots toplinskog toks kroz prozorsko staklo debljine 2 mm ako je tem-
peratura zraka u sobi 20 °C, a temperatura vanjskog zraks — 10 °C?

Pretpostavimo da je koeficijent konvekcije s vanjske strane 4, = 20 W/(m*K), 8 s
unatranje strane s, = 6 W/(m? K). Toplinska vodljivost stakla je 1 = 0,8 W/(m* K).

Kolika je gustoéa toplinskog toks kroz dvostruki prozor, nadinjen tako da je iz~
medu stakala debljine 2 mm sloj zraka debljine 5 mm, ako je kozficijent prijenosa topline
kroz taj sloj zraks h, = 4 W/(m? K)?

Topling se iz zraka u sobl konvekcijom premosi do prozorskog stakla, a zatim,
vodenjem kroz staklo i konvekcijom od stakla, u atmosferu. Pri tom je toplinski tok
konvekcije u sobi jednak toplinskom toku vodenja kroz staklo, odnosno toplinskom toku
konvekcijom od stakia u atmosferu. Ukupni toplinski otpor jednak je serijskom spoju
toplinskog otpora prve koavekcije, toplinskog otpora vodenja i toplinskog otpora druge
konvekcije, tj. njihovu zbroju:

1 Ax 1

R=R +Ry+ Ry =— & — + —i\
1 2 3 h,S+ls+h,S

gdje je S povriina prozora. Gustoés toplinskog toka jednaka je, dakle,

__AT l_ AT - 137W/mt
TR OSTT _as 1™
b ' 1 h

Ako je prozor dvostruk, imamo ekvivalentni toplinski krug od pet serijski spoje-
nih toplinskih otpora: R, zbog konvekcije u sobi, R, zbog vodenja kroz prvo staklo,
R, zbog prijencsa topline vodenjem i konvekcijom izmedu dva stakle, R, zbog vodenja
kroz drugo staklo 1 R; zbog konvekcije od drugog stakiz u atmosferu. Napomenimo
da bi, kad ne bi bilo konvekcije izmedu stakala, koeficijent prijenosa topline bio A x,/4, =
= 0,05/0,025 W/(m? K) = 2 W/(m? K), dakie manji nego §to smo pretpostavili u zadatku.

Gustoéa je toplinskog toka:
AT 1 AT

- = 64 Wm?.
! SR'STT _Ax 1 A% 1 o
1

+__
ET R R YTTT

Vidimo da dvostruki prozor bitno smanjuje toplinske gubitke. Ukupni je koefi-
cijent prijencsa topline (toplinskih gubitaka) 2 = ¢g/A T i u prvom primjeru iznosi
4,6 W/(m* K), a u drugome 2,1 W/(m? K).

12.7.3. Toplinsko zralenje

Toplinsko zralenje nastaje kad atomi ili molekule tijela, pobudeni termitkim
gibanjem, emitiraju elektromagnetske valove. UZarena tijela zrale elektromagnetske
valove uglavnom u infracrvenom podrudju. Upaljena pe¢ grije okolne predmete
to jale §to joj je veda temperatura. Intenzitet i spektralni sastav izralene toplinske
energije nekog tijela uglavnom ovise o njegovoj temperaturi.

Iako na visokim temperaturama tijela svijetle, ne smijemo zaboraviti da vid-
ljiva svjetlost nije jedino zralenje koje emitiraju. Pri niZim temperaturama tijela
emitiraju infracrveno zralenje, ako su temperature veée od oko 800 K, tijela po-
dinju uz infracrvenu zraditi i vidljivu svjetlost, a pri vrlo visokim temperaturama,
osim infracrvene i vidljive, emitiraju i ultraljubiastu svjetlost.
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Infracrveno zracenje (koje Cesto nazivamoi toplinskim zracenjem) dio je spektra
elektromagnetskih valova valne duZine izmedu 0,75 um i 1000 um, dakle izmedu
vidljive (crvene) svjetlosti (0,4 um < 4 < 0,75 um) i mikroradio-valova ( > 1 000
um). Vedi je dio spektra zradenja tijela na temperaturama manjima od 3 000 K
u infracrvenom podrucju, a pri obi¢noj temperaturi (300 K) &itav spektar zraéenja
je u infracrvenom podrudju i proteze se od oko 2um do 25 um, s maksimumom
na oko 10 um.

Emisioni spektri ¢vrstih tijela su kontinuirani i sastoje se od svih valnih duzina,
od neke minimalne do maksimalne. Osim o temperaturi, oblik spektra i raspored
energije po pojedinim valnim duZinama ovise i 0 svojstvima povrsine tijela koje
zradi.

Kada zracenje upada na povriinu nekog neprozirnog tijela, dio upadnog

zraCenja se odbija, a dio apsorbira. Omjer apsorbiranog i upadnog toka zove se
faktor apsorpcije:

o= %’: (12.31)
a omjer reflektiranog i upadnog toka faktor refleksije:
P,
0= 3 (12.32)
Upadni tok dijeli se na apsorbirani i reflektirani dio, pa stoga vrijedi:
x+0=1 (12.33)

Idealno crno tijelo potpuno apsor-
bira sve upadno zralenje, te mu je, dakle,
faktor apsorpcije o = 1, a faktor refleksije
¢ = 0. Tijelo koje bi bilo idealno crno
u prirodi ne postoji. Ipak, vrlo je dobra
aproksimacija crnog tijela $upljina s malim
otvorom (sl. 12.13). Otvor takve 3uplji-
ne pona$a se kao crno tijelo, jer gotovo
potpuno apsorbira sve upadno zracenje
koje kroza nj ude u Supljinu. Naime,
usavsi kroz otvor u Supljinu zraka se dje-
lomiCno apsorbira u stijenci $upljine, a

Slika 12.13. Idealno crno tijelo djelomi¢no reflektira; reflektirani dio
ponovo upada na stijenku S$upljine (kao
Sto je shematski prikazano na sl. 12.13), gdje se djelomi¢no apsorbira. Nakon neko-
liko refleksija zraka se prakti¢ki potpuno apsorbira, i vjerojatnost da nesto od upad-
nog zracenja izide vrlo je mala, to manja §to je manja povrsina otvora (u usporedbi
s povrdinom unutra$njosti Supljine). Ako su stijenke $upljine ugrijane na tempe-
raturu 7, kroz otvor Ce izlaziti energija: zraCenje tog otvora nazivamo zracenjem
crnog tijela za tu temperaturu.

Tijelo koje potpuno apsorbira odredenc valne duZine crno je za to podrudje
spektra. Ako tijelo potpuno (ili gotevo potpuno) apsorbira vidljivu svjetlost, ono
tada izgleda crno. Tijelo koje potpuno reflektira zradenje u odredenom intervalu
valnih duZina bijelo je u tom podru¢ju. Tijelo koje djelomi¢no, ali podjednako
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reflektira sve valne duzine zove se sivo tijelo. Faktor refleksije sivog tijela jest
izmedu 0 i 1, a ne ovisi o valnoj duzini (¢ = konst.). Opcenito tijela nisu siva,
i faktor refleksije je funkcija valhe duZine. Medutim, model sivog tijela, sli¢no
kao i model crnog tijela, korisna je aproksimacija za teoretska razmatranja i pro-
ratune.

Ukupni energetski tok koji zra¢i povr§ina S tijela u Citavi poluprostor (hemisferu
od 2 n steradijana) oznadimo sa ®,. Ako tok @, podijelimo s povrSinom tijela S,
dobivamo gustolu toka energije:

@
M= 12.34
3 (12.34)

Ta se velidina &esto zove energetska (radijacijska) egzitancija, oznacava se
znakom M i izraZava, kao $to se vidi iz definicijske formule, jedinicom W/m?2.

Bududéi da egzitancija ovisi o valnoj duZini, definira se i spektralna egzitancija
kao gustoca energetskog toka koji se izrati u interval valnih duzina izmedu 2 i
A+ di:

M, = M (12.35)

di
Spektralna egzitancija (spektralna gustcéa toka zraCenja) ponekad se zove
i emisijska moc tijela.
Ukupna egzitancija dobiva se, naravno, integriranjem spektralne egzitancije
po svim valnim duZinama:

M= [ M,dA (12.36) M|
0

Na slici 12.14. prikazani su emisicni
spektri crnog tijela na razliCitim temperatu-
rama, tj. M, kao funkcija valne duZine i
temperature. Spektri imaju karakteristi¢an
zvonolik oblik, s maksimumom na odredenoj

valnoj duzini 4,, koja je to niZa §to je veca i ! R
5 ¥ . s ] 2 3 Aum

temperatura tijela. Ukupna energija koju Vl_dl_]llva

tijelo izradi proporcionalna je povrsini ispod svjetlost

krivulje, a naglo se poveéava s poveéanjem Slika 12.14. Spektar crnog tijela

temperature.

Spektralna egzitancija (tj. svaka krivulja na slici 12.14) koju emitira crno
tijelo temperature T (npr. otvor nasl. 12.13) moZe se izratunati pomoc¢u Planckove*
formule:

2rhc? 1

et
M S (12.37)

gdje je c brzina svjetlosti u vakuumu, & = 1,38 - 10~ J/K, a i = 6,626 - 1073¢ J s,
tzv. Planckova konstanta.

* Max Planck (1858 —1947), njema&ki fizi¢ar, jedan od osnivata moderne fizike, dobitnik
Nobelove nagrade (1918).
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Integriramo li spektralnu egzitanciju po svim valnim duZinama, dobivamo
snagu koju izra¢i jedinica povriine nekog tijela u Zitav poluprostor iznad te povriine.
J. Stefan® i L. Boltzmann**, nezavisno jedan od drugoga, doli su do rezultata
da je ta energija proporcionalna ¢etvrtoj potenciji apsolutne temperature tijela.
Stefan— Boltzmannov zakon za crno tijelo pi$emo u obliku:

Mt=oT* (12.38)
gdje je o = 5,67 - 10-# W m-2 K-¥ Stefan—Boltzmannova konstanta.

Ako tijelo nije idealno crno, njegov je faktor emisije manji od jedinice i ovisi
o valnoj duZini. Fmisicni spektri takvog tijela razlikovat ¢e se i oblikom i inten-
zitetem od spektara crnog tijela. Ukupna je egzitancija u tom sludaju:

M(T) = ?e(l)Mﬁ‘(T) di (12.39)

0

gdje je & faktor emisije definiran omjerom emitiranog toka tog tijela i toka crnog
tijela iste povrsine pri istoj temperaturi. Za sivo tijelo (¢ = konst.) Boltzmann—
Stefanov zakon poprima oblik:

M=¢oT (12.40)

Valna duiina /,, kod koje spektralna gustoéa zraéenja M<* (T) postize maksi-
mum, ovisi 0 temperaturi crnog tijela, i pomite se prema kra¢im valnim dulji-
nama kada temperatura raste (sl. 12.14). Tu &injenicu izrazava Wienov*** zakon:

A T = konst. (12.41)
gdje je Wienova konstanta jednaka 2,898 - 10-* K m.

Kirchhoffov zakom. Idealno crno tijelo ima koeficijent apsorpcije i koe-
ficijent emisije jednak jedinici za sve valre duZine i ono je od svih tijela na istoj
temperaturi najbolji apsorter i emiter. Ako tijelo nije idealno crno, tada njegovi
koeficijenti apsorpcije i emisije, osim o temgperaturi, ovise o valnoj duzini, kutu
upada (emitiranja) i o svojstvima povrina tijela.

R. G. Kirchhoff je nadao vezu izmedu faktora apsorpcije i faktora emisije
neke povriine. Da bismo objasnili Kirchhoffov zakon, zamislimo dva tijela, jedno
sivo, drugo crno, unutar zatvorene evakuirane posude. Kada se uspostavi termicka
ravnoteza, povrdina tijela i stijenke posude imaju istu temperaturu 7. Tada ce
energetski tok, koji tijelo zratenjem predaje stijenkama posude, biti jednak toku
Sto ga apsorbira od stijenki posude. Kada je unutar posude idealno crno tiielo
moZemo napisati:

=D =gST =0,

Zamijenimo crno tijelo sivim istog oblika. Upadni tok se time ne promijeni,
dok je apsorbirani tok manii jer se dio ¢ ®, reflektira od sivog tijela:

¢n=(1“9)¢u=a¢u=¢e'

® Jozef Stefan (1835— 1893), slovenski fizitar, profesor na Sveulili§tu u Bedu, poznat po
cksperimentalnim radovima iz toplinskog zralenia. . .

*¢ T udwig Ludwig Boltzmann (1844—1906), njema&ki fizitar, poznat po radovima iz
statistitke mehanike i kinetitke teorije plinova.

®¢¢ Wilhelm Wien (1864— 1928), njemacki fizitar, dobitnik Nobelove nagrade za fiziku
(1911) za radove iz zralenja crnog tijela.
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Buduc¢i da je faktor emisije ¢ jednak omjeru emitiranog toka sivog tijela i
crnog tijela na istoj temperaturi, to je

D, =P =a P, = ad,
jer je upadni tok jednak emitiranom toku crnog tijela.

Ovim smo razmatranjem doli do zaklju¢ka da je u toplinskoj ravnotezi (tj.
kada tijelo od kojega dolazi zratenje i tijelo koje prima zratenje imaju istu tempe-
raturu) faktor emisije jednak faktoru apsorpcije. Isti rezultat vrijedi i za svaku
valnu duZinu posebno. Jednakost spektralnih faktora emisije i apsorpcije

e(A)=a(d) (12.42)

zove se Kirchhoffov* zakon. Dok rezultat za integralne faktore « = ¢ ne mora vrije-
diti ako nije uspostavljena toplinska ravnoteZa, jednakost spektralnih faktora dana
relacijom (12.42) vrijedi op¢enito.

12.7.4. Prijenos topline zrademjem

Pri razmatranju prijenosa topline zratenjem treba uzeti u obzir energiju koju
tijelo izradi i energiju $to je apsorbira, te rezultantni toplinski tok dobiti kao razliku
tih dvaju tokova. Pri tom ¢e razmjena energije ovisiti o svojstvima tijela i njegove
okoline, medusobnom poloZaju i povrdini pojedinih tijela. Najjednostavniji je
primjer kada se tijelo povrsine S;, temperature T, i koeficijenta emisije ¢, nalazi
unutar $upljine &ije stijenke imaju temperaturu T. Ako je povriina stijenki Sup-
ljine velika u usporedbi s povriinom tijela, odnosno ako je povrsina stijenki $up-
ljine savr§en apsorber, izmjena topline dana je jednadZbom:

Dy =608, (Tt —T%) (12.43)
U slucaju dviju ravnih, paralelnih ploha, &ija je povr§ina § mnogo veéa od

njihova medusobnog razmaka, a koeficijent emisije, odnosno apsorpcije jednak
jedinici, rezultantni je toplinski tok:

G, =08 (Tt — T (12.44)

jer je tok koji izradi prva ploha o S T§, a tok §to ga ona primi od druge plohe i
apsorbira ¢ § T3. Medutim, ako plohe nisu crne, vec sive, treba uzeti u obzir
faktor emisije ¢ i imati na umu da ¢e se dio energije koji se ne apsorbira reflektirati,
do¢i na drugu plohu, ondje djelomiéno apsorbirati i djelomi¢no reflektirati, itd.,
sve dok se najzad ne apsorbira sva energija. MoZe se pokazati da je u tom slu¢aju
toplinski tok koji prijede s ravnine vi$e temperature na onu s niZom temperaturom
dan izrazom:

aS(T:—T%

T,

€ £y

By, = (12.45)

Ponekad je prakti¢no prijenos topline zracenjem ra¢unati sli¢cnom formulom
kao i prijenos topline konvekcijom, odnosno vodenjem, tj. kao umnozak povrSine,
koeficijenta prijenosa topline i razlike temperatura:

D =hS(T,— T, (12.46)
* Gustav Robert Kirchhoff (1824—1887), njemacki fizicar.
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gdje je h, koeficijent prijenosa topline zracenjem od jedne plohe temperature 7',
prema drugoj plohi temperature T,. Rastavimo li T3 — Tiu (T7 4+ T3) (T, + T,)
(Ty — T,), vidimo da je koeficijent prijenosa topline zralenjem izmeduv dviju
paralelnih ravnina u izrazu (12.45):

py =T IO + Ty -
—+ =1
& &y

Primjer

Koliki je toplinski tok izmedu dvaju prozorskih stakala povrsine 2 m* .alfo je tem-
peratura unutrasnjeg stakla 293 K, temperatura vanjskoga 273 K, a koeficijent kon-
vekcije u zraku izmedu stakala 2 W/(m?® K). Koeficijent emisije stakla je 0.9.

Toplinski tok nastaje zbog konvekcije i razmjene energije zradenjem. Toplinski
je tok zbog konvekcije:

P, =hS(Ty,— T, =80W,
a toplinski tok zbog zradenja:

aS(T}— TP

@, =h, ST, — T,) = = 169 W.

Ukupan je toplinski tok zbroj tih dvaju:
D =D, + D, =249 W,

PITANJA I ZADACI

1. Sto je temperatura? Kako mozemo temperaturu tijela povezati s gibanjem molekula?
2. Sto je toplina?

3. Objasnite kako nastaje toplinska ravnoteza.

4. Kako se mjeri temperatura?

§. Koje temperaturne skale poznajete?

6. Definirajte apsolutnu temperaturnu skalu i osnovnu jedinicu za mjerenje temperature.
7. Navedite nekoliko vrsta termometra i njihova osnovna svojstva.

8. Kako se definira koeficijent linearnog rastezanja &vrstog tijela?

8. Kako se ratuna linearno i volumno rastezanje?

10. 8to znate o temperaturnom rastezanju tekuéina, posebno vode?

11. Navedite neke primjene toplinskog rastezanja.

12. Sto je idealni plin? _
13. Objasnite Boyle— Mariotteov zakon, Gay— Lussacov i Charlesov zakon za idealni plin.
14. Iz plinskih zakona izvedite jednadibu stanja idealnog plina.

15. Sto kae Avogadrov zakon?

16. Sto je univerzalna plinska konstanta? . ,
17. 1z &injenice da molarni volumen idealnog plina iznosi 22,4 L u normiranim uvjetima, izra-

¢unajte plinsku konstantu.

18. Sto je koli¢ina toplina? U kojim se jedinicama mjeri?

19. O ¢emu ovisi koli¢ina toplina potrebna da se zagrije neko tijelo? .
20. Kako se definira specifi¢ni toplinski kapacitet pri stalnom tlaku i stalnom volumenu?
21. Kako molarni kapacitet &vrstih tijela ovisi o temperaturi? Objasnite Dulong —Petitov zakon.
22. Koji element ima veéi specifini toplinski kapacitet, aluminij ili olovo?

23. Objasnite mjerenje specifi¢nih toplinskih kapaciteta.
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24. Nacrtajte T—Q dijagram za vodu u podrudju — 263 K(T( 400K i objasnite prijelaz iz
jednog agregatnog stanja u drugo agregatno stanje.

25. Sto su latentne topline transformacije?

28. Kako se definira specifiéna toplina taljenja i isparavanja? Koliko one iznose za vodu?

27. Nacrtajte p— T i p— V fazne dijagrame za H,0 i CO,;. Objasnite $to je kriti¢na, a $to trojna
tocka.

28. U kojoj je fazi CO, pri: 8) p = 4,05barit = — 70°C, b) p = 500 bar i ¢ = 40 °C? U kojoj
je fazi HyO pri 0,006 bar i 300 K?

29. Kako se moZe prenositi toplina?

30. Kako se toplina prenosi vodenjem? Sto kaze Fourierov zakon? Sto je toplinska vodljivost
materijala?

31. Sto je toplinski otpor? Nacrtajte toplinsku shemu za jedan primjer prijenosa topline.

32. Kako se toplina prenosi konvekcijom? Definirajte koeficijent konvekcije.

33. Sto znate o toplinskom zradenju? O &emu ovisi toplinsko zratenje nekog tijela?

34. Definirajte faktore apsorpcije i refleksije. Kakva je veza izmedu ta dva faktora?

35. Sto je idealno crno tijelo?

36. Kako se definira energetska egzitancija? Sto je spektralna egzitancija?

37. Nacrtajte spektre crnog tijela za nekoliko razlititih temperatura.

38. Sto kaze Stefan— Bolizmannov i Wienov zakon?

39. Kako glasi Planckova formula? Kako se iz nje mogu dobiti Stefan— Boltzmannov i Wienov
zakon?

40. Kako se definira koeficijent emisije?

41. Sto kaze Kirchhoffov zakon? Kada smijemo reéi da je £ = x?

42. Objasnite prijenos topline zracenjem i izratunajte toplinski tok za jedan primjer takvog pri-
jenosa.

43. Kako se definira koeficijent prijenosa topline zradenjem?

44. Sto je ukupni koeficijent prijenosa topline onda kada imamo sva tri procesa prijenosa? U
kojim se jedinicama izraZava?

45. Pri 20 °C dvije 3ipke, aluminijska i Zeljezna, imaju jednaku duljinu 50 m. Koliko im se razli-
kuje duljina pri 40 °C?

46. Odredite napetost u &eli¢nom 3tapu koji je utvri¢en na oba kraja na 20 °C ako ga zagrijemo

na 5C °C.

a) Izratunaijte gustocu dusika i kisika pri normiranim uvjetima. b) Kolika je gusto¢a zraka pri

tlaku od 950 mbar i temperaturi 20 °C ako je pri normiranim uvjetima gustoéa 1,293 kg/m"?

48. U automobilskoj je gumi nadtlak zraka 1,6 bara pri temperaturi od 0 °C i vanjskom tlaku
od 1 bara. Koliki je nadtlak u gumi kada se zbog voZnje temperatura zraka u njoj povisi na
50 °C? Pretpostavite da je promjena volumena zanemariva.

49. U boci volumena 10 L nalazi se komprimirani helij pod tlakom od 10 bara i temperaturom
0 °C. Kolika je masa plina u boci? Iz boce se ispusti 1/4 mase plina i temperatura se povisi
na 27 °C. Koliki je tlak plina?

50. a) IzraCunajte volumen jednog mola idealnog plina pri normiranim uvjetima, tj. pri 0 °C i
1,01 - 10° Pa. b) Koliko ima molekula u 1 m? svakog plina pri normiranim uvjetima?

51. Koliko je potrebno energije da se 8C kg vode u bojleru zagrije od 20 °C do 60 °C ako je ko-
risnost 90%,?

52. Grijatem snage 600 W zagrijava se u kalorimetru tekuéina mase 1,6 kg za vrijeme od 285 s.
Temperatura se pri tom poveéa od 20 °C do 43,7 °C. Odredite specifi¢ni toplinski kapa-
citet tekucine. Pretpostavite da je vodena vrijednost kalorimetra 500 J/K.

§3. Pri kojoj bi temperaturi maksimum spekiralne gustoée zralenja crnog tijela bio na valnoj
duZini od a) 240 nm, b} 0,48 ym, ¢) 9,7 um.

54. Iz &injenice da je srednja gustoca energetskog toka koja od Sunca dolazi do Zemljine povriine
1,35 kW/m?, izratunajte temperaturu Sunca.

§5. Kolika je temperatura peéi ako se iz njenog otvora povriine 10 cm? emitira snaga od 50 W?
Za koju valnu duZinu spektralna gustoa zrafenja iz peéi ima maksimum? Pretpostavite da
pe¢ zrati kao idealno crno tijelo.

§8. Kolika je temperatura crnog tijela koje pri temperaturi okoline od 17 °C emitira 64 puta vide
energije nego $to apsorbira. Zanemarite toplinske gubitke vodenjem i konvekcijom.

57. Ako se temperatura crnog tijela smanji od 1 500 K na 1 100 K, koliko se promijeni gustoéa
energetskog toka i valna duZina koja odgovara maksimumu spektralne gustoce zradenja?

47.

°



13. TERMODINAMIKA

13.1. UVOD

Termodinamika je dio eksperimentalne fizike koji proucava vezu izmedu
topline i drugih oblika energije, posebno uvjete pretvaranja topline u mehanicki
rad. U termodinamici prouc¢ava se rad razliitih toplinskih strojeva: parnog stroja,
motora s unutra$njim izgaranjem, hladionika i sl. Pri tom se ne ulazi u mikroskopski
opis pojava u sistemu, ve¢ se proucavaju samo makroskopske veli¢ine, kao §to su
tlak, temperatura, toplina, entalpija, rad i sl., razmatraiu interakcije medu siste-
mima i promjene sistema izmedu razli¢itih ravnoteznih stanja.

Termodinamika se osniva na dva osnovna zakona ili principa. Prvi zakon
termodinamike zapravo je poseban primjer opc¢ih zakona o¢uvanja energije, koji
obul_wac’a i toplinsku energiju. On kaze da u izoliranom sistemu ukupna energija
ostaje konstantna bez obzira na procese koji se u njemu dogadaju. Drugi zakon
govori o uvjetima u kojima se iz topline moze dobiti mehanicki rad.

13.2. TERMODINAMICKI PROCESI

Termodinamicki sistem sastoji se od odredene koli¢ine tvari unutar neke
zatvorene povrsine. Najjednostavniji je takav sistem idealni plin u cilindru s kli-
pom. U ravnoteZznom stanju u svim to¢kama tog sistema vlada jednak tlak i tempe-
ratura, te se na takvo stanje moZe primijeniti jednad?ba stanja idealnog plina.

Termodinamicki proces je promjena stanja nekog sistema. Posebno su vazni
kruzni procesi, u kojima se sistem vraca u pocetno stanje. Toplinski strojevi, upravo
ponavljajuéi odredeni termodinamicki kruZni proces, pretvaraju toplinsku energiju
u mehani¢ki rad.

Razlikujemo reverzibilne (povratne) i ireverzibilne (nepovratne) termodina-
micke procese. Proces je reverzibilan ako sistem prolazi kroz niz ravnoteZnih stanja.
U tom slutaju proces se moze odvijati i u suprotnom smjeru, vracajuci se kroz
ista ravnotezna stanja u pocetno stanje.

Svako od tih ravnoteznih stanja moZe se opisati tockom u (p, V) dijagramu
tako da ée ¢itav proces biti predstavljen krivuljom p = f(V, T).

Ako, npr., idealnom plinu povecamo izovolumno tlak za infinitezimalni iznos
dp, temperatura ¢e mu porasti za d 7, i plin ¢e iz jedne termodinamicke ravnoteze
prije¢i u drugu. Prije procesa sve su tocke sistema imale iste termodinamicke
koordinate (p, V, T), a poslije procesa ponovno sve tctke sistema imaju jednake
koordinate (p + dp, V, T + dT). Plin se moZe vratiti u prvobitno stanje jedno-
stavno, smanjivanjem tlaka za dp, pri ¢emu Ce se temperatura sniziti za d7.

Reverzibilni se proces mora odvijati dovoljno sporo, tako da sistem bude u
ravnoteZi u svakom momentu procesa; takav proces vodi sistem preko niza ravno-
teznih stanja, od pocetnog do kona¢nog stanja. Na primjer, ako smanjujemo vo-
lumen plina nizom infinitezimalnih promjena tlaka, dopustajuéi nakon svake promje-
ne uspostavljanje ravnoteZe, tada je proces povratan, jer se moguce vratiti natrag
preko tih istih ravnoteZnih stanja, i u svakom momentu procesa imati definirane
termodinamiCke koordinate sistema.
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Pri nagloj kompresiji plin ¢e iz pocetnog stanja prije¢i u kona¢no stanje kroz
niz neravnoteznih stanja, i proces ¢e biti ireverzibilan (nepovratan). Takav se proces
ne moze opisati krivuljom u p— V' dijagramu niti nadiniti u obratnom smjeru, tako
da se okolina i sistem vrate u isto potetno stanje.

Stvarni termodinamicki procesi uvijek su manje ili vise ireverzibilni. Idealan
reverzibilni proces u prirodi ne postoji. Medutim, teoretski je moguce obraditi
samo reverzibilne procese te iz rezultata dobivenih za takve idealne slutajeve
zakljuditi o ponasanju stvarnih sistema.

Zagrijavanjem energija u obliku topline prelazi u neki sistem. Ta energija
moZe povecati unutrainju energiju sistema, odnosno moze osposobiti sistem da
izvrdi odredeni mehanigki rad. Toplina je, dakle, jedan oblik energije koju razmje-
njuju sistem i njegova okolina i u tome je slicna mehani¢kom radu.

Unutrasnja energija nekog tijela jest zbroj kireticke energije termickoga gi-
banja molekula i potencijalne energije medumolekularnog djelovanja. U idealnom
plinu nema sila medu molekulama, te je unutradnja energija jednaka zbroju kine-
ticke energije svih molekula. Kada se dva sistema razliite temperature dovedu
u medusobni kontakt, molekule sistema vi§e temperature predavat ¢e sudarima
energiju molekulama u sistemu niZe temperature, sve dok se temperature ne izjed-
naCe. Toplina ¢e, dakle, prelaziti s tijela viSe temperature na tijelo niZe tempe-
rature, i pri tom ce se unutrainja energija toplijeg tijela smanjiti, a hladnijega
povecati. Osim prijenosom topline unutra$nja se energija moze mijenjati i radom,
s tim §to se smanjuje kada sistem obavlja rad, a povecava kada se obavlja rad na
sistemu. Uotite bitnu razliku izmedu unutradnje energije, koja je svojstvo sistema,
i rada i topline, koji oznatavaju razmjenu energije izmedu sistema i okoline.

Promatrajmo jedan od najjednostavnijih termodi-
namickih sistema, cilindar s klipom u kojemu se nalazi
idealni plin (sl. 13.1). Kada sistemu dovedemo toplinu M M
O, dovedena toplina utro$i se na promjenu unutrainje  [[--------------
energije i na rad koji sistem obavi nad okolinom. Ako AV dx
je proces izovoluman, tj. ako se klip ne moZe pomicati, ,
dovedena koli¢ina topline jednaka je promjeni unut-
ra¥nje energije sistema: Q = A U. Medutim, ako se Vo x
klip moze pomicati, dovodenjem topline plin se §iri,
klip se diZe i obavlja rad.

Pretpostavimo da se zbog $irenja plina klip poma-
kao za infinitezimalni pomak dx (sl. 13.1). Rad je pri tom

dW = F-di =p Sdx = pdV (13.1)

Slika 13.1. Rad pri raste-
zanju plina

gdje je S povriina klipa, a dV infinitezimalna promjena volumena plina. Pret-
postavit ¢emo da se ukupna promijena volumena sastoji od beskonaénog broja
takvih ravnoteznih infinitezimalnih promjena stanja, tj. da je nakon svake promjene
volumena za dV plin pre$ao u novo ravnotezno stanje, pri kojemu su u &itavom
volumenu isti tlak i temperatura. Drugim rije¢ima, promatrat ¢emo takve konacne
procese u kojima nizom infinitezimalnih promjena tlaka volumena i temperature
plin iz potetnog stanja u kona¢no stanje dovodimo preko beskonaéno mnogo ravno-
teznih stanja. Takav proces mozemo prikazati krivulijom u p—V dijagramu.

14 Kulisi¢: Mehanika { toplina
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Ukupni rad je tada proporcionalan povrsini ispod krivulja (sl. 13.2) i jednak
je integralu

W= [pdV (13.2)

\%

Slika 13.2. Odredivanje rada idealnog plina u p V dijagramu

QOcito je da postoji beskonac¢an broj razli¢itih procesa kojima se sistem moze
dovesti iz poletnog stanja u kona¢no stanje. Takva dva procesa prikazana su na
slici 13.3. 1z slike se vidi da rad ovisi i 0 natinu kako smo iz po¢etnog stanja doSl

A

p
A
P,
p, ¢ L i B
L
Vi \& \4

Slika 13.3. Rad ovisi o procesu i nije funkcija stanja

u konacno stanje. Ako iz pocetnog stanja A idemo u konaéno stanje B izotermno,
rad W, je veci nego ako najprije plin izovolumno ohladimo do tocke C, a zatim
ga izobarno zagrijemo na istu temperaturu i tako dodemo do tot¢ke B. Rad koji
obavlja neki termodinami¢ki sistem nije, dakle, funkcija stanja, ve¢ funkcija pro-
cesa, jer osim o0 poCetnom i kona¢nom stanju ovisi i 0 putu kojim smo sistem doveli
iz poletnog stanja u konatno stanje.
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Toplina Q koja ulazi u sistem, odnosno izlazi iz sistema takoder nije funkcija
stanja, veé procesa. Promjena unutradnje energije sistema, naprotiv, ne ovisi o
procesu, nego samo o potetnom i konanom stanju sistema (pocetnoj i konaénoj
temperaturi plina). Kada se plin doveden iz nekog poletnog stanja u kona¢no
stanje vrati u podetno stanje, unutradnja energija poprimit ¢e pofetnu vrijednost.
Unutradnja energija U, za razliku od topline Q i rada W, funkcija je stanja.

Beskona¢no malena (infinitezimalna) promjena unutradnje energije dU jest
totalni diferencijal funkcije U. Medutim, beskonatno malena kolitina topline koja
se dovodi sistemu nije totalni diferencijal, jer Q nije jednozna&no definiran, te je ne
mozemo oznacavati sa dQ, ve¢ nekako drukeije, npr. sa dQ. Sli¢no ¢emo pisati dW
2a infinitezimalno mali rad koji obavi sistom. Integral od dU ovisit ¢e samo o po-
¢etnom i konalnom stanju (granicama integracije), dok pri ratunanju integrala
od 40 i dW trebs, osim granica integracije, specificirati i proces kojim sistem
prevodimo iz poletnog stanja u konano stanje.

13.3. PRVI ZAKON TERMODINAMIKE

Kada sistemu dovodimo toplinu Q, tada se jedan njezin dio moZe utrositi
na povecanje unutradnje energije sistema A U, a ostatak se pretvara u rad W koji
sistem daje okolini. Pri tom iz zakona odrfanja energije slijedi:

Q=AU+W (13.3)

To je prvi zakon termodinamike, izravna posliedica zakona ofuvanja energije,
koji kaze da u izoliranom sistemu ukupna energija ostaje konstantna bez obzira
na procese koji se dogadaju u sistemu.

Dogovorit ¢emo se da je u (13.3) i sli¢nim izrazima Q pozitivna kada toplina
ulazi, a negativna kada izlazi iz sistema; rad je pozitivan kad ga vrii sistem a nega-
tivan kad ga okolina vr$i nad sistemom.

Za infinitezimalne procese prvi zakon termodinamike glasi:

dQ = dU + aw (13.4)
Posebno, za idealni plin relacija (13.4) poprima oblik:
40 =mc,dT + pdV (13.5)

Pri izovolumnom procesu dW = 0, te se sva dovedena toplina pretvara u
unutradnju energiju (dQ = dU). Ako je proces izoterman, nema promjene unutras-
nje energije, te se sva dovedena toplina pretvara u mehanitki rad (dQ = dW).
Pri adijabatskom procesu (dQ = 0) rad se obavlja na ratun promjene unutrainje
energije (AW = dU).

Za kruZni proces poéetno i konatno stanje su identi¢ni, te je AU =0, Q =
= W. Toplina koja se dovede sistemu za vrijeme kruZnog procesa u toplinskom
stroju jednaka je radu $to ga izvrSi sistem. Toplinski stroj je pretvarat toplinske
energije u mehanitku. Medutim, nemogude je konstruirati stroj koji bi dao vise
energije u obliku rada nego %to je apsorbirao u obliku topline. Nemoguce je na-
praviti stroj koji bi stvarao energiju ni iz dega. Prvi zakon termodinamike kaZe
da je perpetuum mobile prve vrste nemogué. (O perpetuumu mobile druge vrste
govorit ¢emo kasnije.)



212 Petar KuliS$i¢ MEHANIKA I TOPLINA

13.4. RAD PRI PROMJENI STANJA PLINA

Pomocu prvog zakona termodinamike izracunat ¢emo rad za neke procese

u kojima se mijenja stanje idealnog plina.
Pri izovolumnom zagrijavanju, odnosno hladenju, ne vrsi se rad, jer jedV =0
te je i AW = 0. Prvi zakon termodinamike za izovolumni (izohorni) proces dajc:
dQ = dU (13.6)
Sva apsorbirana toplina tro$i se na povecanje unutrasnje encrgije sistema.

Ako plin zagrijavamo izobarno (p, = konst.), tada je izvrdeni rad:
Vs
W= [pdV=p(V.— V) (13.7)
Vi
U p—V dijagramu rad je proporcionalan povrsini ispod krivulje, u ovom slu-
&aju izobare (pravca paralelnog apscisi), omedenoj pravcima V=V, i V =1,
(sl. 13.4).

Pri izotermnoj ekspanziji temperatura je konstantna, plin se ponasa po Boy-
leovu zakonu p V = konst., pa je rad:

2 Vs

W, =i pdV =nRT [ —wRTIn(L2
J V I/f
1 vV, LYoy

W,=nRTI2=nRTID (13.8)
Vy y 2

p :
v, v, V. v
Slika 13.4. Rad pri izobarnoj ekspanziji Slika 13.5. Rad pri izotermnoj promjeni
idealnog plina stanja idealnog plina

Rad je jednak povrdini ispod izoterme p V =n R T u p—V dijagramu (sl.
13.5).
Za adijabatski proces, pri kojem sistem ne razmjenjuje toplinu s okolinom,
dQ =0, te je:
dU = — dW (13.9)
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Kada sistem vrsi rad (adijabatska ekspanzija), njegova se unutrainja energija
(te i temperatura) smanjuje, i on se hladi; kada se plin adijabatski komprimira,
on se grije. Proces e biti adijabatski ako je sistem dobro toplinski izoliran. Buduéi
da prijenos topline tee sporo, brzi su procesi takoder adijabatski.

Jednadiba adijabate. Adijabatska ekspanzija i kompresija idealnog plina
prikazuju se u p—V dijagramu krivuliom koja se zove adijabata. Buduéi da se
adijabatskom ckspanzijom (za razliku od izotermne) temperatura plina snizuje,
adijabata je strmija od izoterme, tj. za istu promjenu tlaka promjena volumena
je ovdje veca.

Prije nego §to izvedemo jednadibu adijabate, odredimo vezu izmedu speci-
fi¢nih toplinskih kapaciteta pri stalnom tlaku i stalnom volumenu za idealne plinove.

Molarni toplinski kapaciteti definiraju se relacijama:
1 dU

Cp=— — V = konst. 13.10

y ( )
1 40

C,=— = = konst. 13.11

»=war P 13.11)

Omjer » = C,/C, (odnosno x =c,/c,) naziva se adijabatski koeficijent.

Iz prvog zakona termodinamike i plinske jednad?be dobivamo za idealni
plin vezu izmedu C, i C,:

dQ =dU + aW
nC,dT =nC,dT 4 pdV
n(C, — C,)dT =nRdT
C,—GC,=R (13.12)

To je Mayerova relacija za molarne toplinske kapacitete idealnog plina. Ona
se moZe napisati i za specifitne toplinske kapacitete:

¢, —¢, = RIM

Bududéi da je -gﬂ =, to je x C, — C, = R, odnosno
[ 4

R xR
x——l; =

C, = (13.13)
x—1

JednadZbu adijabate moZemo izvesti iz prvog zakona termodinamike, koji
za adijabatski proces s idealnim plinovima ima oblik dU = — dW = p dV.

Uvrstimo li (13.13) u (13.9) dobivamo:

n dT = — pdV = — nR TEK (13.14)
x—1 |14
odnosno
T, V.
'dT dv
T, T vV v
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Nakon integriranja dobivamo jednadZbu:

L J (x —1)In-2
T, 1
odnosno
x—1
I, _ (K‘) (13.15)
T, \V
ili
T V*-! = konst. (13.15a)

Odatle, primjenom plinske jednadzbe p V' = n RT, izlazi veza izmedu tlaka
i volumena pri adijabatskom procesu:

12=(ZA)“ (13.16)
21 Vs
ili
p V* = konst. (13.16a)
Iz jednadzbi (13.15) i (13.16) dobivamo
x—1
.T_*=(£2)‘:.‘ (13.17)
. T, 21
ili
T* p'~* = konst. (13.17a)

Relacije (13.15), (13.16) i (13.17) nazivaju se Poissonove jednadzbe.

Adijabatski koeficijent » ovisi o vrsti plina. Za jednoatomne plinove iznosi
1,67 i ne ovisi o temperaturi, za vi§eatomne plinove je ne§to manji i ovisi o tem-
peraturi; za dvoatomne plinove oko sobne temperature » = 1.4.

Na slici 13.6. usporedena je izoterma p V = konst 1 adijabata p}/* = Konst.
Bududi da je x > 1, 1 iz jednadzbe adijabate zaklju¢ujemo da je strmija od izoterme.

2

* \\\ .o
pV = konst. ~=adijabata

P

\%

Slika 13.6. Izoterma i adijabata
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Rad koji idealni plin izvr$i pri adijabatskoj ekspanziji jest:

2 2 T,
W,=fpdV=anTEK= nR [dT= nR
1 1 4 B x—1

(T, — T, (13.18)
1 —x

1

Primjer

Kolika je kona&na temperatura i tlak kada mnozinu 1 mol idealnog plina adija-
batski komprimiramo na 1/10 poletnog volumena? Podetni tlak je 105 Pa, a podetna
temperatura 300 K. Koliki je pri tom obavljeni rad? Adijabatski koeficijent je 1,4.

Iz relacije T, V¥~ = T, V! dobivamo
At

Ty=T,|— =7 .

= T, (V,) 50K

Sli¢no dobivamo i konaéni tlak:

B = iy (;-‘)" = 2,5 10¢ Pa.

2
Obavljeni rad potreban za tu adijabatsku kompresiju jest:

R
W,= 25 (T,— T.) =9,35k].

x — 1

13.5. ENTALPIJA

U odjeljku 13.2. uotili smo da postoje dvije vrste termodinami¢kih velicina:
funkcije stanja i funkcije procesa. Ve¢ smo vidjeli da je unutra$nja energija funkcija
stanja, a ne i na¢ina na koji smo taj sistem doveli iz jednog stanjau drugo stanje,
kao 3to je to npr. slu¢aj s radom i koli¢inom topline. Sada ¢emo definirati jos jednu
funkciju stanja — entalpiju.

Entalpija* H definira se izrazom:

H=U+pV (13.19)
i iskazuje se jedinicom dZul. MozZe se pokazati da je entalpija funkcija stanja i da
ne ovisi o procesu kojim smo sistem preveli iz podetnog stanja u konacno stanje.

Specifi¢na entalpija —Ii, odnosno molarna entalpija — iskazuju se jedinicama
J/kg, odnosno ]/mol.m "
Za infinitezimalni proces, (13.18) prelazi u:
dH =dU +d(p V) (13.19a)

Budu¢i da su unutrainja energija i entalpija funkcije stanja, odnosno dU i
dH egzaktni diferencijali, to iz (13.19) vidimo da je i p V funkcija stanja.

* Rije¢ entalpija je grékog porijekla i znadi sadr?aj topline.
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U slucaju izobarnog procesa (p = konst.), d(p V) =pdV + Vdp =pdV,
te je

dH =dU 4+ pdV (13.20)
§to s prvim zakonom termodinamike dQ = dU + p dV daje:
dH = 40 (13.21)
odnosno
AH=0Q (13.22)

U slucaju izobarnog procesa apsorbirana, odnosno oslobodena toplina iz
sistema jednaka je promjeni entalpije sistema. Bududi da su mnogi procesi izobarni,
ili se barem mogu aproksimirati izobarnima, entalpija ima vaznu ulogu i ima veliko
prakti¢no znacenje u termodinamici.

Iskoristivsi (13.21), specifi¢ni toplinski kapacitet pri stalnom tlaku mozemo
definirati pomocu entalpije:

dH =dQ =mc,dT (13.23)
ey | (ﬁ) (13.24)
m\dT /,

Tako je i ¢, definirano pomocu funkcije stanja sli¢no kao $to je i ¢, bilo defi-
nirano derivacijom unutrasnje energije:

S (dU) (13.25)
m\dT/,

Zagrijavamo li, npr., vodu, njezina se unutradnja energija i entalpija poveéavaip 5
jer je zagrijavanje izobarno, dovedena kolic¢ina topline jednaka je promjeni entalpije.
Kada voda prelazi iz tekueg stanja u paru, promjena entalpije jednaka je latentnoj
toplini transformacije faze, tj.

AH =mlL, (13.26)

Odatle se i specificna toplina isparavanja moze definirati pomocu entalpije:
L,=LAH, (13.27)
m

Zato ¢emo, npr., koli¢inu topline potrebnu da vodu temperature ¢, prevedemo
izobarno u paru temperature f, napisati ovako:

100 °C N
0= J' mec, de +AH, + J’mc,,zdt=AHl+AH,+AH2 (13.28)
I 100

Obicno se u praksi uzima da je entalpija vode jednaka nuli pri T = 273 K.

Tako voda temperature 0 °C ima entalpiju jednaku nuli, voda 100 °C ima
specifitnu entalpiju 420 kJ/kg i sl
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Primjer

Izratunajte molarnu unutrainju energiju i entalpiju vode i zasiéene vodene pare
pri 1013 mbar 1 100 °C. Molarni volumen vode pri 1013 mbar i 100 °C jest 18,8 cm?/mol,
a pare 30 L/mol. Specifitna toplina isparavanja vode jest 2 256 k]/kg. Pretpostavite da
je entalpija i unutrainja energija vode jednaka nuli pri temperaturi 0°C. Kolika je
entalpija zasiéene pare pri 750 °C?

Entalpija nekog sistema definira se izrazom:
H=U+pV.

Zagrijavanjem vode od 0 °C do 100 °C (pri konstantnom tlaku) entalpija se pove-
éava od nule do Hy:

H,=AH=AU+pAV=Q0=C, AT =Mc,AT=1754k]/mol.
Unutrasnja je energija vode:
Uy=H—pV =(754-10°— 1,013 - 10°- 18,8 - 10-%) J/mol = 7,538 kJ/mol = H,
jer je p IV zanemarivo malen.
Za zssiéeau paru
H,, = Hy + M L; = 48,15 kJ/mol, Uyp = Hyp — p V,p = 45,1 kJ/mol.

Vrelifite vode je 150 °C kad je tlak 4,76 bar. Specifiéni je toplinski kapacitet vodene
pare [,9k]J/kg K. Molarna je entalpija vode zagrijane do 150 °C:

Hy=Mc,AT =18-10-3-4,2 - 10°- 150 kJ/mol = 11,3 kJ/mol.
Entalpija pare pri toj temperaturi bit &e:
Hy, = Hy + M L; = 11,3 kJ/mol + 40,6 kJ/mol = 52 k]J/mol,

uz pretpostavku da L ne ovisi o temperaturi. Medutim, L, se smanjuje s porastom tem-
perature, te je stvarni rezultat neito manji.

13.6. DRUGI ZAKON TERMODINAMIKE

Govore¢i o prvom zakonu termodinamike u odjeljku 13.3. ustanovili smo
da je to, u stvari, zakon ofuvanja energije primijenjen na termodinamiku. On
govori o tome da se pri pretvaranju rada u toplinu i topline u rad energija ne moze
ni stvoriti ni unistiti, ve¢ se samo pretvara iz jednog oblika u drugi oblik. Prema
tom zakonu, nemoguce je napraviti perpetuum mobile prve vrste, koji bi proizvodio
vide rada nego 3to bi utro$io energije.

Drugi zakon termodinamike govori o uvjetima u kojima se iz topline moze
dobiti mehanicki rad. Razni oblici energije lako prelaze u toplinsku energiju bez
nekih posebnih ogranitenja, mehanicki se rad mozZe potpuno pretvoriti u toplinu,
ali je prijelaz topline u mehani¢ki rad mogué samo ako su ispunjeni odredeni uvieti.
Takoder, toplina spontano prelazi s toplijeg tijela na hladnije tijelo, ali ne i obratno.
Nemoguce je ostvariti stroj koji bi u periodi¢nom kruznom procesu prenosio toplinu
iz hladnijeg spremnika (npr. okolne atmosfere) u topliji spremnik (npr. unutra$-
njost zgrade) bez uloZenog vanjskog rada ili topline. Za rad strojeva za hladenje
i toplinskih pumpi potrebna je energija u obliku mehanitkog rada ili topline iz
nekog izvora visoke temperature.

Iskustvena je ¢injenica da je nemoguée napraviti toplinski stroj koji bi nepre-
kidno, nizom kruZnih procesa, obavljao rad crpeéi toplinsku energiju iz jednog
spremnika topline i potpuno je pretvarajuéi u rad. Takav bi stroj imao efikasnost
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jednaku jedinici i ne bi bio u suprotnosti s prvim zakonom termodinamike, me-
dutim, to se protivi onome §to znamo iz iskustva. Svima nam je jasno da je ne-
mogude napraviti stroj koji bi, npr., uzimao toplinu iz mora (pri ¢emu bi ga ne-
znatno hladio) i proizvodio rad (pokretao brod). To bi bio perpetuum mobile
druge vrste, koji je prema drugom zakonu termodinamike nemogu¢. Svaki toplinski
stroj koji toplinu pretvara u rad radi tako da samo dio dovedene topline pretvara
u rad, a ostatak predaje okolini. Za rad toplinskog stroja potrebna su dva spremnika
razli¢ite temperature, jedan vi§e temperature, iz kojega toplina prelazi u radni
fluid, i drugi niZze temperature, u koji se predaje ostatak topline koji nije pretvoren
u mehanicki rad.

Za formulaciju i fizikalnu interpretaciju drugoga zakona termodinamike za-
sluzno je nekoliko fizi¢ara u pro$lom stolje¢u: lord Kelvin (1824 —1907), R. Clausius
(1822 -1888), S. Carnot (1796 —1832), W. Ostwald (1853—1932) i dr.

Evo nekoliko formulacija tog zakona:

Nemogudée je napraviti toplinski stroj koji bi, ponavljaju¢i kruzni proces,
svu toplinu uzetu iz jednog spremnika pretvorio u rad. Ako se Zeli dobiti rad
iz topline, uvijek dio te topline mora prije¢i u hladniji spremnik (okolinu).

Nemogué je proces pri kojemu bi toplina spontano prelazila iz spremnika
nize temperature u spremnik vie temperature.

Nemogué je perpetuum mobile druge vrste.

Drugi zakon termodinamike moZe se definirati i pomocu entropije, o ¢emu
¢emo govoriti u odjeljku 13.8.

13.7. CARNOTOV KRUZNI PROCES

Da bi se u nekom toplinskom stroju iz topline dobio rad, radni fluid (npr. idealni
plin), posto izvr$i rad, treba da se vrati u pocetno stanje, obavivsi kruZni proces, i
taj se proces mora stalno ponavljati. Promatrat ¢emo pri tom reverzibilne kruzne
procese koji se odvijaju gotovo ravnotezno, bez gubitaka (npr. trenja). Pri tom
treba imati na umu da ¢e takvi idealni procesi dati maksimalan koeficijent iskori$-
tenja, dok se realni procesi njima mogu samo vi$e ili manje pribliziti, ali ih, na-
ravno, nikada ne mogu premasiti.

Najpoznatiji kruZni proces jest Carnotov* kruZni proces u kojemu se sistem
s idealnim plinom nakon dva izotermna i dva adijabatska procesa vraca u pocetno
stanje, te tako dovedenu toplinu djelomiéno pretvara u mehani¢ki rad. Osim
Carnotovog, poznati su i drugi kruzni procesi (ciklusi): Dieselov, Ottov, Stirlingov
itd. ..., medutim o njima ovdje neéemo detaljnije govoriti.

Kao $to ¢emo vidjeti kasnije, za rad toplinskog stroja potrebna su dva sprem-
nika topline, jedan vise temperature T, (grija&), iz kojega se uzima toplina Q,, i
jedan niZe temperature 7T, (hladnjak), kojemu se predaje koli¢ina topline Q,. Pri
tom je dobiveni rad jednak upravo razlici izmedu dovedene i predane koli¢ine topli-
ne. Hladniji spremnik je obi¢no okolina (npr. atmosfera), te pri radu toplinskih stro-
jeva u nj prelazi toplina Q,.

* Sadi Carnot (1796—1832), francuski fizi¢ar, zasluZan za razvoj termodinamike.



13. TERMODINAMIKA 219

Na slici 13.7. prikazan je Carnotov kruzni proces u p — V dijagramu. U pocetku
je plin u stanju p,, ¥V, i T, (tocka 1 na sl. 13.7). Dovodenjem koli¢ine topline Q,
iz grijaca stalne temperature T, plin se za vrijeme prvog procesa izotermno §iri
do stanja 2, odredenoga koordinatama p,, V', i T,. Plin pri toj izotermnoj ekspanziji
obavi rad

Va

Wy, =nRT,ln (13.29)

1

Slika 13.7. Carnotov kruZni proces

koji je proporcionalan povrsini ispod krivulje 1 —2 naslici 13.7. i jednak apsorbiranoj
koli¢ini topline:
0, =nRT,ln%’ (13.30)

1

Prema dogovoru, obje veli¢ine W,, i Q, pozitivne su jer sistem obavlja rad,
a toplina ulazi u sistem.

Za vrijeme sljedeéeg procesa, od 2 do 3, sistem je dobro izoliran od okoline,
tako da nema razmjene topline s okolinom (Q = 0). Plin se pri tom adijabatski
$iri od volumena V, do volumena V, i hladi od temperature T, na temperaturu
T,. Pri tom se obavi rad na ratun unutrainje energije plina:

n R

W, =
23 v —1

(T, —T,) (13.31)

Zatim se plin pri stalnoj temperaturi T, izotermno stisne na volumen V.
Za 1aj izotermni proces potreban je vanjski rad:
Vs

W34 =nR Tz ln7 (13.32)
3
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koji sistem prima od okoline. Pri tom se koli¢ine toplina

0, =nR Tzlnl;i (13.33)

3
odvodi iz sistema u hladnjak. Rad W, i toplina Q, sada su negativne veli¢ine.

U tocki 4 sistem se ponovno termicki izolira i podinje adijabatska kompresija
(Q = 0), koja sistem vraca u pocetno stanje. Za taj proces potreban je rad:

W41 =

R (T, —T,) (13.34)
x—1

koji okolina obavlja nad sistemom.

Ukupni je rad pri tom kruZnom procesu:

W=W,+ W, + Wiy + Wy, (13.35)
1 proporcionalan je povrSini unutar lika 1 2 3 4.

Bududi da je rad dobiven adijabatskom ekspanzijom jednak radu utro$enom
pri adijabatskoj kompresiji, dobiveni rad jednak je razlici rada pri izotermnoj
ekspanziji i kompresiji:

W=W,+ W, (13.36)

Sistem je za vrijeme kruznog procesa primio koli¢inu topline Q, + Q, =

|Q1l — |Qg|- Budué¢i da je proces kruzni, i sistem se vratio u pocetno stanje,
promjena unutrasnje energije je nula, te je, prema prvom zakonu termodinamike,

W=0:+4 Q=101 — Q4 (13.37)

Jedan dio dovedene topline pretvorio se u rad, a drugi dio predan je hlad-
nijem spremniku. Ponavljanjem takvoga kruznog procesa moze se iz topline dobiti
rad, i to je upravo nadin kako rade toplinski strojevi.

Koeficijent korisnog djelovanja n jest omjer izvr§enog rada i utrodene topline:

gm0 _ 10l 8]
O 1O 10
Samo dio topline uzete iz toplijeg spremnika pretvara se u rad, a ostatak se
predaje hladnijem spremniku. Pri tom toplina Q, nikad ne mozZe biti jednaka nuli,
te je koeficijent iskori§tenja uvijek manji od 1009%. Carnotov proces daje gornju
granicu iskoriStenja toplinskog stroja: za realne strojeve 7 je jo§ manji.

Uvrstavanjem izraza za Q, i Q, u (13.38) i uzevsi u obzir da je
T,V = T,V5!

(13.39)
I,Vit= T,V
odnosno
T,V;t _ T,Vi!
TV T
Y—:’ B K‘“’ (13.40)

Vi Vs
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dobivamo za koeficijent iskori$tenja Carnotova stroja s idealnim plinom:
L-Ti_,_Ts
T, T,

Vidimo da efikasnost toplinskog stroja ovisi o temperaturi spremnika, a ne
o vrsti plina. Temperatura mora biti §to veca kad plin obavlja rad, a $to manja
za vrijeme kompresije, odnosno grija¢ mora biti na 3to vi$oj temperaturi, a hladnjak
na $to nizoj. Nemoguce je da oba spremnika budu na istoj temperaturi (T, = T, =
= n = 0). Takoder je nemoguce dobiti n = 1009%, jer bi tada trebalo biti T, =
= 0K, tj. hladnjak na apsolutnoj nuli, §to je ¢ak i teoretski neostvarivo.

Motori s unutra$njim izgaranjem rade tako da se toplina dovodi radnom flu-
idu u samom ekspanzionom prostoru. Benzinski motor koristi Ottov ciklus od dvije
adijabate i dvije izohore. Kod Dieselovog procesa, koji se sastoji od adijabatske
kompresije, izobarnog zagrijavanja, adijabatske ekspanzije i izovolumnog hladenja,
izgaranje goriva je u vruéem zraku pri stalnom tlaku.

Pokazite da je koeficijent korisnog djelovanja benzinskog motora (Ottova
ciklusa)

n= (13.41)

1
=1~ ey

gdje je ¢ omjer kompresije a » adijabatski koeficijent radnog fluida. Koeficijent
korisnog djelovanja Dieselovog procesa je

1 1 o*—1

n=1-——

® & l—1x0—1)
gdje je x adijabatski koeficijent, ¢ omjer adijabatske kompresije i 6 omjer izobarne
ekspanzije.

13.8. ENTROPIJA

Govoredi o termodinami¢kim funkcijama stanja uocili smo da koli¢ina topline
koja se izmijeni pri prijelazu iz jednog stanja u drugo stanje, nije funkcija stanja,
vec¢ ovisi 0 procesu kojim je sistem dosao iz pocetnog stanja u konaéno stanje, od-
nosno da dQ nije totalni diferencijal. Sada ¢emo pokazati da pri reverzibilnom

Q

procesu tzv. reducirana toplina - ne ovisi 0 procesu, ve¢ samo o pocetnom

dQ

i kona¢nom stanju, tj. da je -—T— totalni diferencijal funkcije koju ¢emo nazvati

entropija.
Entropiju S definiramo kao funkciju stanja, ¢iji je totalni diferencijal:

ds = a9 (13.42)
a promjenu entropije pri prijelazu izmedu dva stanja:

2
So— 8, = [ 2 (13.43)
1
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Pri tom prijelaz iz jednog stanja u drugo stanje mora biti reverzibilan. Za
svaki reverzibilni proces izmedu dva ista stanja promjena entropije je, naravno,
ista, jer entropija ne ovisi 0 procesu, ve¢ samo o stanju. Referentnu vrijednost
entropije potrebno je utvrditi dogovorom. U praksi se uzima da je entropija nula
za vodu od 0 °C pri normiranom tlaku. Medutim, pokazuje se da entropija sistema
ifCezava tek na apsolutnoj nuli (— 273,15 °C), o &emu detaljnije govori treéi
zakon termodinamike.

Budu¢i da ¢emo racunati samo razlike entropije, a ne njezinu apsolutnu vrijed-
nost, dogovor 0 S = 0 ima samo teoretsko znacenje.

Bududi da je entropija funkcija stanja, promjena entropije pri svakom rever-
zibilnom kruZnom procesu mora biti jednaka nuli. Tako smo za Carnotov kruzni
proces pokazali da vrijedi:

112 _ T (13.44)
ToN T,
odnosno
19l _ T, (13.45)
O T,
ili
Tl T!
Bududi da je O, pozitivno, a Q, negativno, to je
& _2_, (13.47)
T, T,
Kada sistem obavi Carnotov kruzni sistem, ukupna je promjena entropije:
2 4
A5=§£=I‘l%+fd_92:%+9_z=o (13.48)
T Tl Tz T1 Tz

Buduc¢i da se svaki reverzibilni kruzni proces moze predoditi zbrojem niza
Carnotovih procesa, to je za svaki reverzibilni kruzni proces

fu 7 - 1349

a9

Medutim, pri ireverzibilnim procesima dS nije jednaka —T- Za irever-

zibilni kruzni proces koeficijent iskoriStenja je manji nego za odgovarajuéi Car-
notov, te je

']ir < 'Irev
1— Q2| <i-— 12 (13.50)
|Qll’r| Tl
jer je Qg > Osrey. Relaciju (13.50) moZemo pisati i ovako:
&1<—£’:Q—“'+Q—"’<o (13.51)

Qli 4 Tl Tl T2
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Taj rezultat moZemo napisati i opéenitije, te re¢i da pri ireverzibilnom kruznom
procesu vrijedi tzv. Clausiusova nejednakost:

§ 51% <0 (13.52)

Zamislimo, nadalje, da se taj ireverzibilni kruZni proces sastoji od ireverzi-
bilnog procesa od podetnog stanja A do nekog medustanja B i reverzibilnog procesa
koji sistem od B vraca ponovo u stanje A. Za drugi dio procesa BA promjena je
entropije

B
SA - SB = _q_Q_l’_._\_f_ (13-53)
4 T

jer je od B do A proces reverzibilan. Od A do B proces nije reverzibilan. Medutim,
B

ako uzmemo da je sistem zatvoren, te da nema razmjene topline, tada je j’ d— = 0.
4
QOdatle je
d Bao, 4 4d0..
§_9_=f Q. f Qv _ g (13.54)
ir T A T B T
ili
S, —8; <0
Sy > S, (13.55)
Asslstem = 0

U zatvorenom sistemu (tj. takvom iz kojega toplina ne mozZe iziéi niti u nj
uéi) ireverzibilni procesi povecavaju entropiju. Ako je proces reverzibilan, tada
entropija ostaje ista. MoZe se, dakle, zakljuciti da se entropija zatvorenog (adija-
batskog) sistema ne moZe smanjivati. Bududi da su u prirodi svi procesi vise ili
manje ireverzibilni, entropija se stalno povecava. Ako sistem nije izoliran, tada
se entropija moze povecavati ili smanjivati ovisno o tome kakav je proces.

Ako sistem nije zatvoren potrebno je razmatrati ukupnu promjenu entropije
sistema i okoline

ASu = A Ssistem + A Soxotina
U tom sludaju vrijedi
ASu =0
U prirodi se procesi dogadaju u smjeru rastuce entropije.

Procesi pri kojima se ukupna entropija smanjuje nisu moguéi. Tako e pri
dodiru toplijeg i hladnijeg tijela toplina prelaziti iz toplijeg tijela u hladnije tijelo
sve dok se temperatura ne izjednac¢i. Promjena entropije pri tom je pozitivna i pro-
ces tede spontano. Obratno, prijelaz topline s hladnijeg tijela na toplije tijelo ne
dogada se spontano u prirodi jer bi se za takav prijelaz entropija smanjivala.
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Cesto se za opisivanje promjene stanja neke radne tvari pri termodinamickom
procesu uz p—V dijagram upotrebljava i T—S§ dijagram. Na slici 13.8. prikazan
je takav dijagram za Carnotov kruZni proces. Pri tom su izoterme dijelovi pravca

paralelni apscisi, a adijabate dijelovi
pravca paralelni ordinati, te je Carno-
| tov proces u T—S dijagramu pred-
T stavljen pravokutnikom.
Budu¢i da je koli¢ina topline
T+ - - izmijenjena pri reverzibilnom pro-
cesu od jednog do drugog stanja

| 1Q)-19| | 2
Q=[TdS (13.56)
1

T, - = 3
i povrsina ispod krivulje u T—S§ dija-
i gramu proporcionalna je koli¢ini do-

vedene, odnosno odvedene topline.

Tako je na slici 13.8. povrsina ispod
#=  krivulje 1—2 proporcionalna dovede-
noj toplini Q,, povr$ina ispod krivulje
3—4 odvedenoj toplini Q,, a povr$ina
pravokutnika toplini |Q,] — |Q,], od-
nosno dobivenom radu.

Slika 13.8. 7—§ dijagram za Carnotov kfuini
proces

Promjena entropije idealnog plina. Pri promjeni stanja idealnog plina
iz prvog zakona termodinamike

d0 =dU + pdV (13.57)
i definicijske formule za entropiju
dQ =TdS (13.58)
dobivamo
TdS =dU + pdV (13.59)
odnosno
AS—s,—s5 = (U, fpdV_ cC.d R (1360
== g — 1 f—-—— !—j‘——ﬂif—]‘_“*'nlf -[;' ( .

Za manje temperaturne intervale moZzemo pretpostaviti da je C,, = konst., te je

AS:nCVIn;:—z-i-annKz

1 1

Tako za izotermnu ekspanziju idealnog plina iz (13.60) slijedi:

S, — 5 =nRIn 2 (13.61)

1

Promjena entropije sistema je pozitivha. Ako se, medutim, uzme i okolina
i sistem, tada se pri tom procesu entropija okoline smanjuje (uzima se iz okoline
toplina Q = n RIn V,/V)), te je ukupna promjena entropije jednaka nuli.
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Uzmemo li u obzir relacije dQ = dU + pdV, dH =dU + d(pV) i dQ =
= TdS, dobivamo

TdS = dH — Vdp = nC,,dT—-nRTdi
F
odnosno uz C, = konst.

AS=nC,nI2 _nRIn?,
T, )21

Primjer

Kolika je promjena entropije pri mije$anju 1 L hladne vode (20 °C) i | L tople vode
(60 °C)?

Kada se uspostavi termi¢ka ravnoteZa, temperatura smjese je 40 °C. Topla voda se
ohladila od T, do T, a pri tom joj se entropija smanjila za

_ dQ= JT,m,c,,dT

T
asi= [ 2 — = miyln T, = ~ 029 KIIK.

Hladna voda se zagrijala od T, do T, pri ¢emu se entropija poveéala za
T
AS, = myc, In T = 0,276 kJ /K.
1

Ukupna promjena entropije je pozitivaa i iznosi 16,7 J/K.

Statisti¢ko obja$njenje entropije. Osim makroskopski jednadzbom (13.42),
entropiju moZemo definirati i mikroskopski, tako da je povezemo s termodinamickom
vjerojatno$éu.

Termodinamitka vjerojatnost P nekog makroskopskog stanja sistema od
mnogo Cestica (npr. idealnog plina) definira se kao broj razli¢itih mikrostanja
s kojima se moZe ostvariti makrostanje. Svako mikrostanje odredeno je koordi-
natama poloZaja i brzinom svih molekula, i u odredenom makrostanju broj razlicitih
mikrostanja vrlo je velik. Zamislimo da su u posudi dva razlic¢ita plina (npr. kisik
i dusik), odvojena pregradom. Uklonimo li pregradu, nastat ¢e difuzija i plinovi
¢e se pomije$ati. Prije mijedanja broj moguc¢ih mikrostanja (termodinamicka vje-
rojatnost) manji je nego nakon mije$anja. Difuzijom plinova povecao se nered
(kaoti¢nost) u sistemu, jer se vise ne zna gdje su locirane molekule prvog a gdje
drugog plina. Takav proces dogada se spontano. Obratan proces, da se sve molekule
kisika, gibajuéi se kaoti¢no u posudi, nadu na jednoj strani, a molekule dusika
na drugoj vrlo je malo (zanemarivo) vjerojatan. U posudi se spontano dogadaju
samo procesi u kojima sistem iz manje vjerojatnih prelazi u vjerojatnija stanja,
procesi pri kojima se povecava stanje nereda (kaoti¢nosti) sistema a samim tim i
termodinamicka vjerojatnost stanja. Ve¢ je Boltzmann utvrdio da priroda spontano
tezi prijelazu iz stanja manje u stanje vece Kaoti¢nosti, jer se pri tom povecava
termodinamicka vjerojatnost.

Vezu izmedu entropije S i termodinamicke vjerojatnosti /> pronasao je Boltz-
mann i izrazio je jednadzbom:
S=kInP (13.62)
1§ Kulisié: Mehanika i toplina
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gdje je k Boltzmannova konstanta. Entropija sistema Cestica proporcionalna je
logaritmu vjerojatnosti njihova makroskopskog stanja. Pri prijelazu iz manje vjero-
jatnog stanja u viSe vjerojatno stanje, poveca se entropija jer se povecava i vjero-
jatnost. Kad je sistem u ravnotezi, vjerojatnost P je maksimalna, te je i entropija
S maksimalna. RavnoteZno stanje sistema jest stanje najvece kaoti¢nosti medu
njegovim Cesticama. Pri mijeSanju toplijeg i hladnijeg plina izjednaluje se tempe-
ratura, povecava se kaoti¢nost i raste entropija. Sli¢no je i pri prijelazu topline s top-
lijeg tijela na hladnije tijelo, difuziji i drugim spontanim procesima u prirodi. Entro-
pija je mjera ireverzibilnosti procesa a ujedno i kaoti¢nosti Cestica u promatranom
sistemu. Ona pokazuje smjer odvijanja procesa. Entropija izoliranog sistema ne moze
se smanjivati. Ta statisticka interpretacija entropije jo§ nam bolje rasvjetljava drugi
zakon termodinamike, koji smo makroskopski opisali u odjeljku 13.6. i koji sada
mozZemo izraziti i ovako:

Izolirani sistem spontano ce prelaziti iz sredenijih stanja u nesredenija (kao-
ti¢nija) stanja teZeci pri tom da dode u stanje maksimalnog nereda (kaoti¢nosti),
tj. maksimalne entropije.

13.9. RASHLADNI STROJ I TOPLINSKA PUMPA

Rashladni strojevi rade na obrnutom principu od toplinskih strojeva: oni
toplinu iz spremnika niZe temperature prenose u spremnik vi§e temperature. Takav
se proces ne moze spontano dogadati nego se mora uloziti odredeni mehani¢ki
rad (u kompresijskim hladnjacima) ili dovesti odredena koli¢ina topline iz nekog
toplinskog izvora (apsorpcijski hladnjaci). Na slici 13.9. shematski je prikazana
razlika izmedu toplinskog i rashladnog stroja (toplinske pumpe).

topliji spremnik topliji spremnik
Q
hladnjak
Q,

T

hladniji spremnik hladniji spremnik

Slika 13.9. Toplinski stroj i rashladni stroj

Toplinska pumpa zapravo se ne razlikuje od hladnjaka, samo je njegova primje-
na drukdija: ona zimi crpi toplinu iz okoline (npr. zraka, podzemne vode ili vode
u bunaru, jezeru i sl.) i ta se toplina iskoritava za zagrijavanje prostorija.

Prevodenije topline iz spremnika niZe temperature u spremnik vise temperature
moguce je samo uz ulaganje mehani¢kog rada ili uz dovodenje topline iz treceg
spremnika jo§ viSe temperature. Pri tom se moze iskoristiti inverzni Carnotov
proces (sl. 13.10) tako da se koli¢ina topline Q, uzima iz hladnijeg rezervoara i
predaje radnom fluidu, da bi se uz ulozeni mehaniZki rad W toplijem rezervoaru
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predala koli¢ina topline Q; = Qg + W. Tako se postize hladenje (npr. unutras-
njosti hladnjaka, prostorije i sl.) ili grijanje neke prostorije upotrebom toplinske
pumpe. Umjesto da se ulozi mehanicki rad (npr. upotrebom elektri¢ne energije),
toplina se moze dovoditi iz nekog toplinskog izvora temperature vise od T, (npr.
plinskog plamenika u apsorpcijskim plinskim hladnjacima).

)
\ T
p \\ 1
T, —~ :
[ ] \
T, - - :
-7, |
a) ¥ b) S

Slika 13.10. Inverzni Carnotov proces: a) u p— V dijagramu i b) u 7'— § dijagramu

Koeficijent hladenja rashladnog stroja definira se kao omjer topline Q., uzete

iz prostora koji se hladi, i uloZzenog rada W, odnosno topline Q,. uzete iz spremnika
vi§e temperature.

&= _Q_g (13.63)
W/
ili
e = (13.64)
Qs
Ako stroj radi na principu inverznoga Carnotova procesa, jednadzba prelazi u:
I,—T,
Slicno se koeficijent djelovanja toplinske pumpe definira omjerom
£ = o (13.66)
w

jer je za rad toplinske pumpe bitna koli¢ina toplina Q, koja se dovodi u prostor
$to se grije (za razliku od hladnjaka gdje se uzima odvedena koli¢ina toplina Q,)
i uloZena energija W. Idealna toplinska pumpa koja bi radila na principu inverznoga
Carnotova procesa imala bi Carnotovu efikasnost:
£ = . (13.67)
I,-T,
Koeficijent ¢ je to veéi $to je veca temperatura T, (odnosno 7,), a manja
razlika temperatura A T = T, — T,. On uvijek mora biti veéi od jedinice (Sto
je vedi, to je uredaj efikasniji), a obi¢no iznosi 2 do 4.
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Uotite da se pomocu toplinske pumpe dobiva toplinska energija nekoliko
puta veca od utrodene (npr. elektri¢ne) energije, §to takav uredaj ¢ini pogodnim
za grijanje prostorija. Glavni problem koji spre¢ava njihovu $iroku primjenu jest
visoka cijena takvih sistema. Porast cijene goriva ¢ini, medutim, upotrebu toplinskih
pumpi sve perspektivnijom.

Razlikuju se uglavnom dva tipa rashladnih uredaja: apsorpcijski, koji se koristi
toplinskom energijom, i kompresijski, koji se koristi mehani¢kom i elektricnom
energijom.

Shema kompresijskog hladnjaka prikazana je na slici 13.11. Kao radni fluid
sluZe lako isparive tekucine: amonijak (NH,), ugljik-dioksid (CO,) i dr., a najceiée
freon-12 (CClL,F,).

sz

g kondenzator f——p—

— | kompresor Xpriguéni
ventil

isparivac

fo

Slika 13.11. Shema kompresijskoga rashladnog stroja

Pomoc¢u kompresora, ulaganjem mehanic¢kog rada W, adijabatski se tlaci zasice-
na para rashladnog sredstva (npr. freona) u kondenzator. Ondje se para pretvara u
tekudinu, predajudi toplinu G, okolini, npr. vodi koja cirkulira oko kondenzatora. Iz
kondenzatora tekucina dolazi u redukcioni (prigu$ni) ventil, gdje joj se adijabatskom
ekspanzijom snizavaju tlak i temperatura. Tako nastala ohladena mjeSavina tekucine
i pare (,,vlazna para’’) odlazi u isparival, gdje se isparava pri stalnom tlaku i tem-
peraturi, oduzimajuci toplinu Q, prostoru oko isparivaca. (Strujanjem zraka oko
isparivaca moZe se, npr., dobiti hladan zrak za klimatizaciju prostorija.) Iz ispari-
vaca pare odlaze u kompresor, gdje im se adijabatskom kompresijom poveéavaju
tlak i temperatura, i s tako dobivenom suhom zasi¢enom parom ciklus se ponavlja.

Shema apsorpcijskog hladnjaka prikazana je na slici 13.12. Glavni su dijelovi
sistema apsorber. generator, kondenzator i isparivac. Razlikuje se vi$e vrsta takvih
hladnjaka, ovisno o radnom fluidu, odnosno tvari u kojoj se fluid apsorbira.

U NH,/H,0 sistemu otopina amonijaka u vodi crpi se iz apsorbera u generator,
gdje sc griie primajuci toplinu Q,. S porastom temperature i tlaka smanjuje se
topivost amonijaka u vodi te se amonijak podinje isparavati. Tako dobivene pare
prelaze u kondenzator, a razrijedena otopina vraca se u apsorber.
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U kondenzatoru (koji se hladi cirkulacijom vode ili zraka) pare se kondenziraju
u tekudi amonijak, predajudi toplinu Q, fluidu koji kruzi oko kondenzatora. Zatim
tekudi amonijak prolazi kroz redukcioni (prigudni) ventil, gdje mu se adijabatskom

Ql QZ
—| generator s kondenzator

i

H pumpa prigusni

i ventil

apsorber |——ag——— ispariva :>h;i:£1
topli

QA Qs?
zrak

Slika 13.12. Shema apsorpcijskog hladnjaka

ekspanzijom snize tlak i temperatura. Pri tom se nastala mjeSavina tekudeg i parovi-
tog amonijaka vodi u ispariva¢. Ondje se amonijak potpuno isparava, oduzimajuci
toplinu Qs, tj. hladeci okolni prostor, odnosno fluid koji struji oko ispariva¢a (npr.
vodu, koja se zatim upotrebljava za klimatizaciju). Pare NHj iz isparivaca odlaze
u apsorber i otapaju se u vodi, uz oslobadanje topline Q,. Iz apsorbera se vo-
dena otopina amonijaka crpi u generator, i proces se ponavlja.

U novije vrijeme sve se vise iskori$tavaju apsorpcijski sistem H,O/LiBr, gdje
litij-bromid sluZi kao apsorber, a voda, odnosno vodena para kao radni fluid. Zagri-
javanjem litij-bromida, u kojemu je apsorbirana voda, u generatoru se oslobada
vodena para, koja odlazi u kondenzator, gdje se kondenzira u vodu, predajudi
toplinu vodi koja hladi kondenzator. Voda nastala kondenzacijom pare preko
redukcionog ventila prelazi u isparivad, gdje se voda isparava i oduzima toplinu
okolnom sredstvu (npr. fluidu koji struji kroz izmjenjiva& topline u isparivacu),
¢ime se postize hladenje. Nastala vodena para prelazi zatim u apsorber i apsorbira
se u LiBr, a otopina LiBr + H,0 odlazi u generator, i ciklus se ponavlja.

PITANJA I ZADACI

1. Kako se iz topline moze dobiti mehanicki rad?

2. Kako se ratuna rad idealnog plina?

3. Sto je funkcija stanja? Koje su funkcije stanja u termodinamici? Jesu li rad i toplina funkciie
stanja? Navedite nekoliko funkcija procesa u termodinamici.

4. Sto kaze prvi zakon termodinamike ?

5. Izratunajte rad pri: a) izobarnoj, b) izotermnoj i ¢) adijabatskoj promjeni stanja idealnog

lina.
6. gto je adijabatski proces? Kako glasi jednad#ba adijabate? Usporedite adijabatu i izotermu u
p—V dijagramu.
7. Plin pri temperaturi 300 K i tlaku 10* Pa komprimiramo: a) izotermno i b) adijabatski na
1/5 potetnog volumena. Koliki je kona¢ni tlak i temperatura? Adijabatski koeficijent je 1,4.
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8.
9.
10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

8

24

.

25.

26.

Kako se definira entalpija?

Definirajte specifi¢ni toplinski kapacitet i latentnu toplinu pomoc¢u entalpije.

Sto su reverzibilni kruZni procesi? Navedite nekoliko primjera.

Koii je princip rada toplinskog stroja?

Objasnite Carnotov kruzni proces. Nacrtajte ga u p—I dijagramu i izracunajte rad za svaki
od &etiri dijela tog procesa.

Izratunajte korisnost Carnotova procesa.

Koje jo§ kruZne procese osim Carnotova poznajete?

Objasnite rad toplinske pumpe.

Objasnite drugi zakon termodinamike.

Sto je entropija? Kako se drugi zakon termodinamike moze definirati pomocu entropije?
Nacrtajte Carnotov kruZzni proces u 7—S§ dijagramu.

Kolika je koli¢ina topline potrebna da bi se 10 kg vode zagrijalo od 20 °C do 80 °C? Koliko se
pri tom promijeni unutra$nja energija?

Kolika je koli¢ina topline potrebna da bi se 1 molu razrijedenog helija povecala temperatura
za 50 K a) izovolumnim i b) izobarnim procesom?

0,01 'm* uzduha pri tlaku 108 Pa i temperaturi 25 °C $iri se u cilindru s pomi¢nim klipom do
tlaka 10° Pa. Nadite konaéni volumen i rad plina, ako je $irenje plina bilo izotermno.

Kolika je koli¢ina topline potrebna da bi se izotermnom ekspanzijom na 27 °C jednom molu
idealnog plina povecao volumen tri puta? Koliki je pri tom dobiveni rad?

Jedan mol jednoatomnog idealnog plina poc¢etne temperature 300 K polagano ekspandira na
dvostruko veéi volumen. Koliki je izvrieni rad i konatna temperatura ako je ckspanzija a)
izobarna i b) izotermna? Kolika je promjena unutra$nje energije u oba slucaja?

Jednoatomni idealni plin na temperaturi 300 K pri tlaku 1,25. 10° Pa ima volumen 4 L.
Ako se plinu izobarno dovede koli¢ina topline od 2 - 10! J, izratunajte kona¢nu temperaturu i
volumen plina. Koliko se pri tom povecala unutrainja energija plina? Koliki je rad obavio
plin®

Pl A
Jedan mol idealnog jednoatomnog plina, Cije je podetno stanjc
odredeno sa T, = 300K i V4 = 5L, prelazi u konaéno stanje
T.=400K i V,= 10L procesima prikazanim na sl. 13.13. B C
Izratunajte a) obavljeni rad, b) promjenu unutrainje energije
plinai c) izmijenjenu koli¢inu topline. v

Slika 13.13. p—V dija-
gram uz 25. zadatak

Jedan mol dvoatomnog plina nalazi se na temperaturi 0 C. Adijabatskom ekspanzijom volumen
plina se udvostrudi j zatim se izotermnom kompresijom dovede na svoju prvobitnu vrijednost.
Koliku koli¢inu topline plin nakon toga mora oduzeti okolini da bi poprimio svoje prvobitno
stanje s

Carnotov stroj na temperaturi 300 K dobiva 4 200 ] topline. Temperatura hladnijeg rezervoara
je 220 K. Koliko je toplinc predano hladnijem rezervoaru? Koliki je dobiveni rad u kruZnom
procesu? Kolike je korisnost stroja? Ako stroj radi kao hladnjak koliki rad mora biti utroden da
bi se apsorbiralo 8 400 J iz hladnijeg rezervoara?
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14.1. UVYOD

U termodinamici smo promatrali makroskopska svojstva materijala, kao §to
su temperatura, tlak i volumen, specifi¢ni toplinski kapacitet i sl., i pomocu njih
opisivali termodinamicke procese, npr. pretvaranje rada u toplinu i topline u rad.
Pri tom nismo razmotrili mikroskopsku strukturu tvari niti to kako je gibanje
atoma i molekula vezano uz te makroskopske veli¢ine. Sada ¢emo makroskopske
veli¢ine (tlak, temperaturu i sl.) povezati s makroskopskim svojstvima mnostva
molekula (brzinom, kinetickom energijom molekula i sl.). Kineti¢ko-molekularna
teorija topline, koja makroskopska svojstva tijela tumaci pomoéu gibanja molekula,
omogucuje bolje razumijevanje pojmova koje smo uveli u fenomenolo$koj kalorici
(odjeljak 12) i termodinamici (odjeljak 13). Termodinamika, koja proucava makro-
skopska svojstva tvari, i kineti¢ko-molekularna teorija, koja ta svojstva obja$njava
pomoc¢u molekularne strukture tvari, ¢ine cjelinu koju moZemo nazvati naukom
o toplini.

Tvar je sastavljena od atoma i molekula. Molekule se mogu sastojati od jednog,
dvaju ili viSe atoma. Makroskopska svojstva tvari mogu se dublje i bolje razumjeti
pomoc¢u molekularne teorije tvari, tj. promatrajuci $to se dogada u mikroskopskom
svijetu atoma i molekula.

Radi jednostavnosti, smatrat ¢emo da molekula nema strukture, da je kuglica
koja privladi ili odbija susjedne molekule. Sile koje molekule drze zajedno u teku-
¢inama i Cvrstim tijelima uglavnom su elektricne prirode. Gravitacijske su sile
malene, i njih zanemarujemo. U plinovima je razmak izmedu molekula velik,
privlaéne sile vrlo su malene, to manje $to je manji tlak i vi$a temperatura. U ide-
alnom plinu nema medumolekularnih sila.

Molekule se neprestano gibaju. U &vrstim tijelima one titraju oko manje-vise
fiksnih centara koji su pravilno rasporedeni i tvore kristalnu re$etku. Zbog toga
veéina tijela ima pravilnu i simetri¢nu strukturu. U tekudinama su udaljenosti
medu molekulama malo vele, i molekule s ve¢om energijom titraju oko centara,
koji se slobodno gibaju. U plinovima se molekule gibaju gotovo slobodno i imaju
veliku kineti¢ku energiju.

Hipoteza da se molekule u plinovima i tekucina-
ma neprestano gibaju potvrdena je pojavom tzv. Brow-
nova gibanja. Promarraju¢i zrnca peluda (promjera
oko 1 um), suspendirana u tekucini, engleski botani-
tar Robert Brown (1773 —1858) opazio je da se Cesti-
ce neprestano gibaju, da zrnca peluda neprestano
mijenjaju smjer svoga gibanja zbog sudaranja s mo-
lekulama tekuéine te im putanja nije pravocrtna, nego
cikcak-linija. Na slici 14.1. prikazana je mikroskopska
slika takvoga gibanja, uveéana oko tisu¢u puta. Takvo
nepravilno gibanje zrnaca peluda uzrokuju neprestani
sudari s molekulama, koje se takoder gibaju u svim
smjerovima. Sli¢no Brownovo gibanje moZe se opaziti

Slika 14.1. Kaoti¢no gibanje ~ Promatraju¢i pomocu mikroskopa Cestice dima u
molekula zraku.
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Difuzija plinova ili tekucina, osmoza i druge pojave govore u prilog hipotezi
o neprestanom gibanju molekula. Difuzija postoji i kod ¢évrstih tvari, ali je mnogo
sporija nego kod teku¢ina i plinova. Razmjena Zestica izmedu dva metala moze
se opaziti samo ako su metali bili zajedno dugi niz godina.

Molekule st medusobno najjate vezane u &vrstom tijelu, slabije u tekudini,
a najslabije u plinu. U idealnom plinu molekule se uopée ne privlate, nego se
gibaju nezavisno jecna od druge, neprestano se medusobno sudaraju i zbog toga
gibaju kaoti¢no. Interakcije medu molekulama idealnog plina mozemo, dakle, zane-
mariti, osim kad se molekule dodirnu prilikom sudara. Kazemo da su sile medu
molekulama kratkog dosega i da se vrlo brzo smanjuju s udaljenoséu.

Pomocu kineticke teorije plinova, primjenom zakona gibanja na skup mole-
kula, mogu se makroskopska svojstva kao §to su tlak, temperatura, toplinski kapa-
citet idr., povezati s mikroskopskim svojstvima molekula plina (brzinom, kinetitkom
energijom, masom molekula i sl.).

Nemoguce je pratiti gibanje svake molekule jer ih ima vrlo mnogo. Zapravo,
nas ne zanima gibanje pojedine molekule, ve¢ prosje¢no ponasanje skupa molekula,
te zato pomocéu zakona statisticke mehanike nastojimo odrediti srednje ponasanje
mno$tva molekula. Na taj se na¢in moZe, npr., izraziti tlak (makroskopska veli¢ina)
pomocu mase i srednje brzine molekula (mikroskopske veli¢ine).

Kinetitka teorija plinova temelji se na ovim pretpostavkama:

~— Plin se sastoji od velikog broja molekula koje se neprekidno gibaju. To
je gibanje kaoti¢no, molekule se gibaju u svim smjerovima, medusobno se sudaraju
i udaraju u stijenke posude u kojoj se nalazi plin. Pri sudaru molekule mijenjaju
brzinu po smjeru i iznosu. Buduéi da je gibanje kaoti¢no, srednja je brzina (i koli-
Cina gibanja) nula, i centar mase plina ostaje na miru, iako se pojedine molekule
gibaju. Zbog kaotinoga gibanja raspodjela molekula po brzinama jednaka je u
svim, smjerovima.

— Molekule u plinu su daleko jedna od druge, tj. prosje¢ne su udaljenosti
medu molekulama mnogo vede nego njihovi promjeri, te interakciju medu njima
(osim za vrijeme sudara) moZemo zanemariti. U idealnom plinu volumen svih
molekula je zanemariv prema volumenu posude u kojoj je plin.

— Medusobni sudari molekula te sudari sa stijenkama posude savrieno su
elasti¢ni: nema gubitka energije za vrijeme sudara.

Tako je u jednoatomnom plinu promjer molekula oko 10~ m, prosjetne
su brzine oko 10®my/s, a srednji put koji prevale izmedu dva uzastopna sudara
(tzv. srednji slobodni put) iznosi oko 10~ m pri normalnom tlaku. Razmak je
medu molekulama u takvom plinu oko 10-® m (desetak puta veéi od promjera
molekule), tako da se molekule u razrijedenom plinu mogu smatrati materijalnim
tockama u vakuumu.

14.2. TLAK IDEALNOG PLINA

Tlak idealnog plina (makroskopsku varijablu) izratunat ¢éemo pomocéu mikro-
skopskih svojstava molekula (brzine, kinetitke energije i sl.). Tlak plina uzrokuje
neprekidno udaranje molekula u stijenke posude, pri ¢emu molekule stijenkama
posude predaju odredenu koli¢inu gibanja, tj. djeluju na stijenke odredenom silom.
Tlak plina je omjer sile kojom molekule djeluju na stijenku posude u kojoj se nalaze
i povrSine te stijenke.
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Zamislimo da je plin u kutiji oblika kocke, brida a (sl. 14.2). Uo&imo jednu
od N molekula koliko ih ima u kocki (i-ta molekula). Njezina je masa m,,, a brzina
%, = ¥, + ¥, + ¥,,. Prilikom sudara sa stijenkom posude (onom okomitom na os x
na slici 14.2) promijeni se x komponen-
ta koli¢ine gibanja molekule za iznos
A bz = my, v(z—(_mm v‘z) =2 Mgy Vyye vt
Promjena kolitine gibanja molekule
jednaka je impulsu sile koji je primila
stijenka. Buduéi da je molekuli potreb-

a . :
no — vremena da stigne od jednog =
Uiy g’n—J-
kraja posude do drugoga kraja, odnosno P
2a . N 4
— za oba smjera, vrijeme izmedu dva v “
le a
sudara promatrane molekule s istom z
stijenkom posude iznosit e _2_3_ Broj Slika 14.2. Uz mikroskopsko obja¥njenje tiaka plina.
Yiz
. .,
sudara u jedinici vremena promatrane molekule i stijenke posude bit ée 52
a
Ukupni impuls sile koji promatrana molekula prenese na stijenku posude u
vremenu A ¢ jest (52) (2 m,, v,,) A t. Odatle slijedi da je srednja sila kojom molekula
a
djeluje na stiienku posude:
A (3—) @2m,0,)= "2 (14.1)
At 2a a
U posudi se nalazi N molekula, te je ukupna sila:
N 9 N
P=Bfr_ Stk (ﬂ) S o, (14.2)
Atz a a

i=1

Iz definicije tlaka (p = g- = —g) slijedi da je tlak p na promatranu stijenku
posude:
m N
p= (-—"') S v, (14.3)
V3
gdje smo uzeli u obzir da je volumen posude V = ad.

Zbog velikog broja molekula (npr. u jednoj litri plina pri normalnim uvjetima
ima 2,7 - 10*% molekula) nemoguée je saznati brzinu svake molekule. Zato uzimamo
prosje¢ne (srednje) vrijednosti brzine i kvadrata brzine. Srednji kvadrat x kom po-
nente brzine molekula jest

( z vf,) (14.4)
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Uvrstimo li taj rezultat u izraz za tlak (14.3), dobivamo:

- Nm,,v—:

(14.5
4 = )
Molekule se gibaju u svim smjerovima, te moZemo pretpostaviti da je

=0+l +ol=30 (14.6)
odnosno
— 1 —
¢ = —p? 14.7
=3 (14.7)

Uzevsi to u obzir, dobivamo relaciju izmedu tlaka i volumena za idealni plin:

pV:%Nm,,ZE ili pV=%NI_:", (14.8)

gdje je E, =m,, v?[2.

Korisno je uvesti tzv. srednju kvadratiénu (efektivnu) brzinu:

v‘l = 7;5 (14.9)
Tada jednadzba (14.8) poprima oblik:
,,V=%Nmmvg, (14.10)
odnosno
pV = —;- m vl

gdje je m = Nm, masa plina.

To je osnovna jednadZba kineti¢ke teorije plinova: tlak je izrazen pomocu
brzine molekula. Tlak kojim molekule plina djeluju na stijenku posude ovisi samo

o broju molekula u jedinici volumena (yV.) i o prosje¢noj kineti¢koj energiji mole-
o &

kule (Ln—u—)
2

Primjer

Izradunajte srednju kvadratié¢nu brzinu translacije molekule kisika O. i vodika H,
u normaelnim uvjetima (0 °C 1 1,1 bar).

1
Prema relaciji (14.10),p = 3 ¢ vl ; gustoca kisika o mote se naéi iz &injenice da | mol
kisika u normalnim uvjetima ima volumen 22,4.10-*m?. Dakle, ¢ = 32 kg/22,4 m?, te je

3
Byn /?’ = 461 m}s.

Sli¢no se dobije srednja kvadrati®na brzina molekule vodika \/‘v.= = 1,84 km/s.
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14.3. KINETICKO OBJASNJENJE TEMPERATURE

Dobili smo da je tlak proporcionalan broju molekula u jedinici volumena
i srednjoj kineti¢koj energiji translacije molekule, relaciju dosta slicnu eksperimen-
talno dobivenoj plinskoj jednadzbi p V' = N k T. Usporedbom te plinske jednadzbe
i relacije (14.8) dobivamo vaZan rezultat:
= my® 3
E.=—2_=_"_F}T 14.11
e = 5 (14.11)

gdje je k =R|N, = 1,38 - 102 J/K Boltzmannova konstanta.

Iz te relacije vidimo fizikalno znacenje temperature. Srednja kineti¢ka energija
translacije po molekuli upravno je razmjerna termodinami¢koj temperaturi.

Srednja kinetiCka energija molekula u plinu ne ovisi o vrsti plina, nego samo
o temperaturi. Za odredenu temperaturu sve molekule, bez obzira na njihovu masu,
imaju istu srednju kineti¢ku energiju translacije. U smiesi razli¢itih plinova laganije
molekule gibat e se brze, a one s vetom masom sporije, ali ¢e sve molekule imati
istu srednju kineti¢ku energiju.

Do sada smo temperaturu iskoritavali kao makroskopski parametar, a sada
vidimo da je ona u vezi s mikroskopskim svojstvima (prosje¢nom kineti¢kom ener-
gijom) mnostva destica.

Postizanje toplinske ravnoteze moZemo takoder objasniti pomocu kineticke
teorije. Na primjer, kada pomije$amo hladniji i topliji plin, molekule zbog medu-
sobnih sudara predaju jedna drugoj energiju, pri tome ,,toplije’’ molekule (tj.
vece kinetitke energije) gube dio energije, a ,,hladnije” dobivaju, te nastaje izjed-
natavanje srednje energije i toplinska ravnoteza.

Unutradnja energija idealnog plina jest zbroj kinetickih energija svih molekula
(nema potencijalne energije, jer u idealnom plinu medu molekulama nema privlag¢-
nih sila):

U=3 E;,=NE, (14.12)

U=%NkT==%-nRT (14.13)

Unutradnja energija idealnog plina ne ovisi o tlaku i volumenu, ve¢ samo
0 njegovoj temperaturi. Ona je proporcionalna apsolutnoj temperaturi plina.

U izvodu relacije (14.13) molekulu smo promatrali kao materijalnu tocku koja se
giba samo translatorno i &iji polozaj odreduju tri stupnja slobode, tri koordinate,
X, ¥ i 2. Sve su tri koordinate ravnopravne, kinetitka energija je ravnopravno raspo-
redena na sva tri stupnja slobode, te na svaki stupanj slobode molekule dolazi po
k T/2 kinetiCke energije. To je tzv. princip ekviparticije (jednake raspodjele) ener-
gije na svaki stupanj slobode. Kad se molekula giba translatorno, ima tri stupnja
slobode, te je njezina prosjetna kinetitka energija 3 (& T/2).

Ako se molekula, osim translatorno, giba i drukeije (npr. rotira ili vibrira),
ima vi$e stupnjeva slobode, te ¢e unutradnja energija idealnog plina opéenito biti:

- ;—n RT (14.14)

gdje je 7 broj stupnjeva slobode,
Ovome ¢emo se jo$ vratiti kada budemo razmatrali toplinske kapacitete plinova.
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Primjer

Nadite srednju brzinu, srednju kineti¢ku energiju translacije atoma Zive i unutras-
nju energiju Zivinih para mnoZine 1 kmol na 327 °C.

Kombinacijom plinske jednadZbe i relacije (14.10) dobivamo:
RT
Voy = 37 =4/3-8314-600/201 m/s = 273 m/s.
4
Iz relacije (14.11) dobivamo:
- 3
E; = 3 kT =15.138-102-600] = 12,4-10-2 ] = 0,08 eV.
Iz relacije (14.13) slijedi:

3 3
=:)1RT=-;'8,3|4-10°'600]==7,5'|0‘J.

14.4. RASPODJELA MOLEKULARNIH BRZINA U PLINU

Sve molekule u plinu nemaju istu brzinu, nego ona moze varirati od vrlo malene
do neke maksimalne. Medutim, mnogo je zanimljivija od brzine pojedine molekule
srednja brzina molekule u plinu te raspodjela molekula po brzinama.

Raspodjele molekularnih brzina u plinu u toplinskoj ravnoteZi mogu se odre-
diti eksperimentalno i teoretski.

Otto Stern je prvi (1920) eksperimentalno odredio raspodjelu molekula po
brzinama, mjeredéi relativan broj molekula razli¢itih brzina koje u obliku mole-

kularnog snopa izlaze iz neke peéi. Princip dvaju takvih uredaja prikazan je na
slici 14.3.

I detektor

o B

Slika 14.3. Sternov pokus

Iz peci Cestice plina (npr. atomi Zive, srebra i sl.) izlaze u obliku snopa, prolaze
kroz niz kolimatora i zatim ulaze kroz otvor A u $uplji cilindri¢ni bubanj B koji
rotira. Svi atomi nemaju jednaku brzinu: neki su sporiji, neki brZi. Atomi raz-
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licitih brzina trebaju razlitito vrijeme da prevale put AA’ te ¢e zbog toga uda-
riti i nataloZiti se na raznim mjestima na unutralnjoj stijenki bubnja (sl. 14.3a).
Citav uredaj je u vakuumu, tako da se atomi mogu nesmetano pravocrtno gibati
od pe¢i do detektora. Uredaj za mjerenje raspodjela molekula po brzinama poka-
zan je i na sl. 14.3b.

Mjerenjem debljine ili mase sloja mozZe se odrediti broj atoma koji imaju odre-
denu brzinu i tako dobiti raspodjela molekula po brzinama, tj. broj molekula N,
na jedinicu brzine u intervalu v i v + do.

Selektor brzina pokazan je na slici 14.3b. Snop molekula nailazi na dva
diska na zajednikoj osi, koji mogu rotirati poznatom kutnom brzinom w. Oba
diska imaju na svom obodu prorez kroz koji mogu proc¢i molekule. Takav uredaj
radi kao selektor brzina, jer odabire molekule koje imaju to¢no odredenu brzinu.
Kada diskovi ne rotiraju, sve molekule mogu do¢i u detektor, a kada diskovi roti-
raju, u detektor mogu dodi samo one molekule ¢ija je brzina takva da prevale put
AB dok disk napravi potpuni okret. Tako, mijenjajuéi kutnu brzinu rotacije, iza-
biremo molekule razli¢itih brzina i mjerimo njihov relativni broj kao funkciju brzine.

Tako su, i na sli¢ne nacine, mjerene raspodjele molekularnih brzina za razne
elemente u stanju pare (Ag, Hg itd.) i nadena je njihova ovisnost o temperaturi,
masi molekula i sl.

Na slici 14.4. prikazana je eksperimentalno dobivena raspodjela atoma Zive
u Zivinim parama na temperaturi 800 K i 1600 K. Raspodjela molekula moZe se
i teoretski izvesti, a tako dobivena krivulja izvrsno se slaZze s eksperimentalnom.

‘/IH
dN “ v
dv Vf

300 K 600 K

0 200 400 600 800 1000 v/m/s)

Slika 14.4. Maxwellova raspodjela molekula Zivinih para po brzinama

Ordinata na slici 14.4. oznacava relativan broj molekula po jedinici brzine

( = (;N), dok su na osi apscisa molekularne brzine. (N, dv je broj molekula
v

koje imaju brzinu u intervalu izmedu v i v 4+ dv.) Neke molekule imaiu malu brzinu,

neke veliku, dok se brzina vecine molekula grupira oko najvjerojatnije brzine v,

Takva raspodijela zove se Maxwellova raspodjela brzina i napisana eksplicite glasx

N, = f/l—v(u T) Va2 eomy iz, (=151

gdje je m, masa molekule, v njezina brzina, N ukupan broj molekula, T apso-
lutna temperatura plina, a k= 1,38 -10-%® J/K Boltzmannova konstanta.
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Udtite da za istu vrstu molekula raspodjela bitno ovisi 0 temperaturi.

Povriina ispod krivulje N, = ;ﬂ proporcionalna je ukupnom broju molekula:

v
N = fg—N—dv (14.16)
o dv
Osim o temperaturi raspodjela ovisi i 0 masi molekule (sl. 14.5).
dv
N2
300 K

B 300 K

- - T =
0 500 1000 1500 2000 2500 vAm/s)

Slika 14.5. Maxwellova raspodjela brzina molekula za dva razli¢ita plina

Iz Maxwellove raspodjele mogu se izradunati tri vrste karakteristiénih brzina
molekula.

Najvjerojatnija brzina v,, jest ona koju ima najveéi broj molekula (N,). Za
v, Maxwellova raspodjela ima maksimum:

dN"_—.O:)Z m__m,,,v,,, 0
dv kT
2kT
Uy = J e (14.17)

Tako je najvjerojatnija brzina za molekule vodika na 0°C 1510 m/s, a za
molekule kisika 378 m/s.

Srednja kvadrati¢na brzina (efektivna brzina), o kojoj ovisi temperatura plina,
dana je sa

@
f N, v dv
v = o = °__w______ (14.18)
N,dv
!

Lako se pokazuje da je

—  3RT J kT J RT
2 - — —_—
v - =0, 3 — 3 i (14.19)
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Tako je na temperaturi 273 K srednja kvadrati¢na brzina molekula vodika
1845 m/s, a dusika 493 m/s.

Srednja je brzina v (aritmeti¢ka sredina):

fN,,vd'u

p=% = CILYS (14.20)
S n m,
IN,,dv

0

1z (14.17), (14.19) i (14.20) dobiva se da je v = 1,120, i v, = 1,220,
Srednja brzina je veta od najvjerojatnije v,,, §to je posljedica ,,visokoenergetskog
repa” raspodjele (sl. 14.4).

Primjer

Nadite omjer broja molekula u plinu kojima je brzina v,, prema broju molekula
koje su tri puta brZe.

Maxwellova raspodjela brzina dana je relacijom (14.15):
Nv =C-p2-em v2i2k T,

Odatle slijedi:
N, 1
Do) 1 o1 18000,
N,Quy) 9

14.5. MAXWELL—BOLTZMANNOVA ENERGETSKA RASPODJELA
MOLEKULA

1z raspodjele molekularnih brzina (14.15) moze se dobiti energetska raspodjela
molekula plina, koja se Cesto zove i Maxwell —Boltzmannova energetska raspodjela.

d
Uzev§iuobzirdaieE,=—1-m,,,v2=E -(-j—l\-[— —dﬂ E =m v—dﬂ, iz (14.15)
2 dv dE dv dE
dobivamo:
dN
N, =3 ___2N _ [Ee=pr 14.21
T dE Jn k“ T3 St

Maxwell —Boltzmannova raspodjela molekula po energijama (14.21) kaze
koliki je broj molekula dN kojima je energija u infinitezimalnom energetskom
intervalu izmedu E i E 4+ dE. VaZno je uoliti da energetska raspodjela ne ovisi
o masi molekule, da je ista za bilo koji idealni plin na odredenoj temperaturi i
da je funkcija samo temperature. Funkcija (14.21) je produkt dvaju faktora, od
kojih je jedan parabola (JE), tj. rastuéa funkcija energije, a drugi eksponencijalna
funkcija koja pada s energijom. Maksimum energetske raspodjele je na energiji
E,, koju moZemo odrediti tako da prvu derivaciju izjedna¢imo s nulom. Iz

-g-l—\rﬁ = 0 dobivamo:

( 1_ _ \/Eu-)c-sm/kr = 0
2JVE, kT
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odnosno
k
E, = TT (14.22)
Energetska raspodjela molekula idealnog plina na dvije temperature prikazana
je na slici 14.6. Kako temperatura raste, maksimum raspodjele pomice se udesno.
Krivulja nije simetri¢na, ve¢ ima »visokoenergetski rep”, koji je to duzi $to je
vi$a temperatura. Zbog toga je srednja ener-
gija E ve¢a od najvjerojatnije E,. Povrsina
ispod krivulje odgovara broju molekula:

N=f N.dE (14.23)
0

Srednja kineti¢ka energija E translator-
noga gibanja molekula idealnog plina vecéa
je od najvjerojatnije energije E, i iznosi:

= %kT (14.24)

Iz Maxwell—Boltzmannove raspodjele
vidi se i fizikalno znatenje temperature.
Raspodjela (14.21) ovisi samo o temperaturi,
Slika 14.6. Energetska raspodjela molekula ane o vrsti plina. Ako se molekule mogu

gibati samo translatorno (npr. molekule jed-
noatomnog plina), raspodjela molekula po energijama pri temperaturi T dana je

jednoznatno izrazom (14.21), dok je srednja kineticka energija E, = —"23- k T. Budu-

¢i da su za prostornu translaciju, za definiranje gibanja estice potrebne tri koordi-
nate, tj. Cestica ima tri stupnja slobode, srednja kineti¢ka energija pojedinoga stup-
nja slobode je tri puta manja, tj.
E, = %k T (14.25)
Izraz (14.25) definicijska je formula za termodinamiku (ili apsolutnu) tempe-
raturu. Bududi da je kinetictka energija uvijek pozitivna, i apsolutna je temperatura
uvijek pozitivna veli¢ina. Na apsolutnoj nuli (T = 0 K), prema formuli (14.24),
nema toplinskoga gibanja molekula, a to vrijedi samo u okviru klasi¢ne fizike,
$to je razumljivo jer je ta raspodjela i izvedena iz zakona Klasi¢ne fizike.
Iz ovih razmatranja vidimo da se moze govoriti samo o temperaturi velikog
skupa, mno3tva molekula, a ne jedne molekule ili nekoliko molekula. Temperatura
je, dakle, makroskopsko svojstvo velikog broja molekula u stanju toplinske ravnoteze.

14.6. KINETICKA TEORIJA MOLARNIH TOPLINSKIH KAPACITETA

Dovodimo li plinu odredenu koli¢inu topline Q, unutrainja energija povecat
¢e se za A U i plin ¢e obaviti rad W. Pri tom je, prema prvom zakonu termodi-

namike,
O=AU+W (14.26)




14. KINETICKO-MOLEKULARNA TEORIJA TOPLINE 241

Povecanje unutradnje energije otituje se povecanjem temperature. Toplinski
kapacitet nekog tijela definira se kao koli¢ina topline potrebna da se tijelu povisi
temperatura za jedan kelvin. Toplinski kapacitet ovisi o na¢inu kako tijelu dovodimo
toplinu. To se osobito opaZa kod plinova. Ako plin zagrijavamo izovolumno, sva
dovedena koli¢ina topline upotrijebi se za pove¢anje unutradnje energije. Pri izo-
barnom procesu dio topline upotrijebi se za rad koji izvrsi plin, pa je toplinski
kapacitet zbog toga veéi nego pri izovolumnom procesu. Obi¢no definiramo dva
toplinska kapaciteta: pri stalnom tlaku i pri stalnom volumenu.

Umjesto toplinskog kapaciteta ¢e$ée se iskoristava specifi¢ni, odnosno molarni
toplinski kapacitet (v. odjeljak 12.4).

Molarni toplinski kapacitet pri stalnom volumenu definira se izrazom:

e S8 (14.27)

jer je pri izovolumnom procesu dW = 0, te je ¢dQ = dU.
Ako se plin zagrijava izobarno, tada je dQ = dU + pdV =d (U +p V) =
= dH, pa je molarni toplinski kapacitet pri stalnom tlaku:

i EEE (14.28)

U odjeljku 13.4. pokazali smo da je veza izmedu ta dva toplinska kapaciteta
za idealne plinove dana Mayerovom relacijom:

C,—C,=R (14.29)
Za razliku od plinova, razlika izmedu C, i C, za &vrsta tijela i tekuéine prak-
ti¢ki je zanemariva jer je promjena volumena s promjenom temperature vrlo malena.

Kineti¢ko-molekularnom teorijom topline moZe se dobro objasniti i predvidjeti
koliki je toplinski kapacitet. Potpuno obja$njenje moguée je samo pomocu kvantne
teorije.

Pogledajmo najprije koliki bi toplinski kapaciteti trebali imati plinovi prema
klasi¢noj (kineti®koj) teoriji. Prema principu jednake raspodjele energije, svakom

stupnju slobode gibanja molekule pripada energija % k T, odnosno za N molekula

—;— NET = —;— n R T. Ako molekularno gibanje ima : stupnjeva slobode, tada

bi unutra$nja energija plina trebala biti:

U= -;—nR T (14.30)

Jednoatomni plinovi (He, Ne, Ar i sl.), ¢ije se molekule mogu gibati samo
translatorno, imaju samo tri stupnja slobode gibanja i srednju kineticku energiju
po molekuli 3 2 T/2. Unutra$nja je energija takvih plinova:

3 NrT=3arT (14.31)
2 2

16 Kuligié: Mehanika i toplina
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Primjenom relacija (14.27) i (14.29) dobivamo molarne toplinske kapacitete
jednoatomnih plinova:

G, =~;- R=125]/molK); C, = % R = 20,8 J/(mol K).

Omjer molarnih toplina, tzv. adijabatski koeficijent, za jednoatomne plinove
jest

U tablici 14.1. dane su eksperimentalne vrijednosti toplinskih kapaciteta za
neke jednoatomne plinove. (Koeficijent » odreduje se mjerenjem brzine zvuka
u plinu.) Slaganje je s kinetiCkom teorijom izvrsno.

Tablica 14.1. Molarni toplinski kapaciteti nekih jednoatomnih plinova

Plin ———Cv ___C,, ———————o—-—Cp — G x = —C—Z
J/(mol K) J/(mol K) J/(mol K) Cy
He 12,56- 20,85 8,29 1,66
Ne 12,7 20,8 8,1 1,64
Ar 12,56 20,94 8,37 1,67
Kr 12,5 21,01 8,5 1,68

Opazeno je, takoder, da molarni toplinski kapaciteti jednoatomnih plinova
ne ovise o temperaturi u velikom temperaturnom intervalu (1 K do 2 000 K),
$to je takoder u skladu s kinetitkom teorijom prema kojoj toplinski kapaciteti
ne ovise o temperaturi.

Dvoatomna molekula (sl. 14.7),

yl osim, translatornoga gibanja, mozZe ro-

~ QP tirati (oko tri medusobno okomite osi)
N i titrati uzduz spojnice svojih atoma.
‘.‘:{ Rotaciona energija dvoatomne mole-

. kule i i
- e iznosi

. : ,
//i\ Ero:=?11w’x+712w§+
Ve i
v | 1

~, 2
. - — I, w 14.32
\ \.\,: 2 3 %Y ( )

Rotacija oko osi na kojoj leZe atomi

(os 1 na sl. 14.7) ne pridonosi ukupnoj

Slika 14.7. Stupnijevi slobode dvoatomne molekule  energiji jer je moment tromosti za tu

os vrlo malen, pa rotaciju oko te osi

moZemo zanemariti. To je u skladu s pretpostavkom da su atomi materijalne
tocke i da jednoatomna molekula ne moZe rotirati.
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Zbog toga moZemo pretpostaviti da dvoatomna molekula zbog rotacionoga
gibanja ima dva stupnja slobode. Svaki rotacioni stupanj slobode, prema principu
ekviparticije energije, pridonosi isti iznos energije kao i translatorni, te je ukupna
unutradnja energija dvoatomnog plina, koja nastaje zbog translacije i rotacije:

U=3-%nRT+2'—;—nRT=%nRT (14.33)

Dvoatomne molekule mogu i titrati, jer su atomi u njima vezani silama koje
moZemo aproksimirati elasti¢nim silama sli¢nima sili opruge. Molekula titra kao
jednodimenzionalni harmoni¢ki oscilator, te je prosje¢na ukupna energija takvog
titranja:

2 2
kd costwt + b

E=E. +E, =

sinfwe=2E, (14.34)

Vibracije atoma u molekuli povecavaju broj stupnjeva slobode za dva, jedan
zbog kineticke, a drugi zbog potencijalne energije oscilatora. Po zakonu ekviparticije

energije, svakom stupnju slobode odgovara %k T kineti¢ke energije. Jednodi-

menzionalni harmoni¢ki oscilator ima, dakle, k& T/2 zbog kinetitke i & T/2 zbog
potencijalne energije, ukupno E =k T.

Prema ovim razmatranjima, ukupna unutrainja energija dvoatomnog plina
trebala bi biti:

U=3-2nRT+2-LarT+2-LurT="0rr
> 2 2 2

a molarni toplinski kapaciteti:

g, = %R ~ 29 J/(mol K)

9
C, = = R =~ 37 J/(mol K)
C 9
#=—"L=_"=1,28
C, 7
Tablica 14.2. Molarni toplinski kapaciteti za neke dvoatomne plinove odredeni mjere-
njem
Pl Cy Cop Co— Cy Cp
in et
J/(mol K) J/(mol K) J/(mol K) Cv
H, 20K) 12,5 20,85 8,33 1,67
H, (300 K) 20,3 28,6 8,30 1,41
H, (600 K) 21,02 29,3 8,29 1,4
H, (4000 K) 29,31 37,7 8,37 1,28
0. (300 K) 21,2 29,5 8,33 1,4
N, (300 K) 20,8 29,1 8,33 1,4




244 Petar Kulidi¢ MEHANIKA I TOPLINA

Situacija nije tako jasna kao kod jednoatomnih plinova. Na obi¢nim tempe-
raturama (tj. bliskima sobnoj temperaturi) C, = 5 R/2, a ne 7 R/2, kako zahtijeva
kineti¢ka teorija. Vibracijski stupnjevi slobode na niZim temperaturama ne pri-
donose unutra$njoj energiji. Takoder se opaza ovisnost molarnih toplinskih kapa-
citeta o temperaturi. To se ocito vidi i na slici 14.8. gdje je prikazana promjena
C,- vodika s porastom temperature.

Sliku 14.8. moZemo objasniti ovako: na
, vrlo niskim temperaturama (do oko 100 K)

G vec¢ina molekula vodika ima samo tri stupnja
IR —— slobode, giba se samo translatorno i C, =
SRy o = 12,5 J/(mol K). Kako temperatura raste,

sve viSe molekula pocinje rotirati i imaju

: . D
srednju energiju 5 k T. Zato u temperatur-

O o e o e |

wn
S+

10 g0 1000 5900 10000 /K nom podrugju od oko 250 do 750 K vodik
ima C, = 21 J/(mol K). Na vi§im tempera-
turama C,, poinje ponovo rasti jer sve vise
molekula pocinje titrati pa njihova srednja

Slika 14.8. Ovisnost Cy, vodika o
temperaturi

energija zbog toga naraste na % k T. Kad je temperatura dovoljno visoka, sve mo-

lekule titraju, i molarni toplinski kapacitet poraste na C, = 29 J/(mol K).

Molekula vodika, ovisno o temperaturi, moZe imati energiju ili 3/2 & T, ili
5/2k T, ili 7)2k T, ali nikad izmedu tih vrijednosti. Dok je temperatura niska,
molekule se mogu gibati samo translatorno. Kako se temperatura povecava, molekula
sudarima dobiva dovoljno energije i kad je njezina energija ve¢a od odredenog
minimuma, molekula po¢ne rotirati. Molekule koje imaju manju energiju od tog
minimuma ne mogu rotirati. To je suprotno klasi¢noj teoriji po kojoj bi molekula
mogla rotirati bez obzira na to koliko je malena njezina energija. Klasi¢na fizika
ne moZe objasniti tu pojavu, pa za potpuno objasnjenje toplinskih kapaciteta treba
poznavati zakone kvantne mehanike.

Sli¢no razmatranje vrijedi i za titranje molekula. Po zakonima klasi¢ne fizike,
molekula bi mogla titrati bez obzira na to koliko je malena njezina energija. Ali
molekula se vlada po zakonima kvantne fizike i pocinje titrati tek kad je njezina
energija dovoljno velika, tj. kad je temperatura dovoljno visoka.

Vieatomni plinovi, za razliku od dvoatomnih plinova mogu imati tri stupnja
slobode rotacije. Teorija predvida da su specifi¢ni toplinski kapaciteti viSeatomnih
plinova (svi stupnjevi slobode uzbudeni):

C, = % R ~ 33 J/(mol K),

C,= —1—2(—) R ~ 42 J/(mol K).

Pogledajmo moZe li klasi¢na teorija objasniti toplinske kapacitete Cvrstih
tijela. U odjeljku 12.5. razmotrili smo eksperimentalne rezultate i uocili da za
viSe temperature molarni toplinski kapaciteti, bez obzira na to o kakvoj je tvari
rije¢, iznose oko 3 R (Dulong— Petitov zakon). Takoder smo istakli da su molarni
toplinski kapaciteti maleni blizu apsolutne nule i da u tom podrudju rastu sa 73,
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Pokusat ¢emo te rezultate shvatiti gledajudi $to se dogada u kristalnoj strukturi
kada Cvrsta tijela zagrijavamo. U kristalima su atomi pravilno poredani u tzv.
kristalne reSetke. Atomi u takvoj resetki, iako se ne mogu slobodno gibati, mogu
titrati oko poloZaja ravnoteZe. Te oscilacije su to veée $to je viSa temperatura, i
toplinska energija kristala nastaje ba§ zbog takvoga gibanja atoma.

Kristal mozemo predoditi kao skup harmonickih oscilatora. Da bismo izracu-
nali toplinsku energiju kristalne reSetke, moramo srednju energiju takvoga tro-
dimenzionalnoga harmonickog oscilatora pomnoZiti brojem atoma u kristalu.

Prosjetna energija titranja atoma jednoliko je rasporedena na kineticku i
potencijalnu energiju te je

E:E+E=2E=2-%kT:3kT,
jer svaki atom, zato §to mozZe titrati u prostoru, ima tri stupnja slobode. Ako se
kristal sastoji od N atoma, unutrasnja je energija kristala
U=3NkT=3nRT.

Molarni je toplinski kapacitet

C, = =3R.
n

Kineti¢ko-molekularna teorija daje isti rezultat kao i mjerenja pri vi$im tempe-
raturama i tako objadnjava Dulong—Petitov zakon. Smanjenje toplinskih kapaciteta
na niskim temperaturama (sl. 12.6) moze objasniti samo kvantna teorija. Na tempe-
raturama blizu apsolutne nule toplinska energija nije dovolina da pobudi atome
u kristalu na titranje, te su specifi¢ne topline manje, to manje $to je niza temperatura.
P. Debye i A. Einstein uspjeli su poéetkom ovog stoljeéa pomoéu kvantne teorije
rijeSiti taj problem.

14.7. JEDNADZBA STANJA REALNOG PLINA

Pri razmatranju modela idealnog plina zanemarili smo medumolekularne sile
i smatrali da se plin sastoji od materijalnih to¢aka (&iji je volumen, dakle, zane-
mariv) koje jedna na drugu ne djeluju osim za vrijeme sudara. Jednadba stanja
takvog plina p ¥V = n R T moZe se primijeniti na realne plinove samo onda kad
im je gustoca plina malena, tako da su molekule daleko jedna od druge, medu-
molekularne sile zanemarive a volumen molekula prema volumenu posude tako
malen da ga moZemo zanemariti. Odstupanja od idealnog plina pri obi¢nim tla-
kovima i temperaturama (npr. do 20 bara i iznad par stotina kelvina) za vecinu
su plinova neznatna, pa se jednadZba stanja idealnog plina moze uspje$no iskoristiti
u mnogim sluéajevima.

Postoji nekoliko jednadzbi stanja realnog plina, a najpoznatija je van der
Waalsova jednadzba:

(p - ”,;a;) (V—nb)=nRT (14.35)
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gdje su a i b konstante karakteristiCne za odredeni plin. (Nedostatak je jednadzbe
da konstante ¢ i b ovise o temperaturi.) Konstanta b uzima u obzir da i mo-
lekule imaju odredeni volumen. Volumen V — nb zapravo je volumen posude
umanjen za volumen nb koji zauzimaju molekule; to je volumen praznog

prostora oko molekula. Dodatni tlak n’Vi2 nastaje zbog medumolekularnih sila,

i taj ¢lan to bitniji $to je veca gustoca plina,

Tablica 14.3. Van der Waalsove konstante a i b

Plin a/(N m¢/mol?) b/(m3/mol)
vodik H, 2,47 102 2,65-107
helij He 3,44 .10 2,3 -10°%
kisik O, 1,37 - 107 3,18-10°°
dudik N, 1,41 -107! 3,19-10°¢
ugljik-dioksid CO, 3,64+ 107! 4,28 -107°
vodena para H,O 55 -107t 3,1 -10°®
zrak 1,36 10! 3,6 -107°

Van der Waalsova jednadiba zapravo je jednadzba treceg stupnmja:
pVBP—n(pb+ RT)VE+an®?V —n*ab=0 (14.36)
za odredeni p i T ima tri rjeSenja.

Na slici 14.9. prikazan je p—V dijagram (projekcija p— V' —T plohe) za van
der Waalsov plin (ugljik-dioksid CO,) na tri razliite temperature. Na vi$im tem-
peraturama krivulja je sli¢na izotermi ideal-

p/bar nog plina, to sli¢nija $to je vila temperatura.

CO, U tom podrudju za svaku vrijednost p i

1001 V

T ima samo jedna vrijednost V,, = —, dana
n

jednadZbom (14.36). Za temperaturu T, koja

7341 T je, u stvari, kriti¢na temperatura za taj plin,

! van der Waalsova izoterma ima tocku inflek-

Tc (304 K) siieup=p, iV, =V,, Za niZe tempera-

T ture, npr. T, < T, jednadZba (14.36) ima za

» isti tlak i temperaturu tri realna rje$enja, tj.

, V' tri vrijednosti V,,. Buduéi da na toj tempe-

Slika 14.9. Izoterme za realni plin raturi nastaje promjena faze, u podrudju AA’

veza izmedu volumena i tlaka odstupa od jed-

nadzbe (14.36) i dana je horizontalnim dijelom izoterme, kao $to smo detaljnije
vidjeli u odjeljku 12.6.

tekuéina
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Kriticna to¢ka C zapravo je i to¢ka infleksije van der Waalsove izoterme za
kriti¢nu temperaturu. Na osnovi uvjeta da je prva i druga derivacija u to&ki infleksije
jednaka nuli moZemo povezati konstante a i b s kriti¢nim konstantama promatranog

2
plina. Iz (-5’-’3) = i (—d-ﬁ) ~ 0 dobivamo:
dV/r,

ave/r,
nRT, 2n'3a__0
(V, — nb) ve
2nRT, __6n-a=0. (14.37)

(Ve —nb)* Ve

JednadZbe (14.37) i van der Waalsova jednadzba daju vezu izmedu a i b i
kriti¢nih konstanti (p,, T, V.) odredenog plina. Budu¢i da imamo tri jednadzbe,
a dvije nepoznanice, ta se veza moZe napisati na vise nacina:

2 T2
Vc=3b; =2Rch=_22RT°: b=i.127‘e
8 64 2. 8 o
1 a peVe 3
c—_-.'-— —; —_— = —, 14.38)
AT RT, 8 y

Obi¢no se konstante a i b izrazavaju pomocu kritiénog tlaka p, i kritine tem-
perature T,:

2 T2
gl Je, gt B (14.39)
64 p, 8 p.

Na primjer uzevsi kriti¢ne podatke za vodenu paru T, = 647,3 K, p, = 221 bar,
dobivamo a = 0,55 N m#/mol?, b= 3,04.10-% m3/mol, 3to se slaze s vrijednostima
u tablici 14.3.

PITANJA I ZADACI

1. Sto je kineti¢ka teorija topline? Na kojim se pretpostavkama temelji?

2. Kakva je razlika izmedu idealnog i realnog plina?

3. Izratunajte tlak idealnog plina promatrajuéi gibanje molekula.

4. Kako glasi plinska jednad?ba u mikroskopskom obliku?

5. Kako se definira srednja, a kako srednje kvadrati¢na brzina?

6. Kako se moZe izmjeriti raspodjela moleckula po brzinama?

7. Objasnite Maxwellovu raspedjelu molekula po brzinama za dvije razlicite temperature i dva
razli¢ita plina.

Izratunajte najvjerojatniju, srednju kvadrati¢nu i srednju brzinu za Zivine pare pri tempera-
turi 600 K.

Koliko iznosi srednja kvadrati¢na brzina molekula H, i N, u normiranim uvjetima (0 °C i
101 325 Pa)?

Koliko je puta veca srednja kvadraticna brzina molekula helija ¢He nego molekula dusika !N,
pri istoj temperaturi?

11. Iz raspodjele molekula po brzinama izvedite Maxwell— Boltzmannovu energetsku raspodjelu.
12. SluZedi se izrazom N (E) nacrtajte kvantitativni crteZ za raspodjelu molekula na temperaturi
300K i 1 000 K.

Iz Maxwellove energetske raspodjele izradunajte sredniu kineticku energiju translatornoga
gibanja molekula plina na 300 K.

10.

13
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14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22,
23.
24.
25.
26.

27.

Kakva je veza izmedu temperature i srednje kinetitke energije molekula?

Kolika je srednja kineti¢ka energija translacije molekula H, i N, pri 273 K?

Kako se toplinska ravnoteZa moZe objasniti pomoéu kineti¢ke teorije plinova?

Kako se definira unutradnja energija idealnog plina?

Sto kaze princip ekviparticije energije?

Odredite unutrainju energiju 1 mola jednoatomnog idealnog plina pri temperaturi 273 K.
U posudi volumena 10-2 m® nalazi se 4 g plina *He na temperaturi 360 K. Izralunajte pros-
je¢nu kineti¢ku energiju molekule, ukupnu kineti¢ku energiju molekula i srednju kvadrati¢nu
brzinu molekule.

Kakva je veza izmedu izobarnoga i izohornoga specifi¢nog toplinskog kapaciteta?

Obijasnite specificne toplinske kapacitete plinova pomocu kineti¢ko-molekularne teorije top-
line. Kako stupnjevi slobode gibanja molekule utjetu na specifiéne toplinske kapacitete?
Kako se Dulong—Petitov zakon moZe objasniti pomocu kineti¢ke teorije plinova?

Kako se moZe izratunati izovolumni specifini toplinski kapacitet jednoatomnih plinova?
Objasnite van der Waalsovu jednadZbu stanja realnog plina. Koje je fizikalno znalenje para-
metara g i b u toj jednadZbi?

Kako se mogu odrediti koeficijenti @ i b u van der Waalsovoj jednadZbi? Izratunajte ih za
CO. i vodenu paru.

Nacrtajte p (V) za CO,za T=400K, T =304 K i T = 273 K, uzevsi u obzir da je a =
= 3,64 - 10-* Nm¢/mol? i b = 4,28 - 10-° m?/mol-!. Objasnite dobivene rezultate.




FIZIKALNE VELICINE I JEDINICE

Znak Naziv Jedinica
! duljina m
S @A) povriina m?
V volumen m?
v specifi¢ni volumen m?/kg
Ve molarni volumen m?/mol
m masa kg
e gustoca kg/m?
t vrijeme S
s put m
v, U ¢ brzina m/s
a akceleracija (ubrzanje) m/s?
I'4 akceleracija sile teZe (slobodnog pada) mfs?
fiv frekvencija Hz
w kruZna frekvencija, pulzacija s
T period s
n broj okretaja s
w kutna brzina radfs, st
« kutna akceleracija rad/s?, s™2
A valna duljina m
k valni broj m™!
F sila N
I impuls sile Ns
G teZina N
Fg sila teza N
Fa uzgon N
? koli¢ina gibanja kg m/s
G gravitacijska konstanta m3s—2kg?
y jakost gravitadijskog polja N/kg
M moment sile Nm
I moment tromosti (inercije) kg m?
L moment koli¢ine gibanja kg m?[s
w rad J
E energija J
E, potencijalna energija J
E, kineti®ka energija J
P snaga w
w gustoda energije Jm?
n korisnost, stupanj korisnog djelovanja 1
E modul elastinosti N/m?*
x stladivost Pa™?
k konstanta opruge N/m
“ faktor trenja 1
n koeficijent dinamicke viskoznosti Ns/m?
v koeficijent kinematitke viskoznosti m?/s
o povréinska napetost N/m
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9m maseni protok kg/s
9y volumni protok m3/s
T termodinamitka temperatura K
t Celzijeva temperatura °c
« koeficijent linearnog rastezanja K™
¥ koeficijent toplinskog $irenja K-t
B koeficijent promjene tlaka K
Q toplina J
R plinska konstanta J/(mol K)
k Boltzmannova konstanta J/K
L specifi¢na toplina transformacije faze J/kg
@ toplinski tok W
q gustoca toplinskog toka W/m?
R toplinski otpor K/W
A koeficijent toplinske vodljivosti W/(Km)
he koeficijent konvekcije W/(m?K)
he koeficijent prijenosa topline zraéenjem W/(m2K)
k koeficijent prijenosa topline (toplinskih gubitaka) W/(m?K)
Cy toplinski kapacitet J/IK
c specifi¢ni toplinski kapacitet J/kg K)
C molarni toplinski kapacitet J/(mol K)
* adijabatski koeficijent (cp/cy) 1
U unutrainja energija J
H entalpija J
S entropija J/IK
o Stefan-Boltzmannova konstanta W/(K*m?)
o faktor apsorpcije i
) faktor refleksije 1
€ faktor emisije 1
M energetska (radijacijska) egzitancija W/m?
My, spektralna egzitancija W/m?
n koli¢ina tvari (mnoZina) mol
Na Avogadrova konstanta mol—?!
M molarna masa kg/mol



VAZNDE KONSTANTE

brzina svjetlosti u vakuumu

elementarni elektri¢ni naboj

dielektri¢na konstanta (permitivnost) vakuuma
permeabilnost vakuuma

gravitacijska konstanta

Planckova konstanta

Boltzmannova konstanta

plinska konstanta

Avogadrova konstanta

normirani molarni volumen plina
Stefan-Boltzmannova konstanta
Rydbergova konstanta

Faradayeva konstanta

atomska masena konstanta

akceleracija slobodnog pada

srednji polumijer Zemlje

masa Zemlje

polumjer Sunca

masa Sunca

polumjer Mjeseca

masa Mjeseca

srednja udaljenost sredi§ta Zemlje i Sunca
srednja udaljenost sredita Zemlje i Mjeseca
ophodno vrijeme Mjeseca oko Zemlje
ophodno vrijeme Zemlje oko Sunca
kutna brzina vrtnje Zemlje oko svoje osi

numericke konstante:

Ludolfov broj
baza prirodnih logaritama

¢ = 2,997925-10*ms™!

e = 1,602-107°C

& =8,854-1072Fm™!

Ho = 4n- 107" Hm™?

G = 6,672 107" N m?kg™?
h = 6,626-10"%]s

k = 1,38-10"2J K

R = 8,314 J mol~' K™!
Np= 6,022 - 102 mol™?
Vo = 22,4 - 1072 m3/mol
¢ =567-10Wm?K*
Ryp = 1,0974 - 10 m™!

F = 9,648 - 10* Cmol™?
my = 1,66-1077kg =1u
g 9,80665 m s™2

6,37 - 106 m

5,96 - 10** kg

6,95 10°m

1,98 - 10*° kg

1,74 - 10°m

7,33 - 102 kg

1,49 - 10" m

3,84-10°m

27,32 dana = 2,36 - 10¢s
365,25 dana

7,272 - 105 rad s?

n = 3,14159
e =2,7183
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adijabata 212, 214
adijabatska konstanta 213

— promjena 212
adijabatski koeficijent 213

— proces 212
aerodinamidki faktor 175

— oblik 175

— uzgon 176
agregatno stanje 192
akceleracija 22

— centrifugalna 115

— centripetalna 28

— Coriolisova 115

— konstantna 23

— kutna 29

— radijalna 27

— sile teZe 25, 125

— srednja (prosje¢na) 22

— tangencijalna 28

— trenutna (prava) 22
akcija i reakcija 44
amper 7
anomalija (anomalno rastezanje) vode 184
apsolutna nula 180
apsorpcijski rashladni stroj 228
areometar 153
Arhimedov princip 153
aritmeticka sredina 4
atmosferski tlak 151
atomski sat 7
Atwoodov padostroj 41
Avogadrov broj 187

— zakon 187
Avogadrova konstanta 187

B

balisti¢ka krivulja 35
balisti¢ko njihalo 76
bar 146
barometar 150
barometarska formula 151
benzinski (Ottov) motor 221
Bernoullijeva jednadzba 163
bijelo tijelo 202
Boltzmannova konstanta 235

— raspodjela 239

— relacija 225
Boyle-Mariotteov zakon 185
Brownovo gibanje 231
brzina 18

~— kozmicéka 51

— kriti¢na 169

— kutna 27

— molekula 233, 236

— najvjerojatnija 238

— obodna 26

pri kruZnom gibanju 27

srednja (prosje¢na) 20, 238

srednja kvadrati¢na (efektivna) 238
trenutna (prava) 20
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C

Cardanovo ucvricenje zvrka 101

Carnotov kruZni proces 218, 220
— inverzni kruzni proces 227

Cavendishov eksperiment 120

Celzijeva skala 179

Celzijev stupan;j 8, 180

centar mase 53, 89

centrifugalna akceleracija 115, 124
— sila 115, 124

centripetalna akceleracija 28, 58
— sila 58

cezijev sat 7

Charlesov zakon 186

CGPM 6

CIPM 6

Coriolisova sila 116

crno tijelo 202

D

deceleracija 23
decimalni predmeci 9
definicija ampera 7
— kandele 7
— kelvina 7
— kilograma 7
— metra 6
— mola 7
— sekunde 6
deformacija 38
depresija, kapilarna 159
devijacija 4
Dieselov proces 221
dilatacija vremena 138
dinamicka sli¢nost 171
— viskoznost 169
dinamic¢ko mjerenje mase 129
dinamika 16, 38
— fluida 161
dinamometar 38
disipativna sila 68 1
domet hica 34
drugi zakon, Newtonov 40
— termodinamike 217
Dulong-Petitov zakon 191
duzina, kontrakcija 137
— vlastita 137
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dzul 62, 188
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elasti®na sila 63
elektronvolt 62
energija 64, 142
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— kineti¢ka 65, 142
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~— mirovanja 142, 144
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Galilejeve transformacije 108, 134
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gravitacija 119
gravitacijska konstanta 120
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— sila 119
gravitacijski potencijal 128
gravitacijsko polje 123
— — Zemlje 124
Guerickeov pokus 150
gustoca 44
— toplinskog toka 198

H

hidrauli¢ka presa 146
hidrauli¢ki tlak 146
hidrostatika 146
hidrostatski tlak 148

— paradoks 149
hitac horizontalni 34

— kosi 33

— prema dolje 34

— vertikalni (u vis) 34
Hookeov zakon 63, 182

I

idealni fluid 161

— plin 184, 232
impuls sile 46
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indiferentna ravnoteza 86
inercija 39, 40
inercijalna sila 110
inertna (troma) masa 39, 129
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KAZALO POTMOVA

255

intenzitet gravitacijskog polja 123

internacionalni sustav (SI) 6
inverzni Carnotov proces 227
ISO 5

isparavanje 194

istjecanje tekuéine 166
IUPAP 5

izobara 186

izobarna promjena 186, 212
izobarni proces 186, 212
izohora 185

izohorna promjena 186, 212
izoterma 185

izotermni proces 185, 212
izovolumna promjena 186, 212

J

jakost svjetlosti 8

jedinica 6, 9

dopunska 9
duzine 7
izvedena 9
jakosti struje 7
jakosti svjetlosti 8

mase 7
osnovna 6
temperature 8
vremena 7
jedini¢ni vektor 12
jednadzba adijabate 213
— Bernoullijeva 163
— idealnog plina 186
— kontinuiteta 163
— plina 186, 245
— realnog plina 245

L

— rotacije krutog tijela 90
— Van der Waalsova 245

jednoliko gibanje po pravcu 18
jednoliko kruzno gibanje 26
jednoliko ubrzano gibanje 23

K

kalorija 188
kalorimetar 191
kalorimetrija 191
kandela 8
kaoti¢nost sistema 225
kapilara 159
kapilarna depresija 159
— elevacija 159
kelvin 8, 180
Kelvinova skala 180
Keplerovi zakoni 121
kilogram 7
kilovatsat 63
kinematika 16
kinemati¢ka viskoznost 169

koli¢ine tvari (mnozine) 8

kineti¢ka energija 65
— — pri rotaciji 103
— — relativisticka 142
kineti¢ka teorija plinova 232
kinetiZki faktor trenja 56
kineti¢ko objasnjenje temperature 235
kineti¢ko objasnjenje tlaka 233
Kirchhoffov zakon 205
klasi¢na fizika 2
koeficijent, adijabatski 213
~— djelovanja toplinske pumpe 227
— hladenja 227
— konvekcije 200
— korisnog djelovanja 220
— linearnog rastezanja 181
— povrsinske napetosti 156
~— prijenosa topline 201, 206
— toplinske vodljivosti 199
— toplinskog $irenja 183
— trenja 56
— — dinami¢ki (kineti¢ki) 56
— — stati¢ki 56
— — klizanja 57
— — kotrljanja 57
— viskoznosti 169
kohezione sile 157, 158
koli¢ina gibanja 39, 45, 141, 142
— — i impuls sile 47
— — relativisti¢ka 142
— — ukupna 49
— ~— zakon ocuvanja 49
koli¢ina topline 188
~— — reducirana 221
koli¢ina tvari (mnozina) 8
kolinearni vektori 10
kompresibilnost 146
kompresijski rashladni stroj 228
konkurentne sile 79, 80
konstanta, Boltzmannova 188, 225, 237
— gravitacijska 119, 120
~— Planckova 203
— plinska 187
— Stefan-Boltzmannova 204
konzervativne sile 67, 71
kontrakcija duZine 137
— mlaza 167
konvekcija 200
— prisilna 200
— slobodna 200
konjska snaga 72
koordinatni sustav 12
kosi hitac 33
— — domet 34
— jednadzba putanje 34
— — maksimalna visina 34
— vrijeme uspinjanja 34

kosina 43

kotrljanje 104

kozmicéka brzina, prva 51, 128
— —, druga 52, 128

krak sile 81
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kriti¢na brzina 170
— temperatura 196, 247
— tocka 195, 196, 247
kriti¢ne konstante plinova 196, 247
kriti¢ni tlak 196, 247
— volumen 196, 247
kruto tijelo 72, 88
kruZni proces 208, 218
kruzno gibanje 26
~— — jednoliko 26
— — nejednoliko 28
kut elevacije 33
kutna akceleracija 29
kutna brzina 27

L

labilna ravnoteZa 86
laboratorijski sustav 16
laminarno strujanje 169
Laplaceova formula 157
latentna toplina 194

— — isparavanja 194

— — taljenja 194
Lorentzove transformacije 134

M

Magnusov efekt 177
maksimalna visina hica 34
maksimalni stupanj iskori§tenja topline 220
manometar, otvoreni 150

— zatvoreni 150

— Zivin 150
masa 38, 41

— centar 52, 54

— gravitacijska 129

— inertna 129

— ovisnost o brzini 39

— relativisti¢ka 39

— teska 129

— troma 41, 129

materija |
materijalna tocka 16
Maxwellova raspodjela 237
medumolekularne sile 155, 158
Medunarodni komitet za utege i mjere 6
Medunarodni sustav jedinica 6
mehanika, klasi¢na 2
— kvantna 2
— relativisticka 2
mehani¢ka energija 64
metar 6
metoda najmanjih kvadrata (linearne regre-
sije) 3
metrologija 6
mezoni 139
Michelson-Morleyev eksperiment 133
@« mezon 139
mjerenje 2

mjerna jedinica §
moderna fizika 2
modul elasti¢nosti (Youngov) 182
mol 8
molarna entalpija 215
molekularne sile 155, 158
molarni volumen plina 195
molarni toplinski kapacitet 189, 241
molekulska brzina 236
molarna masa 188
moment koli¢ine gibanja 96
— — — krutog tijela 97
— — — zakon oluvanja 98
moment inercije 90
— sile 81, 89
— para sila 84
— tromosti 90

N

najvjerojatnija brzina 238
napetost povrsine 115
— — koeficijent 156
neelasti¢an sudar 75
nejednoliko gibanje po pravcu 20
— kruZno gibanje 28
nekonkurentne sile 82
nepovratni proces 209
Nernst-Lindemannova relacija 190
Newtonova mehanika 38
Newtonov zakon, prvi 40 ‘
— ~—, drugi 40, 42, 142
— —, tredi 44
~— — gravitacije 119
— — hladenja 200
nula, apsolutna 180 ‘
njutn 41

o

okrajni kut 158
ophodno vrijeme 28 |
opruga 2, 3, 38, 63, 68 I
— produljenje 3, 38
— zakon 4
osnovne mjerne jedinice 6
— fizikalne veli¢ine 6
os rotacije 89
otpor sredstva 174
— zraka 24, 35
otporni broj 175
— termometar 180
Ottov motor 221

P

pad, slobodni 24
paralelne sile 82
par sila 84
Pascalov zakon 146
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paskal 146
perpetuum mobile, prve vrste 211
— ~—, druge vrste 218
pirometar 181
Pitot-Prandtlova cijev 168
Planckov zakon zraéenja 203
plin idealni 184
— realni 185, 197
plinska jednadzba 188
— konstanta 187
plinski zakoni 184
plivanje tijcla 154
pogreika mjerenja 5
— — srednja kvadrati¢na 5§
Poiseuilleova formula 173
— zakon 173
Poissonove jednadzbe 214
poluga 85
polje gravitacijsko 124
pomak 17, 18
postulati specijalne teorije relativnosti 134
potencijal gravitacijski 128
potencijalna energija 66
— — gravitacijska 66, 126
— — medumolckularna 193
— — opruge (elasti¢ne sile) 68
potisak 50
poulak o radu i kinetitkoj energiji 65
— o radu i potencijalnoj energiji 68
— o radu i ukupnoj energiji 69
pramjera 6
pravilo desne ruke (desnog vijka) 14, 82
pravocrtno gibanje 17
— — jednoliko 17, 18
— — jednoliko ubrzano 23
— — s konstantnom akceleracijom 23
— — nejednoliko 20
precesija zvrka 101
prijenos topline 197
princip ekviparticije energije 235
— ekvivalencije 130
— konstantnosti brzine svjetlosti 134
— nezavisnosti gibanja 32
— relativnosti Einsteinov 134
— — Galilejev 108
— ustrajnosti 40
proporcionalnost mase i energije 143

proces ireverzibilni 209
— reverzibilni 208

prostorno-vremenski dijagram 19
protok 162, 173

prvi Newtonov zakon 40
~— zakon termodinamike 211

#-T dijagram 195

put 17, 18

putanja {7

p-V dijagram 185, 195, 197
»-V-T dijagram 195

17 Kuli8ié: Mehanika | toplina

R

rad 61
— dizanja 63, 126
— elasti¢ne sile 64
— idealnog plina 210
— po zatvorenom putu 67
~— pri rastezanju opruge 63
— pri rotaciji 104
-~ sile trenja 64
— u termodinamici 209
radijan 9, 26
radijalna akceleracija 27
— sila 57
radijusvektor 13, 17
raketa 59
rashladni stroj 226, 228
raspodjela molekula plina po brzinama 236
~— — — po energijama 239
— Maxwellova 236
— Maxwell-Boltzmannova 239
ravnoteza 79
— indiferentna 86
— krutog tijela 84
— labilna 86
— materijalne to¢ke 79
— na kosini 80
— stabilna 86
— termicka 179
reakcija 44
realni plin 197, 245
reducirana toplina 221
referentni sustav 16, 40, 108
relativisticka energija 142
— jednadZba gibanja 142
— koli¢ina gibanja 142
— masa 141
~— mechanika 132
relativistiCko slaganje brzina 140
reverzibilni proces 208
Reynoldsov broj 170
Richmannovo pravilo 192
rotacija 79
— krutog tijela 88
— prstena 91

S

SAE 170

sekunda 7

sila 38
— adhezije 155
— centrifugalna 115
— centripetalna 57
— Coriolisova 116
— disipativna 68
— elasti¢na 63
— hvatiste 81
~— impulsna 47
— inercijalna 111
— konzervativna 67
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medumolekularna 155, 158
mjerenje 38
nekonzervativna 68
pritiska 146
radijalna 57
tangencijalna 90
teZa, 25, 43, 124
trenja 56
unutrainjeg trenja 169
viskoznosti 169
sile konkurentne 80
— nekonkurentne 82
— paralelne 82
— unutrainje 48
— vanjske 48
sistemn, inercijalni 108
— izolirani 48, 98
jedinica 6
materijalnih toaka (&estica) 52
neinercijalni 108
referencije 16
rotirajuéi 114
ubrzani 110, 111
zatvoreni 48, 98
sitno tijelo 16
sivo tijelo 203
skalar 10
skalarni produkt 13, 62
slaganje relativisti¢kih brzina 140
slobodni pad 23, 24
— — akceleracija 24
smjer vektora 10
snaga 72
~— pri rotaciji 104
specifi¢na toplina 189
— — transformacije 194, 216
— entalpija 215
specifi¢ni toplinski kapacitet 189
— — — ¢vrstih tijela 244
~— — — plinova 190
~— — — pri stalnom tlaku 190, 216
~— — — pri stalnom volumenu 190,
216
specifi¢ni volumen 195
specijalna teorija relativnosti 132
spektralna egzitancija 203
spojene posude 149
srednja akceleracija 22
— brzina 20
— kvadrati¢na brzina 234, 238
— kvadrati¢na pogreska 5
stabilna ravnoteZa 86
statika 79
stati¢ki faktor trenja 56
stati¢ki tlak 163
staticko trenje 56
s (t) dijagram 19
Stefan-Boltzmannov zakon 204
Steinerov poucak 95
steradijan 9
Sternov pokus 234
stladivost 146
strujanje (konvekcija) 197

Frrrrrrrtnd

Prrrrti

strujanje idealnog fluida 162
strujanje laminarno 169
— stacionarno 161
— turbulentno 169
strujna cijev 161
strujnica 161
Stokesov zakon 174
stupanj, Celzijev 179
—, Fahrenheitov 180
— korisnog djelovanja 220
— slobode 235
sublimacija 195
sudar 73
— centralan 73
— elastitan 74
— neelasti¢an 75
— Q vrijednost 76

T

taljenje 194
tangencijalna akceleracija 28
temperatura 8, 179
— apsolutna 8, 180
— kriti¢na 196, 247
— termodinamicka 8, 180
temperaturno rastezanje 181
termicka ravnoteza 179
termodinamika 206
— prvi zakon 211
— drugi zakon 217
termodinamicka temperatura 8, 240
— temperaturna skala 180
— vjerojatnost 225
termodinamicki proces 206
— sistem 206
termometar 179
— otporni 180
— plinski 181
— Zivin 180
termometrija 179
termosifonski sistem 200
tezina 43, 124
teziste 55, 84
tlak 146
— atmosferski 151
— dinamicki 164
— hidrauli¢ki 146
— hidrostatski 148
— idealnog plina 232
— ispod zakrivljene povriine tekucine
157
na dno 149
stati¢ki 163
u mjehuricu 157
zasic¢ene pare 197
tlakomjer 150
tok toplinski 198
toplina 188
— latentna 194
— reducirana 221
~— specifitna 189

NN
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toplinska pumpa 226
toplinski kapacitet 188, 241
— — specifitni 189
— otpor 199
~ stroj 220, 226
— tok 198
toplinsko gibanje 179
— rastezanje 181, 183
— zralenje 201
Torricellijev pokus 150
— teorem 167
torziona vaga 120
trajektorija (putanja) 17
transformacija faze 194
— Galilejeva 109
— Lorentzova 135
translacija 79
trenutna akceleracija 22
— brzina 20
trenje 55
— dinami¢ko 56
— faktor 56
~ kineti¢ko 56
— klizanja 56
— koeficijent 56
~— kotrljanja 57
— stati¢ko 56
trojna to¢ka 8, 180, 195
~— — vode 8
trojno stanje 180
tromost 39
T—S dijagram 224
turbulentno strujanje 169

U

ubrzanje 22
univerzalna plinska konstanta 187
unutrainja energija 209, 235
— — jdealnog plina 235
unutra$nje trenje (viskoznost) 169
usporenje 23
ustrajnost 39
uvjet plivanja 154
uvjet ravnoteZe krutog tijela 85
— — materijalne todke 79
uzgon 152

A

Van der Waalsova jednadzba 197, 245

Van der Waalsove konstante 246
— — — sile 193

vat 73

vatsat 63

vektor 10
— aksijalni 82
— iznos 10
— jedini¢ni 12
~— klizni 81
~— komponente 12

— polozaja 13

~— pomaka 17

~ pravac nosilac 10

-~ radijus 13
vektori, kolinearni 10

— mnoZenje 13, 14

— oduzimanje 11

— zbrajanje 11
vektorski produkt 14, 82
velidina, izvedena 9

— osnovna 6

— skalarna 10

— vektorska 10
Venturijeva cijev 167
vertikalni hitac 34
veza izmedu mase i energije 142
viskoznost 169

— dinamicka 169

— kinemati¢ka 169

— koeficijent 169
vlastita duZina 137

~— masa 141
vlastiti sustav 139
vlastito vrijeme 139
vodena vrijednost kalorimetra 192
vodenje (kondukcija) topline 197
v (¢) dijagram 19

w
Wienov zakon 204

Y

Youngov modul elasti&nosti 182

z

zakon, Arhimedov 153
— Avogadrov 187
— Boyle-Mariotteov 185
— Dulong-Petitov 191
— Gay-Lussacov 185
— Newtonov gibanja 40, 42, 44
— Newtonov gravitacije 119
— Newtonov hladenja 200

— o mjernim jedinicama i mjerilima 6

— opruge 4
~ Pascalov 146
— Poiseuillov 173
— Stefan-Boltzmannov 204
— Stokesov 174
— termodinamike, prvi 211
~— —, drugi 217
zakon oluvanja energije 70 |,
— — koli¢ine gibanja 49

— — momenta koli&ine gibanja 98
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zasi¢ena para 197
— tekudina 197
zradenje (radijacija) 195
— infracrveno 202

zvrk 100
— Cardanovo udvricenje 101
— precesija 101
— slobodni 100

z

Zirokompas 102
Zirohorizont 102

Zirovertikala 102

%ivin barometar 150
~— manometar 150
— termometar 180
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