Zoran Bobic Sonc

Optimalni solverumi Apolloniosovih
problema Sestarom i ravnalom?

Sazetak: Apolloniosovi problemi su problemi teinometriskih (geometriskih)
konstrukcija Sestarom i ravnalom koje je postavio gréki matemati¢ar Apollo-
nios iz Perga u IIL. stoljecu prije n. ere. Problemi se odnose na titenaciju, tj.
smjestenje cirkulusa (kruga) medu druge teinometriske formoide (oblicja),
kao medu: tocke, direkte, rektoliniske formoide (trigone, kvadrate, ortogone,
rombe), a prvenstveno medu zadane hemicirkuluse i cirkuluse. Konstrukcije
solveruma Apolloniosovih problema su se pojavljivale tokom 23 stolje¢a u
trima povijesnim etapama i to: u prvoj etapi IIL. stoljeca pr.n.ere po Apollo-
niosu kao apsolutne konstrukcije, u drugoj etapi krajem XVI. stoljeca po
Getaldi¢evoj metodi dilongacije radiusa kao apsolutne konstrukcije i
kona¢no u trecoj etapi krajem XX. stoljea nakon pojave procedentne
logokodusne teinometrije. Do danas su novoeuklidikom optimalno rijeSeni
svi izvorni 1 naknadni Apolloniosovi problemi i to isklju¢ivo upotrebom
Sestara i ravnala primjenom ‘apsolutnih’ 1 ‘procedentnih’ teinometriskih
konstrukcija. Izneseni su kratka povijest i filozofija Apollniusovih problema,
a karakteristi¢ne konstrukcije solveruma prikazane su fazama konstruiranja.

Kljuc¢ne rijeci: Apollonios, Apolloniosovi galski problemi, Apolloniosovi
problemi, Blanusa, cirkulus, euklidika, geometrija, Getaldic,
hemicirkulus, logokodus X novoeuklidika, procedencija,
teinometrija, titenacija

1 Clanak je doslovno prenesen iz rukopisa. (opaska urednika)

-Izvodenje konstrukcija Sestarom i ravnalom znaci da se one izvode samo pomocu kruznih lukova i
pravih linija, a u praksi ravnim crtama

-U ¢lanku su koristeni znanstveni termini matematike i teinometrije, kako bi se izneseno Stivo moglo
jednoznaéno koristiti i prevoditi na druge jezike. Za srednje Skolstvo potrebno je $tivo pojednostaviti
i koristiti termine na pojedinom jeziku u skladu s uzrastom ucenika. (opaska autora)
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1. Povijest i filozofija Apolloniosovih problema

Po spoznaji drevnih civilizacija stare ere Sunce je stvoritelj svega materi-
jalnog svijeta i svega zivota na Zemlji, pa je stoga bilo vrhunsko bozanstvo (Ra,
Apollon). Sunce se po njima tako nalazi u svemu postoje¢em. Time je od davnina
nastala teznja matematicara da u sve oblike proteznosti materijalnog svijeta mogu
smjestiti simbol Suncevog diska prikazanim cirkulusom (krugom) i simbol
Sunéevih zraka prikazanih direktusima (pravcima). Stoga bi se sve konstrukcije
proteznosti mogle dati graficki prikazati samo pomocu Sestara (cirklusa) i ravnala
(lineala) koje se u praksi nadomjestava crtackim trokutnicima?.

U teinometriji® diametar cirkulusa moze predstavljati projekcije cirkulusa na
okomitoj ravnini iz ¢ega proizlazi da se sve u teinometriji moze konstruirati samo
pomocu cirkulusa*.Vrhunac u razradi takve filozofije teinometriskih konstrukcija
donio je u znanosti glasoviti Apollonios iz Perga (262 - 196) koji je znao reéi:
“geometriske” konstrukcije nalaze se skrivene u igri Sirenja krugova nastalih od
padanja kisnih kapi na povrsinu vode, slika 1. Ukratko, u krugovima kisne lokve
krije se sva “geometrija”.

Apollonios je smatrao da se cirkulus kao Suncev oblik treba na¢i u svim
konstrukcijama proteznosti, tj. da bi se mogao dati smjestiti u sve konstrukcije
proteznosti, i one s viSe krugova, pa je po tome nazvan “kralj krugova”, od grcki
bazileis kiklosis. Tako su nastali teinometriski problemi smjestenja cirkulu- sa
medu ostale teinometriske oblike (formoide) koji su po Apolloniusu nazvani
Apolloniosovi problemi.

Dio teinometrije koji proucava i rjeSava probleme smjestenja jedne teino-
metriske oblike u druge naziva se ‘titenalna teinometrija’, od gr¢. titenaj, Sto znaci
smjestiti, njem. Einbettung, rus. smjescenije, fran. immersion, engl. im-
beddings.Vrhunac titenalne teinometrije je u povijesti matematike donio glasoviti
matemati¢ar XX. stoljeca akademik Danilo Blanusa (1903. - 1987.) rodom iz
Osijeka kada je visedimenzionalne zakrivljene prostore smjestio u euklidske
prostore. Titenaciju zakrivljenih viSedimenzionalnih prostora nastavio je njegov
ucenik Ivan Ivans$i¢ na Sveucilistu u Zagrebu.

2Crtacki trokutnik je tehni¢ko pomagalo u obliku trokuta i sluzi za crtanje, a crtaéi trokut je trokut
koji se dobiva crtanjem, tj. lik koji se crta.

3Teinometrija je matemati¢ka disciplina koja znadi izmjeru proteZnosti, gré. teine, proteZnost.
Termin “geometrija” koristi se i dalje u okviru njegovog osnovnog znacenja izmjere planeta
Zemlje i njenog tla, zajedno s terminima: geografija, geodezija, geoskopija, geofizika, geologija
i dr. Ge znadi tlo, Zemlja.

4 Stranice ortotrigona tj. pravokutnog trokuta u biti su projekcije cirkulusa, pa Pitagorov teorem
vrijedi tako i za cirkuluse.
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Sl. 1.: Apolloniusov kvadrat medu krugovima kisne lokve
Izgled nepravilnog kvadrata je opticka varka

Vrhunskom titenalnom teinometriom je ‘novoeuklidika’®, u koju spada i
procedentna logokodusna tei- nometrija, postala daljnja nadgradnja ‘euklidike’
anticke Grcke.

Apolloniusovi problemi su se u povijesti od preko dva milenija rjeSavali u
trima karakteristi¢nim periodama i mogu se svrstati u tri osnovne grupe koje ¢ine:

1. lzvorni Apolloniosovi problemi tzv. arheproblemi koje je postavio sam
Apollonios u III. stolje¢u pr.n.ere.

2. Apolloniosovi galski problemi koje je apsolutnim konstrukcijama rijesio
Dubrovéanin Marin Getaldi¢ u tadasnjoj Galiji, rimsko-francuskoj provinciji,
krajem XVI. stoljeca, i

3. Apolloniosovi novoproblemi koji su razradeni i rijeseni kao konstrukcije
mijene proteznosti nakon pojave procedentne logokodusne teinometrije krajem
XX. stoljeca.

5Novoeuklidika je daljni razvoj i nadgradnja euklidike anticke Grcke uvodenjem: kretanja tocke i
formoida zakrivljenih i viSedimenzionalnih prostora i matemati¢ko programirane mijene proteznosti,
mutoteinometrije (Lobacevski, Rieman, Hilbert, Blanusa).
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Svi solverumi Apolloniosovih problema mogu se danas konstruirati ¢isto
teinometriski, Sestarom i ravnalom optimalnim konstrukcijama i to kao:

a) Apsolutne konstrukcije su matematicki apsolutno tone u $V0joOj
konacnosti i one su radikalne s prebrojivim teinometriskim potezima. Apsolutne
konstrukcije su i radikalne konstrukcije limesa procedentnih konstrukcija, koji se
takoder mogu konstruirati po programiranim ciklusima, logokodusima; na
primjer, dijagonala kvadrata kao limes beskonac¢ne procedencije.

b) Procedentne konstrukcije predstavljaju slijed radikalnih konstrukcija
koje se konstruiraju po logokodusu koji pouzdano i postupno vodi u limes. Kao
takve su prirodno nuzno aproksimativne s rastu¢om to¢nosc¢u priblizavanja limesu
koji predstavlja trazenu nikad dostignutu kona¢nu konstrukciju.

2. Apsolutne konstrukcije Apolloniosovih problema

U apsolutne solverume Apolloniosovih problema spadaju konstrukcije koje
je kao daljnju razradu izvornih problema postavio glasoviti pariski matematicar
Francois Viete (1540. - 1603.). Sve te postavljene probleme poznate kao Apo-
lloniosovi galski problemi® razradio je i rije$io na originalan nadin njegov ge-
nijalan u¢enik Marin Getaldi¢ (1566. - 1627.) rodom iz Dubrovnika, krajem XVI.
stoljeca.

Getaldi¢ je svoje konstrukcije rjeSenja Apolloniosovih galskih problema
objavio u Veneciji 1607. godine na latinskom jeziku pod naslovom: Apollonius
Redivivus, seu (ili) restituta Apollonii Pergae.

Apolloniusovi galski problemi sadrzavaju konstrukcije rjeSenja titenacije
(smjestaja) i to: direkte izmedu zadane katatenuze (osnovice) i rektoliniskih likova
(trigona, kvadrata, ortogona, romba), direkte izmedu cirkulusa i drugog direktusa,
posebno titenacije odredenog cirkulusa radiusa : r izmedu cirkulusa i tocke.

Apolloniosove galske probleme je Getaldi¢ idealno rijesio kao apsolutne
konstrukcije matematicki krajnje to¢ne s prebrojivim teinometriskim koracima
Sestarom i ravnalom. To je bilo u Padovi, gdje je predavao G. Galilej, prava
senzacija. Od tada Getaldi¢a i Galileja veze znacajno prijateljstvo popraéeno s
medusobnim dopisivanjem.

Rjesenja Apolloniosovih galskih problema titenacije cirkulusa izmedu dva
zadana cirkulusa Getaldi¢ je objavio u Veneciji 1607. godine pod naslovom:

6Galski problemi su nastali u Galiji kako se tada nazivala rimska provincija u Francuskoj naseljena
keltskim plemenima. U doba Rimljana se provincija naseobine Hrvata nazivala Croatia, starogrcki
Kroateja, pa Hrvatsku Cesto i danas internacionalno tako nazivaju.
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Sl. 2.: Preslika naslova Getaldiceve knjige

Supplementum Apollonii Galli. Vrhunac ortodoksne euklidske titenacije Getal- di¢
dostize u djelima:
- Razrada i rjesenja 42 problema trigona i cirkulusa, Venecija, 1607., 162
stranice.
- Rjesenja 4 Apolloniosovih problema titenacije direkte, Venecija, 1607.,
130 stranica.
- Nadogradnja problema i rjesenja Apolloniosovih kruznica sa 29 mate-
matickih lema, Venecija, 1608.
- Razrada geometriskih problema algebarskom analizom i sintezom, Rim,
1630., posthumno, 354 stranice.
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Probleme titenacije cirkulusa Getaldi¢ je rijesio svojom genijalnom idejom
na nacin da je trazenom titenalnom cirkulusu unaprijed odredio njegovu veli¢inu
odredenjem njegovog radiusa ¢ r. Time su svi galski problemi titenacije cir- kulusa
mogli biti rijeSeni zadivljuju¢im apsolutnim konstrukcijama Sestarem i ravnalom.

Ta originalna Getaldi¢eva metoda postavljanja titenalnog radiusa  na odre-
deno mjesto na pocetku konstrukcije nazvana je metodom dilongacije radiusa
¢ija dva osnovna polozaja dilongacije radiusa prikazuje slika 3.
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SI. 3.: a) Getaldicev titenalan cirkulus odreden radiusom ¢ r, b) Getaldi¢eva dilongacija t r u produ-
zetku radiusa zadanog cirkulusa, ¢) Getaldi¢eva dilongacija  r preko diametra zadanog cirkulusa

Karakteristi¢ne konstrukcije solveruma dva Apolloniosova galska problema
titenacije cirkulusa s + r medu dva zadana cirkulusa s centrima C; i C; radiusa ry i
r, prikazuju slike 4. i 5. s primjenom cirkulusa Csi Ca.

Sl. 4.: Intro-titenacija cirkulusa radiusa  r Getaldi¢cevom metodom dilongacije radiusa
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SI. 5.: Introperi-titenacija cirkulusa radiusa « r metodom dilongacije radiusa

Prikaz ostalih Getaldicevih titenacija cirkulusa Apolloniosovih galskih pro-
blema izlazi iz okvira ovog ¢lanka.

Mozemo sa zadovoljstvom konstatirati da su za mnoge titenacije zadane
direkte i cirkulusa, za koje se smatralo da su konstruktivho neprovedive casus
irproducibilis, pronadene krajem XX. stoljeca apsolutne konstrukcije kao $to su
za probleme prikazane na slici 6.
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S1. 6.: Apolloniosovi problemi titenacije rijeSeni apsolutnim konstrukcijama Sestarom i ravnalom
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3. Procedentne konstrukcije titenacije cirkulusa

Nakon pojave Getaldi¢evih apsolutnih konstrukcija titenacije ostao je povi-
jesni problem solveruma izvornih Apolloniosovih problema koji se odnose na
titenaciju cirkulusa u Talesovom hemicirkulusu medu druge hemicirkuluse i na
titenaciju cirkulusa medu tri zadana cirkulusa.

Problem konstrukcija ovih Apolloniosovih problema ostao je otvoren sve do
pojave procedentne logokodusne teinometrije’ sredinom sedamdesetih godina
XX. stolje¢a u Zagrebu. Logokodusna teinometrija donijela je optimalna rjeSenja
za sve Apolloniosove probleme i dokazala da mnoge konstrukcije tite- nacije ne
mogu biti apsolutne jer pripadaju teinometriji procedentne prirodne mijene
proteznosti. One su kao takve procedentne i time nuzno aproksimativne a tek u
nedostiznom limesu bi mogle biti apsolutne.

Osnovno svojstvo logokodusne teinometrije je to da se matematic¢ka to¢nost
konstrukcija moze programirati brojem primjene logokodusnih ciklusa u
priblizavanju limesu procedencije. Prakti¢nu maksimalnu to¢nost logokodusnih
konstrukcija odreduje debljina crte konstrukcije na kojoj se konstrukcija proce-
dencije beskonacno ponavlja, a time prakti¢éno na crti zaustavlja i postaje finis-
konstrukcijajla tj. radikalna (lat. finis, kraj, granica).

Procedentnom logokodusnom teinometrijom su tako rijeSeni svi preostali
naznaceni Apolloniosovi problemi titenacije cirkulusa Sestarom i ravnalom.

Naznacene dvije grupe Apolloniosovih problema titenacije cirkulusa kon-
struiraju se Sestarom i ravnalom primjenom osam postulatnih teorema i primjenom
konstrukcije procedentnog tangentog trigona, tantrigona, s kojim je odreden trazen
cirkulus.

3.1. Osam postulata solveruma Apolloniosovih problema

Postulati su odabrani axiomi i teoremi na kojima se temelje analize i kon-
strukcije solveruma doti¢nih problema. U konstrukcijama titenacije cirkulusa
primjenjuju se uglavnom osam odabranih teorema koji su ovdje u funkciji po-
stulata i koji su kako slijedi:

1) Svaki cirkulus odreden je s tri to¢ke cirkule (kruznice), slika

2) Simetrala svake tetive cirkulusa prolazi kroz centar cirkulusa

7)Matematicke kondicije (uvjeti) za logokodus procedencije su: I) Da osigurava procedenciju.
2) Da osigurava konvergenciju u odreden limes. 3) Da se procedencija moZe prekidati u bilo

.....

ovisi o grafi¢koj to¢nosti konstruiranja.
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Az

Aq
Sl 7. SI. 8.

3) Dva cirkulusa se dodiruju u tocki koja se nalazi na direktusu diacentrate
(spojnice centara) cirkulusa

a) b)
Sl 9.

4) Simetrala gonusa kojemu su gonale (krakovi) tangente na cirkulus pro-
lazi kroz centar cirkulusa

SI. 10.
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5) Tangenta na cirkulus je teinometriska sredina vanjskog odsjecka (AB) i
duljine sekate (AC) cirkulusa iz iste tocke (A)

SI. 11.

6) Tetive izmedu dviju radijala kotangentnih cirkulusa su paralelne

Sl. 12.

7) Parsusi (dijelovi) radijala iz iste totke (A) kotangentnih cirkulusa su
proporcionalni (slika 13)
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8) Svaka procedentna konstrukcija ima svoj matematicki program, logoko-
dus X slijeda kona¢nih promjena, permuta, svojih elemenata koji vodi u kon-
strukciju limesa procedencije. (slika 14)

Sl.14. Procedentna logokodusna konstrukcija tato-trigona (pravilnog) s vihom u C
primjenom kruznih lukova procedentnog radiusa AnCi BnC
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3.2. Procedentan tantrigon

Tantrigon predstavlja skraceni naziv za tangentan trigon koji, u proceden-
tnoj logokodusnoj teinometriji, sluzi da se trazeni titenalan cirkulus konstruira na
temelju triju procedentnih tocaka »An, ABn, ACn trigona, primjenom prvog postulata
konstruiranja Apolloniosovih problema.

Vrhovi tantrigona predstavljaju tocke u kojima trazeni titenalan cirkulus
dodiruje zadane formoide (obli¢ja) titenacije, po ¢emu se i naziva tantrigon, kako
prikazuje primjer na slici 15.
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Sl. 15.: Tantrigon AABC titecirkulusa (Cir

Tantrigon predstavlja osnovnu konstrukciju adekvatnog logokodusa proce-
dencije i u svakoj slijedecoj konstrukciji ciklusa logokodusa mijenja svoj oblik
koji se postupno priblizava veli¢ini cirkulusa u limesu, u ¢emu se sastoji proce-
dencija tantrigona.

Simetrale stranica tantrigona odreduju u logokodusu novi centar titenalnog
cirkulusa, ¢ime se postize procedencija ka limesu solveruma. Vrhovi tantrigona se
konstruiraju konstrukcijom radijala prema zadanim formoidima iz centra ti-
tenalnog cirkulusa. Radijale su uvijek okomite na tangente zadanih formoida.

Titenacija cirkulusa primjenom tantrigona moZze se zorno prikazati na slije-
de¢im primjerima koji ujedno predstavljaju konstrukcije solveruma za tri Apo-
lloniosova problema.

1. Primjer: Titenacija cirkulusa izmedu zadanih formoida: tocke A (lokus),
direktusa d i cirkulusa Ciry, slika 16.
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Sl. 16.b) Konstrukcija vrhova tantrigona aA1 A aC1
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Logokodus titenacije cirkulusa ima svoje karakteristicne faze konstrukcije.
Konstrukcija logokodusa zapocinje proizvoljnim odredivanjem tocke centra po-
¢etnog inicijalnog titenalnog cirkulusa iCir u regiji (podruc¢ju) u kojoj se predvida
njegovo mjesto u limesu. Iz tako odredenog inicicentra povlace se radijale i
konstruira prvi tantrigon ¢ije simetrale stranica (tenuza) odreduju novi centar (C
titenalnog cirkulusa, sto prikazuju slike b) i ¢) na slici 16.

i

Sl. 16. ¢) Konstrukeija slijedeceg centra +Co titecirkulusa
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2. Primjer: Titenacija cirkulusa medu dva cirkulusa Cir, Cir. i direktusa d

SI. 17.

3. Primjer: Titenacija cirkulusa izmedu cirkulusa Cir; i gonala (krakova)
gonusa

Sl. 18.
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4. Solverumi izvornih Apolloniosovih problema

4.1. Titenacija cirkulusa izmedu hemicirkulusa

Problem se sastoji u tome kako konstruirati cirkulus ispod Talesovog Sun-
¢evog svoda zvanog perifora, tako da dodiruje jo§ dva hemicirkulusa ispod
perifore. Jedan hemicirkulus predstavlja putanju Sunca iznad horizonta zimi u
polozaju perihela a drugi predstavlja dulju putanju Sunca ljeti u polozaju afela.

i 10y Tepys
1'\10 Pfﬁpopof

Iei wy
Zima

SI. 19.: Izvoran Apolloniosov problem titenacije cirkulusa

Problem s dva jednaka hemicirkulusa rijeSio je jo§ Apollonios tako da je
ustanovio da radius ¢ titecirkulusa (Cir treba iznositi trec¢inu radiusa hemicir-
kulusa perifore.(sl.20.)

Ova Apolloniosova konstrukcija bila je na papirusnom svitku pohranjena u
glasovitoj knjiznici u Aleksandriji 1 izgorjela je u pozaru 640. godine nove ere.
Naime, u knjiznicu su upaljenim bakljama upali Arapi s Istoka i zra¢na struja
kojom su se prozracivali tuneli knjiznice povukla je plamen baklji na papiruse

v G 7oy G
S1. 20.: Apolloniosova apsolutna konstrukcija cirkulusa izmedu tri hemicirkulusa
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i zapalila ih. Konstrukcija je ostala zapaméena generaciskom predajom Apollo-
niosovih uc¢enika u Srednjoj Aziji.

Konstrukcije ostalih slucajeva titenacije cirkulusa izmedu tri hemicirkulusa
su procedentne. One se temelje na konstrukciji logokodusa s procedentnim tan-
trigonom i prikazuju ih slike 21, 22, 23, 24, 25 i 26.

b)

Sl. 24.
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4.2. Titenacija cirkulusa izmedu tri cirkulusa

Za Apolloniosove probleme s trima cirkulusima ne mogu postojati apsolutne
konstrukcije vec¢ se ti problemi mogu optimalno rijesiti primjenom proceden- tne
logokodusne teinometrije. Tako se u strojarstvu ne mogu okretati tri zupcanika
koji se medusobno dodiruju, temeljno je svojstvo diskretne materije kosmosa, u
kojem je kontinuum samo privid (R. Boskovic).

Svi se ovi solverumi konstruiraju Cisto teinometriski Sestarom i ravnalom
istim logokodusom i redosljedom faza konstruiranja koje su: proizvoljno odabi-
ranje centra iC,, zatim konstruiranje adekvatnog tantrigona »A1aB14C; i konstrui-
ranje slijedeceg centra (C, titecirkulusa (Cir simetralama stranica tantrigona.

Sl. 24.
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Konstrukcije solveruma izvornih Apolloniosovih problema triju cirkulusa
prikazane su po fazama konstruiranja na slikama 27, 28, 29 i 30.
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Sl. 28.c

Sl. 28.d



Z. Bobic Sonc: Optimalni solverumi Apolloniosovih problema $estarom i ravnalom 582

Sl.29.a
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SI. 29.c

Sl. 29.d
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SI. 30.c

Nakon vi$e od dva milenija od pojave Apolloniosovih problema ostaje radost
konstruiranja njihovih solveruma buduc¢im generacijama.

Zakljucak

Izvorni Apolloniosovi problemi u III. stolje¢u pr.n.ere zajedno s kasnije
donesenim novim problemima i njihovim rjesenjima krajem XVI. i krajem XX.
stoljeca su danas svi rjeSivi Sestarom i ravnalom optimalnim konstrukcijama i s
minimalnim brojem teinometriskih poteza, Konstrukcije solveruma mogu biti
‘apsolutne’ koje su matematicki tocne u svojoj konacnosti i ‘procedentne’ koje su
po prirodi nuzno aproksimativne i Cija se tocnost moze programirati. Proce-
dentne konstrukcije imaju svoje adekvatne logokoduse, programe, procedencije
koji pouzdano vode procedenciju preko zeljene tocnosti u traZeni limes. Proce-
dentne konstrukcije prakti¢no zavrSavaju na debljini crte konstrukcije na kojoj se
graficki beskona¢no ponavljaju.

Znanstveni ideali nasih predaka matematicara postaju tako radost ostvarenja
prosperiteta stvaralastva i zalog za uspjeSne znanstvene buduénosti homo
ingeniussa, inzenjera.

“Bijeli cvijet raste tamo gdje ga nitko ne trazi.” Vladimir Devide
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