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PREDGOVOR

Veliki napredak automatizacije u zadnjih nekoliko desetljeda od-
razio se i u Skolstvu. Zapolelo se sa skromnim osnovama, &esto

u okviru nekog srodnog tehnickog predmeta, a danas na fakulte-
tima veé postoje opSirni programi za potpuno usmjerenje automa-
tizacije. Najop$irniji programi su jo& uvijek na elektrotehnidkim
fakultetima, gdje je i zapoela nastava iz automatike. Medjutim,
u zadnje vrijeme toj tehnikoj disciplini poklanja se sve viZe
paznje i na ostalim tehniZkim &kolama, posebno strojarskog i te-

hnolo8kog smjera.

Nastavno iskustvo na ovom podrué&ju u usporedbi s klasi&nim pred-
metima (kao 35to su npr. fizika i kemija) je prili&no oskudno,
tako da jos uvijek postoje razmimoila¥enja, kako u pogledu izbo-
ra nastavnog gradiva, tako i u pogledu njegovog redoslijeda. Op-—-
¢enito je ipak usvojeno da se nastava zapo&inje linearnim susta-
vima, s tim da se na Skolama elektro i strojarskog smjera nagla-
sak daje na regulaciju servomehanizama, a na Skolama tehnoloskog
smjera na vodjenje tehnoloSkih procesa. U stvari u jednom i u
drugom slucaju osnovna teorija je ista, ali zbog primjene na
sustave razlid¢itih fizic¢kih stanja, javljaju se izvies-

ne razlike u nacinu provedbe. Bududéi da je ovo gradivo namije-
njeno prvenstveno elektridarima . strojarima, primjeri su uzeti

iz podru¢ija servomehanizama.
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Sto se tife redoslijeda nastavnog gradiva, neki autori obradju-
ju analizu i sintezu linearnih sustava najprije s prijenosnom
funkcijom, a potom uvode obradbu s varijablama stanja. Drugi
autori paralelno primijenjuju obradbu s prijenosnom funkcijom

i s varijablama stanja. U obradbi ovog gradiva prihvaden je
drugi nac¢in, jer smatramo da pruza cjelovitiji uvid u problema-
tiku automatskog reguliranja, a inZenjera osposobljava da u
ovisnosti o naravi problema izabere obradbu koju smatra najprik-
ladnijom. Pri tome se nastojalo sve primjere prikazati na ogra-
nic¢enom broju dobro poznatih objekata, da se paZnja ne bi rasi-
pala na upoznavanje objekta, nego da se u potpunosti moZe posve-

titi obradbi regulacijskog problema.

MoZda je ovdje potrebno dati objasnjenje za neuobicajeno op&irno
obradjeno poglavlje o modeliranju. Neosporno je da uspjednost
automatic¢ara podjednako ovisi o vje$tini modeliranja kao i o poz-
navanju teorije automatskog requliranja. A buduéi da sam u svo-
joj viSegodisnjoj nastavnoj praksi doSao do zakljudka da velikom
broju studenata i nakon zavrSenog pripremnog dijela studija nedo-
staje primijenjivo znanje iz podru&ja osnovnih fizi&kih zakonitos-
ti, smatrao sam da je prije prijelaza na modeliranje dinamid&kih
sustava nuZno potrebno to znanje utvrditi. Da bi 3to vide do&la
do izraZaja analogija medju sustavima, uz elektricke i mehanidke
sustave saZeto su izneSene i zakonitosti fluididkih i toplinskih

sustava.

U postavljanju izneSene koncepcije mnogo su mi pomogle konstruk-
tivne kritike dr V.Zanchi i dr J.BoZidevic¢. Posebno moram magla-
siti pomoé koju mi je pruZio dr J.BoZidevié u razradi i predidda-
vanju gradiva i A.Matkovié,dipl.prof.,u jezi¢noj obradbi. Za iz-
gled prikazanog gradiva zasluZni su daktilografkinja I.Rogo$ié

i crta¢ I.Mravak. Za njihov nesebidan trud svima najljepSe zah-

valjujem.

U splitu, 1981. Autor
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1. UVODNI OSVRT

U teZnji da na 8to brZi i lak$i nadin dodje do potrebnih materi-
jalnih dobara &ovijek je od pamtivijeka nastojao prozreti prirod-
ne zakonitosti i iskoristiti ih za svoju dobrobit. S vremenom su
se tako razvile brojne znanstvene discipline koje, izudavajuéi

odredjene segmente Zivotne sredine, svaka na svoj naéin doprino-

se tom zajednickom cilju.

Do vaZnih znanstvenih otkriéa na podru&jima mnogih znanosti do¥-
lo je posebno u zadnjih stotinjak godina. Taj napredak se o&ito-
vao i1 u spoznaji da su zanemarene informacijske veze koje bi tre-
bale povezivati pojedine znanstvene discipline. Naime, djelujuéi
u svojim povijesnim okvirima pojedine znanosti su toliko razvile
svoje vlastite metode, i &ak svoj vlastiti stru&ni Zargon, da je
to ne samo oteZavalo prenoSenje i kori$tenje spoznaje iz jednog

znanstvenog podru&ja u drugo, nego je ote?%avalo i osnovno medju-
sobno sporazumijevanje. UvidjevSi da takvo stanje ko&i napredak,
stvorene su nove, tzv. sintetidke znanstvene discipline, sa za-

datkom da unapredjuju pojedine oblasti djelovanja, koristedi se

pri tome dostignudima tzv. specifidnih znanstvenih digciplina.

Jedna od tih novih sintetic¢kih znanstvenih disciplina je automa-
tika. Ova disciplina bavi se izudavanjem zakonitosti funkcioni-

ranja dinamic¢kih sustava, ne ulazeéi u gradju nijihovih sastavnih
dijelova. Radi sistematidnosti savladavanija gradiva automatika

se obi¢no dijeli na linearne i nelinearne sustave. Premda su ne-
linearni sustavi u prirodi daleko mnogobrojniji od linearnih sus-
tava, lako se moZe pokazati da se veliki dio nelinearnih sustava
u Sirem smislu, ponaSaju u uZem smislu kao linearni sustavi. Zbog

toga, a i zbog relativno jednostavne matematidke obradbe, koja os-



novnu teoriju dinamidkih sustava &ini dostupnijom, linearni di-
namidki sustavi se uzimaju kao neprijeporni uvod u izudavanje

"dinamike automatskih sustava.

Tvorevina koju karakterizira zakonitost stanja naziva se sustav
ili sistem. On moZe biti static¢ki ili dinamiéki. Dinamidki je
ako se barem jedna od velidina sustava mijenja, a staticki je

ako su sve velidine sustava konstantne.

Pod stanjem podrazumijeva se uzro&éno-posljediéni odnos medju ve-
li¢inama sustava. Odredjena uzroc¢na promjena jedne velidine iza-
ziva odredjenu posljediénu promjenu druge velifine. Posljedicna
velidina se naziva izlaz ili odziv, a uzro¢na velidina se naziva
wlaz ili pobuda. Ako je pri promatranju ovisnosti dviju velicina
neizbhje?no uzeti u obzir i nepoZeljni utjecaj trece velid¢ine, ta
nepozeljna velidina obi&no se naziva poremecdaj. Koje od velicina
sustava predstavlijaju odziv, pobudu i poremecaj ovisi o svrsi is-
tra¥iveaja. Za ilustraciju moZe posluZiti elektricki motor. Ako
nas zanima ovisnost brzine motora o promjeni napona napajanija,

uz nepo%eljni utjecaj opteretnog momenta, brzina je izlaz, napon
je ulaz, a opteretni moment je poremecaj. Ako nas, medjutim, za-
nima promjena temperature motora u ovisnosti o promjeni opteret-
nog momenta, uz nepoZeljnu promjenu napona napajanja, temperatura
predstavlija izlaz, opteretni moment predstavlja ulaz, a napon
napajanja predstavlja poremecaj. Na Sl.1.1. nacrtan je blokovski

prikaz sustava s ulazno-izlaznim veliCinama.

POR EME(EAJN’I ULAZ
ILI POREMECA.J

POBUDNI ULAZ 1ZLAZ
SUSTAV -
ILI POBUDA ILI ODZIV

S1.1.1. Blokoveki prikaz sustava



Na ponaSanje odredjene izlazne velidine moZ¥e utjecati vi%e ulaz-
nih velic¢ina, a isto tako vige ulaznih veli&ina mo¥e utjecati na
ponaSanje jedne ili viSe izlaznih veli&ina. Kada na jednu izlaz-
nu veli¢inu djeluje jedna ulazna veli&ina govorimo o jadnostru-
kim stazama, a kada bilo na ulazu bilo na izlazu imamo vife ve-
li¢ina, govorimo o videstrukim stazama. Ovdje e se, u pravilu,
govoriti o jednostrukim stazama, s kojima se, medjutim, kod 1li-

nearnih sustava mogu rjeSavati i mnogi problemi viSestrukih staza.

Postupak kojim se traZi odziv sustava na odredjenu pobudu naziva
se analiza. Rezultat analize je jednoznadan, tj. na jednu odre-

djenu pobudu dobije se jedan odredjeni odziv.

Ako je zadan odziv i pobuda, a traZi se sustav koji ¢e na zadanu
pobudu dati zadani odziv, takav se postupak naziva sinteza. Dok
je rezultat analize jednoznalan, rezultat sinteze je vieznadan,
tj. postoji viSe razli&itih sustava koji na zadanu pobudu reagi- .
raju s istim odzivom. Da bi se problem jednozna&no definirao, po-
trebno je u zadacima sinteze osim odziva i pobude zadati i krite-

rije provedbe.

Analiza i sinteza mogu se provesti na fiziZkom objektu, ako je

on dostupan. Ako nije dostupan, bilo da je zauzet u pogonu ili

da je jo$ u fazi konstruiranja problem se moZe rije$iti primje-
nom apstraktnog objekta., Pod apstraktnim objektom se podrazumi-
jeva njegov matematildki opis, odnosno matematidki model. Bududi
da se radi o dinamic¢kim objektima, odnosno o objektima kojih je
jedna ili viSe velidina vremenski promjenljiva, njihov se mate-
mati¢ki model moZe postaviti jedino diferencijalnim jednadZbama,

koje su u stanju opisati vremenski promjenljivo stanje sustava.



2. MATEMATICKI IZRAZI ELEMENTARNIH FIZICKIH SVOJSTAVA

2.1, uvop

Kad se radi o matematickom modeliranju u inZenjerskoj praksi,
odmah treba redi da se uvijek radi o strogo odredjenoj svrsi.
Model se postavlija zato da bi se pomoéu njega dobio uvid u po-
naSanje neke odredjene veliine sustava u ovisnosti o nekoj od-
redjeno] pobudi. A buduc¢i da se u inZenjerskoj praksi svaka
djelatnost mora temeljiti na ekonomié&nosti,najbolji je onaj ma-
tematic¢ki model, koji istraZivanu ovisnost veliCina sustava do-

voljno to¢no opisuje na najjednostavniiji nadin.

Promatra 1li se ponaSanje dinamidkih sustava u dovoljno velikom
rasponu promjena njihovih velidina, dolazi se do zakljudka, da
su sve to u pravilu nelinearni sustavi s rasporedjenim i vremen-
ski promjenljivim parametrima. Opis takvih sustava provodi se

s nelinearnim parcijalnim diferencijalnim jednadZbama s promjen-
1jivim koeficijentima. RjeSavanje takvih diferencijalnih jed-
nadzbi je opcéenito vrlo sloZeno, a ¢esto i nemoguée bez izvjes-
nih pojednostavlijenja. U inZenjersko]j praksi, medjutim, vidimo
da je raspon promjena velic¢ina sustava ograniden, tako da se

rad sustava u stvarnim uvjetima dade aproksimirati linearnom
ovisno&du ili u najgorem sludaju s nekoliko linearno ovisnih
segmenata koji se matematidki mogu opisati linearnim diferenci-

jalnim jednadZbama.

Na slic¢an se nac¢in parcijalne diferencijalne jednadZbe dadu ap-
roksimirati s obi¢nim diferencijalnim jednadZbama. Naime, ako
nas ne zanima stanje u svako]j toc¢ki dotif¢nog rasporedjenog pa-

rametra negosamo u nekim diskretnim tockama, onda se i sam pa-



rametar dade diskretizirati, odnosno aproksimirati s usredotod-

nim vrijednostima izmedju pojedinih todaka.

Sto se tide vremenske promjenljivosti parametara, i za taj se
sluaj u inZenjerskoj praksi nasla zadovoljavajuéa aproksimaci-
ja. Naime, u najvedem broju sludajeva te su promjene dovoljno
spore da ih se u dovoljno malom vremenskom razmaku mo%¥e uspjes-
no nadomjestiti konstantama, pa stoga i u matematidkom opisu

diferencijalnim jednadZbama s konstantnim koeficijentima.

Spoznaja da se velika vecéina fizic¢kih sustava, koji su u osnovi
nelinearni s rasporedjenim i vremenski promjenljivim parametri-
ma, moZe u inZenjerskoj praksi zadovoljavajufe nadomijestiti
obi¢nim linearnim diferencijalnim jednadZbama s konstantnim koe-
ficijentima, znatno je doprinjela naglom razvoju teorije auto-

matske requlacije u zadnjih nekoliko desetljeéa.

Treba medjutim, naglasiti da standardnog postupka za modeliranje
nema. To je i.za otekivati, ako se ima na umu, da ne samo &to
postoji ogroman broj razliditih sustava, nego i svaki sustav mo-
Ze imati viSe matematickih modela, $to ovisi o zahtjevu koji se
na model postavlja. Zbog toga modeliranje spada u vje3tinu koja se
Stjéée;uaktiénim radom, uz neophodno poznavanje matemati&kog
aparata, i objekta koji se Zeli modelirati.

Modeliranje se moZe provesti na temelju poznatih prirodnih zako-
nitosti, na temelju mjerenja i kombinacijom teorije i mjerenja.
Prvi se naéiﬁ preteZzno primjenjuje pri konstrukciji novih ure-
djaja, npr. u sluaju kada se Zeli ispitati kako e se zami¥lije-
ni most ponaSati pri najnepovoljnijim udarcima vjetra. Mjerni
pristup se preteZno primjenjuje pri istraZivanju ponaSanja nepo-
znatih sustava, npr. kad se Zeli ispitati dinamiéke osobine %i-
vih bica. Kombinirani teorijsko-mjerni pristup je, osim u sluda-
jevima kad se objekt sastoji djelomi¢no od postojeéih, a djelo-
miéno od nepostojeéih dijelova, preporuéljivo primjenjivati i u
svim ostalim sluéajevima-kadgod je to moguce, jer se na taj na-

¢in ujedno i provjerava valjanost postupka modeliranja.

Jednom kad je svrhoviti matematicki model postavljen i njegova

dinami¢ka svojstva ispitana, postoji moguénost da ta svojstva



zadovoljavaju ili ne. Ako zadovoljavaju, modeliranje je zavrsSeno,
a ako ne zadovoljavaju, treba sintezom, tj. dodavanjem korekcij-
skih elemenata model dopuniti, tako da zadovolji postavljene di-
nami&ke kriterije. Kad je i to obavljeno, slijedi obrnuti pro-
ces izvedbe objekta prema postavljenom modelu. Ovaj dio posla,
poput modeliranja, spada u inZenjersku vjeStinu koja se stjece
radom. Dok je istraZivanje dinamike sustava pomocéu modela meto-
didki razradjeno i standardizirano, dobivanje modela iz objekta
i objekta iz modela su postupci koji se ne mogu standardizirati,

jer su rjed3enja viSeznacdna.

7a izu&avanje dinamike sustava temeljno je vaZno spoznati svoj-
stva sustava koja utjedu na njegovu dinamiku. Pri tome treba ima-
ti na umu da je svojstvo apstraktan pojam pridijeljen objektu, i
da objekt moZe imati viSe svojstava,a da paZnju moZemo obratiti
na samo jedno od njih. Uzmimo npr. spiralno namotanu ¢eliénu Zi-
cu koja treba posluZiti kao opruga. Jedno od svojstava takve nap-
rave jest da se moZe elastiéno deformirati, cemu je i namijenje-
na, ali ona ima i svoju masu, koju cemo takodjer uzeti u obzir
ako je dovoljno utjecajna. Da bi pokazali da se ne misli na ma-
terijalnu oprugu, veé¢ na jedno od njezinih svojstava kao Sto su
elastid¢nost ili masa ,neki autori upotrebljavaju termin idealna
opruga, idealna masa itd. Buduéi da smo mi svojstvo definirali
kao apstraktni pojam pridijeljen objektu, pod elementarnim svoj-
stvom ili elementom i ne moZe se podrazumijevati nista drugo ne-
gd idealni element. Stoga demo u daljnjim razmatranjima elemen-

tarna svojstva nazivati jednostavno elementima.

Obradba dinami&kih sustava pomodéu modela, prema izneSenom, je
jednaka bez obzira na gradju sustava (mehanidki, elektricki,
monetarni, kemijski, saobradajni i dr.), a za postupak modelira-
nja objekta i izradbe objekta iz modela potrebno je izmedju os-
talog i temeljito poznavanje zakonitosti funkcioniranja predmeta
modeliranja. Buduéi da je ovo gradivo namijenjeno prvenstveno
studentima i inZ¥enjerima elektrotehnike i strojarstva, koji su
prete¥no zaokupljeni problematikom elektri&kih, mehanickih i top-
linskih sustava, postupak modeliranja ¢e se ovdje razmatrati na

tim sustavima. Razmatranje éfemo zapoleti s elektri&kim sustavima,
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i to stoga $to su parametri u njima relativno najlakfe uo&lji-
vi, pa se postupak modeliranja i postupak realizacije objekta
iz zadanog modela mogu relativno najjednostavnije provesti.

2.2, ELEKTRICKI SUSTAVI

Elektric¢ki napon ili razlika elektridkog potencijala je, po
definiciji, potrebna energija ili rad &to ga treba obaviti da
se jedinica pozitivnog elektrifkog naboja prenese iz jedne tod&-
ke u drugu. Uz Vy TV T Uy S ou definicija u analitidkom
obliku glasi:

dy

u = dq

(2.1.)

U Medjunarodnom sustavu jedinice (MSJ) napon u se mjeri u vol-
tima |V|, rad ¥ u jouleima (d%ul) |J| i naboj ¢ u coulombima
(kulon) |c]|.

Elektricka struja je, po definiciji, brzina protjecanja elek-
tri¢kog naboja:

B {}%- (2.2.)

Jakost struje se u MSJ mjeri u amperima |A].

Snaga je brzina obavljanja rada:

ol
=]

i.

(2.3.)

jor
ot

U MSJ snaga se mjeri u wattima (vat) |W|. Ako se desna strana

jednadZbe (2.3.) pomnoZi i podijeli s dg, dobije se:

(2.4.)

23}
il
28
019
Qlx

$to primjenom jednadZbi (2.1.) i (2.2.) daje:



P=1u (2.5%)

E = Ju-i dt (2.6.)

Elektridki krug je dinamiéki sustav kojeg se dinamika odrZava
protjecanjem elektridke struje.

Parametri elektritkog kruga su ohmske otpornosti, kapacitivnos-

ti, induktivnosti, transformatori i izvori.

Ohmska otpornost. Svaka tvar pruZa prolazu elektridke struje
izvjestan otpor. Tvari relativno malog otpora nazivaju se vo-
di¢ima (srebro, bakar, aluminij i dr.), a tvari relativno veli-
kog otpora nazivaju se izolatorima (staklo, pertinaks, plasti-
ka i dr.).

Ohmska otpornost je element koji tro$i snagu, pa se stoga nazi-
va i disipacijski element. Prema Ohmovom zakonu ohmska otpor-

nost predstavlja konstantni odnos napona i struje:

(2470

~
1]
Lt

a simboliéki se prikazuje pacetvorina s izvodima na kradim stranicama
(§1.2.1.). Namjenski izradjena otpornost naziva se otpornik

ili otpornicéka komponenta. Dosljedno tome, sva fizidka svoijstva
nazivamo elementima, a njihove namjenske realizacije nazivamo

komponentama.Otpornik ili otpornidka komponenta je, prema tome,

i R

51.2.1. Simbol ohmske otpornosti



tvorevina namjenski izradjena, da u elektrifkom krugu predstav-

lja element ohmske otpornosti.

Elektricka snaga se na otpornosti pretvara u toplinsku snagu

koja je zadana relacijom:

%= 1R (2.8.)
Taj udinak moZe u izvjesnim primjenama biti koristan a u dru-
gim slud¢ajevima Stetan, pa u ovisnosti o svrsi kojoj je doti&-
ni elektridki sustav namiienjen, nekad se nastoji da se Sto

veéi dio elektriéke snage pretvori u toplinu, a nekad se podu-

zimaju mjere da nastale topline bude $to manje.

Induktivnost. Protjetudi kroz vodi& elektridka struja stvara
oko njega magnetsko polje. Mijenjanjem jakosti struje mijenija
se i jakost nastalog magnetskog polja. Posljedica mijenjanija
magnetskog polja oko vodic¢a jest induciranje razlike napona
medju krajevima vodi¢a, po smjeru suprotnog naponu koji tjera
struju kroz vodi¢. Razlika napona izazvana promjenom jakosti

magnetskog toka ¢ dana Jje relacijom:

_4dé (2.9.)
S

ili:

t

U MSJ magnetski se tok ¢ mjeri u weberima |Wb]|.

Osobina vodi&a kroz koji prolazi struja, da se razlikom napona

protivi promjeni jakosti struje, naziva se induktivnost (L).

Ako je nastali magnetski tok linearna funkcija struje,induktiv-
nost takovg vodi&a naziva se linearna induktivnost, i odredjena

je relacijom:
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¢ = L+ (211.)

U MSJ induktivnost (L) se mjeri u henryima [H].

g |
51.2.2. Simbol induktivnostt

Uvrétenjem relacije (2.11.) u (2.9.) dobije se:

_ .o dZ
u =5 7 (24LE2 )
ildi:
. 1 ¢ .
=7 J udt + o (2.13.)

Induktivnost je spremnik elektricke energije u magnetskom polju.
Ova energija naziva se energija magnetskog polja i odredjena je

relacijom:

E_ = [ u.tedt = I 7 d¢ (Z.14)

U sludaju idealne (Ciste i linearne) induktivnosti iz jednadZbi

(2.12.) i (2.14.) dobije se:

2
9
‘_n"‘; (2.15-)

. B |
E ==L 1" = 3

iz tega proizlazi da je energija magnetskog polja uvijek pozi-
tivna, bez obzira na smjer struije ili toka:

E_ >0 (2.16.)

m -



Induktivna komponenta se najfe¥de izradjuje u obliku svitka
vodljive Zice i naziva se prigudnica. Induktivnost takve pri-

guSnice se izradunava po relaciji:

L:-—-———-_'u. 5 ’ (2.170)

gdje je n-broj zavoja, d promjer, £ duZina, a u magnetska per-
meabilnost materijala na kojem je ¥ica namotana.Vrijednost per-

meabilnosti za vakuum, a u praksi i za zrak, jest:

u o= 4m-10"7

H/m

Induktivnost prigus$nice sa zrafnom jezgrom je prakti&ki linear-
na, ali je zbog male permeabilnosti zraka i vrijednost induk-
tivnosti takve priguZnice relativno vrlo mala. S pomodu Zeljez-
ne jezgre induktivnost priguZnice se mo%e povedati i do 106
puta, ali se u tom slufaju gubi linearnost i pri odredjenim
vrijednostima struje dolazi do zasidenja megnetskog toka.
Grafidki prikaz linearne i nelinearne induktivnosti dan je na

Sl 243.

@ll 4)1

a) b)

St.2.3a) induktivnost prigudnice sa zradnom jezagrom;
b) induktivnost prigudnice sa Zeljeznom jezgrom



Kapacitivnost. Ako se na dvije vodljive medjusobno izolirane
ploée dovede elektri&ki naboj, medju plodama Se se uspostaviti
elektri¢ko polje. Posljedica toga ¢e biti razlika napona mediju
plo¢ama koja ovisi o veliéini vezanog naboja. Svojstvo takvog
sustava da veZe odredjenu koliinu naboja i tako uspostavi
razliku napona na njegovim izvodima naziva se kapacitivnost.
Ako se pretpostavi da je vodljiva tvar bez ohmske otpornosti,
te da je ohmska otvmornost izolatora beskonadéna, i da je ul&inak
magnetskog polja te  tvorevine zanemariv, takva kapacitivnost
naziva se &dista kapacitivnost. U sluaju &iste kapacitivnosti

vezani naboj je funkcija samo razlike potencijala:
qg = £(u) (2.18.)
Kapacitivna komponenta  koja se naziva kondenzator najCeSce se

izradjuje od dvije metalne folije medjusobno odvojene izolacij-

skom folijom.

Sl. 2.4. Simbol kapacitivnosti

Ako je odnos naboja i napona linearan takva kapacitivnost se

naziva tdealna kapacitivnost, a odredjena je relacijom:
q = C-u (2.19.)

U MSJ kapacitet ¢ se mjeri u faradima |F|.

Primjenom (2.3.), relacija (2.19.) za idealnu kapacitivnost

dobija oblik:

T =0 5= , (2.20.)
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T
u=EJO£dt+uO (2.21.)

I kapacitivnost je poput induktivnosti, spremnik energije.
Primjenom relacija (2.6.) , (2.2.) i (2.18.) izraz za tu
energiju glasi:

B, = J u @, (2.22.)

a buducd¢i da je akumulirana u elektrickom polju, naziva se
energija elektridkog polja. Energija idealne kapacitivnosti
izradunava se po relaciji:

1 ¢’
E =-2-C u = % {(2.23.)

o~

odakle proizlazi da je energija elektrickog polja uvijek pozi-
tivna, bez obzira na predznak napona, odnosno struje. Kapaci-

tet plofastog kondenzatora izrac¢unava se po relaciji:
C = ==, (2.24.)

gdje je & dielektridka konstanta, a za zrak iznosi:

e = 8,85-10 1% ¥/m

Trans formator. Naprava koja induktivnim putem prenosi elektricé-
ku energiju naziva se elektridki transformator. Ako se pretpos-—
tavi da pri tom transformator ne akumulira niti tro3$i energiju,
onda je to &€isti transformator. Ako je k tome odnos ulaznog i

izlaznog napona linearan, takav transformator naziva se <dealnt

transformator.
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A - povrsina presjeka prstena
permeabilna jezgra
® - magnetski tok

U2 Lll.
uy us
svitak s Ny namotaja svitak s N namotaja

Sl.2.5. Elektridki transformator

Na S1.2.5. prikazan je prsten od permeabilne tvari na kojem su

namotani svitak a s Na zavoja 1 svitak b s Nb zavoja. Potece

1li struja ia kroz svitak a, u prstenu e se uspostaviti mag-

netsko polje toka ¢.

Oznati 1i se vezni tok sa:

vezni tok desnog namotaja bit de:
Agz = &0y

a vezni tok lijevog namotaja:

I

Aoy = ¢+,

Odnos izlaznog (desnog) i ulaznog (lijevog) veznog toka stoga
izlazi da je:

L
=
w
o

= (2.25.)

>
N
P
o]



= 18§ =

Pretpostaviv$i idealni transformator i primijenivsSi relaciju

(2.9.) dobije se:

(2.26.)

gdje n predstavlja odnos broja zavoja izlaznog i ulaznog svit-

ka. Buduéi da se radi o idealnom transformatoru koji ne trosi

energiju, zbroj izlazne i ulazne snage jednak je nuli:

ili

8to primjenom (2.26.) daje:

b _ a1 _ 2
'La 1{43 n

UZC-L— [ ° OUA
Na Nb

Uy o o Uj

St.2.6. Simbol transformatora

(2:27:)

(2.28.)

(2.29.)
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Na S1.2.6. prikazan je simbol idealnog transformatora. Todke
na ovoj slici oznadavaiju predznak transformacije, $to u prika-
zanom slud¢aju znaci: kada je u, u odnosu na Uy pozitivan,

tada je i Uy v odnosu na Uqy takodjer pozitivan.

2.5, MEHANICKI SUSTAVI

Translacijsko gibanje krutog tijela u prostoru, jednako je za
svaku njegovu to&ku, pa se stoga moZe proudavati na gibanju
samo jedne od njegovih todaka. Pod gibanjem podrazumijeva se
vremenska promjena poloZaja jedne tocke u prostoru u odnosu na
drugu todku,a po analogiji odgovara naboju u elektri&kom sus-
tavu. Ako je ta druga todka nepomic¢na, takvo se gibanje naziva
apsolutno gibanje. Usprkos &injenici da je "nepomicna toCka u
prostoru" samo hipotetiéna pokazalo se da je za proulavanje gi-

banja vrlo korisna.

=1
I
=
n
o

er + X}

A
x ¥

51.2.7. Apsolutno gibanje

Uzmimo jednu toc¢ku na udaljenosti =z od nepomi&ne todke & i

rl

pustimo da se pomakne za vrijednost & tako da njena udalje-

17

nost od to&ke € u trenutku ty iznosi g F Ty Apsolutna

brzina todke u tom trenutku bit de derivacija apsolutne udalje-

nosti po vremenu, dakle:



v, = . = . (2.30.)

a ubrzanije derivacija po vremenu, odnosno druga derivacija puta
PO vVremenu

dv dle

a, = =— = (24305

)
1 dt dtz
Iz izvedenih relacija za put, brzinu i ubrzanje u sludaju apso-
lutnog gibanja proizlazi da poloZaj nepomiéne ili dvrsts todke
nije utjecajan, pa o njemu u daljnijim razmatranjima necdemo ni

voditi racuna.

Ako se promatra gibanije jedne todke u odnosgu na drugu todku u

pokretu, takvo se gibanje naziva relativno gibanje. Pretposta-

vimo da su poletni poloZaji tocaka odredijeni s % i N i
da potom slijede pomaci N i r, respektivno. Relativni put
totaka de stoga biti:
Boy = &, <t Ty (2.32.)
a relativna brzina:
021 — v2 = vy = &y (2:33.)
i relativno ubrzanje:
= - = 1 = 4 L
%21 %2 “1 Y21 21 (e}

Gibanje u prostoru se opisuje vektorskim velidinama puta, brzi-
ne i ubrzanja. Bududéi da je takvo gibanje sloZenije, a da se do
istih zakonitosti dolazi i promatranjem to&ke u ravnini, mi de-
mo se u daljnjim razmatranjima ogranic¢iti na proufavanje gibanja
todke u ravnini. Razmotrimo stan e dvaju tijela u gibanju, koja

su spojena u toc¢ki A, kako je prikazano na S1.2.8.
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51.2.8. Stanje gibanja dvaju spojenth tijela

Da bi se mogla provesti analiza stanja, potrebno je najprije
postaviti dijagrame slobodnih tijela. U ovom slucaju to Ce
biti tri dijagrama: dijagram tijela T dijagram todke A i
dijagram tijela T, (81.2.9.)

i i i
! F | F l
L) S T

51.2.9. Dijagrami slobodnih tijela

U stanju gibanja konstantnom brzinom vy, DA tijelo T, djeluje
vektor sile F. Da bi ostao zadovoljen Newtonov zakon akcije

i reakcije, tijelo T, treba djelovati istom silom F na to&-
ku A. S druge strane, da bi se zadrZalo pretpostavljeno jed-
noli¢no gibanje, mora vrijediti I Newtonov zakon, da je zbroj
sila koje djeluju na totku A jednak nuli. To e biti zado-
voljeno ako tijelo T, djeluje na to¢ku A silom F u pozitiv-
nom smjeru. Reakcija na tu silu bit fe sila F u negativnom

smjeru na tijelo T2.

Djelovanje sila na kruto tijelo je identifno djelovanju tih si-
la na jednu njegovu todku. Stoga fe sila F koja djeluje na

kruto tijelo s lijeve strane biti jednaka sili F koja djeluje
na tijelo s desne strane. Zato se kaZe da sila prolazi ili pro-

tjede kroz kruto tijelo nepromijenjena.
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Snaga se definira kao brzina obavljanja rada. Mehanic¢ka snaga
predana to&ki u gibanju silom koja djeluje na tu tofku u smjeru
brzine jest skalarni umnoZak brzine i sile, odnosno umnoZak br-

zine i komponente sile u smjeru brzine:
P =F-v (2.35.)

Rad 8to ga jedan mehani¢ki element predaje drugom mehaniékom
elementu preko spojne tocke jednak je vremenskom integralu

snage:

b
74 = J F.v-dt (2.36.)
t

Mehani&ka energija predana jednom elementu jednaka je zbroju ra-

da na tom elementu izvr8enog od svih sila koje na njega djeluju:

(2.374)

Prvi zakon termodinamike: energija predana jednom sustavu mora

biti ili pohranjena u sustavu ili iz njega emitirana.

2.3.1. TRANSLACIJSKI MEHANICKI ELEMENTI

Mehanid¢ki sustavi se sastoje od tri osnovna elementa. To su
masa, popustljivost i trenje. Neki od njih moZe biti dominantan,
a neki zanemariv. U jednostavnijim sustavima relativno ih je
lako identificirati, ali u sloZenijim sustavima to moZe pred-
stavljati ozbiljan problem. Identificiranje pojedinih osnovnih
elemenata.sustava i nadina njihove medjusobne povezanosti u stva-
ri predstavlja modeliranje. Sto god je identifikacija elemenata
preciznije obavljena i njihova medjusobna povezanost to€nije ut-

vrdjena, model je vjernija slika izvornog sustava.
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Translacijska masa. Svako tijelo ima odredjenu masu, pa se stoga,
prema prvom Newtonovom zakonu, protivi promjeni stanja mirovanja

ili jednolikog pravocrtnog gibanja.

Radi olakfanja analize mehani&kih sustava, uveden je pojam

kolidine gibanja p, koji se izvodi iz relacije:
— «dc-E — -
F gz = P (2.38.)

i dobije se definicijska jednadZba:

t

B J F dt + pg (2.39.)
o

Zanimljivo je primjetiti da su sila i kolidina gibanja vektori

koiji se medjusobno odnose kao brzina i pomak.

Prema IT Newtonovom zakonu sila F, koja mora djelovati u smjeru

osi ., da bi u istom smjeru proizvela gibanje centra mase, defi-

nirana je relacijom:

dv 2

F=May,=M df - if 12 5 (2.40.)
at
4to se moZe pisati i u obliku:
g o= X thtJr(L,) (2:414)
2 M 2'0

o]

Usporedom jednadZzbi (2.38.) i (2.40.) izlazi da je kolic¢ina gi-

banja definirana relacijom:

p-= ﬂf‘vzg (2.42.)

gdje je M ukupna masa tijela, a v, je brzina centra mase.

Po definiciji izlazi da je p=0 kad je v,=0.

Prema jednad¥bi (2.35.), ako na translacijsku masu djeluje sila

F, masa ¢e akumulirati ili osloboditi snagu. Uzmimo da na masu,
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koja u po&etnom poloZaju ima brzinu jednaku nuli, djeluje sila
F u smjeru brzine u vremenskom intervalu od ¢ = ta do t=t, .

b
Rad koji u tom vremenu masa akumulira je prema jednadZbi (2.36.):

LN
Wy = ft F v, dt, (2.43.)
a

ili izraZeno s kolidinom gibanija:
Pp
wab = [O v, dp (2.43a)

gdje je Py kolidina gibanjau trenutku ty - Ako na masu brzine
2N djeluje sila suprotna brzini, iz mase ¢e "istjecati" snaga,
a ako sila djeluje sve dok kolidina gibanja ne spadne na nulu,
iz mase ¢e "istedi" sav rad Wab koji je prethodno bio akumu-
liran u vremenu od t, do ty .

Iz toga proizlazi da masa u sebi akumulira energiju. Ta se ener-
gija naziva translacijska kinetidka energija, a njen matematid-

ki oblik glasi:

b Py,
By = Jt F v, dt = J v, dp (2.44.)

Za Newtonovsku masu (brzina mnogo manja od brzine svijetlosti),
tj. kada je M = konstanta, kineticka energija izracdunana po
jednadZbi (2.44.) jest:

=

<
[ 1 %]

il
N =
=

(2.45.)

Iz jednadZbe (2.45.) se vidi da je kinetidka energija mase nepo-
sredno ovisna o brzini, a o sili tek posredno. Stoga se moZe
zakljuliti da masa akumulira energiju pomocu brzine. Pri’ tome

treba imati na umu da je kinetidka energija, bez obzira na pred-



znak brzine, uvijek pozitivna:

Vo vy = konst.

7

51.2.10. Simbolidki znak za masu

Translacijska elastidna popustljivost. Ako se tvar podvrgne
izvijesnom opteredenju, ona e se u izvjesnoj mjeri deformirati.
Ako je deformacija prolazna, ta pojava se naziva elastidna
popustljivost. Najizrazitije ponasSanje te vrsti pokazuje Zica-
na spirala, pa se stoga uzima za simbol elasticne popustliji-
vosti (51.2.11.)

— ] —e Y1
ML H S T -
22== X2 . X
é Xr "

S1.2.11. Simbolidki znak za elastidnu popustljivost

0dnos relativne brzine krajeva opruge na S1.2.11. i deformacije,

odnosno promjene duZine opruge, odredjen je relacijom:
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ili:
t
Zyy = Jo Vyy dt + (le)o (2.46.)

Ovdje je vrijedno primjetiti analogiju, da je brzina derivacija
puta kao 3to je sila derivacija kolidine gibanja, odnosno

da je put integral brzine kao 3to je kolidina gibanja inte-
gral stile.

Kod linearne elastifne popustljivosti sila F, koja djeluje na
oprugu, i deformacija Loy koju ona izaziva, medjusobno su up-
ravno proporcionalne:

F = Fk-x

21 (2.47.)

gdje je k konstanta elastidne popustljivosti. Obi&no se osnov-
na jednadZba linearne opruge izraZava relacijom:

z & (2.48.)

114z
t
F =k f P dt + Fo (2.49.)

S pomocu jednadZbe (2.36.) mo%e se izra&unati rad ulo¥en u de-
formaciju:

F

W = va dt“medm ” bpmdp (2.50.)
ab - 21 - . 21 o oF s wIEE

a a
gdje je Fb sila koja djeluje na oprugu u trenutku tb. Pusti
li se da se sila F smanji na nulu, opruga fe predati prethod-
no akumulirani rad Wb. Iz toga zakljudujemo da je elastiéna
propustljivost element koji akumulira energiju. Ta se energija
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naziva translacijska potencijalna energija a izraZava se rela-

cijom:

Ty Py
B J A J p ALE) gp (2.51.)
X O af

U slud¢aju linearne opruge kada je:

=1
dmzl * 3 ar (2.525.)
izlazi da je:
_ & o % 2
EP = ?;z F = P k (.'Ezl) {2.53.)

Budué¢i da energija akumulirana u opruzi direktno ovisi o sili
kroz oprugu, a ne o razlici brzina, moZe se zakljuliti da elas-
tiéna popustljivost akumulira energiju pomodéu sile. Ova ener-
gija je uvijek pozitivna, bez obzira na predznak sile i defor-
macije:

Ep >0
Translacijsko priguenje. Kad materijalne &Cestice mijenjaju
svoj medjusobni poloZaj, javljaju se sile koje se protive toj
promjeni. Ove sile su funkcije relativnih brzina &estica. Svoistvo teku-
¢ine da se protivi promjeni oblika naziva se viskoznost, a
svojstvo tvari da prigu3uje relativne brzine destica naziva se
trenje ili frikcija..Ako su sile izazvane medjusobnim pomakom
destica proporcionalne relativnim brzinama, takvo trenje se

naziva viskozno ©1li Llinearno trenje.

Osnovna relacija za priguSenije glasi:

E=flv, - v)) = flvy) (2.54.)
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S51.2.12. Simbolidki zanak prigudenja

Ako je sila upravno proporcionalna relativnoj brzini &estica,
takvo se prigu$enje naziva linearno prigudenje, a izraZeno je

relacijom:
F = B(vy, - vy) =B vy, (2:55.)

gdje je B koeficijent prigusSenja.

Osim linearnog trenja koje izaziva linearno priguSenje, postoje
jo$ tri vrsti nelinearnog trenja, a to su: kvadratiéno trenje,
kineti¢ko trenje (suho ili Coulombovo) i statidko trenje (sti-
ction) . Kod kvadratidkog trenja sila je upravno proporcionalna
kvadratu brzine, a javlja se kad kruto tijelo vrlo velikom brzi-
nom prolazi kroz tekuéinu. Kod kinetic¢kog trenja sila je prak-
tidki konstantna za odredjeni smjer brzine, a javlja se kad se
dva kruta tijela medjusobno taru. Kod static¢kog trenja, koje se
javlja pri prijelazu iz stanja mirovanja u stanje gibanja, sila
se ponaSa vrlo sliéno kao i kod kinetidkog trenja, samo joj je
apsolutna vrijednost neSto veca.

Ako na element priguSenja djeluje sila koja odredjenom brzinom
izaziva stezanje ili rastezanje, obavlja se izvjestan rad. Taj
rad, obavlijen u vremenskom razmaku od ta do tb’ prema Jjed-

nadZbi (2.36.) je:



Primjenom jednadZbe (2.54.) moZe se eliminirati sila i dobije

se:

t

b
Wab = Jt Vo1 R (v21) dt (2:56.,)
a

Vrijeme se, medjutim, ne mo%e eliminirati, iz &ega proizlazi da
se obavljeni rad s vremenom neprestano povedava, i nikad se ne
moZ%e dobiti natrag. PrigusSni element, dakle, tro$i rad, pa je
to stoga disipacijski element. Snaga P privedena npricqu$nom

elementu.
P=F vy =9y F o)
a za linearni prigu3ni element prema jednadZbi (2.55.):

2
_ 2 _F
P= B gy =g

(2.57.)
Ova snaga je, kao 3to se vidi iz (2.57.), bez obzira na smjer

brzine uvijek pozitivna i uvijek ulazi u priguSni element:

P>0

2.3.2. ROTACIJSKI MEHANICKI ELEMENTI

Poput translacijskog sustava i rotacijski sustav se opisuje s
tri osnovna elementa; rotacijska masa (ili inercija), rotacij-
ska (ili torzijska) popustljivost i rotacijsko (ili torzijsko)
trenje. Translacijskom gibanju je analogno rotacijsko gibanje,
a sili u translacijskom gibanju odgovara moment u rotacijskom

gibanju. Sve zakonitosti za rotacijski sustav su analogne zako-
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nitostima izvedenim za translacijski sustav.

Snaga koja nastaje djelovanjem momenta I na osovinu koja ro-

tira brzinom w u smjeru momenta odredjena je relacijom:
P =T-w (2.58.)

Obavljeni rad je integral snage po vremenu:

by
Wy = It Few dt (2.59.)

a

Predana energija je zbroj rada obavljenog na svim todkama gdije

postoji moment i kutna brzina.

Rotacijska masa. Moment inercije J rotacijske mase M, usredoto-
&ene u jednoj tolki, odredjen je relacijom:

Jd =M p» (2.60.)

Ako je masa rasporedjena na m to&aka, moment inercije je od-

redjen relacijom:

m
J = £ My ry (2.61.)

J = I P2 dM {2:62:)

Pri tome se polazi od pretpostavke da sve tofke rotiraju oko
jedne osi, tako da sve ¢estice mase pri rotaciji opisuju kru-
Zni luk.

Pojmu translacijske kolidine gibanja analogan je pojam rotacij-
ske kolic¢ine gibanja, a odredjen je relacijom:

.63.)

—
Il
QJIQ-
o &
e
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Drugi Newtonov zakon vrijedi i za rotacijsko gibanje, s razlikom

$to translacijskoj sili odgovara rotacijski moment:

d w dw

dt m1=k0nst. at =0 (2.64.)

Kutna brzina Wy =Wy je brzina u odnosu na referentni poloZaj

kojeg je brzina Wy konstantna ili je jednaka nuli (S1.2.13.)

By B

wn w'

-

NN

,

§1.82.13. Simbol za rotacijsku masu

Ako se rotacijska masa ubrzava, u njoi se akumulira kineticka

energija Ek’ koja je odredjena relacijom:

b
Ek = J o dh (2.65.)
(@]
Uvritenjem I iz (2.64.) u (2.63.) i rjeSenjem po 4 dobije se:
h =4 Wy (2.66.)
a zatim uvritenjem diferencijala di u (2.65.) izlazi:
2
_ 1 2 _ 1 h
Ek = ':2- J = '5 T (?.67.)

Usporavanjem rotacijske mase oslobadja se energija, kao i kod
translacijskog gibanja. Vrijedno je obratiti paZnju da se kine-

tidka energija akumulira s pomocu kutne brzine i da ne ovisi o
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zakretnom momentu T, a uvijek je pozitivna:

E, 20 (2.68.)

Rotacijska elastidna popustljivost. Rotacijska elasti&na popust-

ljivost odredjena je relacijom:
r (2.69.)

gdje je $oy relativna kutna deformacija, a XK - koefieijent

rotacijske elastidne popustljivostt.

JednadZba (2.68.) se moZe izraziti i u obliku:

dar

az ! (2.70.)
odnosno:

t

r = KJ Woq dt + Po (2.71.)
o)

Potencijalna energija koja se elastinom deformacijom akumulira

u deformiranom objektu odredjena je relacijom:

(05701
E_= I rd é,, (2:724)

P o

UvrStenjem diferencijala kuta iz (2.68.) u (2.71.) i rjeSenjem
jednadZ?be dobije se izraz za akumuliranu potencijalnu energiju:

2 1 2

R | .
E, = 3% r'“==%x (¢21)

p 5 (2.73.)

Ova energija je uvijek pozitivna i oslobadja se smanjenjem pri-
mijenjenog zakretnog momenta, a ovisna je o momentu, a ne o

brzini:



Rotactijsko prigufenje. Rotacijsko priguSenje odredjeno je re-
lacijom:

(2.74.)

gdje je D koeficijent rotacijskog prigu$enja. Poput transla-
cijskog priguSenja, i rotacijsko priguSenje tro$i energiju kad

god se brzina Wyq razlikuje od nule. Brzina kojom energija
pritjee u linearno rotacijsko priguSenije je:
2
_ 2 _T
P =1D (wzl) = 5 (2.75.)

Mehanidki transformatori. Snaga, odnosno brzina pritjecanja me-
hanitke energije, prema jednadZbi (2.36.) i (2.58.) jednaka je
umnosku sile i brzine, odnosno zakretnog momenta i kutne brzine.
Naprave koje mijenjaju medjusobni odnos sile i brzine, odnosno
momenta i kutne brzine a da pri tome ne akumuliraju niti trosSe
energiju, nazivaju se transformatori. Postoje dvije vrsti trans-

formatora: translacijski i rotacijski.

Translacijsk? transformatori. Poluga je primjer translacijskog

transformatora, a shematski je prikazana na S51.2.14.

V2. "21

Sl.2.14. Shema poluge
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U stanju ravnoteZe zbroj sila i zbroj momenata treba biti jed-

nak nuli:
Fa+Fb+Fc=0 (2.76.)
Forog + Fyemy = o, (277 )
gdje:
- P21 _ %2™ (2.78.)
"b Y31 3™
predstavlja omjer poluge odnosno omjer transformacije. r, i
r,,  su udaljenosti hvatista sila Fa' odnosno Fb od smijera

sile F. Kao 3to se na S1.2.14. moZe vidjeti, njihove vrijed-
nosti ovise o kutu ¢, ali omjer »n pri tome ostaje konstantan.
Za dovoljno male vrijednosti promjene kuta ¢, promjene ro i

r, su zanemarive.

b

Fa Fb
p— 1:n g

2 o 0 3

Y2 ¥3
Y |

1 © —0

51.2.15. Simbol translacijskog transformatora



Rotaceijski transformatori. Primjeri rotacijskih transformatora
su tarni prijenos (Sl. 2.16.a), remenski prijenos (S1l. 2.16.h)
i zupéasti prijenos (51. 2.16.c)

a) b) c)

Sl. 2.16. a) tarni prijenos, b) remenski prijenos,
e) zupdasti prijenos

U sva tri slu¢aja duZina kruZnog luka za koju se pomakne disk A
jednaka je po velidini i suprotna po smjeru duZini kruZnog luka

za koju se pomakne disk B:

1 madt-rﬁb Wy at (2.79)
a odatle je:
e Pa
yroiianlagl ol (2.80)
il r
b

gdije je n omjer transformaci‘je.

U sluc¢aju zupdéastog prijenosa omjer transformacije se moZe izra-

ziti brojevima zubaca na zup¢aniku:

St ES e #1 (2.,81)

gdje Na i Nb predstavliaiju broj zubaca na zup&aniku A, odnosno

zup&anikn B.
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fa ) I"b b

Fy

o L

SL. 2.17. Dijagram slobodnih tijela rotacijskog
trans formatora )

Iz dijagrama slobodnih tijela na S1. 2.17. mogu se postaviti

relacije:
F, » r»_ =T (2.82)

F, + v, =T (2,83)

:F_,:ﬂ_:_“_b:_n (2.84)

Iz (2.84) vidi se da je omjer kruZnih zakretnih momenata upravno
proporcionalan omjeru polumjera i omjeru broja zubaca, a obrnu-
to proporcionalan kutnim brzinama. Negativni predznak znadi da

kutne brzine imaju suprotan smjer okretanja.

2.4, FLUIDICKI SUSTAVI

Sustavi u kojima je kapljevima ili plin prijenosni medij energi-
je nazivaiu se Ffluididki suetavi. Za razliku od krutih medija
koje karakterizira stalan medjuscbni odnos materijalnih &estica,
kod kapljevina i plinova je medjusobni cdnos materijalnih Ces-

tica funkcija vremena. Ta ¢injenica oteZava aproksimaciju ras-
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poredjenih parametara s njihovim usredotodenim nadomjescima,
5to se ne smije zanemariti, jer fluidid&ki sustavi mahom ima-
ju rasporedjene parametre. Stanje postaje jo¥ sloZenije spoz-
najom da su fluididki sustavi u pravilu nelinearni. Medjutim,
usprkos svim tim oteZavajuéim okolnostima, pokazalo se da je
i u slu€¢aju fluidike postupak obradbe s obi¢nim linearnim di-

ferencijalnim jednadZbama ipak najekonomid&niji.

Buduéi da se radi o dinamidkim sustavima, zakljudak je da

i kod fluidickih sustava postoji popreéna i protje&na varijable
Pogledajno stoga koje su to varijable. Jedna je tlak p koji je
definiran kao sila F (odnosno pritisak) na jedinicu povrSine:

p = (2.85)

Tz (2.87) proizlazi izraz za ukupnu silu koja djeluje okomito

na jedinicu povrSine A:
F=Jan=jpdA (2.86)
A A

Ako fluid prodje kroz povr$inu 4 u smjeru sile F, ili tlaka p,
rad obavljen silom F pokreduéi fluid na putu dz je:

aw = Fn de = p A4 dux (2:87)

i odatle

jol}
=

p = (2.88)

jol
=

gdje dV = A dx predstavlja diferencijal volumena.

Iz (2.88) proizlazi druga definicija tlaka koja glasi: tlak je
rad obavljen prolazom fluida jediniénog volumena kroz povr&inu
na koju taj tlak djeluje. Buduéi da je i elektridki potencijal
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definiran kao rad po jedinici naboja, a elektridki potencijal
je popre&na wvarijabla, po analogiji zakljudujemo da tlak u

fluididkim sustavima predstavlija poprecnu varijablu.

Druga varijabla je tok koji je definiran kao volumen fluida
koji u jedinici vremena protjeée kroz povrSinu njegovog poprec-
nog presjeka:

£

I
QJ1CL
TH=

(2.89)

Bududéi da je i elektridna struja, prema jednadZbi (2.3) defini-
rana kao naboj koji u jedinici vremena protefe kroz presjek vodi-
¢a, a elektricka struja je protjecna varijabla, i ovdje po ana-
logiji zakljulujemo da tok u fluididkim sustavima predstavlja
protjednu varijablu.

Iz jednadZbe (2.36) proizlazi da je snaga brzina obavljanija
("protjecanja") rada:

_aw
P=37 (2.90)

a uvrStavanjem d¥ iz (2.88) i gy iz (2.89) u (2.90), proizlazi:

= 0K o . BF
P = it = P 5 P q (2.91)

Usporedbom jednadZbe (2.91) s jednadZbom (2.9) vidimo i analo-
giju elektridkog i fluidilkog sustava. U jednom i drugom sluda-
ju snaga je umnoZak popredne i protjelne varijable. Pri protoku
nesti$lijivog fluida kroz krutu cijev,tok na ulazu u cijev jed-
nak je toku na izlazu iz cijevi, 3to je shematski prikazano na
S1. 2.18.
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—— ELEMENT i
|

Sl. 2.18. Prolaz nestidljivog fluida kroz krutu cijev

Snaga na tom elementu je stoga:

P = qlpy - pPy) =4 pyy (2.92)

" a energija

=5
1]

J P dt = J 9P 9, dt

Fluididka kapacitivnost. I fluididki sustavi, poput elektridkih
i mehanicékih, sastoje se od elemenata koji akumuliraju ili tro-
Se energiju. Element u kojem je akumulirana energija funkcija
tlaka, naziva se fluidi¢ka kapacitinost, analogno elektrickoj
kapacitivnosti u kojoj je akumulirana energija funkcija napo-
na. Za primjer moZe posluZiti otvoreni spremnik fluida koji se
puni kroz cijev na dnu spremnika (Sl. 2.19.). Punjenjem se
akumulira energija, jer se fluid podiZe suprotno djelovaniu

sile teZe.

Py - tlak iznad fluida

SILA
TEZE

l H 7 — A - poprecni presjek spremnika

pz—tluk na dnu

SL. 2.19. Punjenje otvorenog spremnika



Primjenom zakona o ofuvanju mase dobije se jednadZba:

d
pq =gz (p A H ,

gdje je op !kg/cmzl masena gustoéa, g lm3/sl tok, 4 Im2|
popreéni presjek spremnika i H |m| visina fluida u spremniku.

Za nesti$ljivi fluid p = const, pa (2.94) prelazi u:

q = A 5+ (2.95)

Ako se isklju&i svako drugo ubrzanje, osim sile teZe, tlak na
dnu spremnika odgovarat ¢e teZini fluida, pa uz Py - vanjski

tlak i Py = tlak na dnu spremnika izlazi:

_ — _ _teZina _pg H A _
Py Py = Py povrdina A =pg H (2.96)

gdje je g = 9,86 m/s2 konstantna gravitacija. UvrStenjem H
iz (2.96) u (2.95) i uz p, = atmosferski tlak, izlazi:

§ B s e B g S (2.97)

i=c3 (2.98)

uo&ava se potpuna strukturna analogija, pa bududi da je pro-
tjedna varijabla g analogna protje¢noj varijabli i, a poprecna
varijabla u analogna popre&noj varijabli p, logi&no je da se

¢lan é% nazove kapacitivnost spremnika:

c. = & (2.99)
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Zamjenom H A4 = V u jednad?bi (2.96) i sredjenjem dobije se:

A e
pg P21 ‘£ Px1

(2.100)

$to upuduje na definiciju: fluididka kapacitivnost je element

u kojem je tlak upravno proporcionalan volumenu.

Iz dosadaS$njih razmatranja proizlazi da je fluidicka kapacitiv-
nost element sa samo jednim ulazom kroz koji protjece fluid.
Tlak P, na tom ulazu se mjeri u odnosu na referentni tlak koji
je obiéno atmosferski. Simbol za fluidic¢ku kapacitivnost prika-
zan je na S1. 2.20, a predstavlja spremnik s jednim otvorom za
protjecanje fluida; kroz crtkani spoj na referentnu todku nema
toka.

o s e ———

Py Py

Ct
Sl. 2.20. Simbol fluididke kapacitivnosti

Uvrdtenjem jednadZbe (2.98) u (2.97) dobije se:

d Py
q = Cf _—a?“ s (2.101)
a odatle tlak:
t
I I q dt + (pyy), | (2.102)
£
O

Energija dobijena podizanjem fluida u spremnik je potencijalna
energija, a odredjena je jednadZbom (2.93). S obzirom da je
av = q dt , (2.93) se moZe pisati u obliku:
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Po
E_ = f Py, q dt = I Py, dv (2.103)
(@] o]

Diferencijal volumena iz jednadZbe (2.100) glasi:

av = ¢, dp,, (2.104)
Uvrdtenjem dV iz (2.104) u (2.103) dobije se:
1%
o Ce py) 2
Ep = [ Ce Py, APy = —3 = 36, (2.105)
o

Pusti 1li se da fluid istede iz spremnika (S1. 2.19), energija se
vrada. Po tome zakljudujemo da je spremnik kapljevina fluidi&ki
element, sa svojstvan spremnika energije. Iz jednadZbe (2.105)
vidi se da se'enerqija akumulira pomodu poprec¢ne varijable Poy

i da direktno ne ovisi o toku gq.

Fluididka inertnost. Ako kroz cijev duZine & i popreénog presjeka
4, u stanju nultog ubrzanja protjele nestis$ljivi homogeni fluid,
moZe se uzeti da su brzina i ubrzanje svih &estica fluida jed-
nake. Sila koja stvara ubrzanje fluidifke mase, prema II Newto-

novom zakonu,je:

dv

F=Mgag=pAd2 a A (p2 - pl) : (2.106)

a 'buduéi da je:

v = % (2.107)



uvrStenjem (2.107) u (2.106) i sredjenjem dobije se:

R e TR M (2<198)
gdije je:
r=2t (2.109)
- l -
Q {— Q
P2 > P

A - poprecni presjek

Sl. 2.21. Protjecanje nestidljivog homogenog fluida
kroz etjev s nultim ubraanjem

Usporedbom jednadzbe (2.13) koja glasi:

s jednadZbom (2.108) uodava se puna medjusobna analogija, tj.
da je popre&na varijabla jednaka umnoSku jedne konstante i
derivacije protjedne varijable. Ta se konstanta u elektrickim
sustavima naziva induktivnost, a u fluidic¢kim sustavima inert-

nost.

Po ugledu na elektridki sustav, gdje je elektricka struja jed-

naka derivaciji naboja:

o,
1l
B

i na mehanidki sustav, gdje je sila jednaka derivaciji kolicine

gibanja:
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uvodimo i kod fluidid&kih sustava odnos:

_ dr21
P21 dt

(2.110)

gdje je tok Py jednak derivaciji kolidine protjecanja r,
koja se moZe izraziti kao

ty

Py = J Py dt + (rzl)o (2.111)
ta
U sludaju idealne inertnosti kolidina protjecanja je linearna
funkcija toka:

ryy = I q (2.112)
Za konstantni I:
-7 4
Py T Tt _ (2.113)
ili
E
1
q =¥ [ Py At + q (2.114)
o

Energija akumulirana u &istoj inertnosti naziva se fluididka

kinetid¢ka energija Ek, a izraZena je relacijom:

b b Uy
) _ _ 3% (q)
By J q p,yy 4t J q dr,, I 1 5y dq (2.115)
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Po relaciji (2.115), E, za idealnu inertnost izlazi

2

2:

E =31 q (2.116)

]

odakle proizlazi da je u idealnoj inertnosti energija akumulira-
na s pomodéu protjedne varijable gq. Simbol za ozna&ivanje inert-

nosti prikazan je na Sl. 2.22.

Q
—_—
p2 ] p1

S1. 2.22. Simbol fluididke inertnosti

Pluididka otpornost. S obzirom na ponaSanje fluida pri protje-
canju kroz razlidite otvore pokazalo se da se fluidicka otpor-
nosT u svim sluajevima moZe dovoljno to&no opisati sa zakoni-
togéu ponadanja u &etiri karakteristifna stanja i to pri pro-

lazu kroz

a) poroznu sredinu
b) cijev s laminarnim protjecanijem
¢) cijev s turbulentnim protjecanjem i

d) rupu na dovoljno tankoj stijeni.

U svim sludajevima ponaSanje nestifljivog fluida ¢e se razliko-
vati od ponaSanija stiSljivog fluida. U stvari, apsolutno nes-
ti%ljivog fluida nema, ali je stiSljivost kapljevina tako mala
da je u mnogim problemima inZenjerske prakse moZemo zanemariti
i kapljevini pridjeliti osobinu nestiSljivosti. Ovdje cemo se
ograni&iti samo na razmatranje otpornosti kapljevina tj. nes-

tigljivih fluida.



a)

b)
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Otpornost porozne sredine. D “Arecy-jev zakon za protjecanje

_kapljevina kroz poroznu sredinu glasi:

Py = Rf q (2.117)

gdje je Pyy ~ razlika tlaka na krajevima poroznog objekta,

Rf - fluididki otpor poroznog objekta i g-tok.
Fluidi&ka otpornost porozne sredine Rf za odredjeni fluid
ovisi o geometriji objekta, o veli&ini pora i o razlici
tlaka.

Vrijednost Rf se mo¥e izradunati, ali se u tehnickoj praksi

naj8e8dée dobije mjerenjem.

Otpornost cijevi s laminarnim protjecanjem. Laminarno protje-
canje karakterizira paralelnost strujnica fluida u protjeca-
nju, za razliku od turbulentnog protjecanja koje je karakte-
rizirano vrtlo¥nim strujnicama. Eksperimentalno je ustanov-

ljeno da je narav strujanja (laminarno ili turbulentno) pop-
radena jednim odredjenim odnosom utjecajnih veli&ina doticnog
dinami&kog sustava. Taj se odnos naziva Reynolds-ov broj,a

odredjen je izrazom:

Rey = %%% (2.118)

gdje je Rey - Reynolds-ov broj, p - gustoca, d - promjer
cijevi i yu- apsolutna viskoznost fluida.

Kada je brzina strujanja fluida dovoljno mala, tako da vrijed-
nost Reynoldsovog broja ne prelazi 2000, strujnice fluida su
paralelne i strujanje je laminarno. Kada je brzina strujanja
dovoljno velika, tako da vrijednost Reynoldsovog broja pri-
jedje 5000, strujnice fluida poprime vrtloZni oblik i struja-
nje je turbulentno. '

U slu&aju laminarnog strujanja odnos izmedju tlaka 1 toka

je jednak kao i kod porozne sredine:



c)

d)
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s razlikom Sto se u ovom slucaju otpornost Rf izradunava iz

Hagen-Poiseutllie-vog zakona 1 glasi:

R = 135—%5 (2.119)
T d

gdje je u - apsolutna viskoznost fluida, £ - duZina cijevi
i d - promjer cijevi. Cijev mora biti dovoljno dugacka u
odnosu na promjer, da bi se izbjegao uéinak nejednolikog
toka koji izaziva ulaz i izlaz cijevi. Osim toga promjena
brzine protjecanja treba biti dovoljno mala, da bi se utje-

caj inercije mogao zanemariti.

Otpornost cijevi s turbulentnim protjecanjem. U sluc¢aju tur-
bulentnog protjecanja tlak se moZe dovoljno dobro aproksimi-

rati relacijom:

|3/4

Pyy = @y 4 | q (2.120)

gdje je a, - konstanta, koja ovisi o toku kod kojeg dolazi

do turbulentnog stanja, o promjeni i duZini proto&ne cijevi,

o gustoéi i viskoznosti fluida, te o glatkoéi unutarnje povr&ine

cijevi. Vrijednost a, najde&ce se dobije mjerenjem. Uspored-
hom (2.120) sa (2.117) dobije se relacija za otpornost turbu-

lentnog protjecanja, a glasi:

3/4 (2.121)

Re = a4l
Otpornost rupe na dovoljno tankoj stijeni. Ako je stijena
s rupom kroz koju prolazi fluid dovoljno tanka da se duZina
rupe u odnosu na promjer moZe zanemariti, razlika tlaka

ispred i iza rupe moZe se dovoljno dobro aproksimirati re-

lacijom:



& A5 e

Py = a5 a lal (2.122)

uz

&
— 3 {2.1.23)
205 A

d "o

gdje je Ao - povrsina rupe, a Cd - koeficijent praZnijenja
(koji za rupe s oStrim rubovima iznosi 0,62). Usporedbom

(2.122) sa (2.117) dobije se otpornost rupe, a glasi:

Re = a, |q| (2.124)

Iz dosadasSnjih razmatranja proizlazi da se tlak u svim opisanim
sluCajevima moZe predoditi kao umnoZak otpornosti i toka, &ime
je safuvana opéa zakonitost da je popre&na varijabla umnoZak
otpora i protje&ne varijable. Simbol za oznaku fluidi&ke otpor-
nosti Rf prikazan je na S1. 2.23.

Py Py

Sl. 2.23. Simbol fluidilke otpornosti

Vrijedno je prisjetiti se da su sve relacije od (2.117) do
(2.124) izvedene pod pretpostavkom da je promjena toka, odnosno
ubrzanje fluida, dovoljno mala, tako da se utjecaj inercije moZe
zanemariti.

Otpornost je ovdje disipacijski element, a disipirana snaga iz-
radunava se po relaciji:

(p,)2
2 P21
P=p21q‘=qu =——-§}— (?.125)

uz

v

0 (2.126)
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Fluididkt transformatort. Za transformatore opéenito veé je
re¢eno da su naprave koje mijenjaju medjusobni odnos popreéne
i protjeche varijable, a da pri tome njihov umnoZak ostane

konstantan, tj. da pri tome ne troSe i ne akumuliraju energiju.

KLIP a (povrsine Aq)

|
== ‘ KLIP b (povrSine Ap)
Qa \—-! - 5 = Ii &= Qp
s - — — -
- |—= == \<
1= 4 k3
7p2

SL. 2.24. Fluididki transformator

Jedan takav fluidic¢ki transformator je prikazan na Sl. 2.24,.
Sastoji se od dvije spojene cijevi razliditih promjera u koje
su umetnuta dva odgovarajucda klipa, medjusobno spojena krutom
gipkom. Prostor u cijevima izmedju klipova je otvoren prema

okolnoj sredini i ima tlak sredine, Py

Sila koja djeluje na klip odredjena Jje izrazom:

Fa = (p2 - pl) Aa (2.1:27)

Buduéi da su klipovi kruto spojeni, ta sila mora biti u ravno-

tezi sa silom F koja djeluje na klip b i koja glasi:

bl’

Fy = (py = py) 4y (2.128)

Izjednacenjem (2.127) i (2.128) dobije se:

P _
31 .8 _, (2.129)

P2 b



gdje je P3y = P3 = Py i Pyy = Py ~ pl;_gmjer n naziva se
omjer povriina. '

Primjenom brzine klipova:

q
a . . &
v = 2 (2.130)
a aa
i
q
-5
vy = Ab (2.:1:31)
uz
vy = < vy
omjer povr$ina se pro$iruje na tok i obujam:
b Yo B 2
— === = - == - = (1.132)
qa Va Aa n

Grafic¢ki simbol fluididkog transformatora prikazan je na
Sl. 2.24.

2.5, TOPLINSKI SUSTAVI

Poput svih do sada razmatranih dinamic¢kih sustava i toplinski
sustavi imaju svoju poprefnu i protjenu varijablu. Velicdina
koja se mjeri termometrom i koju nazivamo temperatura, pred-
stavlja popreé¢nu varijablu, a veli¢ina koja tece izmedju dvije
todke razlid¢itih temperatura teZedi njihovom izjednadenju i
koju nazivamo toplinski tok predstavlja protjednu varijablu.
Temperatura odredjene tocke materijalne sredine upravno je
proporcionalna srednjoj kinetickoj energiji molekula u toj
toc¢ki. Ako dva medija razliditih temperatura dovedemo u dodir,

npr, uronimo komad metala temperature €@, u kapljevinu, tempe-

1



rature @2, potecé¢i ¢e toplina kroz dodirnu plohu, i nakon nekog
vremena temperature jednog i drugog medija de se izjednad&iti.
U prodlosti je primjenjivano viSe jedinica zamjerenje tempera-

ture, a medjunarodni sustav jedinica je zadrZao samo dvije, i

to su stupanj Celziusa |OC| i kelvin |K|. Stupanj Celziusa ili
centigrad je stoti dio duZine razmaka izmedju todke ledista i
todke vrelista vode na Zivinom termometru. Na Celziusovoj ljes-
tvici lediste se oznacava nulom, pa su stoga temperature ispod
nule negativne, a iznad nule pozitivne. Jedan kelvin je po
apsolutnoj vrijednosti jednak jednom centigradu, ali je nula
Kelvinove ljestvice postavljena na apsolutnu nulu, tako da se
todka smrzavanja vode odnosno nula Celziusove ljestvice nalazi

na 273,16 K.

Kolid¢ina energije, odnosno toplinska energija H , mjeri se u
Jouleima |J|, a toplinski tok q u watima i definiran je kao

derivacija toplinske energije po vremenu

= (2:133)

7Za razliku od svih do sada razmatranih dinamidkih sustava, kod
kojih je snaga bila definirana kao umnoZak poprec¢ne i protjecne
varijable, protjeéna varijabla kod termi&kih sustava sama za

sebe predstavlja snagu

P =g (2.134)

Toplinska energija H# koja prelazi kroz odredjenu plohu s jednog
tijela na drugo, ili iz jednog dijela tijela ili sredine u dru-

gi, izradunava se po relaciji:

t
H = f q dt (2.135)
o
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Prema prvom zakonu termodinamike, toplina koja u tijelo ulazi
jednaka je sumi energija koja iz tijela izlaze plus energija
koja je ostala akumulirana u tijelu.

Toplinska kapacitivnost. Osobina tijela da u sebi akumulira top-
linu naziva se toplinska kapacitivnost a analitidki predstavlja
koeficijent proporcionalnosti izmedju topline i temperature:

gdje Jje Cy izra%eno u J/K.

Toplinska kapacitivnost je ovisna o masi tijela M i njegovoj

specifi¢noj toplini i stoga se moZe izraziti relacijom:

gdje je ¢ izraZen u J/kg K. Simbol za toplinsku kapacitivnost
prikazan je na Sl. 2.25.

Cy 6, = konst

SLl. 2.25. Simbol toplinske kapacitivnosti

Poput mase i fluididke kapacitivnosti i toplinska kapacitivnost
se jednim krajem uvijek vezuje za referentnu velidinu, u ovom
sludaju temperaturu, koja moZe biti nula ili konstanta, tako

da kroz referentni spoj ne tece toplina.

Ako nema potroSka energije, akumulirana toplinska energija
tijela jednaka je toplini koja mu je privedena:



E, =H=f (06_)) (2.138)

Sva dosadasSnja razmatranja o toplinskoj kapacitivnosti vrijede
uz pretpostavku da je temperatura u svim tofkama promatranog

medija jednaka.

Toplinska otpornost. Protjedudi kroz prostor, prazan ili ispu-
njen nekom materijom, toplinski tok nailazi na otpor. To se
o¢ituje po padu temperature u smjeru toplinskog toka. Mediji
koji toplinskom otporu pruZaju veliki otpor nazivaju se top-
linski izolatori, a mediji kroz koje toplinski tok prolazi re-

lativno slobodno nazivaju se toplinski vodié&i.

Protjecanje toplinskog toka se odvija na tri nadina: kondukei-

jom, konvekecijom 1 radijaeijom.

Kondukeija. Kroz c¢vrstu tvar ili fluid u mirovanju, toplinski
tok tec¢e prijelazom kineticke energije s atoma na atom, a s

temperaturom je vezan Fourierovim zakonom.

o A (6, - 0,)
- . X (2.139)

gdje je, prema Sl. 2.26.,4 - povrSina okomita na smjer toplins-
kog toka, & - duZina u smjeru toka, {82 - Ol) = 621 - tempe-
raturna razlika uz 0, > 91, a o je toplinska vodljivost.

8, 8,

SL. 2.26. Prolaz toplinskog toka kroz dvrstu tvar



Relacija (2.139) povezuje protje&nu i poprednu varijablu i
moZe se pisati u obliku:

§ = g— ©55 (2.140)
gdje je de toplinska otpornost kondukcije:

Konvekeija. Ako toplinski tok prolazi kroz plin ili kapljevinu
u gibanju, prijenos topline obavlja se konvekeijom. I u ovom slu-
¢aju vrijedi relacija (2.140), sada za Rkv - toplinsku otpor-

nost konvekcije:

R = (2.142)

gdje je Ch - koeficijent konvekcije.

Radijacija. Osim kondukcijom i konvekcijom toplina se prenosi
jo8 i radijacijom. Toplinski tok u sludaju radijacije definiran
je Stefan-Boltzmannovim zakonom, koji glasi:

4

g =c¢_ (05 - 6] (2.143)

: g

gdje je Cr - konstanta ovisna o obliku, velidini, obradjenosti

i materijalu predajne i prijemne povr$ine kao i o valnoj duljini
radijacije. U relaciji (2.143) temperatura se izraZava u kelvi-
nima. U sludaju radijacije, kako proizlazi iz (2.143), ne moZe
se govoriti o otpornosti u uobicajenom smislu rijedi, jer to-
plinski tok nije linearno ovisan o razlici temperature, kako

to iz konvencionalne definicije proizlazi. Valja napdﬁenuti da

prijenos topline radijacijom dolazi do izra¥aja samo nu slucaju
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vrlo niskih temperatura, jer je konstanta Cr relativno vrlo

mala.

Zahvaljujuéi €injenici da je radijacijski dio prijenosa topline
na uobicajenim radnim temperaturama praktilki zanemariv, preos-
tala toplinska otpornost uslijed kondukcije i konvekcije ispada
linearna. Graficki simbol toplinske otpornosti prikazan je na
£1. 2.27.

.
8, Ry 6,

SL. 2.27. Simbol toplinske otpornosti

Specific¢na je zanimljivost, koju treba posebno uo&iti kod top-
linske otpornosti, da ona ne tro$i energiju. To je implicite
veé izraZeno relacijom (2.134), koja kaZe da snaga nije umnoZak
protjecne i poprecne varijable veé je identidki jednaka pro-

tjednoj varijabli q.
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2.6, PRETVORNICI

Pretvornicima nazivamo naprave koje pretvaraju jedan oblik ener-
gije u drugi a da pri tome ne akumuliraju niti troZe energiju.

U stvari, oni su napravljeni tako da pretvorba energije bude
dominantna, a akumulacija i disipacija energije da bude zane-

marivo mala.

Ilustrirajmo to s pretvornikom translacijske energije u rota-
cijsku (S1l. 2.28.). Pretvornik se sastoji od pravdastog i kruZ-
nog zup&anika. Pod djelovanjem sile F pravéasti zup&anik se

giba brzinom v u smjeru sile i tako okreée kruZni zupcéanik kruZ-

nom brzinom w, stvarajuéi pri tome zakretni moment T.

Izjednadenjem duZine pravéastog pomaka s duZinom luénog pomaka

dobije se relacija:

v dt = w r dt (2.144)
i odatle
% = p = n = prijenosni omjer (2.145)
fi-:-:“-::‘:\
f? r %\
[ r
il v v
\‘:-q_,,-t(a" Ft | F
———— e e e e — —
[ |
;;ZZZEEZ;;ZZZZZBZ333%2;3;3 f
Ve
a) b)

S1. 2.28. a) pretvornik translacijskog gibanja u
rotaetjsko gibanje
b) dijagram slobednih tijela pretvornika



P =<F (2.146)
i
P+ op=T | (2.147)
~a odatle
_.§=%=% (2.148)

Negativni predznak pokazuje da su sila i zakretni moment sup-
rotnog smjera. Snaga koja ulazi u pretvornik izradunava se iz

relacije:

PE T E PR THE (= g) #i5 = 0 (2.149)

¢ime je potvrdjenoe polazno svojstvopretvornika da pretvara

energiju iz jednog oblika u drugi, ali da je ne tro&i.

Pretvornici zauzimaju vrlo opseZno podrulje tehnidkih znanosti

i susrec¢emo ih doslovce na svakom koraku. Za ilustraciju navo-
dimo neke najpoznatije: termometar, kao pretvornik toplinske
energije u mehanidku; ampermetar, kao pretvornik elektridke
energije u mehanidku; elektricki generator, kao pretvornik
mehanicke energije u elektricku; elektric¢ki motor, kao pret-
vornik elektrifke energije u mehanic¢ku; termoc¢lanak, kao pret-
vornik toplinske energije u elektricku itd. Izradjuju se u ras-
ponu snage od ispod miliwata do iznad megawata, a primijenjuju
se u mjerenjima, u konverziji signala, u prijenosu i proizvodnji

energije itd.
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2.7, ZAKLJUCAK

Poznavanje zakonitosti ponaSanja dinami¢kih sustava omogudéuje
da ih se matematilki opiSe, odnosno modelira. Potom se mate-
matidki model primijenjuje za istraZivanje ponaSanja sustava

u odredjenim uvijetima.

Da bi se moglo priéi matematic¢kom modeliranju, potrebno je
prije svega utvrditi nadin obiljeZavanja elementarnih svojstava
sustava i zakonitosti njihovih medjusobnih ovisnosti. To je
u¢injeno u ovom poglavlju za elektridke, mehanilke, fluidicke i
toplinske sustave.

Pri tome se pokazalo da medju sustavima postoje korisne analogije.
Naime, u svim opisanim sustavima postoje analogne protjeéne i
popredéne varijable, kojih umnoZak daje snagu; osim kod toplinskog
sustava, gdje je protjefna varijabla ujedno i snaga. Osim toga
postoje analogne popre&ne vrsti energijskih spremnika, tj. ele-
menata koji akumuliraju energiju. U svim sustavima, osim top-
linskog, postoje i protje&ne vrsti energijskih spremnika. Jo3
treba dodati i analogne disipacijske elemente, tj. elemente

koji troSe energiju.

Postojanje utvrdjenih analogija omogucuje opisivanje razlic¢itih
fizidkih sustava jednakim diferencijalnim jednadZbama i istra-
Yivanje ponaSanja jednog sustava na analognom modelu bilo kojeg

drugog sustava.
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5. TZLAZNO-ULAZNT OPIS SUSTAVA

3.1, uvop

Poznavajuéi elemente fizi&kog sustava mo¥emo pristupiti opisu
sustava koji se od tih elemenata sastoji. Dinami&ki sustavi,
tj. sustavi kojih je ponafanje funkcija vremena, opisuju se
diferencijalnim jednadZbama. Da bi br¥e do$li do rjefenja tih
jednadZbi sluZimo se Laplaceovom transformacijom i konvencio-

nalnim pobudiiim funkcijama.

U ovom poglavlju éemo se ograniditi na razmatranje ovisnosti
izlazne varijable o ulaznoj varijabli. Taj slu&aj je najjedno-
stavniji, ali na svu sreéu,i najée$¢i u in¥enjerskoj praksi,

a naziva se izlazno-ulazni opis sustava.

3.2, 1ZLAZNO-ULAZNI OPIS SUSTAVA U VREMENSKOM PODRUCJU

Povezivanjem elemenata sustava dobije se mrefa u kojoj se
popre¢na i protjedna varijabla ponaSaju po odredjenim zakoni-
tostima. U elektric¢kim sustavima su to Kirechoffovi zakoni, a u
mehanic¢kim sustavima D “Alambertov princip. Sustavnom primjenom
odgovarajuéih zakona na mreZu sustava dobije se matematidki
opis u obliku sustava diferencijalnih jednad®bi. U stvari to

je polazi8ni matematiki model sustava.
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Budué¢i da inZenjera zanimaju uzro&no—pbsljediéni odnosi, po-
kazalo se da je za primjenu prikladno formirati matematicki
opis u obliku jedne diferencijalne jednadZbe, u kojoj je pos-
ljedica prikazana zavisnom nepoznanicom, a uzrok nezavisnom
nepoznanicom. Ilustrirajmo to na jednoj elektri&koj mreZi
(8l. 3.1.)3

y(t)

4 4

Sl. 3.1. Elektridka R-L mre3a s naponskim izvorom

Na S1. 3.1. shematski je prikazana jedna elektricka mreZa napa-
jana naponskim izvorom u(t). Nas zanima ponaSanje pada napona

na otporniku R2 u ovisnosti o promjeni napona napajanja uf(¢).

Napon y(t) na otporniku R, naziva se izlazni napon ili odzZv,
a predstavlja istraZivanu posljedicu zadanog uzroka. Pri tom
napon napajanja u(t) predstavlja zadani uzrok, a naziva se

ulazni napon, upravljadka pobuda ili jednostavno pobuda.

Uz drugalije postavljeni problem,uzrok i posljedica tj. pobuda
i odziv, mogla bi biti bilo koja druga dva parametra zadane

nreZe.

Mre%a je sastavljena od dvorova i petlji. Cvorovi su todke
mreZe u kojima se spajaju krajevi ili Zzvodi dvaju ili vise
elemenata. To&ke od 1 do 4 na Sl. 3.1. su &vorovi, a zatvoreni
serijski spoj u(t), L, Ry i R, predstavlja . petlju. Elektricka
mreZa koja se moZe sastojati od jedne ili viSe petlji ¢&esto

se naziva i elektridki krug.

Primjenom II Kirchoffovog zakona, koji kaZe da je zbroj padova
napona unutar petlje jednak nuli, dobije se jednadZba:
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) 4 (ry + Ry tw) = ulp) (3.1)

Primjenom Ohmovog zakona dobije se izraz za izlazni napon:
y(t) = R, i(t) ’ (3:2)

UvrStavanjem z (¢) iz (3.2) u (3.1) dobije se:

R, + R
;;'?L_ y(t) + —l—}?—'—z- y(t) = u(t) (3.3)
2 2

Tzraz (3.3) je po obliku nehomogena linearna diferencijalna
jednadZba prvog reda s konstantnim koeficijentima, a predstavlja
matematicki opis ili matematiki model elektridkog sustava sa
S1. 3.1. Uvidom u strukturu jednadZbe (3.3) vidi se da su u
koeficijentima ugradjeni elementi sustava: zavisna nepoznanica
na lije%oj strani jednadZbe y(¢) predstavlja odziv, a nezavis-
na nepoznanica u(¢) na desnoj strani jednadZbe predstavlija
pobudu. Red diferencijalne jednadZbe ovisi o broju spremnika

energije.

U prikazanom slucaju jedini spremnik energiije je elektridki
induktivitet L, pa je stoga i odgovarajuéa diferencijalna

jednadZba prvog reda. JednadZba (3.3) mo¥e se pisati u obliku:

a, WL o ) = ute) (3.4)

a u slucaju sustava s n spremnika energije sustav e opisivati

linearna diferencijalna jednadZba n-tog reda:
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n
T 4o M s ) -
dat dt
a® ou(t a1 b
=c ué ) 4o _T( # wni
n at m g™
+ cl u(t) (3.5)

3.3, 1ZLAZNO-ULAZNI OPIS SUSTAVA U LAPLACEOVOM PODRUCJU

Premda je postupak za rjeSavanje obi&nih linearnih diferenci-
jalnih jednadZbi u potpunosti razredjen, tako da se korektnom
primjenom tog postupka moZe rijeSiti svaki linearni sustav, po-
kazalo se da takvo rjeSavanje u vremenskom podrudju zahtijeva
mnogo vremena. Pogotovo taj postupak postaje sloZen kada treba
rjeSavati sustav diferencijalnih jednadZbi viSeg reda. UloZeno
je mnogo truda da se do rezultata dodje na neki brZi i lak$i
nadin.

Prvi uspio pokufaj u tom smislu udinio je engleski fizi&ar
0.Heaviside, zamijeniv3i operator é% operatorom s , i na taj
na¢in postigao da uz nulte podetne uvjete moZe s diferenci-
jalnim jednadZbama postupati kao s obi&nim algebarskim jedna-
dZbama. Kasnije su T.J. Bromwich i K.W.Wagner primjenom
linearne integralne transformacije, koju je stotinjak godina
prije njih razradio P.S.Laplace, dokazali matematiéku osnova-

nost operatorskog raduna.

Danas se taj postupak pod nazivom Laplaceova transformacija
uspje$no primjenjuje za rje$avanje obi&nih diferencijalnih
jednadZbi. Uobifajilo se da se rjeavanje diferencijalnih
jednadZbi s Laplaceovim operatorom naziva rjeSavanje u

dongem podru&ju ili Laplaceovom podrudju za razliku od gornjeg

ili wvremenskog podrudja.



Primjenom Laplaceove transformacije uz nulte poletne uvjete
jednadZba (3.5) dobija oblik:

n n-1

s yls) +a s y(s) + oo + a; yl(s)
= @ s™ uls) + + e, uls) | (3.6)
’m+1 L S - . C.‘l .
5 1 g B
n n=1 _ m
(s + a, s e al) y(s) (cm+l s +
+ ... + cl} ul(s) (3.7)
a odatle
m m-1
e 8 + c_ s SRR S
u(s) n n-1
s + a_ s + + a, 8 + ay

Izraz (3.8) predstavlja op¢éi oblik matemati&kog modela sustava
n-tog reda u obliku prijenosne funkecije, koja je definirana
kao odnos Laplaceove transformacije izlaza i Laplaceove trans-

formacije ulaza uz nulte pocetne uvjete.

Vrijedno je odmah obratiti paZnju na neke bitne osobine prije-
nosne funkcije. U prvom redu, za realne fizidke sustave poli-
nom u nazivniku je uvijek viSeg reda od polinoma u brojniku,
pa stoga prijenosna funkcija uvijek ima oblik razlomljene

ractionalne funkectije.

Nadalje, prijenosna funkcija sadrZava sve informacije o sustavu
kao i izvorna diferencijalna jednadZba, pa je stoga uvijek mo-
guéa transformacija kako iz gornjeg u donje podrucje, tako i
obrnuto. Osim toga, prijenosna funkcija ovisi samo o sustavu,

a ne o ulazu. Ona je definirana kao odnos izlaza i ulaza i
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stoga sadrZava punu informaciju o tome kako sustav djeluje na
bilo koji ulaz transformirajucdi ga u odgovarajuéi izlaz.

Faktoriziranjem brojnika i nazivnika prijenosna funkcija po-
prima oblik:

j=m
(6 + ny)(e +mn,) ... (s + n) '21 (s + nj)
Gls) = epyr = °m+1 ]1=n
(s + py)(s +py) .o (s +p) 1 (o + py)
k=1
B Kﬂ?é?) ; (3.9)
m
gdje je B(s) = N (8 + n.)
L J
J=1
n
N(s) = 1 (s + pk)
=1
k= Cm+1

Korijeni brojnika nazivaju se nule, a korijeni nazivnika nazi-
vaju se polovi prijenosne funkcije. Prema primijenjenim ozna-
kama izlazi da u opéem slu¢aju prijenosna funkcija ima m nula
i n polova.

Na temelju ué¢injenih razmatranja jednadZba (3.3) u donjem ili
Laplaceovom podrud¢iju glasi:
R, + R

(JL s + —l—ﬁ—mg) y(s) = u(s) (3.10)

2 2

a u obliku prijenosne funkcije:
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E(S} Rz Rz/L
uis) = G(s) = Ls + (Rl + Rz} = Rl T R2 (3.11)
g + .

3.4, BLOKOVSKI PRIKAZ

Nakon uvodjenja prijenosne funkcije namede se misao da se sus-
tav mo¥e prikazati i grafi&ki, nekim simbolom koji se sastoji

od ulazne informacije, sustava koji djeluje na ulaznu informa-
ciju i kona&no od izlazne informacije. Realizacija takvog pri-

kaza navedena je na Sl. 3.2.

uls) y(s)

i Gls) "

Sl. 3.2, Blokovski prikaz sustava

Da bi se sustavi mogli slagati u sloZenije cjeline potrebno

je postaviti simbol za radvanje i simbol za zbrajanje signala.

Y
a) u N u =19y, =Y,
2
u2
b) S y y = u, T ou,
w\_J

S51. 3.3. a) Simbol za radvanje,
b) simbol za zbrajanje signala
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U sludaju radvanja svaki pojedini izlazni signal jednak je
ulaznom signalu. U slu&aju zbrajanja izlazni signal iz zbra-
jala (sumatora ili komparatora) jednak je zbroju (ili razlici)

ulaznih signala.

Dva ili viSe blokova mogu se vezati serijski ili paralelno.
U sludaju serijskog spoja ukupni prijenos je jednak umnosku
prijenosa pojedinih blokova.

_yle) _ " - o
G(s) = %TET = G, (8) « Gy(e) ... G_(s) = igl G, (s) (3:12)
u y
— Gy — Gy — Gn -

Sl. 3.4. Serijski spoj blokova

U slucdaju paralelnog spoja ukupni prijenos je jednak zbroju
prijenosa pojedinih blokova:

_yls) _ o v
G(s) = %TET =Gy (8) + ... +G_(s) = i£1 Gy (3) (3.13)
G
(s) :J (s)
uis S
il GZ + ) Yy
i+

Sl. 3.5. Paralelni spoj blokova
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U blokovskom prikazu informacijski signal ide samo u jednom
smjeru, kako je to prikazano na slikama 3.2, do 3.5. tj.
nema protudjelovanja idudeg bloka na prethodni. O tome treba
voditi raduna pri modeliranju fizic¢kih sustava, jer ako iz-
medju dvije cjeline jednog dinamidkog sustava postoji protu-
djelovanje, onda ih se ne moZe prikazati kao dva odvojena
bloka, a ako se to Zeli u¢initi, prethodno ih je nuZno od-
vojiti tzv. razdvojnim pojadalom. To pojaalo ima osobinu da

sprijetava medjusobno protudjelovanje.

111 + UI
—= 61 | o, —161/6; :
= W
2.1 6, : °2
a] U2 +
"
b G] l'_"'"_"'Y1 u
u —= Gy
- G2 Y b) Gz/G] ===
s b
i u G
<:> —_— Y
1 ¥ GH
H c)

S1. 3.6. Identidnosti blokovskih prikaza

Na Sl1. 3.6. prikazane su tri karakteristidne identi€nosti
blokovskih prikaza, promatrane s glediSta izlazno-ulaznih
odnosa. Dokazi identi&nosti pod a i b su ofiti, pa se u

njih nedemo upudtati, nego femo samo izvuéi zakljuéak.
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Iz identiénosfi pod a , gledano s lijeva na desno proizlazi
da se zbrojiSte pomife u protivnom smjeru od smjera toka
informacije, tako da se blok u pomaknutoj grani podijeli s
blokom preko kojeg je pomak izvrSen; gledano s desna na lijevo
proizlazi da se zbrojidte pomide u smjeru toka informaciije,
tako da se blok pomaknute grane pomnoZi s blokom preko kojeg
je pomak izvrSen. Iz identi&nosti pod b , gledano s lijeva

na desno proizlazi da se blok pomaknute grane podijeli s blo-
kom preko kojeg je pomak izvrSen; gledano s desna na lijevo
proizlazi da se ¢voriste pomife u protivnom smjeru od toka
informacije, tako da se blok pomaknute grane pomnoZ*i s blokom
preko kojeg je pomak izvr3en.

Identidnost pod c se bitno razlikuje od prethodnih, jer lijevi
blokovski prikaz sadrZi zatvorenu informacijsku petlju. Prema

oznakama na lijevom bloku moZemo postaviti relacije:

e = u x yH

y = e@G

UvrStenjem e¢ iz druge jednadZ?be u prvu dobije se

4 = u oy
a odatle sredjenjem
_ G
%_ 1 :F_. GH (3.14}

¢ime je postavljena identi&nost dokaza.

Za ilustraciju opisane blokovske algebre razmotrimo sustav
na Sl. 3.7.a . Zadatak je da se primjenom blokovske algebre

nadju prijenosne funkcije ﬁﬁ i ﬁL
1 2



=T

Pomaknimo najprije zbrojisSte grane Hl u smjeru toka informa-
cije preko bloka Gl. U tom slu¢aju mnoZimo granu H, s preskote-
nim blokom GI' Zbrojiste grane H2 pomaknimo protivno toku in-

formacije preko bloka G U tom sludaju dijelimo granu Hy s

preskodenim blokom Gl' ;ezultat ué¢injenih transformacija je
prikazan na Sl. 3.7.b . Kao iduéi korak mogu se paralelne gra-
ne Hz/Gl i jedinic¢na grana 1 + (Hj/Gll' a potom pobudu u,
pomaknuti na zajednicdko zbrojiste u;. Ovaj potonji pomak &i-
nimo protivno toku informacije, pa stoga pobudu U, dijelimo s
preskoéeném blokovima Gye Ga i Gg, gdje je

2

Gy = T ¥, T, 6, kako je prikazano na Sl. 3.7.c

Idué¢i korak moZe biti da se svi blokovi unaprijedne grane spoje
u jedan, kako je prikazano na Sl. 3.7.d , te konadno primjenom
principa superporictje, koji kaZe da je u linearnim sustavima
zbroj odziva jednak odzivu zbroja, dobije se prijenos ﬁL na

Sl., 3.7.e i prijenos ﬁL na Si, 3.7.£ . )

2
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Yy

Hj
us
- +
G G3 Gy, z
Hy
d)
Ha/Gy
u
V2
" y
=G| : G2 J & G3 Gz. -
Hy HG,
b)
)2
1/Gy Ggq G,y
Yy Uy
Gy, — > GyGq G3 Gy
1+ (H2/Gy)
c) d)
uy Gy G, G3 Gy, y

Sil. 3.7.

e)
Y21 Y 1+ GGy H
= Uy G‘ 62 G3

f)

Blokovsko rjedenje izlazno-ulazne ovisnosti




5.5, MODELIRANJE S PRIJENOSNOM FUNKCIJOM
Na temelju uc¢injenih razmatranja sada ved¢ moZemo pristupiti
modeliranju sloZenijih sustava. Izaberimo za podetak Zstosmjer-

ni servomotor upravijen strujom magnetiziranja,kojeq -je shema

prikazana na S1. 3.8.

Rm Ra la

S—,
[ {2
i D
Eé
0
S, 3.8, Istosmjerni servomotor upravljen strujom
magnetiziranja

7 O
N

Nas zanima ovisnost kuta izlazne osovine 0(¢) o naponu napaja-
nja e(ft), pa stoga traZimo prijenosnu funkciju kao odnos 0(s)
i e(s)., Na temelju II Kirchoffovog zakona jednadZba za ulaznu

petliju glasi:

dim{t)

Ogranic¢imo li se na linearni dio krivulje magnetiziranja
(sl. 3.9), za ovisnost magnetskog toka ¢ o struji magnetizi-

ranja im vrijedi relacija

(3:16)



s Vi

5l. 3.9. Krivulja magnetiziranja feromagnetske tvari

gdje je k, faktor .proporcionalnosti, a na grafitkom prikazu

1
predstavlja nagib krivulje magnetiziranja. Magnetski tok ¢
i struja armature Ia proizvode zakretni moment Fp na osovini

motora:

r, = Ky ¢ I, ©(3.17)

gdije je Ky konstrukcijski faktor motora, koji ovisi prvenstveno
o broju polova i broju zavoja. UvrStenjem jednadZbe (3.16) u
(3.17) dobije se proizvedeni zakretni moment:

rp(t) =~Kl Ky I, ° im = KY° im (3.18)

Proizvedeni zakretni moment I'_ treba savladati moment uslijed

inercije JB, moment uslijed frikcije DO i opteretni moment
r(t): '
. ; d2® do :
KY T, = 525 + 0 97 * r(t) (3.19)

gdje je © kut zakreta izlazne osovine. Primjenom Laplaceove
transformacije na jednadZbu (3.15) i (3.19),uz nulte podetne
uvjete, dobijemo sustav diferencijalnih jednadZbi u donjem

podruciju -
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e(s)

=
=
o
+
o
B\-’
o,
]

(3.20)

- K i+ (Js + Ds) ©

- T (s)

U jednadZbama (3.20) e(s) je pobuda, a T'(s) je poremecdaj. Budu-
¢éi da smo se ogranic¢ili na linearni dio krivulje magnetiziranija,
i da je stoga na$ sustav linearan, moZemo se pri rjeSavanju
jednad?bi (3.20) posluZiti principom superpozicije. Na temelju
tog principa rjeSavamo sustav posebno za pobudu, kao da nema
poremecdaja, a posebno za poremedaj, kao da nema pobude. Potra-
Zimo najprije prijenosnu funkciju kao odnos izlaznog kuta ©
i-—pobudnog napona e(s), uz nulti opteretni moment I'. Primjenom

Cramerovog pravila na sustav jednadzbi (3.20) dobije se:

X
D X - 7L
Q(s) _ 12 _ Y w n (3.21)
ele) D " ;.2 L payLs +R) als + 2 (s + o m )
) s s . o = T :
ili:
K
O(s) _ Y

JL 87 + (L D + R J) 8° + DR s
m m m m

Inverznom Laplaceovom transformacijom dobije se opis u gornjem

podrudiju:

JLm O(t) + (LmD+ RmJ) e(t) + DRm o(t) = KY e(t) (3+23)

a direktno iz (3.21) blokovski prikaz na S1. 3.10.



Ky
els) JLlm B(s)
. R bl
s(s»-—D—)(s+ m]
J m

S1. 3.10. Blokovski prikaz istosmjernog servomotora
napajanog strujom magnetiziranja

Uz zanemarenje opteretnog momenta jednadZba (3.15), (3.19) i
(3.18) u donjem podruéju glase:

(sLm + Rm) im{S) = e(s)
(72 + Ds) O(s) = () (3.24)
ro(e) =K igls)

Za svaku pojedinu od ovih jednadZbi moZe se nacrtati blokovski
prikaz kako je udinjeno na Sl. 3.1l.a . Spoje li se dobijeni
blokovi u seriju, vodeéi raduna o ulazno-izlaznim varijablama,
dobije se blokovski prikaz na Sl. 3.11l.b , koji primjenom
blokovske algebre prelazi u blokovski prikaz na S1l. 3.10. do-

bijen iz sustava jednadZbi (3.20).



e 1 im ) 1 0O im " Mp
Lms+Rm Js24Ds '
a)
e 1 I'm Pp 1 e
R S— L Ky L S
Lms+Rm Js2.+ Ds
b)

Sl. 3,11, Blokovski izvod prijenosne funkeije istosmjernog
servomotora upravljanog strujom magnetiziranja

Za iduéi primjer uzmimo istosmjerni servomotor upravlijan

strujom armature, koji je shematski prikazan na S1l. 3.12.

ia  Ra La
° { } 4110 g
. 7/
|—'—10
elt) Im =konst I J
===
r 17

: Z

Sl. 3.12. Istosmjerni servomotor upravljen strujom armature

ZakoCi 1li se motor i izmjeri njegova impedancija, moZe se usta-
noviti da se ona sastoji od otpora R serijski vezanog s para-
lelnom kombinacijom induktiviteta La i otpora Rz. Pusti 1li se
da se motor Okreée,‘moﬁe se ustanoviti pojava elektromotorne

sile (EMS) ec(t} suprotno polarizirane naponu koji je okretanije



proizveo., Na temelju toga zakljudujemo da ulazni krug motora
izgleda kao na Sl1. 3.13.

La
—N—
Ra
o I
| HESESE |
—{
elt) R, fectt)

Sl. 3.13. Ulaznt krug elektridkog servomotora upravljanog
strujom armature

Otpor Ra je ohmski otpor namotaja armature, La je induktivitet
namotaja armature, a RL je omski otpor izazvan gubicima mag-

netskog kruga. Buduci da je otpor R. oko 5 - 10 puta veéi od

L
otpora Ra’ u proradunima se RL mo¥%e zanemariti, 3to je i udi-
njeno na Sl. 3.12. 5to se tide EMS e.r Ona nastaje kad voditi

armature presijecaju silnice konstantnog magnetskog polja.

Uz zanemarenje otpora R_ ulazna elektridka jednadZba motora

L
prema drugom Kirchoffovom zakonu, glasi:

dz
= a y
elt) = L, A TRl + e (t) (3.25)

Interno proizvedena EMS ec(t) je proporcionalna kutnoj brzini g:

ec(t) = K, w (3.26)

gdje je Ky elektricka konstanta motora. Uz konstantni magnetski

tok motora, struja armature proizvodi zakretni moment:

r =K < (3.21)



gdje je K, - magnetska konstanta motora. Vrijedno je imati na
umu da u Medjunarodnom sustavu jedinica (MSJ) numeridke vrijed-

nosti Ke i KY izlaze jednake.

Proizvedeni zakretni moment Tp savladava opterecenije uslijed

inercije, frikcije i vanjski opteretni moment I'(¢):

K 12 =dJd —= + D =— + T(t) (3.28)

gdje je O kut zakreta izlazne osovine. Ograni¢imo li se i ovdje
na promatranje odnosa izlaznog kuta i ulaznog napona, primjenom
principa superpozicije moZemo zanemariti opteretni moment I (%),

pa jednadzba (3.28) glasi:
. de
K (A = ¢J — + D E (3.29)

Primjenom Laplaceove transformacije na jednadZbe (3.25), (3.26),
(3.27) i (3.29) dcobiju se jednadZbe:

(sLa + Ra) ia{s) = ¢(s) - ects)
ec{s] = Kes O(s)
(3.20)
Fp[s) = KY ia(s)

rote) = (78 + De) O(a)
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1 [ e e
E 5 Ke ————ji
Las +Rg
a) b)
Tp 1 e ia p
ESE— K -
Js2+bs ¥
c) d)
e N\ 1 ia Ky r 1 e
* Las+Rgq Js2.4Ds
ec Loy
sKe
e)
Ky
(Js2+Ds) (Lgs + Rq)
SKe
f)
Ky 8
-

Sl. 3.14. Blokovski izvod prijer...ne funkeije istosmjernog

JLgs3 +(LgD+RgJ)s2 +(RqD +KeKy)s

g)

servomotora upravljanog strujom armature
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Na Sl. 3.14. pokazano je kako se blokovskim pristupom moZe
doéi to traZenog odnosa izlaznog kuta i ulaznog napona. Naj=-
prije su na slikama 3.14.a do d prikazani blokovi svakog
pojedinog podsustava. Zatim su na S1l. 3.14.e spojeni svi pod-
sustavi u jednu cjelinu,vode¢i raduna o ulazno-izlaznim vari-
jablama. Na Sl. 3.14.f sjedinjeni su blokovi unaprijedne gra-
ne, a povratna grana je ostala samostalna, i kona&no na

Sl. 3.14.g , primjenom identidnosti ¢ na Sl1l. 3.6., sjedinjena
je unaprijedna i povratna grana u jedinstveni blok, s izlazom

0 i ulazom e.

Iz prethodnih razmatranja i prikazanih primjera proizlazi za-
kljucak da se matemati¢ki model u obliku prijenosne funkcije,
ili blokovski prikaz koji predstavlja odnos izlazne i ulazne
varijable, moZe vrlo uspjedno pfimjenjivati ako nam nije potre-
bna informacija o ponaSanju ostalih varijabli. Ako nas zanima
i ponadanje ostalih varijabli, onda se moramo posluZiti mate-

matic¢kim modelom varijabli stanja.

5.6, KONVENCIONALNE POBUDNE FUNKCIJE ZA ISTRAZIVANJE
PONASANJA SUSTAVA

PonaSanje dinamidkog sustava sadrZano je u njegovu matematidkom
modelu, a eksplicite je dano odzivom na odredjenu pobudu. Budu-
éi da ponaSanje sustava ne ovisi o pobudi, logiéno je zakljuci-
ti da odziv na bilo koju pobudu sadrZi punu informaciju o po-
naSanju sustava. Za matematic¢ku obradbu, medjutim, nije sve-
jedno kakav je matematidki izraz pobude, jer to moZe znatno
utjecati na teZinu problema. I u eksperimentalnoj obradbi

treba voditi ra&una o pobudnoj funkciji, radi moguénosti njenog
generiranja. S druge strane poZeljno je da se odziv moZe Sto
lak3e interpretirati tj. da se iz njega na Sto jednostavniji
nadin moZ¥e dobiti 3to viSe relevantnih podataka o ponaSanju

sustava.
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Pokazalo se da vecinu postavljenih zahtjeva zadovoljavaju:

- sinusna funkcija

- odsko¢na funkcija

- uzlazna pravcasta funkcija
- paraboliéna funkcija i

- impulsna funkcija .

Odziv svake od navedenih funkcija daje punu informaciju o pona-
Sanju sustava. Pokazalo se, medjutim, da u odredijenim okolnosti-
ma pojedine funkcije mogu imati odredjenu prednost pred osta-

lima.

Sinusna funkeija je zadana relacijom:
F(t) = A4 sin (wt + ¢) (3.3%)

gdje je w = 2 IIf, a f je frekvencija u Hz. U jednad¥bi (3.31) se
pretpostavlja da je t = 0 bilo davno u proflosti tj. da je u
trenutku promatranja ¢ >> 0, i da su stoga proZle sve prijelazne

pojave te da se funkcija nalazi u ustaljenom stanju.

§f(t)

|
A r ﬁ\\\\rr
- ()t

2T

Sl. 3.15. Sinusna funkeija

Sinusna funkcija se relativno lako moZe generirati, pa je

stoga vrlo prikladna za eksperimentalna istraZivanija.
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Odskodna 11t Heavisideova funkeija do vremena t < 0 ima vrijed-
nost nula. U vremenu t = 0 skokovito poprima konadénu vrijednost
i na toj vrijednosti ostaje za sve ¢t > 0. Ako je kona&na vri-
jednost jedinica, funkcija se naziva jedinidan odskodna funk-

eitja i obiljeZava se sa u(t), a analitidki opis glasi:

0 za t <0
u(t) = ; (3.32)
1 za t z 0
 £(t)
ult)

St., 3.18. dJedinidna odskodna funkeija

Idealnu odskoénu funkciju je nemogude ostvariti s realnim sus-
tavima, zbog svuda prisutnih spremnika energije koji se protive
skokovitoj promjeni stanja. Za inZenjersku praksu, medjutim,

to i nije bitno. Dovoljno je da vremenska konstanta odsko&ne
funkcije bude bar deset puta manja od vremenske konstante
ispitivanog sustava, a to se u najvedem broju sluajeva moZe

postici.

Uzlasna pravdasta funkeija do vremena t < 0 ima vrijednost nula.
U vremenu t = 0 po¢inije jednoli¢no rasti, i tako raste za sve

t > 0. Ako je tanagens nagiba pravca jedinica, funkcija se na-
ziva jedinidna uzlazna pravdasta funkeija, a njen analitidki

izraz glasi:



0 =za t <0

F(ty = 0 (3.33)
t za t

| f(t)

Sl., 3.17. Jedinidna uzlaznapravdasta funkeija

Parabolidna funkeija do vremena t < 0 ima vrijednost nula, a
u vremenu ¢t = 0 podinje kvadratiéno rasti, i tako raste za
sve t > 0. Njen analitidki izraz glasi:

f(e) = (3.34)

) f(t)

S1. 3.18. Parabolidna funkcija

Pa¥ljivim motrenjem izraza za odsko&nu, uzlazna i paraboli&nu
funkciju lako se moZe uoditi sli€nost s pojedinim ¢lanovima
polinoma:



+ a.t + «a ﬁz + ... (3.35)

Prvi ¢lan polinoma (3.35) odgovara odskoénoj funkciji, odrugi
¢lan polinoma odgovara uzlaznoj funkciji, a tredi ¢&lan odgovara
pardboli¢énoj funkciji. Nadalje, uzlazna pravcasta funkcija je

u stvari derivacija paraboliéne funkcije:
da f a{t}
fuz(t) = ——~§?—w~ (3.36)

a odskoéna funkcija je derivacija uzlazne pravcaste funkcije:

()

vz
at

af

wu(t) (3.37)

Razmisljajudéi tim slijedom dolazi se do funkcije koja je deri-

vacija odskoéne funkcije:

_d ul(t)
S(t) = T (3.38)

a naziva se impulsna, Diracova i1li delta funkeija. Njen anali-

ti¢ki izraz glasi:

za £ = B (3.39)

I
8

f(t) = s(t)



) f(t)

Q|-

a

Sl., 3.19. Jedan od mogudih prikaza impulsne
funkeije; a ~ 0

Jedan od moguéih prikaza impulsne funkcije, koji se u inZenjers-
koj praksi &esto primjenjujes, naveden je na Sl. 3.19., a njen

analitidki izraz u tom sluaju glasi:

F(E) = §(¢) = lim % |u(E) - u(t - a) | (3. 40)
a
a+0
Integriranjem impulsne funkcije od - € do € uz € + 0 dobije se

obuhvadena povr§ina:

€ € €
I s(t) dt = J d u(t) = u(t) J =1-0=1 (3.41)
-€ - -€

$to odgovara‘ i prikazu na Sl. 3.19., jer je u tom sludaju po-
vr8ina obuhvadena krivuljom takodjer jednaka jedinici.

Veé smo spomenuli tehni&ke potedkofe oko generiranja odsko&ne
funkcije, a pote3kode za § funkciju su mnogo vede, jer se radi

o uzastopnom generiranju pozitivne i negativne odskocéne fun-
kcije, a uz to i vrijeme uzastopnosti teZi k nuli. Ipak se ova
funkcija vrlo mnogo primjenjuje u inZenjerskim postupcima, zbog
pogodnosti koju pruZa u matematic¢koj obradbi. U eksperimentalnom
radu uspjeSno se nadomjeSta pulsom konaCne visine i vrlo malog
trajanja. Tako se u mehanickim sustavima moZe nadomjestiti snaZ-
nim udarcem malim ¢ekicdem po objektu kojeg je masa barem deset
puta veca od mase Sekifa. U elektri&kim sustavima to moZe biti
puls kojeg trajanje nije vede od jedne desetine najmanje vre-

menske konstante sustava.
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3.7, ZAKLJUCAK

Da bi se moglo uspjeSno provesti modeliranje dinamidkih susta-
va, potrebno je prije svega poznavati zakonitosti funkcioni-
ranja objekta modeliranja. Do njih se moZe dodéi teorijskim
razmatranjem ili prakti¢kim mjerenjem. Te zakonitosti su
temelji za postavljanje izlazno-ulazne diferencijalne jed-
nadzbe. Primjenom Laplaceove transformacije, odnosno prijela-
zom u donje ili Laplaceovo podru&je, mogude je uz nulte podet-
ne uvjete izvesti prijenosnu funkciju i za rjeSavanje problema
koristiti blokovsku algebru. Raki lakS$eg rafunanja i mjerenja
te tumacenja i usporedjivanja rezultata, za pobudjivanije sus-
tava u cilju istrazivanja izlazno-ulaznih ovisnosti primjenij-

ju se konvencionalne pobudne funkcije.
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4, OPIS SUSTAVA S VARIJABLAMA STANJA

4,1, uvop

Prijenosna funkcija i opis s varijablama stanja dva su razli&ita
na¢ina matematidkog modeliranja dinami&kih sustava. Na prvi pog-
led bi se moglo pomisliti da se radi o rjeZavanju istog problema
na dva razli¢ita nac¢ina, pa bi odatle bilo logi&no da se ocijeni
koji je od tih dvaju nadina bolji. Medjutim, pa¥ljivim uvidom se
otkriva da, ¢ak i ako se radi o istom objektu, ne radi se i o is-
tom problemu. Prijenosna funkcija daje podatak o odnosu neke od
varijabli sustava, koju nazivamo izlaznom varijablom ili odzivom,
i neke druge varijable sustava koju nazivamo ulaznom varijablom
ili pobudom, i to uz nulte poletne uvjete. Opis s varijablama
stanja daje podatak o ponaSanju cjelokupnog skupa varijabli koje
odredjuju stanje sustava.

S inZenjerskog gledista ta dva nadina rjeSavaju dva razlidita
problema: prijenosna funkcija daje odnos dviju varijabli uz nulte
podetne uvjete, ne vodedi raduna o ostalim odnosima unutar sus-
tava, a opis s varijablama stanja daje podatak o ponaZanju &ita-
vog skupa minimalnog broja varijabli kojima je sustav odredjen,

pa stoga i o njihovim medjusobnim odnosima uz zadane poletne uv-
jete. Izlazno-ulazni model, ili kako se jo$ naziva prijenosna fun-
kcija, relativno je jednostavniji i zahtijeva manje vremena za ob-
radbu, 8to je i za ofekivati, jer kao 3to je veé kazano, svaki od
njih je bolji u svom podrudju primjene. Tu &injenicu se ne smije
smetnuti s uma, pa ih s tim u vezi treba svrsishodno i primjenji-
vati.

Budu¢i da se uobidajilo opis s varijablama stanja izraZ%avati u
matri&nom obliku, uvodno femo, radi jednozna&nosti terminolo-

gije, saZeto navesti osnovne pojmove i definiciie matri¥ne algebre.
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h,?2, MATRICE

Matrica je pravokutni raspored elemenata poredanih u m vodo-
ravnih redaka i n okomitih stupaca, koji se pokoravaju zako-

nima matridne algebre. Matrica A je stoga:

“11 %12 - %p
A= laje] = lag ay, .. ay, (4.1.)
_?ml “m2 ... “mn h

U skrac¢enom, odnosno simboli&kom obliku matrice se oznacavaju
s A ili [aij], a ako se piSu svi elementi onda ih se stavlja u
uglate zagrade, prema rasporedu u jednadZbi (4.1.). Elementi
matrice se oznaCavaju malim slovom i dvostrukim subskriptom.
Za izracunavanje kona¢nog rezultata matrice treba pisati u
rasporedjenom obliku, $to je i razumljivo, jer simboli&ko pi-
sanje ne rjeSava problem, veé samo olak3ava postupak kojim se

dolazi do razultata.

Pod (4.2.) navedene su tri tipifne matrice iz kojih se vidi da
elementi matrice mogu biti realni ili kompleksni brojevi te

funkcije s vremenskom ili s frekvencijskom varijablom:

243 4[5 i 3 0 [a, ()]
0 6 xz(t) (4.2.)
. 1 s + 2
_9+j ?‘-‘ i .3_ progrs 4“ —$3(t)'
a) b) c)

Klasifikacija matrica vr$i se prema broju redaka i stupaca.
Matrica sa m redaka in stupaca naziva se pravokutna matri-
ca, m X n matrica, ili matrica reda m X n. Ako je m = n, tak-

va se matrica naziva kvadratidna matrica. BAko matrica ima m
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redaka, a samo jedan stupac, naziva se stup&ana matrica ili
stup&ani vektor, a ako ima samo jedan redak i n stupaca nazi-
va' se redna matrica ili redni vektor. Za razliku od pravokut-

ne matrice koja se oznacava velikim slovom i ima ¢lanove s dvos-
trukim subskriptom, vektori se oznadavaju malim slovom i imaju
¢lanove s jednostrukim subskriptom npr.:

x
X = x,| = stu (ml,xz Gaih mm) = [mi] (4.3.)
X
L m-
X = [ml Ty eee mn] = [mj] (4.4.)

Karakteristi&na matrica kojoj su svi mij=0 za sve 1#] naziva se

dijagonalna matrica, npr.:

7 0 0
é = 0 s+4 0 ’ {4-5-)
0 0 4

a dijagonalna matrica kojoj su svi dijagonalni ¢lanovi a,.=1 za

ij
sve i=j, naziva se jedinidna matrica ili matrica identidnosti,

Ovakva matrica obi&no se oznadava I, npr.:

1 o 0
I= |0 1 0 (4.6.)
0 o 1

Transponiranje matrice izvodi se medjusobnom zamjenom redaka i

stupaca, a ozna¢ava se superskriptom T, npr.:
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D29 223 “m1
T .
A" 7 1933 % % Ml
_?ln %2n *%mn

Tako se redna matrica moZe napisati kao transponirana stupéana
matrica, npr.:

(4.8.)

4,2,1, MATRICNA ALGEBRA

Jednakost izmedju dvije matrice moZe postojati samo ako su istog
reda, i ako su elementi matrice A jednaki odgovarajuéim elemen-

tima matrice B, tj.:

A = B samo i samo ako aij=bij za sve "i" i "3§" (4.9.)

Zbrojiti se mogu samo matrice istog reda. Matrica C predstavlja

n mamn

sumu matrica A i B samo ako su e,.=a,.+b.. za sve "i" i "j".
= = 1] 1] 1]

Matri¢no zbrajanje je komulativno A + B =B + A, i asocijativno
A+ (B+C)=(A+B) +C.

MnoZenje matrice skalarnom obavlja se tako da se svaki element

matrice pomnoZi sa skalarnom, npr. ako je:
C=haA (4.10.)

onda se C,.=ha,. za sve "i" i1 "j", tj.:
ij ij

Integracija © derivacija, kao i svi skalarni operatori poput
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Laplaceove transformacije, obavljaju se po istom principu, npr.:

£2 1 2¢ - 0
= ' ' (4.11.)

sin ¢ t cos t 1

4
at

UmnoZak matrica A B definiran je samo ako je broj stupaca matrice
A jednak broju redaka matrice B. Ako je taj uvjet ispunjen kaZe
se da su matrice konformne. Ako su matrice A i B konformne, um-
noZzak matrice A reda mxr i matrice B reda rrxn daje matricu C re-

da mx n kojoj su elementi:

b

C.,. =
1] k

l~>H

a5y (4,12,)

1 k3]

Vrijedno je zapaziti da je broj redaka matrice C jednak broju
redaka matrice A, a broj stupaca matrice C je jednak broju stu-

paca matrice B ,npr.:

gdje je npr. &lan

« b + a =9 4+ 30 + 2 = 41

Cyp = @11°8;5 12099 * ay3°bsg,

Iz zahtjeva konformnosti slijedi:
1. (kvadrati&na matrica)=x(kvadrati®na matrica)=(kvadratiéna matrica)
2. (redna matrica)x(kvadratidna matrica) = redna matrica

3. (kvadrati&na matrica)x(stuplana matrica) = tup¢ana matrica)

I

4, (redna matrica)x(stupfana matrica) (skalar)

5. (stupfana matrica)x(redna matrica) (kvadrati¢na matrica)
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"JoS$ treba imati na umu slijedefa svojstva matri&nog mnoZenja:

1. Matri¢no mnoZenje ne mora biti komutativno, tj. A B ne
" mora biti jednako B A, pa je stoga poloZaj multiplikanda i

multiplikatora u pravilu nezamjenljiv.

7 Matriéno mnoZenje je asocijativno, tj.:
A (BC) = (AB) C (4.13)
3. Matri¢no mnoZenje je distributivno s obzirom na zbrajanje, tj.:
A(B+C)=AB+AC 4.14)

4. Ako je matri&ni umnoZ%ak jednak nuli: A B = 0, to ne mora

znaditi da je bilo matrica A bilo matrica B jednaka nuli,

5. Ako je A B =A C , to ne mora znaCiti da je B = C

Inverzija matrice je po definiciji adjungat matrice podijeljen
s njenom determinantom. Da bi objasnili pojam adjungata matrice

prisjetimo se nekih elementarnih definicija matri&ne algebre.

Determinanta kvadrati¢ne matrice A n-tog reda jednozna&ni je
skalar koji je s matricom A povezan to¢no utvrdjenim nadinom
racunanja. Oznacava se det A 1ili stavljanjem &itavog matri&-

nog rasporeda u ravne zagrede. Ako je npr. zadana matrica:

njena determinanta ¢e biti:



Vrijednost determinante matrice drugog reda se dobije tako da

se ¢lan a;, pomnozi s a,, 1 od tog umnoSka odbije umnoZak
a12 asy - Prema tome 7je:
o %12
get B = ~ B3a Sap T Byy Gy
Sy %22

Kod matrica viSeg reda isti je postupak izra&unavanja determi-
nante, samo Sto viSe &lanova ulazi u radun. Npr. za matricu

tredeg reda izlazi:

T “13-
det | a,, @y, a,g | = ay) ayy azy toay, ayy ag;
+ a a a - d a a
a31 a32 a33 13 721 32 13 ©22 731

T @)y %gg %3 T A3y oy 3y

Ovaj postupak radunanja determinante naziva se Sarrusovo
pravilo,

Minor elementa aij je po definiciji determinanta matrice A

kojoj je prikriZen i-ti redak i j-ti stupac, npr.:



= O

@13 1) 213
deti B = | dgy @22 23
955 239 %33
a minor elementa a,, ili  |M ;]| Jest:
%22 @23
|M11| s (4.15)
@32 33

Kofa@tqr je po definiciji minor |Mijl pomnoZen s faktorom
(—1}l+3. Oznac¢ava se malim gr&kim slovom aij' a naziva se
oznadenti minor, Osim Sarrusovim pravilom determinante se mogu
izradunavati i primjenom kofaktora. U tom sluc¢aju se izabere
jedan redak (ili stupac) matrice, a zatim se svaki ¢lan tog
retka pomnoZi s njegovim kofaktorom i sve se to zbroji. Ako se

izabere redak i, determinanta matrice A glasi:

o, i T ol ¢ 5

det A = a, o, 4+ a.; o,
— 12 in "in

11 ~alk i2

Za izracdunavanje determinante u pravilu se bira prvi redak.Me-
djutim, ako neki drugi redak ima nule, bira se onaj koji ih ima

najvise, jer su u radunu svi ¢lanovi s nulama jednaki nuli.

&
Ako je matrica skupa simultanih nehomogenih jednadZbi nesingu-

larna, tj. matrica kojoj je determinanta nenulta, nepoznanice
toga skupa se mogu rijeSiti s pomocéu Cramerovog pravila. Uzmi-

mo da je zadan skup simultanih nehomogenih algebarskih jednadZbi
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"AxX=b uz det A # 0

Ozna¢i 1i se s A, (i = 1,2,...,n) matrica dobijena zamjenom

stupca i s vektorom ' b, izraz za nepoznanicu Xy glasi:

det A,
=1

*1 T Fet A

Ovaj postupak je poznat pod nazivom Cramerovo pravilo. Radi
cjelovitosti izlaganja spomenimo da se drugi, opéenito poznati
nain rjeSavanja simultanih algebarskih jednadZbi pod imenom

metoda eliminacije &esto naziva i Gaussova eliminacijska metoda.

Kofaktorska matrica A , kof A , Je matrica kojoj su elementi
kofaktori matrice A, npr.:

A= a kof A = (4.16)

Adjungat matrice A je po definiciji transponirana kofaktorska
matrica A, npr.:

kof a1 kof a2l e kot a.
. _ T _
adj A = (kof A)" = kof a5 kof oo e kof am (4,17)
kof ayn kof Ao =oe kof an

Na temelju vec¢ postavljene definicije inverzija matrice A glasi:

1= 1

(4.18)
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Iz definicijske jednadZbe {4 18) proizlazi da inverziju moZe
imati samo nesingularna mitrica. Singularna matrica, tj. matri-

ca koja ima nultu determinantu, ne moZe imati inverziju.

Kvadrati¢na matrica énl je definirana kao inverzija kvadratiéne

matrice A ako je:

AT A=AA =1 (4.19)

Inverzija umnodka dviju nesingularnih matrica jednaka je obrnu-

tom umnosku inverzije matrica, tj.:

(AB) " =B A" (4.20)

Transpozictja umnodka dviju matrica jednaka je obrnutom umnoSku

transpozicije matrica, tj.:

(AB)" =B A (4.21)

I},3, VARIJUABLE STANJA

Pojam stanja se prvenstveno odnosi na fizidki svijet i u Sirem
smislu predstavlja ponaSanje fizi¢kih velid¢ina. Opi3u 1li se

odnosi i svojstva fizidkog svijeta matematic¢kim relacijama, po-
nasSanje fizi&kih velidina tj. nijihova stanja moZemo proudavati
na njihovim matematidkim modelima. Kod dinamic¢kih fizickih sus-

tava ti su modeli izra¥eni diferencijalnim jednadZbama.

S tim u vezi razmotrimo jednu diferencijalnu jednadZbu n-tog

reda.
n n-1 : m ;
da(f:} & @ d _.(f;) + o +oa, ylt) =c ,@___.L(El.+ R R )
. n n-1 1 m+1 m 1
at dt dt

(4.22)
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Poznato je da je za rjeSenje takve diferencijalne jednadibe

potrebno poznavati pobudu u vremenu ¢ 2 to i joS k tome n po-
getnih uvjeta. Za poletne uvjete se obi¢no uzimaju vrijednosti
odziva y i njegovih n = 1 derivacija u vremenu to' tj. y(to);
Bl6)s e @70 y(ey) s

Setnih uvjeta koji moZe biti upotrijebljen. Mogu se, naime, upo-

. Medjutim to nije i jedini skup po-

trijebiti i vrijednosti bilo kojeg skupa linearno necvisnih ne-
poznanica dinamickog sustava u vremenu to' £ wl(to)- ;

mz{to); I wn{to).

Za skup od n varijabli ml(t), s mn(t) kaZe se da je linearno

neovisan ako ne postoji ni jedan skup konstanti Qpr Onpeesl gy

osim nula, koji zadovoljava jednadZbu:

> ;
o ml(t) + o mz(t) R a xn(t) =0 =za sve t - t, (4.23)

1 2

Inade se za doticéni skup kaZe da je linearno ovisan.

Vrijednosti u vremenu to bilo kojeg skupa linearno neovisnih
varijabli dinami&kog sustava naziva se stanje sustava u vremenu
to. Preciznije redeno, stanje u vremenu to' sustava n-tog reda
opisano je skupom brojeva mo(t),..., mn(t) i pobudom u vremenu
t = tor §to je dovoljno da odredi ponaSanje sustava za sva

%
vremena t - to.

Drugim rijedima, stanje sustava predstavlja minimalnu koli&inu
informacija o sus?avu u vremenu to' dovoljnu da se odredi nje-
govo budude ponaSanje bez osvrtanja na pobudu prije toe Pozna-
vanje stanje je dovoljno da bi se mogla odrediti bilo koja

varijabla sustava.

Varijable xl(t), xz(t),..;, mn(t) nazivaju se varijable stanja,
a opéenito uzevsi to je bilo koji skup od n varijabli koje u
potpunosti opisuju ponaSanje sustava u bilo kom trenutku vre-

mena t. Za primjer navedimo sustav tredeg reda u kojem varijable
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y(t), #(t) i % (t) predstavlja varijable stanja. S druge stra-
ne, skup y(t), #(t) i y(t) + y(t) ne predstavlja varijable
stanja, jer skup nije linearno neovisan. Naime, treci ¢lan je

kombinacija prvih dvaju, pa stoga ne posjeduju novu inforamaciju.

odredjivanje ponaSanja sustava s razli¢itim skupovima varijabli
stanja moZe se usporediti s radunanjem fizi¢kih velicina s raz-
1i&itim jedinicama ili u razlic¢itim koordinatnim sustavima.

Tsto kao 5to se narav fizidke velidine ne mijenja bez obzira u
kojim je jedinicama ili u kom koordinatnom sustavu rac¢una, isto
tako ni narav dinamidkog sustava se ne mijenja, bez obzira kojim
je skupom varijabli stanja opisan. Za ilustraciju provodimo
izbor skupa varijabli koji odredjuje stanje istosmjernog servo-
motora upravljanog strujom magnetiziranja. Opis motora odredijen

je relacijom:
JL Bo(t) + (LD + RJ) OO + DR Go(t) = KY e (t)

Jedan od moguéih skupova varijabli stanja za ovaj sustav je
Go(t). én(t) i'§o(t). ovaj skup varijabli je matematicki do-
voljan da opiZe sustav u potpunosti, jer su sve tri varijable
linearno neovisne. Osim toga ovaj skup varijabli stanja ima
fizidko znadenje, jer Bo(t) predstavlja poloZaj, éo(t) pred-

stavlja brzinu, a.do(t) predstavlja ubrzanje sustava.

Uzmimo da zbog nekog razloga ovaj skup varijabli stanja nije
prihvatljiv i da stoga treba izabrati drugi. Uvidom u blokovski
prikaz na Sl. 4.1. otkrivamo druge tri varijable: Z(¢), r(¢) i
Oo(t), za koje pretpostavljamo da bi mogle posluziti za vari-
jable stanja. Da bi to bilo, one moraju prije svega biti linear-
no neovisne. U tom smislu treba provjeriti sve njihove eventual-

ne medjusobne veze. Iz prijasnjih razmatranja znamo da je

r(e) = k_ (%)
Y
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Sl. 4.1. Raaradba blokovskog prikaza istosmjernog servomotora
upravljanog strujom magnetiziranja

pa stoga jednadZba (4.23) moZe biti zadovoljena s oy = 0,

a, = 1 i Oy = = K , tako da izlazi

(#) 6,(¢) + (1) T(¢) - KY Z(t) = KY Z(t) = KY 2(t) = 0

Vidimo da se varijable T'(t) i 7 (¢) medjusobno iskliuduju jer
poznavanje jedne potpune odredjuje drugu. Taj skup varijabli,
stoga, nije linearno neovisan, pa prema tome ne moZe predstav-

ljati varijable stanja.

Druga moguénost je da krajnji desni blok na Sl. 4.l.a razdo-
jimo kako je pokazano na Sl. 4.1.b . U tom slucdaju dolazimo do
nove varijable éo(t}, koju moZemo ?zeti kao trec¢u varijablu
skupa. Za novi skup uzmimo Go(t), Oo{t) i 2(£). Provjerom se
moZe ustanoviti da je ovaj skup linearno neovisan, pa da stoga
moZe biti primijenjen kao skup varijabli stanja. Osim ovog,

linearno su nezavisni i skupovi:
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RN PR NI

= ;E)c-;(-t)_l,- 90{1&) + aé'ot“é)" C1T(t)  ili (%)
- 0, (¢), éo(t) + BL(t) i T (%) .

gdje su o i B proizvoljne'kohstante s pomocu kojih je mogude
postaviti beskonacan broj skupova varijabli stanija.

4,3.1. OPIS S VARIJABLAMA STANJA

Opis objekta s varijablama stanja izvodi se sa skupom od n
linearnih diferencijalnih jednadZbi prvog reda, koje se nazivajﬁ

Jjednadibe objekta. Te jednadZbe u opéem obliku glase:

&l(t) = a5, xl(t) + a, mz(t) +eeat a4 mn(t] + bl ul(t)
ﬁ2(t} = dq xl{t) + a,, mz(t) tooot a, mn(t) + b2 u(t)

(4.24)
1n(t} = a., xl(t} ba , a (£) +..=+ . mn(t) + bn u(t)

U sustavu jednad?bli (4.24) ima n varijabli xi(t), a nazivaju se
vartjable stanja. Za potpuni opis dinamic¢kog sustava, osim sus-
tava jednadZbi (4.24), potrebno je jog& poznavati i odzivni izraz,
koji u obliku linearne algebarske jednadZbe povezuje odziv s
varijablama stanja. U opcem obliku ta jednadzba glasi:

y(t) = cl-xl(t) + e mz(t) S ey wn(t) (4.25)

2
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Primjenom matri¢ne simbolike jednadZbe osnovnog sustava se
piSu u obliku

X(t) = A x(t) + b u(t) (A b)

Ovdje x(#) predstavlja n - dimenzijski vektor, a naziva se
vektor stanja. Elementi vektora stanja su varijable stanja,
koje u opéem obliku glase:

x(¢) = st [o)(8), zy(8), oo, ()] (4.26)

Vektor x(t) je derivacija vektora stanja, pa su stoga i nje-

govi elementi derivacije varijabli stanja, tako da je

£(£) = £ x(2)

é% st Erl(t), xzft),..., xn(t)] =

st [i’lft).r &72(t)r cre g 'i"n(t)]

Matrica A reda m'x n naziva se matrica objekta a u opéem obliku

glasi:

1>

I

2
[
—

2
3]
3]

Q

el L LT ————————
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Vektor b je n - dimenzijski vektor, a naziva se upravljadki

vektor, i u opcfem obliku glasi:

b = st (b, by, +-+ » by) (4.28)

Upravlja&ki vektor opisuje nac¢in na koji upravlijadka pobuda

u(t) djeluje na sustav.

Simbolidki oblik jednadZbe (A b) u razvijenom obliku glasi:

xl(t) a, Ayp vee a1n xl(t) bl
&2(t) = la Ay eee on xz(t) + b2 u(t) (A b)
L%n(t} a1 any v - wn(t) bn

Kada se obave sve matri&ne operacije na razvijenom obliku jed-
nad?be (A b) dobije se izvorni sustav jednadZbe (4.24). Odzivni

izraz se isto tako mo¥e izraziti u matri&nom obliku:

y(t) = ¢ x(t) (c)

Vektor ¢ je n - dimenzijski vektor i naziva se tzlazni vektor.

U razvijenom obliku jednadZba (c) poprima oblik:

_xl(t)_

y(t) = I:Gl ey oo Cn:] .'I:Z(f;) =

1

cl-xl(t) oy xplt) £ oaee + ooy x (¢) (c)
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koji je identi&an s izvornom jednadZbom (4.25). Ako se uzme: da

je y=x svi elementi ¢ osim ¢, poprimaju vrijednosti nula,

1*

a cl=1.

Matriéna simbolika je kako vidimo vrlo prikladna, jer omoguéuje

1

da se dinamidki sustav opiSe sa svega dvije jednadZbe

x(t) = A x(¢t) + b u(t) (A b)

y(t) = g? x(t) (c)

Ovakav kompaktni opis omoguduje proudavanje zakonitosti ponaSanja
dinami&kih sustava u razli&itim re¥imima rada, bez zadrZavanja na
nebitnim detaljima pojedinih specifiénih sluajeva. Medjutim,ako
nas zanima konkretna broj¢ana vrijednost, racunanje se mora pro-
vesti s izvornim jednadZbama (4.24.) i (4.25.), jer samo ti oblici

sadrZe konkretne podatke o razmatranom sludaju.

Matri¢ni prikaz varijabli stanja u frekvencijskom podru&ju se do-
bije Laplaceovom transformacijom jednad?bi (Ab) i (c). Rezultat

te tansformacije uz nulte poCetne uvjete glasi:

sx(s) = A x(s) + b ul(s) (4.29.)
T
y(s) = c” x(s) (4.30.)
Dijeljenjm jednad?be (4.29.) sa 8 dobije se jednad¥ba:

x(s) = é I [ax(s) +buls)], (4.31.)

koja pruZa osnovu za crtanje opdenitog blokovskog prikaza regula-
eijskog sustava s varijablama stanja (S1.4.2.). Siroke strelice
na slici predstavljaju vektore, a uske skalare.
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1>

Sl.4.2.0pceniti blokovski prikaz regulacijskog
sustava s varijablama stanja

Ako je zadan sustav odredjenog reda, kao npr. sustav drugog

reda:

% = x+ | (w1 oy=[e, 0] x

%21 %97 | 2

moZe se nacrtati elementarni blokovski prikasz sustava odredjenog
reda ili konkretnog sustava s varijablama stanija, kakav je za
sustav drugog reda prikazan na sl.4.3.

Za ilustraciju opisanog prikaza dinami&kog sustava s varijab-
lama stanja ponovno razmotrimo istosmjerni servomotor upravljan
strujom magnetiziranja. Zadatak je da se sustav prikaZe s dva

skupa varijabli stanja o ¢emu je prethodno bilo govora.

Podnimo sa skupom Oo(t), 0,(t) i Go(t) uz definicije:

ml{t) Go(t)

I

x5 (t) GO(t)

zq(¢) = 'éo(r,-) i

ul(t) e(t)
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Sl.4.3. Elementarni blokovski prikaz sustava drugog
reda s varijablama stanja

Primjenom ovih definicija opisna diferencijalna jednadZba sus-

tava glasi:

JL."EB(t) + (LD + RJ)m3(i‘.I) + DRmz(t) = KY u(t)
111z
DR LD + RJ

X
By(t) = =27 @, (t) - g @5 (t) + -J% u(t)

Ostale dvije jednadZbe proizlaze iz definicije ml(t) i to su:

élft) = :cztt) i :?:2(1&) =m3(t)
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Buduéi da je kut izlazne osovine izabran za varijablu stanja,

izlazni izraz glasi:

y(t) = 0_(t) = x (¢)

Na taj nadin su dobijene sve jednadZbe za izabrani skup varijabli
stanja i sada se moqu definirati matrica A i vektori b i c iz
jednadZbi (A b) i (c).

_ DR _(LD+RJ)

J L JL
- e
" o e
b=|o c =|o
K
o 0
% N

Na sl.4.4. nacrtan je elementarni blokovski prikaz za izabrani
skup varijabli stanja

Za drugi skup varijabli stanja uzimamo varijable Oo(t), Go(t)

i 2(¢t) uz definiciju:

wl(b) = Oo(ﬁ)
wzft} = Ho(t)
w3(t) = z(¢£) 1
ul(t) = el(t)
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1 F3=8=x [ 1 [x27@ X[y | X7y =8
s s s B
LD +«R3J

JL

DR

JL

Sl.4.4. Elementarni blokovski prikaz s varijablama stanja Gét),
6 (t) 1 0 _(t) <Zstosmjernog servomotora upravljanog
strujom magnetiziranja

ombinacijom prve i druge definicijske jednadZbe dobijemo jednu

ednadZbu sustava:
&y (t) = 2. (t)

stale dvije jednadZbe se mogu dobiti kombinacijom naponske

momentne jednadZbe sustava; one glase:

5 Q%%;L + R 2(t) = e(t)
2

d Bo(t) d@oft)
dt '

vritenjem definicijskih jednadZbi u naponsku i momentnu jedna-

Zbu dobije se:

L &3(t) + R m3(t) = u(t)

J :&2(1;} +D:c2(t) = T(¢t)
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A buduéi da je proizvedeni zakretni moment jednak umnofku momentne

konstante i struje magnetiziranja:
r(z) = KY 1 (t) = KY-x3{t):
momentna jednadZba se moZe pisati u obliku:

(t)

2

Jd &, (t) + Da'zit) = KY @4

Na taj nac¢in smo dobili tri jednadZbe koje u standardnom obliku

glase:

il(t) = mz(t)

K
By (t) = - % r, (8) + =L @ (8)
By(6) = = X o (8) + 3 u(t)

Izlazni izraz je kao i prije:

y(t) = =, (t)

Matrice A, b i ¢ sada glase:

0 1 0 0 1
A=]0 ~D/J K /I | v b= 0 ; c=1|0
0 0 -R/L 1/, 0

L d L g L

Vrijedno je zapaziti da je u ovom slufaju u usporedbi s matri-
cama prijasnjeg skupa varijabli stanja ostala nepromijenjena

samo matrica c¢; ali ni to nije opéenito pravilo.



Na Sl. 4.5. na kojoj je pod a) nacrtan elementarni blokovski
prikaz s varijablama stanja Go(t), éo(t) i 2(t), a pod b)
njegova pojednostavljena verzija, moZe se vidjeti da su vari-
jable stanja u pojednostavljenoj verziji ostale jasno oznadene.
U tome strogo treba voditi raduna pri pojednostavljivanju ele-
mentarnih blokovskih prikaza.

- - ir
L|=8’ -'1_ X3 -]_ xal Ei Xz ]_ Xz-x1!__l )"-X‘ll
il =1 | ' > | L° |
| | | |
| Rl [} | |
| L) | ] | |
O v ¥ I N
a)
. K :
u=-e ﬁ% k3=l _it X280 | 1 x) =80y
—_— - —_— -
5+% S + % s
b)

S1. 4.5. Blokovski prikaz s varijablama stanja 0,(t), O,(t) < Z(t)
istosmjernog servomotora upravljanog strujom magnetiziranja:
a) elementarni blokovski prikaz;
b) jedan od mogudih nadina pojednostavljenja elementarnog
blokovekog prikaza

4.3.2. ODNOS OPISA S PRIJENOSNOM FUNKCIJOM
I S VARIJADLAMA STANJA

Buduéi da opis s prijenosnom funkcijom i opis s varijablama
stanja, svaki na svoj nafin, opisuje dinamiku sustava, postavlja
se pitanje: kako od jednog modela prijec¢i na drugi? U nastavku
demo vidjeti kako se to radi, i pokazati da se prijelazom od
modela s varijablama stanja na prijenosnu funkciju dobije jedno-
znadno rjeSenje, a da prijelazom s prijenosne funkcije na model

s varijablama stanja rjeSenje ispada viSeznacno.
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Prijenosna funkcija objekta y(s)/u(s) izvodi se iz matri&nih
jednadZbi opisa s varijablama stanja u frekvencijskom podrudiju
uz nulte pocetne uvjete, koje glase:

s X(s8) = A x(s8) + b u(s) (4.32)

yls) = QT x(s) (4.33)

Prebaci 1i se ¢lan A x(s) u jednadZbi (4.32) na lijevu stranu

i sredi, dobije se:

(s I - A) x(3) =Db uls)

Matrica identi&nosti I u ovoj jednadZbi je uvedena radi odrZa-
vanja dimenzionalnosti. Ako se obje strane jednadZbe pomnoZe

s matricoms:

dobije se

- 51_1 b ul(sg) (4.34)

| %
o
1
o
I

§ =1 A . i
Matrica (s I - A) naziva se rezolventna matrica, a oznacava

se s ¢(s), tj.:

1

$(s) = (s I - A) (4.35)

Na temelju ove definicije jednadZba (4.34) postaje:

x(g) = ¢ (e) b uls) (4.36)
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Ako se x(8) iz jednadZbe (4,36) uvrsti u jednadZbu (4.33)
dobije se:

y(s) =c' ¢(s) b ul(s) (4.37)

a odatle dijeljenjem s u(s) dobije se prijenosna funkcija os-
novnog sustava:

y(s) _ GD(S) = ET $(s) b (4.38)

Budu¢€i da izraz za rezolventnu matricu glasi:

=7 adj (s I - A)
Q(S) = (S ._:E = &) = det (3 T = A)
izraz za Gp(s) postaje:
T g
¢ [adj (6 I -A)] Db
Gp(s) = det (s T = &) (4.39)

Brojnik i nazivnik jednadZbe (4.39) su skalarne vrijednosti,
a predstavljaju polinome po s ; pa se stoga jednadzba

(4.39) moZe pisati u obliku:

G (s) = —%—P—-— (4.40)

gdje je:

kK 3 (s) =c' |adj (s I -~ A)| b (4.41)



Np{s} = det (¢ I - A) (4.42)

Iz jednadZbe (4.42) proizlazi da vrijednosti s koje zadovolja-

vaju jednadZbu:

det (s I - A) = 0 (4.43)
zadovoljavaju i jednadZzbu:
N (g) =0
pa su to stoga polovi Gp(s). U matriénoj terminologiji ove se

vrijednosti nazivaju svojstvene vrijednosti matrice A, a jed-
nadZba (4.43) naziva se karakteristiéna jednadiba matrice A.
Odatle se vidi da svojstvene vrijednosti A odgovaraju polovima

funkcije Gn(s).

Za ilustraciju primjene jednadZbe (4.38) razmotrimo opis elek-
'triékoq servomotora upravljanog strujom magnetiziranja pomodéu
varijabli 0_(¢t), éoit) i 2(t), kojeg smo veé obradjivali.

Opis koji smo prije postavili glasi:

0 1 0 0
x(t) = |0 -B/y KY/y x(t) + 0 u(t)
0 0 ~R/L 1/L
grgy = [ 1 0 0] x(¢)

Matrica (s I - A) glasi:
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s -1 Q
(s I -2a) =10 s + (B/y) AT
0 0 s + (R/L)

a njena inverzija:

& g = ‘
s sls + (B/J)] s(Js + B)[s + (R/L)]
0(e) = s T -t =10 . Y
b2 = e = - s + (B/J) (Js + B)ls + (R/L)|
0 0 -
s + (R/L)
i "
Stoga je prijenosna funkcija odredjena izrazom
GP(SJ =
[1 1 = 0
g sls + (B/J) s(ds + B)[e + (R/L)]
— l C—
=|100[]]0 s ¥ (879 (7s + B) [s + (R/L)] °
0 0 % 1/L
s + (R/L)
X KY/JL

_ WV _
~ s(dJs + B) (Ls + R) B R
sls + Z)(s + )
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8to se slaZe s prije dobijenim rezultatom.

Postupak kojim se s poﬁoéu jcdnadZbe (4.38) iz opisa s varijabla-
ma stanja prelazi na prijenosnu funkciju je neposredan, ali zah-
tijeva mnogo vremena, posebno zbog inverzije matrice (s8I - A).
Stoga se taj postupak u pravilu primjenjuje kad su u pitanju
slozeni sustavi. Ako se radi o manje sloZenim sustavima, ekono-
mi¢nije je iz opisa s varijablama stanja nadiniti biokovski
prikaz, a iz blokovskog prikaza se potom neposrednim uvidom
dobije prijenosna funkcija kako je to u prijasnjim primjerima

i u€¢injeno.

Primjer: Istosmjerni servomotor upravljen strujom magnetiziranja

treba opisati s dva skupa varijabli stanja:

a) Oo(t) ' Go{t) i T (¢)

b) 0,(t) + 0 (t) + 0 () i ()

i pokazati da u oba sludaja izlazno-ulazna prijenosna funkcija

Yy(s8)/u(s) ostaje nepromijenjena.

RjeSenje:
a) [ o 1 0 [0 ]
X = 0 -R/J 1/J x + 0 u y = @
0 0 -R/L KY/L
i 4 2 d
b) [ -1 1 0 ] 01 |
X = R/JI—-1 1-B8/d KY/J x + 0 i 3 y = &y
0 0 R/L 1/L
L i L
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4.3.3. FAZNE VARIJABLE STANJE

Problem prijelaza s prijenosne funkcije na opis s varijébu
lama stanja znatno je sloZeniji, jer ije

rjeSenje viSeznaCno; naime, iz jedne prijenosne funkcije mo%e
se dobiti neogranifen broj opisa s varijablama stanja. U ciliju
Sto lakSeg savladavanja problematike, konvencionalno su se us-
talila dva standardna pristupa: jedan s faznim varigjablama, a
drugi s fizidkim varijablama. Pristup s faznim varijablama
vodi prvenstveno raduna o matematidkoj prikladnosti obradbe, a
pristup s fizickim varijablama o fizickom znadenju varijabli

stanja. Najprije ¢emo se upoznati s faznim varijablama stanja.

S

+ ansn"]‘.,...‘_a]

Sl. 4.6. Osnovni sustav s jedinidnim brogjnikom

Po definiciji, fazne varijable su poseban skup varijabli stanija
koji se sastoji od izlazne varijable i njenih n - 1 derivacija.
U cilju upoznavanja s ovim pristupom razmotrimo opis s faznim
varijablama sustava n-tog reda, kojeg je blokovski prikaz
nacrtan na S1. 4.6. Iz blokovskog prikaza se vidi da prijenos-

na funkcija glasi:

a ona predstavlja diferencijalnu jednadZbu n-tog reda:

n n-1
a®y) ,, d 18) g, oty BHIE)L & g oy mmle) 448
at” B gehml e '
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Da bi ovu jednadZbu izrazili s faznim varijablama, uzimamo

da je ml(t) = y(t), a odatle prema definiciji izlazi da je:
mz(t) = Hlt) = ilft)
13( ) ="y (%) rz{t)
RO ¢ it n-1 _ .
z (t) =d y () dt =&, (F)

UvrStenjem ovih definicijskih jednadZbi u jednadZbu (4.44)

dobije se:

bp(t) + a, e (£) + a4 xn_l(t) tooot a, z,(E) +oa
Osim toga imamo definiranu n - 1 jednadZbu:

k() = x, ()

wz(f} = xB(t}

B o_y(8) =z (¢)

i izlaznu jednadZbu koja glasi:

y(t) = xl(t)

1

xl(t)

= u(t)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

Ove jednadZbe imaju oblik varijabli stanja, kojih matrice A,

b i ¢ glase:



0 1 Q Q Q [ a [ 1 ]
0 0 1 0 0 0 0
A= | ——mmmmmmmm e + b= - ; c = -
0 0 0 0 1 0 0
-a -a ~Aqyeee—d -q 1 0
1 2 3 n-1 n
3 _ N A
(4.48)

Pogledajmo kako izgleda opis s faznim varijablama sustava tre-
¢eg reda s jedini&nim brojnikom, koji je zadan prijenosnom
funkcijom -

+ a, s +
2 a

Na temelju jednadZbe (4.45), (4.46) i (4.47) fazne varijable
tog sustava glase:
&I(t) = z,(t)
&, (t) = m3{t) (4.49)
&B(t) == a, xltt) - a, xz{t) - a, a3(t) + ul(t)

i izlazni izraz:

y(t) = z, (¢) (4.50)
Matrice A , b 1 ¢ stoga glase:
[0 1 Q] [0 ] EX
A= 0 0 1 i b = 0 g = 0 (4.51)
-a -a -a 1 0
1 2 3
L i L L
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Blokovski prikazi s varijablama stanja n-tog i tredeg reda
nacrtani su na Sl. 4.7.a i b . Pa%¥ljivim usporedjivanjem ovih
blokovskih prikaza, te opisa s prijenosnom funkcijom odnosno
diferencijalnom jednadZbom i opisa s faznim varijablama stanja,
dolazi se do zaklju&ka da bilo koji od ovih na&ina opisa moZe
biti odredjen iz drugog néposrednim uvidom. Ova osobina for-
malne jednoznaénosti postupka u kojem je svakom parametru u
matri¢nom opisu njegovo mjesto jednozna&no odredjeno, &ini

opis s faznim varijablama preglednim i stoga omogucuje lagani

prijelaz iz jednog nadina opisa u drugi.

u (::) 1 X 1 [ *n-1 X3 | 1 X2 j | ®y=y
+ —5— i —;_ - S 5 '

a
An An- Mo 1

a)

b)

Sl. 4.7. Blokovski prikaz s faznim varijablama:
a) osnovni sustav n-tog reda;
b) osnovni sustav tredeg reda

Ako se na blokovskom prikazu sa Sl1. 4.7.a ¢&vorisSta svih po-
vratnih grana premjeste na ¢&vorifte fazne varijable najviSeg
subskrinta, dobije se blokovski prikaz na Sl1. 4.8.a , a iz

njega alternatnivi blokovski prikazi za sustav n-tog reda na
Sl. 4.8.b , i za sustav trecdeg reda na Sl. 4.8.c . Prednost

se ovdje daje blokovskom prikazu na S1. 4.7.



a,_ a
an n-1 1
s <)
a)

u sh-1 n| 1 [*n-1 212 [*2 1 7 [ 5<Y
I - i ] i - -
sN .+ ansn‘]+ . a s s s
b)

u 52 x3_ 1 [ X | 1 [X=Y
s3+0352+025+01 s S
c)

S1. 4.8. Alternativni blokovski prikaz opisa ¢ faznim varijablama:
a) prijelazni blokovski prikaz;
b) sustav n—-tog reda;
¢) sustav tredeg reda

Sustav s jedinidnim brojnikom specifian je slu¢aj, a posluZio
nam je samo kao uvod u opéu problematiku. Da bi se moglo pri-
jeéi na opéi sludaj, postupak treba nadopuniti. Pokazat cemo
to na primjeru objekta tredeg reda s jednom nulom:
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Ako zapoénemo kao ranije kod sustava s jedini¢nim brojnikom, tj.:
xz. (t) = y(t) , mz(t) = y(t) 1 m3{t) ="y (t)
tada jednadZba (4.44) postaje:

i3(t} + oas x3(ﬁ) t a, mz(t) + a, xl(t) = c, ul(t) + ey u(t)

U ovakvom bi obliku prikaz s faznim varijablama na desnoj strani
sadrZavao &lan #(t), 8to nije u skladu s postavljenim oblikom

jednadZbe (A Db).

u 1 % y

- C25+CT I

s3+u352 +ays + Q4

Sl. 4.9. Prijelaszni blokovski prikaz za
savladavanje problema nula

%za rjeSenje ovog problema prijenosnu funkciju podijelimo na
dva dijela, kao je prikazano na Sl. 4.9. U tom sluaju prije-

nosnu funkciju moZemo pisati u obliku:

6 oy =@ Ty
P u(e) u(s) xl(s)
gdje je:
"cl(s) 1
w(s) 3
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y(s)  _
El--(-é-)——- 02 8 + Gl

Prijenosna funkcija mlts)/u(s) odgovara prijenosnoj funkciji
s jediniénim brojnikom, pa je stoga to ved napisana jednadZba
(4.49). Iz druge prijenosne funkcije proizlazi da je:

y(t) = e, iy (8) + e, x,(£) = c, mzft} toe, x,(£)

gdje je drugi izraz napisan koristeéi relaciiju il(t) = wz(t).
Na temelju toga potpuni opis s faznim varijablama za sustav

trecdeg reda s jednom nulom glasi:

o 1 0 [0 ]

X(t) = 0 0 1 x(t) + 0 u(t)
—a, ~a., —aq 1

y(&) = [ ey ey 0] x(8)

Usporedba ovog rezultata s opisom sustava s jedini&nim brojni-
kom, kao je prikazano jednadZbama (4.49) i (4.50), pokazuje da
je promjena nastala jedino u izlaznom izrazu. Buduéi da je
postupak za sve sustave identic¢an, mogu se, po analogiji, pos-
taviti matrice za op¢éi sludaj n-tog reda s m nula, gdje je

n > m, a glase:



[0 1 0 ... 0 Q | [0 ] "cl'
0 0 I 0 0 0 ¢y
£= ____________________________ 1 b: - ; E= -
0 0 0o . 0 1 0 cm+l
—al —a, —ag. '_an—l —an i ¢ 0
(4.52)

Ovaj oblik opisa s faznim varijablama poznat je pod nazivom

normalni oblik opisa s varijablama stanja.

Na S1. 4.10.a) prikazan je normalni oblik opisa s varijablama
stanja rustava n-tog reda, a na Sl. 4.10.b) normalni oblik
sustava tredeqg reda s jednom nulom. Vrijedno je zapaziti da

su svi koeficijenti karakteristic¢nog polinoma poredani u n-tom
retku matrice A po rastudem subskriptu, te da su svi elementi
matrice b jednaki nuli osim zadnjeg koji je jednak jedinici,

a da isti takav oblik ima i n - 1 redak matrice A.

7Zbog svoje prikladnosti za matematic¢ku obradbu i osobine da u
pravilu ne predstavljaju fizi¢ki dostupne varijable stanja,
fazne varijable se primjenjuju u obradbi matematidkih postupaka.
Kad obradba treba posluZiti za stvarnu izvedbu regulacije,

fazne varijable ne zadovoljavaju, jer, buducé¢i da nisu dostupne,
ne mogu se u regulaciji ni primjeniti. Tada u obzir dolaze

jedino fizicke varijable.



St.
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4.10.

“n | 1 |¥n- B3| 2
S S s
02 GT
VR
"~
a)
y
€2 €
s e N,
S 3 - S
‘_
03 C12 . 01
N~ \_/ +
b)

Blokovski prikaz normalnog oblika opisa -s
vartjablama stanja:

a) sustav n—tog reda;

b) sustav tredeg reda s jednom nulom
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4.3.4, FIZICKE VARIJABLE STANJA

Pristup matematifkom modeliranju s faznim varijablama se u sa-
moj osnovi razlikuje od pristupa s fizidkim varijablama. Kod
faznih varijabli dovoljno je slijediti definirana pravila ma-
temati¢kog postupka da bi se do$lo do korektnog matematickog
modela. Medjutim, kod fizi¢kih varijabli u stvari i nema pos-
tupka u smislu jednozna¢no definiranih pravila koja neposredno
vode do rezultata, veé postoje dva zahtjeva: da odabrani skup
varijabli bude linearno neovisan, i da bude fiziéki dostupan.
Za ostvarenje tih dvaju zahtjeva nije naZalost mogucde postaviti
pravila koja bi u svim sluc¢ajevima vodila do rezultata. Napro-
tiv, svaki sluZaj zahtijeva poseban tretman, pa je stoga nuzZno
potrebno fizic¢ko shvacdanje objekta da bi se njegov model s fi-
ziCkim varijablama mogao vostaviti. Dosljedno tome ovaj se pri-
stup desto naziva inZfenjerski pristup, za razliku od pristupa

s faznim varijablama, koji se naziva formalni pristup.

Zapodnimo razmatranje inZenjerskog pristupa, odnosno pristupa
s fizidkim varijablama, na jednom sustavu treceg reda kojeg

prijenosna funkcija glasi:

€1

. 82 +

a2 s * al

Zadana prijenosna funkcija moZe predstavlijati bilo koji sustav
trefeg reda bez nula, kao npr. istosmjerni servomotor upravljan
strujom armature ili istrosmjerni servomotor upravljan strujom
magnetiziranja. U sluc¢aju pristupa s faznim varijablama pozna-
vanje prijenosne funkcije je bilo dovoljno za postaviti model
s varijablama stanja, jer nas fizic¢ko znadenje varijabli nije
zanimalo. Kod inZenjerskog pristupa, kad nas prvenstveno zanima
fizi¢ko znaCenlje varijabli, poznavanije prijenosne funkcije nije

dovolijno; potrebno je poznavati i fizic¢ku narav sustava.
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Trebamo stoga poéi, ne od prijenosne funkcije, veé od stvarnog
sustava koji, u ovom slucaju, neka bude istosmjerni servomotor
upravljan strujom armature. U prvom poglavlju izvedene su os-
novne relacije tog sustava [jednadZbe (3.25), (3.26), (3.27)

i (3.29)] od kojih ovdje polazimo, a koje glase:

dz_ (¢)
L_ —"—a?—'—-' + Ra T:a(t) = Q(t) - ec(t)

a
ec(t} = Ke Ooif)

J 0,(t) + D o (¢) = T(¢)

r() = Kk, z_(¢%)

Njihov zajedni&ki blokovski prikaz predofen je na Sl. 4.11.

Ra+slq )s2+Ds

s Ke

Sl. 4.11. Istosmjerni servomotor upravljan strujom armature

U gornjim relacijama definirano je pet varijabli ia(ﬁ), Go(t},
éo(t],F(t) i ec(t), pa na prvi pogled moZe izgledati da sustav
ima pet varijabli stanja. Medjutim, ako pogledamo paZljivije,
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vidimo da su neke od njih linearno ovisne, npr. T (¢) i ia{t}.
Buduéi da se ia(ﬁ) lak8e mjeri, uzmimo nju za varijablu stanja.
za drugu varijablu stanja uzmimo kut izlazne osovine Oo(t),

koji je isto tako dostupan i lako se mjeri.

Za tredu varijablu stanja mogli bismo uzeti ec(t) ili éo(t}.
Bududéi da su i ec(t) i GO(t) neposredno fizi¢ki nedostupne,
ali se do Go(t) lak8e dolazi (derivacijom izlaznog kuta taho-
metrom), za tredu varijablu stanja odabiremo derivaciju izlaz-

nog kuta éo(t). Odabrane varijable stanja su stoga:

Il

z (8) = 3 (¢)

mz(t) = Oo(t)

zy(t) = 8 (1)

koje nazivamo fizidke varijable stanja, jer su fizidki dostupne

odnosno mjerljive. Izraz upravljacke pobude glasi:

ult) = elt)

Ako odabrane varijable stanja uvrstimo u osnovne relacije sus-

tava, dobijemo:

L, kl(t) * By ml(t) = y(t) - ec(t)

ec(t) =By m3(t)
T x3(t) +l)x3(t) = TI(¢)
r(¢) = KYxl(t)

Gornje &etiri jednad¥be mogu se medjusobno kombinacijom

reducirati na dvije koje glase:
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'La &1 (__t_) + ﬁ;a :c_l(f;) .= u_{t.)_‘ fIKe 'x::.](t) | . __,I'

J &B(t) + D m3(t) = KY ;l(t)

ili
Ra K 1
B (8) = - 2 2, (8) = 3L oz (t) + 37— ult)
a a a
. - - K‘Y D .
.T.‘3(t) = e 331“?} = :ca(t)

Treda jednadZba proizlazi iz defihicijskih jednadZbi, a glasi:

ko (5) = ay(t)

U obliku matri&ne jednadZ?be (A b) rezultat poprima oblik:

~ B L, 0 - K /D, /5
X(t) = 0 0 1 x(t) + 0 u(t)
i K /9 0 -, 0

Bududéi da je izlaz y(t) Oo{t) = mz(t}, izlazni izraz u matrid-

noj formi glasi:

y(t)y = [0 1 0] x(¢)

Da bi varijabla éo(t} = m3(t} postala uoc¢ljvija, uf€injena je
preinaka blokovskog prikaza na S1. 4.11., i to najprije u blokov-

ski prikaz na Sl. 4.12.a ,a potom na Sl. 4.12.b
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e I Xy L L 5 1 R R B
¥ Las+Rqa J Js+D 5 -
0, =X
Ke s ° 3 S
a)
1 X r 1 X3 ! ¥ =Y
Ky i N Bk 8
Las+*Ra Js+D s
Ke
b)

SL. 4.12. Blokovski prikaz istosmjernog servomotora upravljanog
strujom armature preinaden za opis sa skupom fizidkih
varijabli stanja ia(t), Bo(t) 7 Oo(t)

Iz uc¢injenih preinaka vidljivo je da se opis s fizidkim vari-
jablama moZe izvesti iz opcéenitog blokovskog prikaza, ali da
je za to potrebno poznavanje fizic¢ke naravi objekta. Vrijedno
je uoliti da varijable nisu ni u kakvom posebnom redoslijedu,
kako je to bilo kod faznih varijabli. Fizidke varijable mogu
biti oznafene proizvoljno, te u prijadnjem primjeru moZemo

uzeti da su:

z) (£) = y(t) = o_(¢)
z,(t) = O (¢)
wy(t) = i (¢)

S tako oznacenim varijablama matrice
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glase:
[0 i} 0 ] [ 7 [ 1 ]
* * *
A = 0 - D/JJ KY/J i b = 0 iy © = 0
0 - Ke/La - Ra/La 1/}.3a 0

* * *
Premda se matrice A , b 1 ¢ razlikuju od matrice A, b i

¢ (za prvotni izbor varijabli stanja), prijenosne funkcije

ostaju iste:

- P *
Gle) =¢c (s -a) "bh=¢ " (s1-2a"""

Razmatranje fizic¢kih varijabli na sustavima s konstantnim broj-
nikom bio je uvod u razmatranje te problematike na sustavima
kojima je brojnik polinom od s . U opéem sludaju,tj. kad
sustav posjeduje nule i polove, obradba je sloZenija, a osim
toga se i razlikuje od sluc¢aja do slufaja. Najbolje se to

moZe vidjeti na usporedbenoj obradbi dvaju sustava na S1. 4.13.
s jednakim prijenosnim funkcijama, ali s razliditom strukturom
unutarnjih blokova. U sustavu na S1. 4.13.a nula se ne po-
javljuje u krajnjem lijevom bloku, pa stoga nema potefkode

da se prema ved poznatom postupku napiSe jednadZba stanja
oblika (A b).
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u i X3 | 543 | X2 ] Xy =¥
s+5 s +1 S
a)
u se3 (%3] 1 | X2 [ M7)
s +5 s+ 1 3
b)

51. 4.13. Dva razlidita sustava tredeg reda s jednom nulom,
i & jednakim prijenosnim funkeijama, ali s razli-
Sitim unutarnjim strukturana

Po&injemo s prijenosnim funkcijama svakog pojedinog unutarnjeg

bloka:

:C_]jlz.]; - . o=
xz{s) s "1 2
x.(8)
2 _ 8 + 3 o .
xB(s) il g g Ty= - Ty + &4 + 3x3
x.,(8)
3 _ 1 S e
uls) s + 5 - T3 T 5x3 * U

Nakon eliminiranja k3 iz druge jednadZbe dobije se:

8

i

1
8

]

1
[yl
8

W
+
=
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Treba uoc¢iti da vektor b sada ima dva nenulta elementa :

0

Prisjetimo se da se kod faznih varijabli efekt nule o&ituje
dodatnim nenultim &¢lanom izlaznog vektora c. Kod fizidkih
varijabli dodatni nenulti &lan se dodaje vektoru b, a vektor

¢ ostaje nepromijenjen. Matrica A se mijenja.

Ako bi se na isti nac¢in napisala jednadZba stanja za osnovni
sustav na S1. 13.b , rezultirajudée jednadZbe bi sadr¥avale

¢lan u , $to nije kompatibilno s oblikom jednad¥be (A b).

Clan # proizlazi iz krajnjeg lijevog bloka koji sadr¥i nulu,
S§to se moZe vidjeti ako se napiSe diferencijalna jednad¥ba koja

odgovara prijenosnoj funkciji xé(s)/u(s). Ta jednadZba glasi:

i

3 = - 5x3 + % + 3u

Nastali problem se moZe rijeSiti dijeljenjem kriti&ne prijenosne

funkcije s njenim nazivnikom, tako da se dobije:

o]

-+
[¥%]
o

]
+
[97]
V)]
-
w

Blokovski prikaz s udinjenom izmjenom nacrtan je na S1. 4.14.,

gdje je uvedena nova varijabla T3

Uvodjenjem nove varijable izlazi da je:
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s +1 S

S1. 4.14. Preinaka bloka sa Sl. 4.13.b) s ciljem
da se eliminira &lan U

a varijabla stanja:

Wy = ¥3
k, = - x, + r3 = - X, - X4 + u
Ly = = 5x3 + 2u

Vektor b sada ima oblik:

-

Bududéi da je *3 realna fizicka varijabla, a da €y U pravilu
to nije, rezultati dobijeni s varijablom r, se za fizi¢ku inter-

pretaciju moraju konvertirati u wé. To se moZe ucéiniti koris-
3 T3
skih prikaza sa S1. 4.14. na S1. 4.13.b . Na temelju uéinjenih

tenjem jednadZbe =z = u ,1li inverznim prijelazom s blokov-
razmatranja moZe se izvesti zakljudak da pristup s faznim vari-
jablama pru?a jednostavnu, neposrednu, sustavnu i jednoznadnu
metodu prijelaza od prijenosne funkcije na varijable stanja.
Nedostatak tog pristupa je u tome Sto faznim varijablama nedo-

staje fizicko znacenje.



Prijelaz s prijenosne funkcije na model s fizilkim varijablama ne
moZe se, na #Zalost, Sablonizirati, jer razliditi objekti, koji

mogu imati jednaku prijenosnu funkciju, ne moraju imati i jedna-
ke varijable stanja. Stoga, u ovom slu¢aju svaki prijelaz s jed-

nog opisa na drugi zahtijeva i posebnu obradbu.

Primjer: Treba opisati osnovni sustav sa S1.4.15.s fizidkim va-
rijablama koristedéi variijable zl(t), (8), z2y(8) 1 2,(¢) uz
zz(t) = y(t) 1 F(¢t) = u(t). Iz dobijenog opisa s varijablama
stanja treba nacrtati elementarni blokovski prikaz i naéi pri-

jenosnu funkciju y(s)/u(s).

I LLL LA LTS LSS

=~ B

Y

Sl. 4.15. Mehanidki sustav

RjeSenje: Ako Jje Ty = By Xy T By 2y T 2, 1wy = Egy

tada je:
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i 0 ] 0 0 ] [0 ]
—Kl/ml —Bl/ml Rl/ml 0 lﬁ:l
X = x + u
0 0 0 1 0
Kl/ml 0 —(K1+K2)/m2 0 0
— ol L -J
y = a4
y(s) _ !
ul(s) 2 2
(ml s” + Bl s + Kl}(m2 s + Kl + K2) - Kl

itd.
4.3.5. LINEARNA TRANSFORMACIJA VARIJABLI STANJA

Ponekad se = javlia potreba da se s jednog opisa s varija-
blama stanja prijedje na drugi. Ovdje éemo iznijeti jedan pos-
tupak takvog prijelaza poznatog pod nazivom linearna transfor-
macija. Razmatrat cdemo veé postavljene opise istosmjernog servo-

motora upravljanog strujom magnetiziranja.

Opis sa skupom faznih varijabla 60, éo i.dé glasi:

[0 0 0 i [0 ]
() = | 0 0 1 x(t) + 0 u(t)
0 =-DR/JL  —(LD+RJ)/JL K. /LI
y(t) = [ 1 0 0] x(¢)
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gdje Je x,(t) = O (t), =,(t) = & (£), z5(t) =6_(¢) 1
u(t) = e(t). Drugi opis koji je zadan sa skupom fizi&kih
varijabli ©_(¢), 6_(¢) i #(t), glasi:

0 0 0 ] [0 ]
* *
x (¢) =0 =-p/dJ K /I x (t) + 0 | u(t)
0 0 -R/L L/T
. *

y(¢) = [ 1 0 0] x (¢)

* * . *
gdie je =z, (£) = 0, (¢), z,(¢) = O (t), x;(¢) = <(¢) i u(¢) = e(t).

Da bi se razlikovale od faznih varijabli, fizidke varijable

su oznacCene zvijezdicama.

Postavljaju sé dva pitanja na koja treba dati odgovor. Prvo je,
u kakvom su odnosu skupovi varijabli, a drugo, u kakvom su od-
nosu opisi objekta. Pokazat femo da jedan odgovor zadovoljava

oba pitanja.

Po¢nimo s prvim pitanjem. Iz definicije obaju skupova varijabli

stanja vidimo da je:

*

(t) wl(b) = Go(t)

%1

2y (t) = @y (¢) = _(t)

Odnos tredeih varijabli skupova nije tako o&igledan. Da bi
nas8li taj odnos, razmotrimo drugu jednad¥bu opisa s fizi&kim
varijablama:

K

-2 x;(t) & secd, x;(t)

. *
xz(t) 7 5
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* *
Bududi da je wz(t) = xztt) i xz{t) = kZ(t) = x3(t), gornija

jednadZba se moZe pisati u obliku:

K

L m;(t)

% 7

(t) = - 2 x;(t) +

3 J

Na taj nacé¢in smo do$li do slijedede tri jednadibe:‘

z) (¢) = @ (¢)
mz(t) - x;(t)
K .
. Y Yo
x3(t) = = wz(t) + rd mB(L} 7

koje predstavljaju odnos izmedju jednog i drugog skupa vari-
jabli. Sve tri jednadZbe su linearne, pa se stoga mogu pisati

u obliku:

x(¢) =P x (¢) (4.52)
gdje je:
1 0 0 |
P = 0 1 0 (4.53)
o -3 T

Matriéna jednadZba (4.52) koja pokazuje odnos dvaju skupova
varijabli naziva se linearna transformacija, a matrica P na-
ziva se transformacijska matrica. Stoga odgovor na prvo pi-
tanje glasi: Bilo koja dva skupa varijabli stanja jednog line-

arnog sustava povezana su linearnom transformacijom.
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Da bi odgovorili na drugo pitanje koje se tife odnosa cjelo-
kupnih opisa objekta, razmotrimo problem u opéenitom obliku.
Uzmimo dva skupa varijabli stanja; skup x(t) s opisom:

X(t) = A x(t) + b ul(t) (A b)
y(t) = gT x(¢) (c)
*
i skup x (¢) s opisom
* * * . * *
e) =2 x (&) + b u(e) (A b
y(t) = C*T x (&) (c )

*
Varijable x(¢t) i x (¢) povezane su linearno transformacijom

x(t) =P x (¢)

gdje je P opéa konstantna nesingularna matrica. Sada je na$
problem, kao odgovor na drugo pitanje, kako nadi odnos medju
* * *

matricama A, biciA , b ic.

Derivirajmo najprije jednadZbu (4.52). Buduc¢i da matrica P
ima konstantne elemente, ona nije ukljucena u derivaciiju,

a rezultat glasi:

x(¢) = P % (¢) (4.54)

P& (4) =AP X (4) +b ult) (4.55)
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MnoZenijem jednadZbe (4.55) s E_l izlazi:

b u(t)

Usporedbom ovih jednad?bi s jednadZbama (A b) i (c) otkriva se

da je:

A’=p AP , b =P b , ¢ =P ¢ (4.56)

Odatle odgovor na drugo pitanje. Matrica P ne povezuje samo

skupove varijabli stanja, veé i odgovarajude opise objekta.

MnoZenjem jednadZbe (4.55) s R_l pokazuje da matrica P ne moZe
biti singularna. Medjutim, to moZe biti bilo koja nesingularna
matrica. Stoga objekt opisan bilo kojim skupovom varijabli sta-
nja moZe se transformirati u neogranic¢eno mnogo alternatnih

opisa.

Da bismo doSli do matrice P koja je definirana matridnim jed-

nadZbama (4.56), prve dvije jednadZbe pomnoZe se s P i dobije se:
PA =AP ; Pb =b i ¢ =P ¢ (4.57)

Matrid¢ne jednadZbe (4.57) daju skup od n2 + 2n linearnih alge-
barskih jednadZbi za izradunavanje matrice P. Matrica P ima n2
elemenata, pa je stoga dovoljno i n2 jednad?bi za njeno izra-

dunavanje, a ostatak 2n su redudantne jednadZbe.

Primjer: Treba odrediti transformacijsku matricu P koja pove-
zuje dva opisa s varijablama stanja istosmjernog servomotora up-
ravljanog strujom magnetiziranja. Rezultat je veé zadan jed-
nadZbom (4.53), a ovdje ¢emo provijeriti postupak dobivanja mat-
rice P preko jednadzbi (4.57). Znamo da matrica A s faznim

varijablama glasi:



= 139 =

0 1 0
a=1]o0 0 1 )
o - DR _ (LD+RJ)
JI —JL

*
a matrica A s fizidkim varijablama glasi:

) 1 0
*
A 0 - DJJ KY/J
___0 0 "'R/J A

* *
UvrStenjem matrica A i A u jednad¥bu P A

Pyr Pag  Pys 0 1 0
Pp1 Py Paj 0 =D/d K /T
P33 P3p P33 0 0 =B /T
0 A 0 P11 Piz Pyj3
0 0 1 Ppy Py Paj
o  _DR _ LD+RJ , i
JL JgI P3y P3p P33

A P dobije se

Ova matric¢na jednadZba predstavlja devet jednad¥bi s devet nepo-
znanica. Izjednadenjem elemenata rezultantne matri&ne jednad¥be

dobije se devet jednadZbi koje glase:
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1. 0=p,,

23 P11 7 P12 P59

s i—Yplz L P13 T P23

4. 0 = Pqy

2.  Ppy ™ FPaz < Pys

6. é} Py ~ % P23 = P33

7. 0=-2 -2 D+ R py,

8. pgyy - % Day = - g% Doy = ff (LD + RJ) ps,

9. é}-p32 - %—p33 = - 3% Po3 ~ ff (LD + RJ) pj,

Zbog prve i fetvrte jednadZbe sedma jednadZba je redundantna.

*
Iz jednadZbe P b

L P31

a nakon mnoZenja

1 pl3/L =0

2 p23/L = 0
K

34 X

P33/l =

= b izlazi:

I — b -~ '
P12 P33 0 0
Py  P3 0 e 0
P3p  Paj | 1/ K, /Ld

dobiju se slijedece tri jednadizbe:
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Na temelju ovih jednadZbi zakljudujemo da su osim Py i Py
jos i P13 i Py3 jednaki nuli, i da je P33 = Ky/J. Devet jed-
nadZbi je reducirano na:

a odatle izlazi:

Pz =1 =Py
Pag == D/2
Pyg = 0

Na taj nac¢in su svi elementi matrice P odredjeni i slaZu se s
veé poznatim elementima iz jednadZbe (4.53). Veé smo us-anovili
da je sedma jednadZba redundantna, a na temelju gornjih rezulta-
ta izlazi da su isto tako osma i deveta jednad¥ba redundantne,
§to do sada iznosi tri redundantne jednad®be. I tri jednadZbe
koje se dobiju iz g* = ET ¢ su takodjer redundantne, pa to
ukupno daje Sest, odnosno 2 n redundantnih jednadZbi, kao &to

je uvodno i ustanovljeno.

Opisani postupak dobijanja transformacijske matrice P je formalno
besprijekoran i zadovoljava u svim moguéim slu&ajevima. Mana

mu je Sto zahtijeva relativno mnogo vremena za rjeSavanje veli-
kog broja jednadZbi. Stoga se preporuluje, do ¥to vedeg broja
nepoznanica doc¢i inZenjerskim pristupom, a ostatak rijefiti

opisanim naéinom.
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Transformacija jednog opisa s varijablama stanja u drugi
vri se jednostavnom primjenom matriénih jednadzbi (4.56).

Pri tome najvi$e vremena zahtijeva inverzija matrice P.

Primjer: Zadan je opis s faznim varijablama stanja istosmjer-
nog servomotora upravljanog strujom magnetiziranja i transfor-
macijska matrica P za prijelaz na fizi&ke varijable. Treba

naéi opis s fizi&kim varijablama.

Inverzija matrice P koja je zadana jednadZbom (4.53) izlazi:

-D J
0 /KY /KY

— —

Poznavajuéi sada P i P primjenom jednadZbi (4.56) dobije se:

1 0 0 0 1 0 1 0 0
3
A = 0 1 0 0 0 1 0 1 0
DR LD+RJ )
0 D/K J/KY 0 = w 2] 1D -D/dJ AY/J
L J L S . m
0 1 0 ]
- 0 -D/J KY/J
i 0 0 -R/L
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1 0 0 0 0
*
b =] o0 1 0 0 = 0
0 DJ/K J /K K /LJ
/Y /Y KY/ 1/L
d J L | -
" i 0 0 | 1 7] 1]
*
c = 0 1 -D/J 0 = 0
0 0 K /dJ 0
Y/J L

Usporedbom sa zadanim opisom s fizi&kim varijablama stanja, na
poletku govora o linearnoj transformaciji, vidi se da su dobi-

jeni rezultati toéni.

Transformacija jednog opisa s varijablama stanja u drugi mo¥e
se provesti i primjenom blokovske algebre. Razmotrimo npr.
blokovski prikaz istosmjernog servomotora upravljanog strujom
magnetiziranja (S1. 4.16), na kojem su prikazane fazne i fizid&-

ke varijable.

Da bi se transformirao blokovski prikaz sa Sl1. 4.16. u konven-
cionalni blokovski prikaz s fizi¢kim varijablama potrebno je
eleiminirati wvarijablu xz(t). To je uéinjeno koriStenjem blo-
kovske algebre, postupnim prijelazima na Sl. 4.17. od a do d .
Prikaz na S1l. 4.17.a dobijen je pomakom &vorista s x i

= na

2 2
Z3; prikaz na Sl. 4.17.b dokijen je sjedinjenjem paralelnih
blokova; prikaz na Sl. 4.17.c dobijen je primjedtanijem

*
¢vorista Ty na xq i kona¢no je skracivanjem dobijen konadni

blokovski prikaz s fizidkim varijablama na S1. 4.17.d .
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i *3
3 b
Ky Ky
]
u Ky X3 0 X'52|%o 0 xﬁ:x,:y
JL s | s :
LD +RJ B
DR
J:L

S1. 4.16. Istosmjerni servomotor upravlijan strujom magneti-
siranja s nasnadenim fasnim i fizidkim varijablama
stanja

Zaklju&ujuéi razmatranje o linearnoj transformaciji naglasimo

dva njezina vaZna svojstva:
1. buduéi da je prijenosna funkcija neosjetljiva na izbor
varijabli stanja sustava izlazi da je:

*p *.o=1 . * T 1
c

(6 I-A) b =¢ (6I-A "b (4.58)

2. buduéi da je det (s I - A) jednaka nazivniku Gp(s), koji

je isto tako neosjetljiv na izbor varijabli stanja, izlazi:

det (s I -A") =det (8 I - A) (4.59)

Iz tih svojstava proizlazi da linearna transformacija varijabli

stanja ne utjefe na svojstvene vrijednosti sustava.
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B J
K + x
¥ X"y
SKr
X3 X2| 1 | XY
q) B — e T
S S
J LS
R Js+D "lg
s Ky
by U K i 0 I R 2 B el
JL S S
1
(LD -RJ)s + DR
s]L
K X .0 [x" a X"
o Y. e sJL 3| Js+D|"3 sKy__1_ 7y ™
L (Js+D)(Ls +R) s Ky Js+D S
5o 1 | ¥3[ Ky X2 [0 [N
Ls+R Js+D 5
S1l. 4.17. Primjena blokovske algebre za dobijanje blokovskog

prikaza u kojem su naznadene samo fizidke varijable

stanja
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Primjer: Treba nadi transformacijsku matricu P koja povezuje
fazne varijable istosmjernog servomotora upravljanog strujom
armature s fizickim varijablama koje su odabrane pri razmatra-
nju fizic¢kih varijabli, i to npr. pomocdu inZenjerskog pristupa,
a zatim rezultat provjeriti jednadZbama (4.57).

RjeSenje: Ako se s x oznalfe fizidke varijable, a s x* fazne

varijable, dobije se:

0 D/IL 1/,
*
x = | K/JL 0 0 x
— a pa—
0 K /L, 0

4.4, ZAKLJUCAK

.S pregledom osnova matri¢nog racduna, koji je razmotren u uvodnom
dijelu ovog poglavlja, definirana je konvencionalna terminolo-
gija potrebna za razmatranje varijabli stanja. U nastavku je
razradjen pojam varijabli stanja i prikazan nad¢in opisa osnov-
nog sustava s varijablama stanja u matriénom obliku i u obliku
blokovskog prikaza. Pokazan je odnos varijabli stanja i prije-
nosne funkcije. Posebno je razradjen pojam i medjusobni odnos
faznih i fizid¢kih wvarijabli. Na kraju je obradijena linearna
transformacija za prijelaz s jednog na drugi skup varijabli
stanja odnosno za prijelaz s jednog opisa s varijablama stanja

na drugi.
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5, NEGATIVNA POVRATNA VEZA

5.1, uvop

U dosadasnjim razmatranjima je pokazano da se u postupku mode-
liranja, polaze¢i od poznatih zakonitosti ili mjerenja, najpri-
je dolazi do skupa simultanih diferencijalnih jednad?bi, naj-
¢e8¢€e prvog ili drugog reda. Ovisno o vrsti modeliranja usta-
lila su se dva standardna modela. Ako se tra¥i ponaSanje izlaz-
ne varijable u ovisnosti o ponaSanju ulazne varijable, a pona-
Sanje ostalih varijabli sustava nas ne zanima, sustav se opisu-
je jednom diferencijalnom jednad?bom n-tog reda, odnosno radi
lakSeg rafunanja s odgovarajudom prijenosnom funkcijom. Ako se
osim izlazno-ulaznog odnosa traZi i ponaZanje drugih varijabli
sustava, prelazi se na skup od n diferencijalnih jednadZbi

prvog reda koje formiraju model varijabli stanija.

U jednom i drugom slu€aju sluZimo se blokovskim prikazima koji
predstavljaju Laplaceove transformate odredjenih diferencijalnih
jednad?bi uz nulte podetne uvjete. Objekt, odnosno osnovni sus-
tav, modeliran s varijablama stanja, u dosada¥njim razmatranji-

ma je opisan jednadZbom oblika (A b) i (8) ti.:

x=Ax+bu - (2 b)
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y=c x ()

Kod sustava s automatskom regulacijom, tj. kad se na objektu
uspostavi povratna veza od reguliranih velid¢ina prema ulazu,

opis sustava i dalje predstavljaju jednadZbe (A b) i (c); samo

u novim uvijetima vezu varijabli stanja s ulazom suétava definira

upravljadks ulazni signal u, a zadan je relacijom:

8ignal r u jednadZbi (k) naziva se referentni ulazni signal, a
¢predstavlja velidinu koju bi trebao slijediti izlaz regquliranog
' sustava. Koeficijenti ki odredijuju utjecaj svake pojedine

varijable stanja u povratnoj petliji.

5.2, UEINCI NEGATIVNE POVRATNE VEZE

Glavni ué¢inci negativne povratne veze su:

1. smanjenje osjetljivosti na promjene parametara osnovnog

sustava
2. smanjenje osjetljivosti na vanjske poremedaje
3. mogudénost utjecaja na frekvencijski odziv

4. moguénost utjecaja na prijelazni odziv

Smanjenje osjetljivosti nma promjene parametara osnovnog sustava.
Da bisno uo¢ili uéinak negativne povratne veze na osjetljivost,
uzmimo dva frekvencijski neovisna linearna pojacdala vezana u
seriju. Na Sl1l. 5.1.a) prikazano je upravlijanje s otvorenom pet-
ljom, tj. bez povratne veze; na Sl. 5.1.b prvo pojacalo je
upravljano sa zatvorenom petljom, tj. s negativnom povratnom

vezZom.
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-r—-- G = G‘ y r S G G] 4
a) H
b)

Sl. §.1.a) serijski vezana pojadala bez povratne veze;
b) serijski vezana pojadala s negativnom
povratnom vezom na pojadalu G

Prijenosna funkcija sustava na Sl. 5.1l.a je:

M:M{g}:GG

r(s) o 1 (3ak)
a prijenosna funkcija sustava na Sl. 5.1.b Je:
koja se moZe pisati u obliku:
M_ = 161 (5.3)
=+ H

Uz pretpostavku da je pojatanje G vrlo veliko, jednadZba (5. 3)

prelazi u:
M = = (5.4)

U jednadZbi (5.4) viSe nema pojaanja G, tj. promjena pojada-
nja ¢ u slucaju primjene negativne povratne veze ne utjede na

prijenosnu funkeciju MC.
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Da bi osjetljivost u pokazanom primjeru mogli i matematidki iz-
raziti, potrebno je najprije definirati osjetljivost. U naSim
razmatranjima usvojit demo definiciju da je osjetljivost S
prijenosne funkcije M po parametru o odredjena odnosom relativ-

ne promjene prijenosne funkcije i relativne promjene parametra

o, tj.:
i
M _ MM _ oadM
Sa__d_q._ — Md{x (5-5)
o

Minimizacijom funkcije osjetljivosti smanjuje se utjecaj prom-
jene parametra na prijenosnu funkciiju.

Primijenimo sada jednadZbu (5.5) na sustave S1. 5.la i b

U slucaju sustava na Sl. 5.1.a osjetliivost glasi:

G MO d G Gl 1
a za sustav na Sl. 5.1.b):
¢ ¢ = G - Mo = 1 (5.7)
“ 6 Mc d G ~ 1 + GH :

Usporedbom rezultata pod (5.6) i (5.7) vidimo da se promjenom
povratne veze smanjila osjetljivost T—i¥55 i da se povecdanjem
vrijednost prijenosne funkeije otvorene petlje GH osjetljivost

moZe po volji smanjiti.

Pogledajmo sada kako se ponaSa funkcija osjetljivosti u odnosu

na promjenu parametra //. U tom sluaju osjetljivost glasi:

M d u

e GH
f M d H

1 + GH
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auz G >> 1:

G °=--—-2— == (5.9)

Iz jednadZbe (5.9) izlazi da je osjetljivost sustava na promje-
ne parametra /#/, tj. na promjene parametara u povratnoj grani,
jednaka kao i na promjene parametra G bez povratne veze. Ovaj
rezultat na prvi pogled proturije&i jednadZbi (5.7), da se s
povratnom vezom smanjuje osijetljivost. U stvari osjetljivost
sustava u cjelini nije s2 promijenila, veé je samo s unaprijed-
ne grane "prebacCena" na povratnu granu, a bududi da se povratna
grana moZe safuvati od utjecaja vanjskih poremeéaja, problem
osjetljivosti je na taj nadin s negativnom povratnom vezom ipak

rijesen.

Radi jednostavnijeg razmatranja, na po&etku su pretpostavljena
frekvencijski neovisna pojac¢ala. Sada se problem mo¥e proSitiri
i na sludaj kad su pojaala frekvencijski ovisna. U tom sludaiju
jednadZba (5.7) glasi:

c _ 1
S5¢ =TT 6(s) A(s) (5.10)

iz ¢ega proizlazi da osjetljivost postaje funkcija frekvenciije,
a bit e manja od jedinice sve dok je apsolutna vrijednost
karakteristi¢ne jednadZbe veda od jedinice:

|1 + G(s) H(s)| > 1 (5.11)

Smanjenje osjetljivosti na vanjske poremedaje. Da bismo doka-
zali ovaj ucinak, razmotrimo sustav na Sl. 5.2.a , koji pred-
stavlja radarsku antenu ;X je frekvencijski neovisno poja&alo,
Gp(s) je servomotor, a H(s) je kompenzator u povratnoj grani.
Ulazni referentni signal oznac¢en je s r, a d Jje poremedajni

ulaz koji u ovom slucaju predstavlja vjetar.



. d
& K {opis) e -
H(s) KGpm}HB}—J
a) b)

Sl. 5.2. Utjecaj negativne povratne vese na posljedice
vanjskih poremedaja

Na temelju principa superpozicije uzmimo da je r jednak nuli.
U tom sluaju sustav se moZe predo¢iti blokovskim prikazom na

Sl. 5.2.b , kojeg prijenosna funkcija glasi:

y(s) _ 1
d(s) 1 + KG_(s) H(s) (5.12)

Kad ne bi bilo povratne veze prijenosna funkcija %%%% bila bi
jednaka jedinici, tj. promjena d(s) bi se neposredno odrazila

na y(s), ili:

Ay (s) = Ad(s) (5,13
S povratnom vezom dobije se:

_ Ad (s)
yls) = 1% X6, (s) H(s)

(5.14)

odakle proizlazi da je utjecaj Ad(s) na y(s) sada umanjen za
faktor:

1
1+ KGP(s) H(s) '

&¢ime je postavljena tvrdnja dokazana.
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Mogucénost utjecaja na frekvencijski odziv. Ovisnost prijenosne
funkcije o frekvenciji sinusnog ulaznog signala naziva se
frekvencijski odziv. Sirina mu je od nulte frekvencije do
frekvencije na kojoj modul prijenosne funkcije spadne na

1/V/2 = 0,707 svoje vrijednosti na nultoj frekvenciji. Pogle-
dajmo kako na tu Sirinu utjede negativna povratna veza. Na

Sl. 5.3.a prikazan je jednostavni sustav prvog reda, kojeg

prijenosna funkcija glasi:

y(s) _ _ 1
r(s) Mo(s) T8 + 1

il

Uvrgtenjem s Jw =7 0 izlazi:

¥ (5 00| =1

(o]

V]
c
N
0]
It
(S
Il

j 1 dobije se

Na frekvenciji w = 0 vrijednost modula je jedinica, a veé na
w = 1 vrijednost modula spadne na 0,707, odakle po definiciji

izlazi da je Sirina frekvencijskog odziva jednaka jedinici.

r 1 y ] Y
s + 1 s + 1
a)
N
b)

SL. 6.3, Utjecaj negativne povratne veze na Sirinu
frekvencijskog odaiva



- 154 - .

Na S1l. 5.3b prikazan je isti sustav prvog reda samo s negativ-

nom povratnom vezom. Prijenosnha funkcija sada glasi:

_ s+1 _ 1
MC(S) - s + 1 + B

. _ 1
M, (3 Ol= 155 -

auz s = j w = j(1 + B):

1 _ 1

50+ m]] =

Iz dobijenih izraza za modele na nultoj frekvenciji i na frek-
venciji (1 + B) vidimo da negativna povratna veza u nazivnik
modula unosi ¢lan (1 + B), gjdje je B promjenljivi &lan u pov-
ratnoj grani. Povecdanjem B priguSuje se modul na nultoj frek-
T_%_E , ali se zato Sirina frekvencijskog
odziva povecava za faktor (1 + B).

venciji za faktor

10 »=0

0,5 ' o

0'33 | \ \ =2

' I l
I I I
| | | -
1,0 2,0 3,0 @

Sl. 5.4. Frekveneijski odziv za tri razlidite
vrijednost negativne povratne veze



Na S1. 5.4 ilustriran je frekvencijski odziv sustava prvog re-
da sa S1. 5.3 za tri razlic¢ite vrijednosti R. Time je mogué-
nost utjecaja na frekvencijski odziv s negativnom povratnom

vezom dokazana,

Mogucénost utjecaja na prijelaszni odziv. Ne upudtajudéi se u do-
kazivanje (koje ¢€e biti kasnije navedeno), zadovoljimo se ovdje
tvrdnjom da se primjenom linearne povratne veze s varijablama

y(s)
r(s)
nom funkcijom Gp(s}. Ako sve varijable stanja nisu dostupne,

stanja, funkcija

moZe izjednaciti s bilo kojom prijenos-

pa ih se stoga mora nadomjestiti izvijesnim aproksimacijama, i
u rijedenju moZ%emo ocdekivati izvjesna odstupanja od idealnog

rezultata.

Po svemu se moZe zakljuditi da su sva cetiri spomenuta udinka
pri automatskom reguliranju dobro doS$la. A kako to obic¢no u
Zivotu biva da svaka stvar ima svoju cijenu, ni automatska
regulacija nije mogla proé¢i, a da ne plati cijenu za te pozitiv-
ne uéinke. Naime, povratna veza unosi moguénost da se faza sig-
nala u petlji okrene, tako da povratna veza ispadne pozitivna.
U tom slucdaju sustav dolazi u stanje raspirenih oscilacija, od-
nosno u stanje nestabilnosti. Pri proudavanju automatske regu-
lacije najvedéi dio vremena posveduje se izufavanju postupka,
kakou S5to vec¢oj mjeri iskoristiti pozitivne udinke, a da sus-

tav ostane &to dalje od podruc¢ija nestabilnosti.

5.3, JEDNOSTAVAN SLUCAJ LINEARNE REGULACIJE S VARIJABLAMA
STANJA

Na S1. 5.5. prikazan je naelni blokovski dijagram objekta, od-
nosno reguliranog sustava s pridodanom povratnom vezom. Objekt,
odnosno regulirani sustav s povratnom vezom u cjelini, nazivat

¢emo regulacijski sustav.
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ult) REGULIRANI y(t)
SUSTAV

rit)

—— KOMPENZATOR

St. 5.5. Regulactjski sustav

Primjenom blokovskogy prikaza s varijablama stanja objekt ili
regulirani sustav se u opcéem slucaju moZe prikazati kao na
Sl. 5.6.

X
) T L
e—

S1l. 5.6. Objekt prikazan e varijablama stanja

Primjenom povratne veze s varijablama stanja na objekt, dobije
se blokovski prikaz regulacijskog sustava na Sl1. 5.7., na kojem
je tok skalarnih informacija prikazan tankim strelicama, a tok

vektorskih informacija debelim strelicama.

Povratnu vezu regulaciijskog sustava definira requlator koji
generira upravlijadki? signal u na temelju informacije o varija-
blama stanja i o referentnom ulazu r(t). Grana povratne veze

od izlaza y(t) koja postoji na S1l. 5.5. u obradbi s varijablama
stanja (S1. 5.7.)nije potrebna, jer varijable stanja sadrZe punu
informaciju o sustavu, tako da se izlaz moZe izracdunati pomodu

relacije:
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SL. 5.7. Regulacijeki sustav prikazan g varijablama stania

Opéenito, izlaz kompenzatora je funkcija varijabli stanjs i
referentnog signala, a buduc¢i da ovdje izufavamo samo linearne
sustave, odabiremo i specifi¢ki regulator nazvan linearnt
regulator s varijablama stanja.Upravlijadki signal u se u
linearnom reqgulatoru S varijablama stanja dobije tako da se
razlika referentnog signala i linearnog teZinskog zbroja vari-

jabli stanja pomnoZi s pojadanjem K. Matemati&ki izraz glasi:
u = f(x,r) = K[r - (k, @, + k, 2, + ... + K. mn)]

Koeficijenti ki nazivaju se koeficijenti povratne veze, a K je

pojadanje vegulatora.. U pojednostavljenom obliku jednadZba (k)

se moZe pisati kao:

u = K(r -k x) , (k)

gdje je:

k= st (k, , k) (5.15)

n

Py
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-
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S1. 5.8. Linearni regulacijski sustav s varijablama stanja

Na linearnom regulacijskom sustavu s varijablama stanja, kojeg
je blokovski prikaz naveden na Sl. 5.8., bit e razmotreni svi
problemi i udinci regulacije. Linearni Jje sustav izabran zato
$to on u obradbi omogudéuje primjenu vrlo korisnog transforma-
cijskog postupka, a osim toga direktno se moZe primijeniti u

obradbi najvedeq broja praktic¢kih problema.

za podetak, pogledajmo kako se taj postupak primjenjuje u obrad-
bi jednog pozicijskog sustava za namjeStanje teleskopa koji se
sastoji od teleskopa i istosmjernog servomotora upravljanog
strujom magnetiziranja. Uloga motora je da putem zakretnog mo-
menta privede sustavu energiju potrebnu za pozicioniranje iner-
cijskog opteredenja koje predstavlja teleskop. Izvedba povratne

veze s varijablama stanja prikazana Jje na S1l. 5.9.

Za opis sustava s varijablama stanja upotrijebljene su ove va-
rijable: izlaz x, = BO, derivacija izlaza Ty = éo i struja ma-

gnetiziranja Ty = if. Izlazni kut je pretvoren u napon s pomocu
potenciometra, a za mjerenje brzine izlazne osovine upotrijeb-
ljen je tahometar. Struja magnetiziranja se dobije mjerenjem

napona na serijskom otporu R..
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S1. 5.9. Pozieijski sustav s istosmjernim servomotorom
upravljanim strujom magnetiziranja

Na S1. 5.10.a’ prikazan je blok prikaz pozicijskog sustava sa
Sl. 5.9., na kojem su objekt i kompenzator jasno odvojeni. Bu-
duéi da u stvarnosti dijelovi kompenzatora ne moraju biti sa-
kupljeni na jednom mjestu, na Sl. 5.10.b , gdje su navedene vecd
i numeridke vrijednosti motora, dijelovi kompenzatora nisu gru-
pirani zajedno, 8to je i konvencionalno usvojen nacin prikazi-

vanja.

Iz bokovskog prikaza na S1. 5.10.b opis objekta s varijablama

stanja glasi:

0 1 0 0
% = 0 -1 2 x 0 u (5.16)
0 1 -4 2

y=[1 0 0]=x | €5 17)
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Sl. 5.10. a) blokovski prikaz pozaieijskog sustava sa Sl. 5.9.
8 odvojenim kompenzatorom; b) blokovski prikaz
pozicijskog sustava sa Sl. 5.9. u konvencionalnom
obliku

Prijenosna funkcija moZe se dobiti direktno iz €1. 5.10.b ,
11i iz opisa s varijablama stanja primjenom jednadZbe:

io

y(s) _ a o
7y £y Gp(s) c” ¢ (s)
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gdje je ¢ (&) rezolventna matrica. Odatle izlazi prijenosna
funkcija objekta:

(s) _ _ 4
u(s) Gp{s) T s(s+ 1) (s+ 4) (5'18)_

Na Sl. 5.10.b se vidi da su pojaanje kompenzatora X i prije-

nosna funkcija Gp(s) serijski vezani, pa je stoga:
K G (s) = K y(s) (5.19)

UmnoZak KGP{s) naziva se unaprijedna prijenosna funkeija, koja
se moZe definirati i kao odnos izlaznog i referentnog signala
s otvorenom povratnom granom ili uz k = 0 , pa se stoga moZe

pisati i u obliku:

K G_(s) = 4{8) (5.20)
P r(s) k=0

Da bi se postavio opis s varijablama stanja za ¢itav regulacijski
sustav, potrebno je joS u opis objekta unijeti izraz za u. Kad

se to uéini dobije se:

0 0 0] "0 ]
k=10 -1 2 x+ | 0| K(r - [k; k, k3] x)
LO 0 -4 2
ili
fo 1 0] 0] [0 ]
X = 0 -1 2 x + 0 Kr - 0 K [k] k2 k3] X
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MnoZenjem matrica tredeg ¢lana, te izlu¢ivanjem x i sredjenjem

dobije se:
('h 1 0 ] ) 0 0 ] 0 ]
%= { 0 =1 2 + 0 0 0 x+ | 0| Kr ,
LF 0 —4J -2Kk, -2Kk, —2Kk3 i 2J

\ . ]

ili u reduciranom obliku:

0 1 0 ] [0 ]
x = 0 =1 2 X + 0 Kr (5.21)
—2Kk1 —2Kk2 —4—2Kk3 2

Opis izlaza ostaje isti:

y=1[1 0 0] x (5.22)

JednadZbe (5.21) i (5.22) predstavljaju potpuni opis regulacijs-
kog sustava s varijablama stanja. Vrijedno je zapaziti dvije
razliditosti izmedju opisa objekta i regulacijskog sustava. Prva
razliditost je u tome da je upravljacki signal u zamijenjen s
umnoskom Kr, a druga da je matrica A modificirana s povratnom

vezom varijabli stanja. Vektori b i ¢ su ostali nepromijenjeni.

Prijenosna funkcija zatvorene petlje y(s)/r(s) moZe se na veé
poznati na&in dobiti iz jednadZbi (5.21) i (5.22), ali femo radi
vijeZbe ovdje poku$ati na drugi nadin doc¢i do rezultata. Taj na-
%in se sastoji u tome da se regulacijski sustav svede na jedan
od oblika sa S1. 5.11.



K F—{Gpls) o

Geq[s)

: Heq{S)

a) b)

Sl. 5.11. Dvije osnovne konfiguracije zatvorene petlje:
a) oblik H ekvivalentno;
b) oblik G ekvivalentno

Konfiguracija pod a) naziva se oblik H ekvivalentno, a pod b)
oblik G ekvivalentno. Takvi su nazivi uzeti zbog toga 3to ni
Heq(s) ni Geq(s) nisu fizi&ke prijenosne funkcije. Usprkos to-
me ovaj nafin prikazivanja regulacijskog sustava pokazao se
vrlo dobar za obradbu velikog broja razli&itih sustava s nega-
tivnom povratnom vezom. Osim toga ovi oblici slufe da se na
razli¢ite na&ine poka%u udinci negativne povratne veze s vari-
jablama stanja.

Svede 1li se régulacijski sustav na oblik Heq’ prijenosna funkci-
ja zatvorene petlje glasi:

K G _(s)
yls) _ P , (5.23)
r(s) 1 + KGp(s} Heq(S)
a kada se svede na oblik Geq’ onda je:
¥ (s) Geq
}(s) “1IFe (5.24)

eq

Zbog vaZnosti koju e ovi ekvivalenti imati tijekom daljnjih
razmatranja, pokazat éemo najprije kako se do njih dolazi. Iz-
vedimo najprije izraz za Heq' U ovom slugaju (S1. 5.12.) primje-
njujemo identifikaciju pomicanja &vori%ta u smjeru toka infor-
macije. Po¢injemo s unutarnjom petljom i nastavljamo tako pos-

tupno sve dok ne ostane samo vanjska petlja.
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" " k3sls+1)
 ——
a)
r u 4 y
K S
+ s(s + 1)(s + 4)
kys? + (kg +2kp)s + 2k
2
b)
r LK y

s34+ (5+2Kkg)s? + (4 + 2Kk + 4K ky)s + 4Kk

c)

S1. 5.12. Postupno sredjenje regulacijskog blok prikaza s
varijablama stanja sa SL. 5.10.b) na oblik H__:
a) pomak Zvoridta s Ty Ma Y3 eq
b) pomak Gvoridta s x, na y;
e) konadni bok dijagram prijenosne funkeije

la S1. 5.12.a prikazan je rezultat pomaka ¢voriSta unutarnje
ietlije s ©y na y; potom je na S1l. 5.12.b prikazan rezultat
dudeg pomaka d&vorista s T, na y; i kona¢no Sl. 5.12.c prika-
uje funkciju cjelokupnog regulacijskog sustava. Vec¢ se na

31. 5.12.b nalazi traZeno rjeSenje za Heq' koje glasi:

2
k3(s) + (k3 + 2k2) s + 2k1

Heq{s) = 5 (5.25)




- 165 =

Vrijedno je zapaziti da je brojnik Heq kvadrati&ni polinom od
s, oblika Asz + Bs + ¢ i da poloZaj nula moZe biti po volji od-
redjen prikladnim izborom koeficijenata ki, ali da je poloZaj

nula neovisan o veli&ini poja&anja ' regqulatora X.

Prijenosna funkcija cjelokupnog regulacijskog sustava prema
Sl. 5.12.c) izlazi:

y(s) 4 K

rle) .3 4 (5 + 2K% ) e2 4 (4 + 2Kk

(5.26)

3+ 4Kk2) s + 4Kkl

Nazivnik prijenosne funkcije je polinom trefeg stupnja po s,
kojeg koeficijenti mogu biti odredjeni izborom vrijednosti ki
i K , 8to znafi da mjesta polova prijenosne funkcije mogu biti
po volji izabrana. Izborom triju koeficijenata karakteristi&ne
jednadZbe, mogu se postaviti tri jednadZbe za odrediti &etiri
nepoznanice; X, kl, kz i k3. Da bi se problem mogao rije$iti,
potrebno je jednu od nepoznanica izabrati nasumce, ili posta-
viti jo$ jednu uvjetnu jednadZbu poput npr. maksimalne pogrefke

ustaljenog stanja.

Prijedjimo sada na izvod redukcije blokovskog prikaza sa

S1. 5.10.b na blokovski prikaz na Sl. 5.11b , koji prikazuje
Geq(s). Za fjeéenje ovog zadatka prikladno je blokovski prikaz
sa Sl. 5.10.b nacrtati u obliku navedenom na Sl. 5.13.a .

Rjeéénje po¢inje svodjenjem unutarnje petlje u jedan blok, kako
je prikazano na Sl. 5.13.b . Iz rezultata se vidi da se pol
premjestio s poloZaja -4 na poloZaj -(4 + 2Kk3). Ovdje nije bilo
nula, ali da ih je i bilo, njihov poloZaj bi ostao nepromijenijen.
Odatle izvla&imo vaZan zakljudak da element &istog poja&anja u
povratnoj grani utjede samo na poloZaj polova, i to bez obzira
na sloZenost prijenosne funkcije objekta.

Iduéi korak u rjeSavanju je svodjenje slijedede petlje u jedan
blok, a zatim pretvaranje krajnje vanjske petlje u dvije para-
lelne grane, od kojih je jedna jedini&na negativna povratna

veza.



a2 *3 2 o y
s+ 4 S+ ) 5 )
Ky
a)
2K |2 ) y
54(4+2Kk3} s + | 5 -
k2
ky
b)
LK | y
s2+(5+2Kkg)s + (4 + 2K kg +4Kkp) s
ky - 1
c)
LK y

53 +(5 + 2K k3)s? + (4 + 2K kg + 4K kp)s + (4K k) - 4K)

d)

Sl. 5.13. Postupno svodjenje blokovskog prikaza s varijablama
stanja na blokovsktr prikaz oblika G .
eq
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Svodjenjem unutarnje petlje blokovskog prikaza na Sl. 5.13.c
u jedan blok dolazi se konacno od oblika Geq, kako je prikaza-
no na Sl. 5.13.d4 , s vrijednosdéu:

8~ + (5 + 2Kk3) s + (4 + 2Kk3 + 4Kk2) s + (4Kk1 - 4K)

(5.27)

Na prvi pogled se moiZe ustanoviti da prijenosna funkcija zatvo-
rene petlije izradunana s pomodcu Heq po jednadZbi (5.23) ili

s pomodéu Geq po jednadzbi (5.24), ima istu vrijednost, jer se
uvrStenjem (5.27) ponistavaiju zadnja dva ¢lana u nazivniku, tj.
-4K + 4K = 0, i tako se dobije isti izraz za y(s)/r(s) kako je

prikazano izrazom (5.26).

Vrijedno se prisjetiti da se na Sl1l. 5.13.d' iza komparatora do-
bije signal pogreske e kao ¢ista razlika izmedju referentnog

signala i izlaznog signala:

e(s) = r(s) - yls) (5.28)

Iz udinjenog razmatranja zakljudujemo da nule prijenosne funk-
cije objekta ostaju iste i u prijenosnoj funkciiji regulacijskog
sustava, a da se polovi prikladnim izborom koeficijenta ki

i pojacdanja kompenzatora K mogu po volji mijenjati.

Primjer: Naci H i G za sustav na Sl. 5.14.
eq eq

r u 1 X3 2 X9 1 Xy =Y
e ) K - = - — -
* ,/_ s +10 | s+ 3 S

Sl. 5.14. Zadani” sustav za koji treba nadi Hea G
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r u 1 23 2 X2 1
SO
+ s+10 s +3 s

I
0,1s(s+3)
|+
2
rf
O
r u 1 %3 2 1 ¥
K - - —— s
4 s +10 s +3 s
D382 +2,3% » 2
2
Sl. 6.15. Rjedenje sa H
eq
K 2 1
s+ (10 + 0,1K) s +3 s
r e 2K y

s3+(13+0,1K)s2 + (30 +2,3K)s

SL. 5.15. Rjedenje za G
eq
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5.4, o0oP¢1 SLUEAJ LINEARNOG REGULIRANJA S VARIJABLAMA STANJA

Pokazalo se da su konfiguracije Heq
rjeSavanje zadataka automatskog reguliranja. U jednostavnijim

i Geq vrlo prikladne za raz-

sluCajevima svodjenje sustava na jedan od ekvivalenata mo¥e se
relativno jednostavno obaviti s pomodu blokovskog dijagrama,

Sto je pokazano u prethodnom poglavlju. U sloZenijim sludajevima
primjena blokovske algebre bi jako oduljila rje8avanje problema,
pa je stoga u takvim sluajevima mnogo prikladnije primijeniti

matric¢nu algebru.

Iz poglavlja o varijablama stanja prisjetimo se relacije:

G (e) = L8 = T g(e) b

gdje je prijenosna funkcija Gp(s} zadana rezolventnom matricom

objekta. Sam objekt n-tog reda opisan je relacijama:

[

I
+

o
=
>
2

3:

o
I

la

%
aQ

a linearni regulator relacijom

u=X (r - ET x) (k)

UvrStenjem (k) u (A b) dobije se izraz:

{5.29)

| e
Il
|z
1=
|
>
o
|~
"
+
b=
o
3
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a grupiranjem dvaju izraza s x u jedan, potpuni opis s varija-

blama stanja regulacijskog sustava glasi:

= (A-Kbk')x+Kbr ' (5.30)

(5.3))

o2

i
102
™

Oznac¢i li se izraz u zagradama na desnoj strani jednadZbe
(5.30) s ék' . 2

A, =A -Kbk" (5.32)

opis regulacijskog sustava u kanonskom obliku glasi:

Usporedbom (A b) s (&k b) vidi se da su oblici jednadZbi objekta
i regulacijskog sustava jednaki, samo $to je matrica A objekta
zamijenjena matricom &k requlacijskog sustava i 8to je upravlja-

¢ki signal u izraZen s Kr.

U nastavku priprema za dobijanje # i Geq matri¢nim postupkom

eq
primijenimo ved otprije poznati postupak dobijanja prijenosne
funkcije objekta iz (A b) i (c¢) na (&k b) i (¢) za dobijanje
prijenosne funkcije regulacijskog sustava. U tom cilju prijedji-

mo s (&k b) i (¢) u Laplaceovo podrudje:

s(x) (s) = A x(8) + K b r(s) T )
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y(s) = ct x(s) (5.34)

RjeSenje po x(s) jednadZba (5.33) prelazi u oblik:
x(8) = K(s I -2)"" b r(s) (5.35)

Otprije znamo da je izraz (s I - g)'l definiran kao rezolventna
matrica objekta, pa je stoga po analogiji:

-1

fle) = (6 I -A) =(I-A+Kbk’)" (5.36)

rezolventna matrica regulacijskog sustava. Uvritenjem Qk(s) u
(5.35) dobije se:

x(s) = K Qk(s) b r(s) (5.37)

a uvrsStenijem (5.37) u (5.34) izlazi:

y(e) = K ¢ ¢ (s) b nls) (5.38)

a odatle dijeljenjem lijeve i desne strane jednadZbe (5.38) s
r(s) dolazimo do izraza za prijenosnu funkciju regulacijskog

sustava, koji glasi:
=K ¢c gk(s) b (5.39)

adj (s

-1 _ E = By
det (s I - A ) '
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relacija (5.39) se moZe pisati u obliku:

y(s) c’ ladj (s I - A)| b
r(s) “det (s I - A) (5.40)

U jednadZbi (5.40) izraz gT ladj (¢ I - ékjl b predstavlija po-
linom brojnika, a det (s I - ék] predstavlja polinom nazivnika
ili karakteristiéni polinom prijenosne funkcije regulacijskog
sustava. Karakteristicna jednadZba prijenosne funkcije regula-

cijskog sustava, prema tome, glasi:
det (s I - A =0 (5.41)

Korijeni karakteristicne jednadZbe (5.41) predstavljaju polove
ili svojstvene vrijednosti regulacijskog sustava. Bududéi da ti
pelovni, odnosno svojstvene vrijednosti, odredjuju narav odziva
regulacijskog sustava, polinom i jednadZba koje su ti polovi
korijeni, dobili su naziv karakteristidni polinom, odnosno
karakteristidna jednadiba regulactjskog sustava. Vrlo je vaZno
razlikovati polove objekta, odnosno reguliranog sustava prije
primjene regulacije, od polova regulacijskog sustava, odnosno
cjelokupnog sustava sa zatvorenom petljom u kojoj se nalaze i

svi regulacijski elementi.

Prijedjimo sada najprije na izvodjenie Heq(s). Sa S51. 5.11.a

moZe se postaviti relacija:

Bt} = Sp—r= (5.42)
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a uz
x(s) = ¢(s) b ul(s) (5.43)
postaje
k' ¢(s) b
g (8} = —— (5.44)
=5 ¢’ 4(s) b

Za naci prijenosnu funkciju otvorene petlje regulacijskog sus-
tava, ili jednostavno petlje regulacijskog sustava, prisjetimo

se da je:

6 (s) = ¢’ 9(s) b (5.45)

a prijenosna funkcija unaprijedne grane:

K, (8) = K c’ ¢ls) b (5.46)

‘Prijenosna funkcija petlje regulacijskog sustava je definirana
kao umnoZak prijenosne funkcije unaprijedne grane i prijenosne

funkcije povratne grane, $to primjenom (5.45) i (5.46) daje:

-3
I~
)

o

i S paensalioast oo gy T ol
KGP(S} Heq(s) Kc ¢(s) b —5 T L Kk” ¢(s) b (5.47)

Skracdenje je moguce, jer se, prema (5.45), skraduju skalarne
veli¢ine. Prisjetimo 1li se prijenosne funkcije regulaciijskog
sustava svedenog na oblik Heq (jednadZba (5.23)), koja glasi:

KG_(8)
y(s) _ P ,
r(s) 1 + KGP(S) Heq(s)



el i £

pa brojnik zamijenimo izrazom iz jednadZbe (5.46), a drugi pri-
brojnik izrazom iz jednadiZbe (5.47), dobije se novi oblik gor-

nje JjednadZbe, koji glasi:

ifi; - — (5.48)

Vrijedno je zapaziti da jednadZba (5.48) predstavlija prijenosnu
funkciju regulacijskog sustava izraZenu rezolventnom matricom
objekta ¢ (s).

Geq(s) se moZe dobiti na dva nac¢ina. U¢inimo to najprije podevsi

s jednadZbom:

KGp(s) G q}S)

e
- (5.49)
1 + KGp(s) Heq(s) 1 + Geq{s)

koja se moZe pisati u obliku:

KGP(S) [1 + Geq(sy] = Geq(s) [1 KGp(s) Heq(s)] '

a odatle se mnoZenjem i sredjenjem dobije:

KG_ (8)
Gl = v T T
E p%t Fagtf p

(5.50)

Uvrdtenjem (5.46) i (5.47) u (5.50) dobije se:

Geq(s} =

a odatle
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Kc' oe) b
G (s8) = (5.51)
eq 1+ K(k -c)T ¢(s) b

Na drugi nac¢in se Geq(s) dobije iz jednadZbe:

yls) _ Geq(s) (5.52)
r(s) 1+ Geq(s)
koja se moZe pisati u obliku:
y(s) -
a odatle mnoZenjem i sredjenjem
(s)
- r(s)
Geq(s) ;H:"_TET {5.53)
r (s)

Uvrsti li se jednadZ?ba (5.48) u (5.53) izlazi veé izvedeni izraz
(5.51), a ako se uvrsti jednadzba (5.39) u (5.53) dobije se:

G (g) = —= — (5.54)

Na taj nadin smo za y(s)/r(s) i za Geq(s) izveli po dva izraza:
po jedan s rezolventnom matricom objekta ¢ (s) [jednadZbe (5.48) i
(5.51)] i po jedan s rezolventnom matricom regulacijskog sustava
Qk(s} [jednadZbe (5.39) i (5.54)] .

Da bismo i Heq{s) izrazili s gk{s), dovoljno je u izraz (5.42)
umjesto x(s)iz (5.43) s ¢ (s) uvrstiti x(e) iz (5.37) s ¢, (s) A izlazi:



- 176 -

o

k" 4y (@)
Ho (8) = = —E— (5.55)
=3 c 9, (s) b

Bududéi da Heq(sj iy(s)/r(s) veé imamo izraZeno s gk{s), lako
moZemo i Gp(é) izraziti s gk(s). U tom cilju uvrstimo jednadZbu
(5.55) i (5.39) u jednadZbu (5.23), pa femo dobiti:

KG_(s)
b =Kkc o () b
1+KG () [k 8y (s) b
e’ 4, (8) b
a odatle:
ke ¢, (s) b
KG_(s) = T (5.56)
e 1 -kKk™ ¢, (s) b
te konacno:
e $(e) b
G (s) = (5.57)

1 =Kk ¢, () b

Primjenom izraza (5.56) i (5.55) dobije se i prijenosna funkcija

petlje regulacijskog kruga, koja glasi:

KET 9. (8) b
KG_(s) H_(s8) = (5.58)
P e 1 - Kk 9, (s) b

Primjer: Za pozicijski sustav s istosmjernim servomotorom uprav-

ljanim strujom magnetiziranja, sa Sl. 5.10, zadani su koefici-
jenti povratne veze kl =1, kz = %% i k3 = §%~ . Treba mat-

ri¢nim postupkom nac¢i prijenosnu funkciju reguliranog sustava

Gp(s) i Heq(s).
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Pregled prijenosnih fuwnkeija u matridnom obliku

IzraZeno s 9(s)

IzraZeno s Qk{s)

Prljenosna funkcija
petlje oblika

K ETEEm) b

G (8)
p "o, (s)
; ’ T —-—k
Prijenosna funkcija ob- c¢(e) b
jekta odnosno requlira- Kk Qk( ) b
nog sustava
jednad?ba (5.45) jednadZba (5.57)
Heq(s) ET (s) b ETﬂlkfs) b
Ekvivalent povratne T T
grane cé(e) b c 9 (8) b
jednadzba (5.44) jednadZba (5.55)

1- Ko (s) b

requlacijskog sustava

14Kk ¢(s) b
jednad¥ba (5.48)

H (s8)
ed jednad¥ba (5.47) jednad¥ba (5.58)
G__(s) T
= Ke 6(s) b K" gdzki s) b
Ekvivalent unaprijedne T
grane 1+K(k -e) " ¢(s) b 1=-Ke ¢ (8) b
jednadZba (5.51) jednadZba (5.54)
y(s) T
r(s) Kc ¢(s) b "
s Kélqa(s)b
Prijenosna funkcija = k -

jednad¥ba (5.39)

RjeSenje: Za nadi Gp(s) i He
ili matricu A s pomocu kojih se dobije ¢(s) ili Qk(s).
potraZiti matricu A i rezolventnu matricu ¢(s).
5.10. su:

stanja na Sl.

pa prema tome:

= -z, + 2x3

= - 4m3 + 2u

(s) treba najprije dobiti matricu A

Mi cemo

Izabrane varijable
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0 1 0
A=|0 -1 2
L0 0 -4
-0 S
b=]0 i c=1|0
[ 2 | L 0

Iz tih podataka se izrafunava rezolventna matrica:

#(e) = (s I -t =
[ (s+1) (s+4) (s+4) 2
= SR "  Loird) o
0 0 s (s+1)

Poznavajuéi rezolventnu matricu moZemo izracdunati prijenosne

funkcije objekta

G, (s) = ¢t ¢(s) b =
[(s+1) (s+4) s+4 2
1
= {1 o0 0] P e v 0 s (g+4) 28
0 0 s(g+l)

_ _ 4
= 26,5(8) = I (s50)
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Jos se u zadatku tra%i da se matri&nim postupkom nadije Heq(s).

To cemo udiniti primjenom jednadZbe:

k' 8(s) b

eq ET ¢ (s)

Io

Nazivnik nam je veé poznat, jer se podudara s izrazom Gp(s), a

brojnik je:
_ T
¢11 ¢12 ¢13
T 13

Eglal b= [1 em‘zz“] %21 %pp W3l [0 *
[$31 %3z 33| (2
| 2013

135, 7s(s+l)
N TN I I (R 1
10 20 23 s (s+1) (s+d)
2

- ¢31..|

Dijeljenjem brojnika s nazivnikom dobije se:

T
y - k™ 8(8) b 4 4 (138/10) + (78/10) (s + 1) _ 782
@ = ” 4 -

T &T 4(s) b

+ 20s + 40
40

Sa slike 5.12b moZe se vidjeti da se tu blokovskog algebrom
do3lo do rezultata:

1s o Te
., _ 38+ (m3 + 2k2)u + 2%

eq 2

1
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Uvr$tenjem zadanih vrijednosti za kl' k2 i k3 dobije se:

7 2 7 13
, -20° * gt 239 22 75 4 208 + 40
eq 2 40 d

gto dokazuje postavljenu tvrdnju da se blokovskom algebrom i

matridnom algebrom dolazi do istog rezultata.

5.5, SVOJSTVA LINEARNE POVRATNE VEZE S VARIJABLAMA STANJA

Svojstva linearne povratne veze s varijablama stanja ispitat ce-
mo na jednom opcéenitom objektu s m nula i n polova, koji je za-

dan prijenosnom funkcijom:

+ e ;
G_(8) = (5.59)

Budué¢i da se radi o teorijskom ispitivanju svojstva linearne
povratne veze s varijablama stanja u opcéem sludaju, svejedno nam
je da li ta ispitivanja obavimo s fizic¢kim ili s faznim varija-
blama stanja. U naSem slufaju radi jednostavnosti primjenjujemo

fazne varijable, pa stoga opis reguliranog sustava glasi:

0 1 .. 0 0
X = 0 0 . 0 X + 0 U §
-a, Ay ee. Al 1
y = lcl Cy e Chig 0 wus O} %

Ispitajmo najprije svojstva Heq(s) jednadZbi (5.44). Uzev&i u

obzir da je:
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-] adj (s I - é)
¢(8) = (s I - A) “Fet G IR (5.60)
jednadZba (5.44) poprima oblik:
k' [adj (¢ I - A)] b/det (s I - A)
Hpq(s} = B =
- ¢ [adj (¢ I - A)] b/det (s I - A)
k' [adj (s I -A)] Db
= o (5.61)
¢ [adj (6 I -A)] Db
Prema jednadZbi (5.45):
7
T ¢ [ad) (s I - A)] b
Gp(s} = c ¢(s) b = '
[det (s I - 2)]
gdje je
det (s I - _3}_} = sn + ap snml +eoot ay (5.62)
i
gT [adj (8 I - A)] b = Gt & 4 e gt g ey
{5.6%)
Po analogiji moZemo pisati:
k' [adj (s I -] b=tk o™+ &" 2 4k ok,
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Razlika izmediju (5.63) i (5.64) je jedino u tome Sto je ey = 0
za 1 > m + 1, dok za ki to ne vrijedi. Uvrstenjem (5.64) i (5.63)
u (5.61) dobije se:

Heq(s) = (5.65)

Iz jednadZbe (5.65) proizlazi da je brojnik Heq(s) polinom
(n-1) -ovog reda po s-u i da mu se svi koeficijenti mogu posta-
viti po volji, prikladnim izborom koeficijenata ki. To znadi

da Heq(s} ima (n-1) nulu, kojih se mjesta u s ravnini mogu iza-
brati po volji. Usporedbom Heq(s) iz jednadZbe (5.65) i GP(S)
iz jednadZbe (5.59) vidi se da je brojnik Gp(s) identic¢an nazi-

vniku Heq(s).

q(e) [jednad¥ba

(5.65}] mo¥e se dobiti izraz prijenosne funkcije petlje:

S pomoéu izraza za Gp(s) [jednadzba (5.59)] i H

n-1 n
K{kn s + k g +...+ kl)

KG H (s) = (5.66
p{s} eq?) 2™ kg g ek )

Naro&ito je vaZno uoditi da su nule prijenosne funkcije petlje
ujedno i nule Heq(s), a da su polovi prijenosne funkcije petlje
ujedno i polovi prijenosne funkcije objekta Gp(s). Polovi su
stoga preuzeti iz Gp(s) nepromijenjeni, a (n-1) poloZaj nula

se mo%¥e po volji odabrati s pomodéu ki.

Nadalje, pogledajmo osobine prijenosne funkcije regulacijskog
sustava y(s)/r(s), a razmatranje provedimo na relaciji (5.48),

koja glasi:

T
y(s) _ K ¢ ¢(e) b

7(8) ) 4 kT ¢(s) b
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UvrStenjem izraza za g(s) iz jednadZbe (5.60) u gornji izraz

dobije se:

y(s) _ £ ET ladj (s I - A)| b/det (s I - A) i

?(8) 1 4 kxT |adj (s I - A)| b/det (s I - A)

Kc Jadj (s I-A)|Db
= 7 (5.67)
det (s I - A) + kk” |adj (s I - A)| b

UvrStenjem (5.63), (5.62) i (5.64) u (5.67) dobije se:

m m=1

E(SJ K(Cm+18 + C.'m 8 S PO cl)
ris) n n-1 n-1 n-2 £
(6" + a_ s tooot ay) + K(k s + k., 8 oot k)
(5.68)
§to sredjenjem daje:
K(e L + )
y(s) _ m+1 ‘I A (5.69)
wled O ¢ (a, + Kkn)sn_l *oout (a, + Kkp)

Do istog rezultata moglo se doéi opisom reqgulacijskog sustava

s faznim varijablama stanja koji glasi:

[
1l
o
o
(=}

[
+
o

Kr

~lay +Kky)  =lay+Kky) ...~ (a +Kk.) 1
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y = Icl Cy eve Crig 0 wwe Of X 4

iz kojeg se moZe direktno napisati jednadZba (5.69). Iz jednadZbe
(5.69) proizlazi da se koeficijenti polinoma u nazivniku priklad-
nim izborom pojadanja X i koeficijenata ki mogu po volji namje-
Stati. S obzirom da postoji (n+l1l) namjestivi parametar, a samo

n koeficijenata ki, jedan se parametar odabire proizvolijno, a

drugi se potom izradunava.

Usporedbom y(g)/r(s) iz (5.69) i Gp(e) iz (5.59) vidi se da su
brojnici jednog i drugog izraza 5to se korijena tice jednaki, a
razlikuju se samo po tome $to se u brojniku y(s)/»(s) nalazi jos

i umnoZitelj XK. To znadi da chjekt i requlaciiski sustav imaiju
jednake nule, odnosno da linearna povratna veza s varijablama
stanja ne utjede na nule sustava. S druge strane, mogucénost
proizvoljnog namjes$tanja koeficijenata karakteristiénog polinoma
znadi da se poloZaj polova prijenosne funkcije regulacijskog
sustava u ¢ ravnini moZe proizvoljno odabrati. Iz toga proizlazi
da nepoZeljne nule moZemo ponisStiti namjeStanjem polova na njihova

mjesta u ¢ ravnini.
Rezimirajuéi razmatrana svojstva dolazimo do zaklijucka:

qfs):

a) polovi Heq{s) su nule Gp(s)

1. u odnosu na He

b) Heq(s} ima (n=1) proizvoljnu nulu;
2. u odnosu na prijenosnu funkciju petlje KGp(s) Heq(s}:
a) polovi KGp(s} Heq(s) su polovi Gp(s)
b) nule KGP(S) Heq(s) su nule Heq(s); ti.
postoji (n-1) proizvoljna nula;

3. u odnosu na prijenosnu funkciju regulacijskog sustava y(s)/r(g):

a) polovi y(s)/r(s) mdgu biti proizvoljno smjeSteni
prikladnim izborom XK i ki

b) nule y(s)/r(s) su nule Gp(s)-
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Zakonitosti navedene u zakljudku mogu u nekim slu&ajevim na

prvi pogled doéi u pitanje. Postoje dvije vrsti takvih sluda-
jeva. Prva vrst je kad se s odabranim varijablama stanja ne moZe
formirati model oblika (A b). To se &esto dogadja kad ulazni

blok objekta ima nulu. Tada dolazi do &lana u, &to je inkopati-
bilno s oblikom (A b). Druga vrst takvih slu¥ajeva nastaje kad

se do Heq(s) dolazi s pomoéu blokovske algebre. Tada se moZe
dogoditi da se neopazice poniSte istovrijednosne nule i polovi,
tako da se sve nule Gp(s) kasnije ne pojavljuju kao polovi Heq(s).
Stoga,kad se radunajuéi blokovskom algebrom dodje do Heq(s)

koji nema sve polove koji odgovaraju nulama Gp(s), brojnik i
nazivnik treba pomnoZiti s tim korijenom, jer se on sigurno pri-
likom raéunahja neopazice poniStio. Treba naglasiti da se ni u
prijenosnoj funkciji petlje polovi prs) nikada ne smiju ponidta-
vati s nulama Heq(s), iako bi se to na temelju identi&nosti
moglo udiniti.

5.6, 1ZRAZUNAVANJE REZOLVENTNE MATRICE BLOKOVSKOM ALGEBROM

Veé je pokazano kako se primjenom matri&ne algebre mogu izradu-
nati elementi rezolventne matrice objekta i regulacijskog sus-
tava. Medjutim, Cesto se dogadja da su nam za rad potrebni samo
neki, a ne svi &lanovi matrice. U tom slufaju je nepotrebno gu-
biti vrijeme na izradunavanje svih &lanova, pa ¢emo stoga u nas-
tavku upoznati dva nadin za izra&unavanje pojedina&nih &lanova

rezolventne matrice.

Buduc¢i da se elementi rezolventne matrice ionako radunaju poje-
dina¢no, ne moraju se izradunavati svi &lanovi matrice, nego se

samo izradunavaju pojedina&ni &lanovi po relaciji:

kof (s I - A)..

- Ji
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To je jedan nadin koji, medjutim, ipak zahtijeva izralunavanje
kofaktora i determinante. Drugi na&in je po pristupu sloZeniji,
ali je radunanje jednostavnije. Postupak je identi&an, bilo da
se radi o rezolventnoj matrici objekta ili regulacijskog susta-
va. Mi demo se s tim postupkom upoznati pri dobivanju rezolven-
tne matrice regulacijskog sustava Qk(s).

PokaZimo najprije da elementi gk(s) ovise o odzivima podetnih
uvjeta varijabli stanja. Uzmimo najprije da je ulaz regulacijs-
kog sustava r(s) = 0. U tom slu®aju jednadZba (A, b) glasi:

x (2, D)

Sada prijedjimo u Laplaceovo podru&je, samo bez zahtjeva da
podetni uvijeti budu jednaki nuli. U tom slud¢aju Laplaceov trans-
format jednadZbe {gk) glasi:

sx(s) - x(0) = A x(s) ,
a nakon sredjenja:

(s I -A)) x(s) = x(0) '

odakle se rjeSenjem po x(s) dobije:

x(s) = (6 I -2) ' x(0)
a primjenom rezolventne matrice izlazi:
X(s) = gk(s) x(0) (5.71)

U razvijenom obliku i-ti &lan vektora x(s) jednadZbe (5.71)

glasi:
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x, (8) = ¢k(il)(3) x, (0) + ¢k(i2)f8) €, (0) +...4 ¢k{in)(s) z_(0)

(5.72)

Postavi 1li se da su svi pofetni uvjeti jednaki nuii, osim za

j-tu nepoznanicu, jednad?ba (5.72) poprima oblik:

xi(s) = ¢k(ij)(8) mj(O) (5.73)

a dijeljenjem s xj{O) izlazi:

x, (8)

1 -

Iz jednadZbe (5.74) proizlazi da je &lan ¢k(ij)(3) definiran od-
nosom Laplaceovog transformata i-te varijable stanja i podet-
nog uvjeta j-te varijable stanja, uz sve ostale podetne uvjete

i pobude jednake nuli.

U dosada3njim razmatranjima je redeno da se blokovski prikaz te-
melii na prijenosnoj funkciji koja je definirana kao odnos Lap-
laceovih transformata izlaza i ulaza uz nulte poéetne uvjete.
Medjutim, ako Zelimo do ¢k(ij)(3) do¢i s pomocéu blokovskog pri-
kaza, potrebno je u njega unijeti jo§ i pocetne uvjete. Jedan
od na¢ina da se to u&ini jest da se podetni uvjeti nadomjeste s
ekvivalentnim ulaznim impulsima koji se dodaju sustavu preko
fiktivnih sumatora. To je za jedan izdvojeni element ilustrira-
no na Sl. 5.17. Ako se pretpostavi da je Gj{s) jedini ulaz pri-
kazanog j-tog integratora, prijenosna funkcija u tom slu&aju
glasi:

' =1
oy - 4 .79
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Sl. 5.17. Varijable stanja x., s ekvivalentnim
podetnim uvjetom 5j(s)

Buduc¢i da je Laplaceova transformacija impulsa njegova visina,

li. 5 - .1!.(0] ’ (I),FG

Sto uvrsStenjem u (5.75) i rjeSenjem po xj(s) daje:

ax.(0)
e e
;r:}(s) 2 | (5.77)

Za nac¢i pofetne vrijednosti od xj{t), ili drugim rije¢ima vri-
jednosti xj(t) u vremenu t = 0, treba se posluZiti teorem po-

Getne vrijednosti, i dobije se:

lim 2. (¢) = lim s z.(s) = z.(0) (5.78)
£+0 g+ J J

Ovo je upravo traZeni podetni uvijet, a veé ranije smo pokazali
da se za postavljanje pofetnih uvijeta svakog integratora u regu-

lacijskom sustavu moZe primijeniti impulsna pobuda.

Pogledajmo kako blokovski dijagram stanja moZe posluZiti kao
osnova za dobijanje elemenata rezolventne matrice. Osnovna je
pretpostavka pri tome da sustav bude opisan s n diferencijalnih
jednadZbi prvog reda. U tom sludaju i blokovski prikaz sadrZi
n integratora s jedini&nim brojnikom poput j-tog integratora
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na Sl1. 5.17. Na temelju tih pretpostavki razradjen je postupak
za dobijanje elemenata rezolventne matrice, koji navodimo u

nastavku po tockama:

1. Blokovski prikaz zapodinje se crtanjem n blokova koji pred-
stavljaju integratore é. Ulazna varijabla j-tog bloka je &j'
a njegova izlazna varijabla je s gdje je j = 1,2,...,n.

2. Na ulazu svakog bloka postavlja se fiktivni sumator preko

kojeg se na ulaz moZe dovesti impulsna pobuda Gj(s].

3. Blokovski prikaz se nadopunjuje na temelju jednadZbi varijabli

stanja. Pret?ostavlja se da je ulazna pobuda jednaka nuli.

4. Za na¢i element rezolventne matrice ¢k(ij){3) 113 ¢ij(s) koji
le%i u i-tom redu i j-tom stupcu, blokovski se prikaz preu-
redi tako da Gj(s) bude ulaz, a mi(s) da bude izlaz, a da svi
ostali ulazi budu postavljeni na nulu.

5. Prijenosna funkcija takvog blokovskog prikaza glasi:

xi(s] mi(s)
= = ¢, i {S)
5j(s} xj(O) k(ij)

(5479

Buduéi da je jednadZba (5.79) identiéna s jednadZbom (5.74),

postupak se time zavrsSava.

Primjenu opisanog postupka pokazat €emo na jednom sustavu tre-
éeg reda, i to najprije za objekt na Sl. 5.18.a , a zatim za

regulacijski sustav na S1l. 5.18.b

Premda je sustav na Sl. 5.18.a npotpuno zadan blokovskim prika-
zom, treba se vratiti malo unatrag i postaviti tri diferencijal-
ne jednad?be prvog reda. One direktno proizlaze iz blokovskog
prikaza na Sl. 5.18.a. :

zy(8)
xz(s) T s 1 “



x2(8)

_ 8 + 1 i oo .
x3(3) e , = 2x2 + x3 + m3
x.(8)
3 _ 2 .
2] “ S LB + ky = = 5x3 + 2u
u 2 X3 | set| %2 I RS T
|s+5 | se2 s
a)
r u 2 X s+ 1 X 1 Xe=Y
e Y—{ k=20 ' - I P
* s +5 S+ 2 s
[ I
0,1 0,3
) /]\

b)

Sl. 6.18. a) Objekt tredeg reda; b) regulacijski
sustav reguliran varijablama stanja

Uvrstenjem £3 u drugu jednadZbu odmah se dobije sustav jednadZbi
oblika (A b):

i il
£y = - 2:::2 - 4.1:3 + 2u (5.80)
£y = = Sx3 + 2u

S postavljanjenim sustavom jednadZbi (5.80) ispunjen je osnovni
uvjet da sustav mora biti opisan s n diferencijalnih jednadZbi

prvog reda, pa se stoga moZe prijecdi na provedbu opisanog postupka.
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X3 [7] %3 X [1] %2 Xy 1] X
S S S
a)

c)

51. 5.19. Prva tri opdenita koraka postupka za dobijanje elemenata

KORAK I:

KORAK II:

KORAK IITI:

rezolventne matrice blokovskog prikaza.

a) uertavanje integratora;

b) unodenje fiktivnih sumatora;

e) dopunjavanje blokova na temelju podataka iz diferen—
etjalnih jednadibi i njihovo povezivanje

Ucrtaju se 3 integratora (Sl. 5.19.a ), Jjer je sustav
3-feqg reda;
Unesu se fiktivni sumatori s jediniénim impulsnim

pobudama na ulaze integratora (S1l. 5.19.b );

Blokovi sumatora se upotpune podacima iz diferenci-
jalnih jednadZbi i medjusobno se spoje, a ulazna po-
buda u se stavi da je jednaka nuli (Sl. 5.19.c ).

Prije nego %to proslijedimo na preostala dva koraka, vrijedno

je uoditi da ovaj dio postupka koji je do sada obavljen spada

u opéi dio koji treba svaki put provesti, bez obzira koji nam
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je element rezolventne matrice potreban. Postupak slijedecih

koraka razlikovat de se u ovisnosti o traZenom elementu rezol-

ventne matrice. Mi éemo potraZiti najprije clan ¢12(5).

KORAK IV: Buduci da ¢lan ¢12{s) predstavlja odnos Laplaceovih

KORAK V:

transformata varijable stanja ml(s) i jediniéne im-
pulsne pobude 62(3), treba nacrtati taj dio blokovs-
kog prikaza uz sve ostale ulaze jednake nuli, kao Sto

je udinjeno na Sl. 5.20.a ;
RjeSenjem unutarnjih povratnih veza dolazi se do blo-
kovskog prikaza na Sl1. 5.20.c ,iz kojeg neposredno

proizlazi da je:

) (s) 1
¢21(3) = 62(3) = s(e + 2) (5.81)
1 %2 % J2 R | ) %
S 5 S + 2 s
-2
a) b)

S1. 5.20. Zadnja dva koraka postupka za dobijanje elemenata

regolventne matrice ¢19(8):
a) blok kojeg je x; izlaz © ¢g ulaz;
b) isti blok s rijedenim unutarmjim petljama

Na isti na&in se dolazi do &lana ¢23{s), za kojeg su koraci
IV i V pokazani na Sl. 5.21.a i 5.21.b , a vrijednost mu je:

:1:2(3) ik

42308 =5 G T @ ¥ D (s ¥ 5) (5.82)
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% LI I T ! %
s * s
X
-5 "1 .. L_...]
s

a)

) X

3 _ 1 o 1 ____jL

s+5 S+ 2

b)

Sl. 6§.21. Zadnja dva koraka za dobijanje Elana ¢23(3)

U zakljudku razmatranja prikazanog postupka vrijedno je uoditi
da osim Sto ubrzava dobijanje pojedinih &lanova ¢ij(s], pruZa

i neposredni fizidki uvid zbog &ega su pojedini d&lanovi ¢ij(s)
jednaki nuli. To proizlazi iz blokovskog prikaza na 81. 5.19.c ,
i to stoga 5to impulsne pobude ne mogu utjecati na prethodne
varijable stanja. Tako ﬁl{s} ne moZe utjecati na xz(s), niti na
w3(s), a 62(3) ne moZe utjecati na x3(s), pa su stoga ¢lanovi
¢21(s), ¢31(s) i ¢32(3) odigledno jednaki nuli. Svi dobijeni
rezultati se sla?u s rezultatima koji su dobijeni matridnom

algebrom. Rezolventna matrica tako dobijena glasi:

1 1 ~4
s s (s+2) s (s+2) (8+5)
8 -4
$(e) = | 0 553y T6%2) (5%5) (5.83)
1
0 0 (6+5)

Usprkos svih navedenih prednosti opisanog postupka, racunanje
rezolventne matrice matridnom algebrom Jje prikladniije u slucda-
jevima kad se ne traZi samo neki, nego svi ¢lanovi rezolventne

matrice.
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Prema postavljenom planu sada prelazimo na primjenu postupka

za dobijanje elemenata rezolv=ntne matrice regulacijskog sus-
tava. U naZem sluaju to ée biti regulacijski sustav prikazan
na Sl. 5.18.b . Prema propozicijama postupka sustav treba naj-
prije opisati s n diferencijalnih jednadZbi prvog reda. Za sus-
tav na S1. 5.18.b to su tri jednadZbe. Do njih dolazimo na
slijedeéi nadin:

Sa S1. 5.18. dolazimo do izraza za u

u = 20(r - x, - 0,3332 - O,lx3) r (5.84)

koji uvrstimo u jednadZbe (5.80) i dobijemo:

%y = 3
ko = - 40m1 - 143:2 - 8m3 + 40r (5.85)
£y = = 40;c1 - l2;c3 - 9x3 + 40r

Primjenom prva tri koraka postupka, kako je to prethodno uéinjeno
pri obradbi objekta, dolazi se do blokovskog prikaza na Sl. 5.22.
7boq brojnih povratnih veza lako se moZe zaklju&iti da e sve
impulsne pobude u ovom sludaju na izvjestan nac¢in djelovati na
sve varijable stanja, a odatle slijedi neposredan zakljucdak da

rezolventna matrica ¢, (s) nece imati nultih &lanova.
~k

PotraZimo i ovdje ¢lan ¢k(12)(s), kao i u prethodnom primjenu.
U tom sludaju blokovski prikaz treba tako preurediti da izlaz
bude Ty
moZe obaviti svodjenjem na oblik Geq(s) ili na Heq(s}. Mi ¢emo

a ulaz 62, a svi ostali ulazi da budu nula. To se

svesti na oblik H (s).
ed
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SL. 5.22. Rezsultantni blokovski prikas nakon tredeg koraka
postupka za dobijanje elemenata rezolventne mat-
rice regulacijskog sustava na SL. 5.18.b

Na Sl1l. 5.23.a ucinjena je priprema za prijelaz na korak IV,
tako da su lokalne petlje oko integratora prikazane u obliku
monolitnih blokova, te da je ¢vorisSte povratne grane s Lo pre:

badeno na Ly i da su svi ulazi osim 6? izjednaceni s nulom.

Na Sl1. 5.23.b realiziran je korak IV, a na Sl. 5.23.c konac¢no

i korak V odakle proizlazi da je:

3:1{.8)

+ 9
Pp(12) (8) = 5, T 3 3

g
s + 2387 + T70s + 40

Drugi ¢lan koji ¢emo i ovdije potraZiti jest ¢k(23)(s). Prva

tri koraka su obavljena na Sl. 5.22. Cetvrti korak je prikazan

na Sl. 5.24.a , a peti na S1. 5.24.b , odakle proizlazi da je:
i ) = 2
k(23) 63(3) S3

{5:87)
4+ 2357 + T70e + 40
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-12s
+
O e
] s+9 s +14 | s
=40
- 40
a)
§ X .
- ! 2| 1
* s +14 S
- - 40
-8
-4
s+9 + 0
+
-12s
b)
% : ”
' sis + 14)
+
56s + 320
s + 9
c)

Sl. 5.23. Zadnja dva koraka postupka za dobijanje elemenata
br(12) (s) regulacijskog sustava sa Sl. 5.18.b.
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N _ 2%y X
8 — P TTR
-40 2
S
1
s
a)
83 -8 s X9
¢ s+9 s2414s +40
-12s - 40
S
b)

Sl. 6.24. Zadnja dva koraka postupka za dobijanje elemenata
| ¢k(23)(s) regulacijskog sustava sa SL. 5.18.b

Radi provijere dobijenih rezultata navedimo i ovdje ¢itavu rezol-

ventnu matricu gk(s) izra¢unanu postupkom matricéne algebre.

[ 62423 +30 c+9 | -8 ]
4, (8) = — 5 ~40(s+1) (5+9) -85
8~ + 238 + 708 + 40
~40 (s42)  -(128+40)  s°+145+40
(5.88)

Usporedbom ¢lanova ¢k(12)(3] i ¢k(23){8) dobijenih blokovskom
algebrom i matriénom algebrom, vidimo da se rezultati potpuno

pedudaraju.
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5.7. ZAKLJUCAK

Negativnom povratnom vezom vr$i se ru¢no i automatsko regulira-
nje dinamid&kih sustava. Korisna svojstva za reguliranje su jo$
gto smanjuje osjetljivost na vanjske i unutarnje poremecaje, te
§to prodiruje frekvencijski pojas i poboljSava vremenski odziv
sustava. NepoZeljno joj je svojstvo Sto sustav moZe dovesti u

nestabilno stanije.

U jednostavnijim slu&ajevima problemi regulacije s varijablama
stanja mogu se obradjivati primjenom nadomjesnih oblika Heq i

Geq' a u sloZenijim sludajevima je preporudljivije za obradbu
primijeniti matri&nu algebru. Pri obradbi vrlo korisno mogu pos-
lu¥iti karakteristiéna svojstva koja medjusobno povezuju Heq i
Geq’ te prijenosnu funkciju, prijenosnu funkciju petlje i pri-
jenosnu funkciju regulacijskog sustava.

U sludajevima kad nisu potrebni svi &lanovi rezolventne matrice
veé samo neki od njih, problem se moZe uspje$no rijeSiti primjenom

po&etnih uvjeta s pomodu blokovske algebre.
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6.  VREMENSKI 0DZIV

6.1, uvop

Poznavanje matematickog modela, bilo da je izraZen prijenosnom
funkcijom ili varijablama stanja, omoguduje da se matematidkim
putem nadje odziv sustava. Taj postupak u kojem se iz zadanog
matematickog modela i pobude dobije odziv naziva se analiza,

a moZe se provesti u vremenskom ili gornjem podru&ju i u Lapla-
ceovom ili donjem podrudiju.

U dosadasnjim razmatranjima mnogo je vise korifteno donje pod-
ru¢je. Razlog tome leZi u &injenici 3to je radunanje u donjem
podrué¢ju mnogostruko jednostavnije i br¥e od radunanja u gor-
njem podru¢ju. Medjutim, ponaSanje se odvija u gornjem podrudiju,
pa ako nas to ponaSanje zanima, i kona&an rezultat treba biti

u gornjem podrudiju.

Veé smo vidjeli da je prijelaz iz gornjeg podru&ja u donje u
najveceg broju slucajeve trivijalan, pa se stoga na tom prije-
lazu neéemo ni zadrZavati. Obrnuti prijelaz, medjutim, ne¥to

je sloZeniji, pa femo mu zbog njegove vaZnosti u analizi i sin-
tezi, pokloniti malo viSe paZnje. Ovdje se javlja glavni prob-
lem: kako kona&ni rezultat, izraZen u obliku sloZene razlomlje-
ne racionalne funkcije po s-u, $to brZe i jednostavnije raz-
loZziti na parcijalne razlomke kojih se inverzne Laplaceove

transformate moZe nad¢i u tablicame
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6.7, RAZLAGANJE NA PRACIJALNE RAZLOMKE

Polazimo od pretpostavke da je Laplaceov transformat koji hode-
mo prevesti u gornje podru¢je, zadan u obliku razlomljene racio-
nalne funkcije po s-u i da je nazivnik funkcije u faktorizira-

nom obliku, tj.:

_ Bls) _ B(s)
Fe) = ey = @ e (e + s,0.-- (6 ¥ o)

(6.1)

Polinom brojnika B(s) u jednadZbi (6.1) je reda manjeg od n.
Korijeni nazivnika N (g) mogu biti nule, realni ili komplekni

brojevi, a dva ili viSe njih mogu biti medjusobno jednaki.

Bududéi da narav vremenskog odziva ovisi samo o nazivniku raz-
lomljene racionalne funkcije f(s), brojnik moZe ostati u nefak-

toriziranom obliku.

S obzirom na moguce oblike korijena, f(s) se moZe pisati u obliku:

B(s) B(g)
f[S) = = (6.2)
¥lal % (8 + o+ jB) (s + a - jB)

(s + 51)(5 + 8,)

ili

B(s) B (s)
fls) = = (6.3)
wie) (6 +8,)(s + sz)k[(s + o)® o+ 82]

Oblici (6.2) i (6.3) dovoljno su opéeniti da se na njima moZe
izvr8iti opéenita analiza, a drugadije napisani konjugirano
kompleksni par u jednom i drugom obliku upudéuje na razlidite

pristupe rjeSavanju problema.

Po¢nimo najprije sa sludajem realnih korijena od kojih se neki

ponavlijaju:
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fle) = 2oL - 2 (o) (6.4)

(e + sl)(s 3 32Jk

I u jednadZbi (6.4) pretpostavljeno je da je B(s) manjeg reda
od N(s). RazloZena na parcijalne razlomke jednadZbe (6.4) glasi:

_B(s) . ™ Rox R (k=1)

fls) = - ; * + ==
N(s) & %1 (s + 82)k (s + 82)k

I +.-.+5—1—§— (6.5)

Za odredijivanje konstanti Rij parcija;nih razlomaka postoji tri
dobro poznate metode: algebarska metoda, metoda ostatka i gra-
fi¢ka metoda. Cilj ovog razmatranja jest da se pokaZe komplemen-
tarnost tih metoda i prednosti koje se postiZu koriZtenjem tih
komplementarnosti. Subskript 1 konstante R oznadava indeks ko-
rijena nazivnika, a subskript Jj oznadava potenciju doti&nog

¢lana nazivnika.

Algebarska metoda. Ova se metoda temelji na vrlo jednostavnoj
algebarskoj logici. JednadZba (6.4) se napiSe u obliku jednadZbe
(6.5). Potom se desna strana jednadZbe (6.5) svede na zajednicki
nazivnik, pa tako nazivnici desnih strana jednadZbi (6.4) i
(6.5) postanu jednaki, a da bi i &itave desene strane bile jed-
nake uz jednake potencije trebaju biti jednaki i koeficijenti

polinoma brojnika.

PokaZimo to na jednom primjeru regulacijskog sustava kojeg pri-

jenosna funkcija glasi:

yls) _ _2,5(s + 2)
r(e) (5 4+ 5)(s + 1)°

(6.6)

Uz jediniénu odsko&nu pobudu, r(s) = =, izraz za odziv glasi:

@[~

y(s) = 2,5(s + 2) - ! (6.7)

s(s + 5)(s + 1)
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L £(s) £(t) i
1 _11 8(t) , impulsna funkcija !
2 1/s 1, odskogna funkcija
3 l/s2 t, uzlazna pravfasta funkcija
4| 1/8" (0=1,2,3...) 1/ (n-1)1
5, 1//s 1/v/mt
6 e Y8/ u(t-7)
7 | ni/s™ £"
8 1/ (s+a) e_at
9 ]/(s+u)2 £ ok
10 | a/(52+a2) sin a t
[ 11 1/(52+a2) -é sin a t
[ 12 s/(52+a2) cos a t
| 13 1/(52-u2) %—sh ot
14 s/{sz—az) chat
15 B/[(s+a)2 + 32] e singpt
16 l/[(s+a)2 + 8°) % e sin gt
17 fs+a)/[(s+a}2 + 82] e cos gt
18 l/(52+2Cmns+mn) 3&5 egmnt sin wgt; wg= w, fé:gi
19 | (sta)/[(s+o)? + 6°] %l{ao"“)2+32|1/2 o™ sin(gtr)

Y = arc tg (B/a_ - a) |

0dziv y (s) predstavlja funkciju f(s) u jednadZbi (6.5), pa ako

ga na isti nadin razloZimo u parcijalne razlomke, dobije se

_B) g

R
+ 32

y(s)

T N(s) s s

+ (6.8)
(s + 1)2
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Svodjenjem na zajedni®ki nazivnik jednadZba (6.8) prelazi u:

y(g) = 1 (a4 33 + aq 32 + ays + al} ’ (6.9)

ele + 8) (e + 1)°

gdje su:

4R11

2
—
1l

a2=llR + R + 5R + 5FR

Il
~J
o
+
b
=y
+
=s!
+
(o]
=

%4 T *5) 21 31

Buduéi da brojnik jednad¥be (6.7) glasi B(s) = 2,5 s + 5, izjed-
nacavanjem koeficijenata, uz iste potencije brojnika jednadZbe
(6.9) i jednadZbe (6.7) dobiju se &etiri simultane linearne jed-
nadzZbe:

Rll + 821 + 331 =0
7311 + 2R21 + Ry, * 6R31 =0 6.10)
11R11 + R21 + 5R32 + SR3l = 25
SRll =5
Njihovim rjeSenjem izlazi:
ik 321='33_2
fag = =3 Ryp == o3
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UvrStenjem dobijenih rjeSenja u jednadZbu (6.8), odziv izraZen

parcijalnim razlomcima glasi:

3 & 35
1 32 8 32
yle) = = % = - = (6.11)
S s + 5 (S + 1)2 8 + 1

PosluZimo 1li se tablicama za inverznu Laplaceovu transformaciiju,

lako dolazimo do odziva u vremenskom podrudju:

yl#) =1 +=5e 7 -2 te? -2 e (6.12)

Iz ovog primjera lako se moZe uod¢iti konceptualna jednostavnost
ove metode s jedne strane, ali i radunska zamrSenost s druge
strane. Treba naime rijeSavati sustav od n simultanih linearnih

algebarskih jednadZbi.

Metoda ostatka. Da bi objasnili ovu metodu izjednad¢imo desne
strane jednadZbi (6.4) i (6.5), tako da dobijemo jednadZbu:

B(s) LS S SR S ¢ =5 § B 3
# ¥ Ay (s + sz)k (s + sz)kﬂl BT e

k
(s + sl)(s + 32)

(6.13)

a potom lijevu i desnu stranu jednadZbe (6.13) pomnoZimo s &la-
nom (s + 51) iuz e = = 817 izraz rijeSimo po Rll pa ¢emo do-
biti:
R - __B(s) _ (6.14)
1 SR [
s 84 8==8,
Na sli¢an nac¢in se dolazi do R2k' JednadZba se pomnoZi s ¢lanom

k ., . -
(s + 52) i izracuna R, zas = -s, pa se dobije:
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R B(S)) (6.15)

2k (6 + 8, o=-3,

Koeficijent Rzk je ujedno i jedini koeficijent koji se moZe do-
biti na ovako jednostavan nadin. Za sve ostale sz, uz j < k,

treba uz ranije opisanu operaciju primijeniti jo¥ i deriviranie.

Pogledajmo kako se to radi za R2fk—1)' Najprije se jednadZba
(6.13) pomnoZi &lanom s (s + sz)k', i dobije se:

k
~ Rll(s + 82)

B(g) k-
5 + o) = 5+ 31} # R2k + Rz(k_l)(s + 32)+"'+ Rzl(s + 32)
(6.16)
Zatim se jednadZba (6.16) derivira po s-u i uz s = - s, izra-
dunava R2(k-l)' i dobije se:
d B(s) -
ds (s +8,) | 8=-8 = Ry (k-1) (6.17)

2

Istim postupkom dolazi se i do ostalih R
opéenita relacija glasi:

k-3
_ ¥ d k B(s)
13 “{ck = ! sk—j[‘s - ) m(ﬂ”

23 koeficijenata, a

(6.18)
d

Ako je k = 1 , tj. ako su korijeni jednostruki, izraz (6.18) se
svodi na ve¢ poznati izraz:

(s + si) B(s)
R =
il v(g)

s=-s, (6.19)

Ako je k > 2, postupak koji treba provesti prema jednadZbi
(6.18) oduzima mnogo vremena. Buduéi da se koeficijent Ril u
teoriji kompleksne varijable naziva ostatak, ova se metoda na-

ziva metoda ostatka.

1
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Za ilustraciju ove metode vratimo se prethodnom primjeru. I u

ovom slu€aju odziv cemo izraziti u obliku:

R R R R

g () = 2,508 + 1) s = il + 315_+ 32 5+ 2 ill
s( s+ 5)(s + 1) = (s + 1)
Ostaci vezani uz polove ¢ = 0 i 8 = - 5 lako se mogu odrediti

s pomodu jednadizbe (6.19):

R, - 2l B =g=1 (6.20)
(¢ + 5)(s + 1) =0

R, = 2,5 (s + 2) - ?_%"%%%T & é% (6.21)
s(s + 1) §==5

Koeficijente R3l i R31 rijedavamo primjenom relacije (6.18),

Bududéi da se korijen s = - 1 ponavlja dva puta, indeks k = 2:
_ 2,5(s + 1) _ 2,5 __5 ‘
R32 ~ "s(s + 5) g=-1 =4 8 (6.22)

vidimo da za izradunavanje R32 nije trebalo derivirati. Medjutim,

za izradunavanije K treba provesti i operaciiju deriviranja:

31

_ 1 d 2,5(s + 1)
31 1! ds (s + 5)

3=-1

-2,5 (s + 2) (25 + 5) 2,5 = . 35 (6.23)

+ At
32 (s + 5)2 s(e + 5) s=-1 32

1l

Usporedbom s rezultatima dobijenim algebarskom metodom vidimo

da se oni podudaraju.
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U ovom sludaju je k bio 2, pa smo trebali samo jedanput deri-
virati. Medjutim, ako je k > 2 pa treba viSe puta derivirati,
radunanje oduzima mnogo vremena. Kombinacijom algebarske meto-
de i metode ostatka moguce je iskoristiti prednosti jedne i
druge metode. Primjenom metode ostatka prva tri koeficijenta
mogu se izradunati bez problema, a kad su veé poznate tri od
Cetiri nepoznanice, sustav algebarskih jednadZbi iz algebarske
metode zaista nije te8ko rijeSiti. Na taj nadin se uspjesno

mogu kombinirati ove.dvije metode.

Problem viSestrukih realnih polova o kojem je do sada bilo ri-
je¢i uglavnom je teorijskog znadaja, jer se takvi sludajevi
rijetko susredu u inZenjerskoj praksi. Za praksu je mnogo vaZ-
niji problem konjugirano kompleksnih polova. Oni se uvijek jav-
ljaju u parovima, a ponavljanje je jo$ rjedje nego u sludaju
realnih polova.

Za rjesSenje problema razlaganja u sluaju konjugirano komplek-
snih korijena krenimo od jednadZbe (6.2) i (6.3) iz kojih izo-
stavljamo korijene s ponavljanjem, odnosno stavljamo da je

k =1, tako da imamo:

o _Bla) . B(s)
fle) = N(s) =~ (s + Sl) (s + o +jB) (s + o - jR) (6.24)
_ _B(s) _ B(s)

(s +8,)[(s + )% + 82]

Razliitost pisanja konjugirano kompleksnog para u jednadZbama
(6.24) i (6.25) pruZa moguénost dvaju razliditih pristupa. Oz-
nac¢e li se kompleksni polovi sa 8, = o t jg i 83 = 0 - IR,

jednadZba (6.24) u razvijenom obliku glasi:

_ B(s) _ B(s) Baa . Bz . Hg

fls) = N({s) ~ (s + 31}(5 + SiT(S + 33) T s + 84 s * 8, s + s3

(6.26)
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Cinjenica da su ovdje polovi 8y i 84 konjugirano kompleksni,
ne igra u metodi ostatka nikakvu ulogu, pa se stoga koeficijen-
ti mogu izradunati na poznati nacdin kako slijedi:

B o B(s) - B(s)

11 (68 + 8,) (s + 83) s=-s5, (s + a + j3B) (s + o = 3jB) §=-8,
R _ B(s) = B(s)

21 (s + sl)(s + 33) s=-s, (s + sl)(s + a - jB) |s=-0-j
o B(s) - B(s)

31 (s + sl)(s + 32) s=-s, (s + 31)(3 + o + jB) |s=-0+]

Buduc¢i da se kompleksni korijeni uvijek javljaju kao konjugirano

kompleksni par, jednadZba (6.26) se moZe pisati u obliku:

R Vi
_Bls) _ 11 R B
fls) = N(s) & +8. 5 +a+ jB Yy ¥ a - jB

(6.27)
1

R i R su konjugirano kompleksni brojevi, pa Jje stoga dovoljno

izracdunati jednog, a drugi je onda evidentan.

Pogledajmo na jednom primjeru kako se metodom ostatka vrs$i raz-
laganje na pracijalne razlomke jedne funkcije s konjugirano kom-

pleksnim polovima. Uzmimo funkciju regulacijskog sustava:

y(s) _ 16 (s + 5) - 16 (s + 5)
r(s) (¢ + 10) [(a + 2)2 + 22] (s 4+ 10) (s + 2 + 92) (s + 2 = j2)
Tra?i se impulsni odziv, pa stoga stavljamo r(s) = 1, a odziv je:
g lgl) = 16(s + 5)
Y 5 F 100 (s + 2 +32) (s 2 - 32)
(6.28)
fyy R B

T 5 + 10 * s + i 32 * s + 2 - j2
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Hll izlazi da je - 80/68.

B 16(s + 5) _ _16(3 - j2)
(s + 10)(s + 2 = j2) §==2-742 (8 - 32) (- j4)
j(70,4%) :
=1,75. e ’ = 0,588 + j 1,65

Poznavajuéi R , moZemo napisati vrijednost za
- — - o
R, B =1,75 ¢ 3(70,4%) _ 4 588 ~ § 1,65.

Odziv izraZen s parcijalnim razlomcima glasi:

7 o . o
- 80/68 , 1,75 &3(70.47) 4 45 o~1(70,47)

el = oxmm YT 32 s ¥ 2 = J2 (6.29)

Za izvrSiti inverznu Laplaceovu transformaciju primjenom stan-
dardnih tablica, potrebno je zbrojiti zadnja dva ¢lana jednadZbe
(6.29), tako da imamo:

- 1,175 . 1,175 (s + 7,60)

y(s) = (6.30)
s+ 10 s+ 2)2 + 22

Primjenom tablica jednadZba (6.30) prelazi u:

1
2]? e—'Zt

(7,60 — 2)

10¢ 1,%75[ sin (2¢ + )«

y(¢) = - 1,175 e -

gdje je:
Y = arc tg [2/(7,60 - 2)| ,

ili
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“ ey == 1,175 &Y% y 3 6o & 2 win [2¢ ¥ 19,69 (6.31)

Kako je ved prije spomenuto, postoji i drugi mogudi pristup i to
algebarskom metodom. U tom slud¢aju kredemo od jednadibe (6.25)

koja u razvijenom obliku glasi:

(6.32)

y{S) call -~ +

Oblik jednadZbe (6.32) je identican jednadiZbi (6.30), do koje
smo do$li racdunanjem s kompleksnim brojevima, a ovdje cemo po-

kazati kako se to moZe obaviti na jednostavniiji nacin.
U obradbu uzmimo isti primjer, koji u razvijerom obliku glasi:

V6 + 5 By ) As + B

) p—
(8 + 10) [(s + 2)2) 4 22] 8 20 (s + 2)2 + 2

y(s)

2
5 (R + A4) + 5(4R11 + 104 + B) + 8R11 + 10B

11
_ (6.33)
(s + 10) [(s + iy & 22]

Izjednac¢enjem odgovarajucdih koeficijenata dolazi se do jednadZbi:

Ry, +4=0

4H1] + 104 + B = 16

8R1] + 108 = 80

Koeficijent By bi bilo lakSe izracdunati metodom ostatka, pa
ako se tako i udini, do 4 i B se potom lako dolazi. Tzradunane

vrijednosti su:
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I 4 =1,175 B =28,93 =1,175-7,60 ,

§to se potpuno podudara s vrijednostima u jednad¥bi (6.30).

Oba do sada obradjena postupka inverzne Laplaceove transforma-
cije s pomoéu razlaganja funkcije na parcijalne razlomke rezul-
tirala su s analiti&kim oblikom odziva. Takva informacija, makar
najpreciznija, ne daje dovoljno brzo uvid u ponaSanje sustava,
jer dabi to ponasSanje postalo evidentno, potrebno je izradunati
vrijednosti odziva za dovoljno velik broj vremenskih tod&aka

i rezultate grafic¢ki prikazati. Da bi se taj postupak skratio,
obi¢no se uzimaju ¢lanovi s najvedim koeficijentima i najvedim
vremenskim konstantama i s njima se napamet vr$i aproksimacija.
U tom smislu za procjenu doprinosa pojedinih ¢lanova vrlo dobro

moZze posluZiti graficdka metoda.

Grafidka metoda. Uzmimo da je odziv zadan u faktoriziranom obliku:

) KT (8 - zi)
yle) = Im (s

- (6.34)
sj)

i da su svi polovi jednostruki. Nakon razvoja u parcijalne raz-

lomke:
By
y(s) =} Y (6.35)
)
odnosno:
R R R R
ylo) = ———+ —2 v 4 KL ¥ (g 3
1 2 k v

Koeficijenti Ril jednadZbe (6.36) se izraCunavaju po relaciji
(6.19) koja glasi:
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(s + sk) B(s)

R = (6.37)
k1l n(s) —

Koeficijent R prema tome glasi:

11

K (8. = 2.)(8, = 24) «.. (8, = 2)
Bya B (s l— 8 } Tsl - 32) (sl - sm) (6,38)
1 2 1 3 e X 1 v

Buduéi da se na identian nac¢in dolazi i do ostalih koeficijenata,

mo¥%e se izvesti zakljudak da je:

umnoZak verzora koja spajaju nule s polam 84

Rkl = % umozak verzora koji spajaju polove s polom 84 * (6..39)
ili analitidki:
H|5k —— eanrg(sk—zi)
i
R = K :
k1l anrg(sk—sj)
Hisk - syl e
Ilustrirajmo to na odzivu:
_ XK (s + 1:]—)
y(s) = T F (s + 2)(e + N (s + 12) Pa: 40

Singularne todke u s-ravnini funkcije (6.40) prikazane su na
Sl1. 6.1. Za kompletnu inverznu transformaciju pojacanje K treba
biti poznato, ali ako se hode samo uéiniti usporedbena procjena

koji pol viSe doprinosi odzivu, poznavanje K nije potrebno.
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) jw
10 09
| R ]
1.12 ® o =2 b1
e
! 5 1
[ _e—
a)
}iw
5 5,9

b)

St. 6.1. Singularne todke funkeije (6.40) u s—-ravnini:
a) vergzort za tzradunavanje ostatka za korijen s=-2;
b) -verzori za iaradunavanje ostatka za korijen s=-7

Na S1. 6.1l.a prikazani su verzori za izradunavanje ostatka za

pel 8 = - 2, 8to uvrdteno u jednadZbu (6.38) daje:
— 0,9 K _ 0,9 K& L
P " T DO @10 - 50 ° 56 (6.41)
Sa grafa i iz jednadZbe (6.41) vidimo da se utjecaji pola
8 = =11 nule s = - 1,1 za pribliZnu procjenu mogu zanemariti.

Na Sl1. 6.1.b prikazani su verzori za izradunavanje ostatka za

pol 8 = = 7:

. - 5,9 K _ K . _
By ® TeTs SRy B FeEm ® (6.42)

|

[R8]
u
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Ponistavanje pola 8 = - 1 i nule s = -1,1 u ostatku Rg, jos
vi%e dolazi do izraZaja nego u R21' $to je i razumljivo, jer
je kod R
je 10%.

31 razlika pripadnil. verzora svega 1,7%, a kod Roy

Usporedbom ostatka R21 i R31 vidi se da je ostatak za pol

¢ = - 2 otprilike dvostruko manji od ostatka za pol s = - T
Medjutim, usporedjujuéi vremenske konstante 1/2 i 1/7, dolazi
se do zaklju&ka da e ostatak pola s = - 2 dulje vrijeme utje-

cati na odziv.

Ako na isti na&in procjenjujemo kakav doprinos odziva daje pol
s = - 1, dolazimo do zakljulka da e taj doprinos usprkos vre-
menskoj konstanti od jedne sekunde biti vrlo mali, jer je ver-
zor od nule s = - 1,1 do pola s = - 1, koji dolazi u brojnik
ostatka, relativno vrlo mali u odnosu na umnoZak ostalih ver-

zora koji dolaze u nazivnik ostatka.

Cjelokupni postupak grafidkog odredjivanja odziva pokaZimo na

veé obradjenom primjeru s konjugirano kompleksnim polovima:

_ 16(s + 5) _
(s + 10)[(s + 2)7 + 27]
" =
_ 11 R R
= s F107s #2+F32 e +2-32 (6.43)
Verzori pola ¢ = - 10 prikazani su na Sl. 6.2.a , a pripadni

ostatak glasi:

PRI ¢kl | R .| (6.44)
11 /g8 3% /58 3¢ g8
a verzori pola s = - 2 - j2 prikazani na S1. 6.2.b , daju os-

tatak:
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i (@]
e370/47 _ 588 + § 1,65 (6.45)

2y

a)

b)

S1. 6.2. Singularne todke funkecije (6.43):
a) verszori pola s = - 10;
b) verzori pola s = - 2 — jé

7za odrediti ostatak R, duZine svih verzora ostale bi iste, a
kutovi bi samo promijenili predznake. To znac¢i da modul kom-

pleksnog broja ostaje isti kao i za ostatak R , a da se argu-
mentu mijenja samo predznak, odnosno da je R konjugat ostatka R.
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6.3, ODSKOENI ODZIV SUSTAVA DRUGOG REDA

Poznavanje ponaSanja sustava drugog reda ima fundamentalno zna-
Eenje zbog tri razloga. Prvi je, &to se svaki polinom moZe ras-
taviti na umnoZak polinoma prvog i drugog reda. Drugi je, 8to se
polinom prvog reda moZe promatrati kao specijalni slufaj polinoma
drugog reda, i treéi je razlog Sto se u inZenjerskoj praksi sus-
tavi vigeg reda dovolijno to¢no mogu aproksimirati sa sustavom

drugog reda.

Razmatranje po&injemo nehomogenom .linearnom diferencijalnom jed-

nadZbom s konstantnim koeficijentima pisanom u obliku:

2
g—giéﬁl + 2§mn g_%éﬁl + wh y(t) = wi r(t) , (6.46)

gdje je r(t) odsko¢na pobuda, a po¢etni uvjeti su jednaki nuli.
Varijabla ¢ (dzeta) se naziva stupanj prigufenja, a W, je nepri-

gufena kruZna frekvencija.

r 1 Ly 1 ¥ = X4
_.O_.JK . L
* S + A S

1
ka
+
Ao/
S51. 6.3. Sustav drugog reda s povratnom vezom od varijabli

stanja

Fizidki sustavi drugog reda su svi sustavi koji imaju dva spre-

mnika energije. Na Sl1l. 6.3. prikazan je jedan takav sustav s
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dva spremnika energije i s negativnom povratnom vezom od vari-

jabli stanja.

Primjenom oblika Heq F13 Geq prijenosna funkcija regulacijskog

sustava na Sl. 6.3, izlazi:

y(s) _ X (6.47)
r(s) 32 + s(A + Kkz) + K

S druge strane, Laplaceova transformacija jednadzbe (6.46) uz

nulte poCetne uvijete glasi:

| w2
i(g) =2 . 2 (6.48)
g + ZCwn s t+ w

n

Na prvi pogled se vidi da su jednadZbe (6.47) i (6.48) struktu-
ralno identiéne i da im se stoga koeficijenti polinoma u brojniku

i nazivniku mogu izjednaciti. Na taj nadin se dolazi do jednadihbi:

¥ e mi ) A+ Kky = 200, (6.49)

iz kojih se neposredno vidi da se prikladnim izborom X i k? mogu
postidi bilo koje vrijednosti W i r, odnosno da se s nagatiwvnom
povratnom vezom moZe po Zelji ugoditi oblik odziva sustava diru-

gog reda.

Karakteristi&na jednadZba prijenosne funkcije (6.48) glasi:

2 - 2 _
s + 26wn s + W = 0 (6.50)

RjeSenjem ove jednadZbe drugog reda po s-u dobiju se korijeni:
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i+

/% - 1) Wl (6.51)

za razmatranje nonaSanja odziva regulacijskog sustava drugog
reda temeljno je vaZno shvatiti utjecaj stupnja priguSenja ¢
na odziv. NepriguSenu kruZnu frekvenciju w, se moZe shvatiti
kao faktor skale. Pa%ljivom uvidom u jednadZbu (6.51) moZe se
zapaziti pet karakteristi&nih slufajeva u ovisnosti u vrijed-

nosti stupnja priguSenja :

1. ¢ > 1, korijeni su realni, negativni i razli&iti
2. ¢ =1, korijeni su realni, negativni i jednaki
3. 0 < <1l , korijeni su konjugirano kompleksni s negativnim

realnim dijelom
4. ¢ =0 , korijeni su konjugirano imaginarni

5. LY . korijeni su konjugirano kompleksni s pozitivnim

0 realnim dijelom.

Kada je 0 < < 1 korijeni se mogu pisati u obliku:

+ 2
51'2 = - gwn - Jw, 1 -z (6.52)

ovaj slu&aj je najzanimljiviji, pa ¢emo se stoga s njime naj-
prije podrobno upoznati. Za poetak pogledajmo smjestaj korijena
u eé-ravnini na Sl. 6.4. i ovisnost njihovog poloZaja o vrijed-

nosti stupnja priguSenja.C.

za proudavanje ponafanja sustava najbolje je posluZiti se od-

plodsua

skodnam edzivem. Prema jednad¥bi (6.48) odziv u tom sludaju glasi:

. 2
w

y(s) = = (6.53)

s[(s + tw)? + (w /1 - 5]
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i“w
sli ______ wn 1'72
[ @n
|
| b i
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|
i

Sl. 6.4. Polovi regulacijskog sustava drugog reda

Da bismo mogli primijeniti tablicu Laplaceovih transformacija
za prijelaz u gornje podru&je, razloZimo jednad¥bu (6.53) na

parcijalne razlomke, i dobit demo:

s + 2 Cw
y () ':Sl— 2 (6.54)

(s + cmn)z + (0 V1 - ¥§)2

a od jednadZbe (6.54) primjenom tablica:

-Cwnt 5
y(t) =1 -8 sin (o V1 - % ¢ + arc cos ¢) (6.55)

VA

Iz jednadZbe (6.55) vidi se da sustav priguSeno oscilira na frek-
o 2 “Cwni
venciji bgq = W, /i ~ ¢~ , s anvelopom e

Frekvenciija W, Se
naziva prigudena kruina frekvencija. Grafidki prikaz odziva y(#)
prikazan je na Sl1. 6.5.
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Sl. 6.5. Parametri odskodnog odziva sustava drugog reda

oOdstupanje odziva od pobude u funkciji vremena naziva se dinamidka

pogre3fka, a odredjena je relacijom:

e(t) = r(t) - y(t) , (6.56)
%to uz jedini&nu odsko&nu pobudu r(t) = 1 daje:
—Cwnt
e(t) =1 - |1 - S gy (wn vl - C2 t + arc cos [)| =

= i GAH (wn 1 - ¢° t + arc cos ) (5.57)
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Perioda osciliranja odredjena je relacijom:

] "

Vrijeme nadvidenja Tn definirano je kao vrijeme u kojem odziv
posti%e svoj prvi maksimum. Izraunava ga se tako da se potra-
¥i vrijeme prvog ekstrema iza ¢t = 0. Da bismo to na8li, najprije

derivaciju y(8) izjednadujemo s nulom:

Cw -Lw_t
> 2 n . 2
e sin {wn /f - 7 ¢t + arc cos ©) -

—Cwnt 2
- w_ e cos (mn 1 -z ¢ + arc cos ) =0

Nakon dijeljenja s cosinusom i sredjenja dobijemo:

2 /1 - ;2

tg (wn 1 -z ¢t + arc cos r) = 2 (6.59)
Sa Sl. 6.4. vidimo da je:
A - &
tg ¢ = ___?h;_ (6.60)

Jednad?ba (6.59), prema tome, ima oblik:

tg (o + ) = tg ¥ , (6.61)
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a buduc¢i da je:

tg o + tg ¥
1 - tgotgy

tg(a + ¥) =

relacija (6.61) moZe biti zadovoljena samo za tg a = 0, a to je
za o = k-II k =0,1,2...n , dakle:

a odatle, bududi da traZimo prvi maksimum iza nule:

y(Tn) -

a odatle

i o4
2

G- sin ( n
/ 2 2
l - ¢ wn l-¢
EN
1-§2
- sin (Il + arc cos )
1 - Cz

+ arc cos ;) =

(6.62)

(6.63)

(6.64)
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Vrijeme smirenja Ty definirano je kao vrijeme u kojem se anve-

lope odziva e °“n®  pribli¥e na 5% udaljenosti od ustaljenog
stanja tj.:

e_Cwnﬁ< 0,05 i
odnosno

cwn Ts > 3

u inZenjerskoj praksi se uzima:

TS = E%_ (6.65)
n

Vrijedno je obratiti paZniju da su svi definirani vremenski para-

metri Ty, T, i T_ obrnuto proporcionalni w,» odnosno da su ve-

lidine wan' ann i Tsmn neovisne o w_. Iz jednadZbe (6.57) ije

vidljivo da e odziv, ako vremenski odziv nacrtamo u ovisnosti

o0 bezdimenzionalnoj normaliziranoj varijabli mnt, ovisiti samo

o stupnju priguSenja .

Da bismo jo$ bolje rasvijetlili pona$anje vremenskog odziva,
razmotrimo tri karakteristi&na stanja, i to 1) da mijenjamo z,
uz konstantu W 2) da mijenjamo w, uz konstantu ¢ i 3) da mi-

jenjamo ¢ i w, uz konstantni umnoZak Lw, .

Pogledajmo najprije stanje kad mijenjamo ¢ uz konstantu W,

Sa Sl. 6.5. i jednadZbe (6.47) vidimo da je to mogude izvesti
mijenjanjem koeficijenta k2 uz konstantni K. Na S1. 6.6.a pri-
kazana je promjena mjesta korijena u tom slu&aju, a na Sl. 6.6.b
prikazani su vremenski odzivi za razli&ite vrijednosti z.
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yl(t) 3=0,1
T:Q3
7=05

7=0,707

a) bl

Sl. 6.6. a) PoloZaj korijena sustava drugog reda ako se U mijenja,
a w, ostaje konstantna;
b) oblik vremenskog odziva za neke vrijednosti T
ako je w, konstantna

Za slufaj promjenlijive w, uz konstantni ¢ rijes$imo najprije

jednadZzbe (6.49) po k, i dobit cemo:

2mn o= N
-1(2 e — (6.66)

a bududi da je Kk = wﬁ jednadZba (6.66) moZe se pisati u obliku:

2= X (6.67)

Promjena w, se postiZe promjenom £, a kz se zatim izradunava
uz konstantni . Na S1. 6.7.a su prikazana mjesta korijena za
ovaj slucaj, a nalaze se na pravcu koji prolazi kroz ishodiste.
Na Sl1l. 6.7.b prikazani su odzivi za nekoliko vrijednosti Wy -
vidi se da prebac¢aji za konstantne ¢ ostaiju jednaki, a svi
vremenski parametri se mijenjaju obrnutc proporcionaino nepri-

gquSenoj kruZnoj frekvenciji W, -



 jw bylt)

a) b)

Sl. 6.7. a) PoloZaji korijena uz konstantni T © promjenljivi w
b) obliei odziva za konstantni U i promjenljivi w,

Kad se mijenjaju ¢ i O ali se njihov umnoZak ¢ odrZava kon-
stantnim, mjesta korijena se nalaze na pravcu okomitom na realnu
os, kako je pokazano na Sl. 6.8.a . To se postiZe mijenjanjem

K i kz, a njihov se umnoZak odrZava konstantnim. Na S1l. 6.8.b ,
koja prikazuje nekoliko odziva za razne vrijednosti 7 i w, uz
konstantni o, vidi se da se nadviSenja mijenjaju, ali da vrijeme
smirenja Ts ostaje konstantno; ostali vremenski parametri Td i

Tn se mijenjaju.

Osim navedenih parametara Cesto se u inZenjerskoj praksi primje-
njuju jos i vrijeme porasta Tp (rise time). Po definiciji, to je
vrijeme koje je potrebno odsko&nom odzivu da se popne od 10%
vrijednosti ustaljenog stanja do 90% vrijednosti ustaljenog
stanja. Za ova]j parametar postoji samo aproksimativni matema-
tic¢ki izvod pa ga ovdje nedemo ni navoditi grafi&ki je prikazan
na Sl. 6.5.



- 226 -

)jw ) ylt)
“’n=3 =3
" 0167 09 X “n
¥=0,167 \\ wp =2
We =
e =2 £ n
72025 Bd Py
&z | & > z —
n- ~
‘F:UIS EXJ i
//
-Yw, = -05 g o
T : |
a) b)

Sl. 6.8. a) Polo3aji korijena uz konstantni o a promjenljivi
Wy TG
b) odzivi uz konstantni o a promjenljivi w, A

Sustavu g prigufenim oscilacijama koji se naziva i potprigufent
sludagj, za 0 < ¢ < 1 ovdje je pridan prvorazredan znacaj, jer
daje naijbolji uvid u ponaSanje dinamidkih sustava. Osim toga,
ako mijenjamo stupanj prigu$enja {, sva ostala stanja moZemo

smatrati kao specijalne slucajeve.

Posebnec je zanimljiv slu€aj kada je ¢ = 1. Tada su korijeni

karakteristi&ne jednadiZbe:

s = - zw (6.68)
a odziv je:
y(t) =1 - wt e N - (6.69)

Ovo je granidni aperiodidki sludaj.

Radi cjelovitosti, spomenimo da za ¢ > 1 imamo tzv. natpriguent

sludaj, kada se odsko&éni odziv sporije pribliZava ustaljenom
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stanju od grani¢nog aperiodifkog slu&aja. Za £ = 0 imamo nepri-

gufeni periodidki slulaj, a za T < 1 imamo raspirene oscilacije.

6.4, OPCENITI VREMENSKI ODZIV

Za razliku od prethodnog poglavlja, gdje je razmatran odziv gus-
tava drugog reda na odsko&nu pobudu uz nulte po&etne uvijete, ov-
dje demo razmatrati vremenski odziv u opéem sludaju, tj. odziv
svih varijabli stanja sustava bilo kojeg reda na bilo koju po-
budu i s bilo kakvim podetnim uvjetima.

Uzmimo da je osnovni sustav koji treba regulirati opisan jed-
nadZbom (A b):

Xk=Ax+bu , (A b)

i da se regulacija vr$i s varijablama stanja, tako da je:

Regulacijski sustav je u tom sludaju opisan relacijom:

k= (A-Kbk)X+Kbr=A Xx+Kbr , (A, b)

gdje je matrica regulacijskog sustava:

A =A-Kbk

a izlaz sustava je odredijen relacijom:
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Bududéi da nas uz y(t) zanima i ponaSanje svih varijabli sustava,
jednadZbe (gk b) i (c) treba rijeSiti po x(t) i y(¢). RjeSavanje

Semo obaviti najprije u Laplaceovom podrucju.

Laplaceova transformacija lijeve strane jednadzbe (&k b) je:
I [x(£)] = 8 x(8) - x(0) ’

a desne strane:

L (A

£ X+ Kbr|=A

x X(s) + K b ris)

tako da ukupna transformacija glasi:

s x(s) - x(0) =3 x(s) + KD r(s) ,

ili

1 I

x(s) = (s I -A)  x(0) + k(s I -2)  bris) (6.70)

Matrica identi&nosti I je primijenjena u jednadZbi (6.70) radi
dimenzijske kompatibilnosti. Primijeni 1li se u jednadzbi (6.70)

rezolventna matrica:

b (8) = (8 I - &k)_l ' (6.71)

dobije se:
X(s) = ¢k(3) x(0) + K gk(s) b r(s) (6.72)

Opfeniti vremenski odziv je stoga:
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x(6) =170 [8,(8)] x(0) + K L7V [8,(8) B r(a)] (6.73)

a sastoji se od dva dijela; prvi se odnosi na podetne uvjete,
a drugi na pobudnu funkciju.

Prikazani postupak je neosporno korektan, ali ne i jednostavan,
a jo% manje kratak i neposredan, kako bi se na prvi pogled moglo
pomisliti. Da bismo potkrijepili tu tvrdnju, obratimo paZnju da
u postupku rjeSavanja treba najprije naéi rezolventnu matricu,
koja pomno¥ena s odgovarajuéim vektorima daje, u opfem slucaju,
2n2 &lanova. Da bi do$li do traZenih varijabli stanja x(t) i
izlaza y(¢), treba jo% nakon tako opseZnog racuna provesti i

2n2 inverznih Laplaceovih transformacija. Iz svega o¢ito proiz-
lazi da se do rezultata dolazi zaista vrlo sloZenim i opseZnim

radunanjem.

Za ilustraciju primijenimo ovaj postupak na jedan pozicijski
servo sustav drugog reda s povratnom vezom od varijabli stanja
prikazan na S1l. 6.9.

x~(0) =1 x4(0) =2
2 1

_ P
r 1 X2 1 =Y
K =10 —= 2,5 — - — -
¥ s+3 s
3
25
LN

S1. 6.9. Sustav drugog reda s povratnom vezom od
varitjabli stanja
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Iz blokovskog prikaza na S1. 6.9. mogu se napisati jednadZbe:

B, = x,
& =-—3x2 + 25(r 55 %o xl) .
1li u sredjenom  obliku
W = g
&2 = - 25:c1 - 6x2 + 25p (6.74)
tako da A, i X b izlaze:
0 1 0
ék = i Kb-= (6.75)
-25 -6 25

k
s -1
-1
f = = —
4 Y ék) 9y (6.76)
25 s+1
a rezolventna matrica je:
s+6 1
1
y (8) = 5 5 (6.77)
(s + 3)7 + 4 _95 R

Vrijedno je zapaziti da se determinanta matrice sustava
(s I - &k) pojavljuje u nazivniku svakog &lana rezolventne mat-

rice gk(s). Determinanta matrice sustava je polinom po s-u, a
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naziva se 1 karakteristi&ni polinom regulacijskog sustava. Bu-
duéi da €e po tome sve varijable stanja imati jednake karakte-
ristine polinome zna&i da e i njihovo ponaZanje biti jednako.

Poznavajuéi rezolventnu matricu gk(s) moZemo je uvrstiti u jed-
nadZbu (6.72) i dobit éemo:

[e+6 1 'xl(m‘

-25 s _?2(0)

-

(s +6 17 [ o 7]

+ 5 5 r(g) (6.78)
(s + 3)7 + 4 -25 s 25
Uz poCetne uvjete x(0) = st (2,1) izlazi:
[2 (s+6)+14257 ()
5(3) = 1 =

2
(o + B)™ +-4 8=-50+258r (s)

"234-13 25

1 5 r(s)

(s + 3)2 + 4

2

(6.79)

Da bismo rije3ili jednadZbu (6.79) poslu?it femo se principom
superpozicije i najprije potraZiti rjeSenje s podetnim uvijetima

kao pobudom uz r(s) = 0, a potom €emo uzeti da su podetni

uvjeti jednaki nuli i rijediti uz r(s) = é R
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Uz r(s) = 0 dobije se:

2(s + 6,5)
x. (8) = L
17UPY e 4 89 & 4%
(6.80)
- 50
xz.,(8) = £
2 pu £8: o 3)2 3 42 ’

gdje subskript pu oznafava da je sustav pobudjen s poletnim
uvijetima. Primjenom inverzne transformacije izlazi:

_ =3t . o
xl(t)pu = 2,65 e sin (4¢ + 48,87)
- -3¢t ’ o
xztt)pu = 13,3 e sin (4t + 175,77)
Lako se moZe dokazati da Je wz{t) = il(t), gto i mora biti,

jer je tako na pocletku postavljeno.

Uvidom u dobijene rezultate xl(s)pu i mz(s)pu vidi se da su
korijeni karakteristidne jednadZbe, odnosno polovi funkcije re-
gulacijskog sustava By g ¥ & 3 2 j4, a stupanj priguSenja

z = 0,6. U funkciji vremena obje varijable su prikazane na

Sl. 6.10.,.a i b . Na S1. 6.10.c su varijable naneSene na koor-
dinatama, a vrijeme je parametar, tako da se eksplicitno niti

ne pojavljuje.

Za rjeSavanije drugog dijela jednadZbe (6.79) uzimamo da su po-

Getni uvjeti jednaki nuli, a za pobudu uzimamo odsko¢nu funkciju

r(s) = é . Na taj nac¢in dobijemo:
my(8) gy = 1 = 1,25 €% sin (4¢ + 53,2°)
(6.81)
= 6,25 ewjﬁ sin 4 ¢

wz{t)op
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Jx](tl

a)

SL. 6.10. a) © b) Varijable stanja pobudjenje s podetnim uvietima,

u funketji vremena;

e) varijable stanja pobudjene podetnim uvjetima,

vremenom kao parametrom
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Subskript op zna¢i odskocna pobuda.

Koristeci princip superpozicije ukupni odziv je zbr

nih odziva pa, tako dobijemo:

z () =1 - 1,25 e sin (4t + 53,2°) + 2,65 e "
= 1 49,81 &8 0F sin (4t .+ 45

@, (t) = 6,25 e >% sin 4¢ + 13,3 e 2% sin (4¢ + 175,
= 7,08 e 3t gin (4t + 171,99)

I ovdje je vrijedno zapaziti da premda je ponaSanije
stanja analitic¢ki potpuno odredjeno, stvarni uvid u
naSanje moZe se sted¢i tek kad se ti izrazi graficki
Cak ni tada problem nije potpuno rijeSen, jer e se
po¢etnih uvjeta mijenjati i njihovo ponaSanje. Zbog

d¢esce proucdavaju sustavi uz nulte poletne uvjete.

U prethodnom razmatranju opis ponaSanja svake pojed

stanja je dobijen inverznom Laplaceovom transformac

0j pojedinad-

sin (4t + 48°) =

(6.82)
7°) =

varijabli
njihovo po-
predode.

S promjenom

toga se naj-

ine varijable

ijom svakog

pojedinog skalara. U nastavku éemo upoznati jednu alternativnu

metodu kojom se inverzna transformacija izvodi u ma
liku. Pretpostavimo da je s pomodu jednadZbe (6.72)

Xx(s) i da glasi:

n(s) ~n(s)

“ N(s) _ (s + sl)(s + s

x{s) 2)...(3 + sn) ?

n(s) je vektor polinom% po ¢-u, koji su polinomi br

jabli stanja. Koeficijenti elemenata n(s) ovise o x

tri¢nom ob-

izradunan

(6.83)

ojnika vari-
(0) i o ob-

liku pobudne funkcije r(s), a N(s) sadrzi polove pobudnih &un-

kcija.
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RazloZimo najprije x(s) na parcijalne razlomke:

r r r
=11 —21 —nl
) = + ... ———— .8

2ia) (s + s) (s + s,) T s,) ' (6. 54)

gdje je vektor ostatka zadan relacijom:

(s + 5.) n(s)
5 7 (8) ~ (6.85)
S'-"'Si

JednadZ?bu (6.84) u vremenskom podrudju moZemo pisati u obliku:

x(t) = x,, e + r,, e in ot X

x 1 @ (6.86)

Prednost ovog nac¢ina je u tome $to se racdunanje svih ostataka

svodi na istu operaciju.

PokaZimo to na veé izrac¢unanom primjeru sa Sl. 6.9. Uzmimo iste

pogetne uvjete x(0) = st (2,1) i odskoénu pobudu r(s) = , tako

@ |

da je:

232+133+25
1

x(s) = > 5 (6.87)
s[(s + 3)° + 47] 32—259

Umjesto da radunamo konjugirano kompleksne polove kao zasebne
kompleksne ¢lanove, ovdje €femo razviti x(s) na parcijalne raz-

lomke:

(6.88)
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Ell izlazi:

262 413 +25 1
12 = " (6.89)
(s + 3) + 4 32~253 550 0

pa se stoga JjednadZba (6.88) moZe pisati u obliku:

Il
© |~
+
|
i

x(s)

(1+al}82+(13+81)s+ 25
s (6.90)
s[ls + 3)° + 49)

2
azs +823

IzjednacCenjem koeficijenata uz odgovarajuce &lanove polinoma iz

jednadzbi (6.87) i (6.90) dobije se:

a = st (1,1) i g = st (1, =-25) ,

tako da jednadZba (6.88) sada izlazi:

: 5 (e + ) (6.91)

E(S} =_]_'. + 2
& (s + 3)° + 4 0 BB

Odatle se inverznom transformacijom dobije:

3

1 1,41 %sin (4£+45°)

x(s) , (6.92)
0 7,08e 3tsin (4£+171,9%) | - '

I
+
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5to se potpuno slaZe s jednadZbom (6.82).

Dosadasnja razmatranja pokazuju da je obradba varijabli stanja

s pomodéu rezolventne matrice najsustavniji pristup,a ujedno i
najbolji kada je potrebno znati ponasSanje varijabli stanja u
svim poCetnim uvjetima, a pogotovo kad su svi elementi b nenulti.
Cesto se, medjutim, pretpostavlja da su podetni uvijeti jednaki
nuli i da je samo n-ti element b nenulti. U takvim slucajevima

se do rezultata moZe doéi na lak3i nac¢in, i to tako Sto se

nadije ml(t), a iz xl(t) sve ostale varijable stanja. .
Ilustrirajmo taj postupak odredjivanijem opcenitog vremenskog

odziva sustava na Sl. 6.11. uz nulte pocCetne uvjete i s odskoénon

]

pobudom u trenutku ¢ 0. Izlaz y(£) je uzet za xltt), a bududi

da je:

KGP(S)
1 + KGp(s) Heq(s)

x, (s) se lako moZe nac¢i poznavajuci Heq i prijenosnu funkciju

objekta.
r u A X3 2 LY, 1 X1 =Y
K =10 - o o
* s +5 S+ 2 s
4.
7 3
40 10

SL. 6.11. Sustav tredeg reda s povratnom vezom
od vartjabli stanja



=1 238w

Sa S1. 6.11. nalazimo da je:

r —_ 1 ﬂ2 o
heq = B0 (?UI + 38s + 80) ;
tako da je:
yls) _ 80 _ - 80
r(s) 3 2

& + 145° # 46% % 80 [(6 ¥ 2)° % 2%)(s * 10)

Uz jedini®nu odskotnu pobudu odziv izlazi:

80
3[(5 + 2)2 + 22] (s + 10)

=
-~
—
I
8
—_
w
—
Il
-

a odatle primjenom inverzne transformacije:

e—l(}t 2t

:::1(?’;) =1 = % < 1,92 & sin (2+ + 30,90)

Iz blokovskog prikaza na Sl. 6.11. izlazi:

.'3:1(3) 1 dml(t)

2. e M mpie tg

Prema tome deriviranjem xl(t) dolazimo do mz(t), a na slican

na&in i do xB(t)=

(t) = = S I B (t)
xy(t) =3 dz iy B
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Tako smo na relativno lak nadin dofli do opcdenitog vremenskog

odziva sustava.

6.5, RACUNANJE OPCENITOG VREMENSKOG ODZIVA S INTEGRALOM
KONVOLUCIJE

Izraz za opceniti vremenski odziv, prema jednadZbi (6.73), glasi:

| 1

x(¢) =L~ [¢(s)] x(0) + kK L7 [d, (e) b'r(s)]

Doprinos pocetnih uvjeta je sadrZan u prvom dijelu gornjeq izraza,

a doprinos ulazne pobude je:

. | )
x,(t) = K L [0 () b r(s)] (6.93)

Da bismo rije$ili jednadZbu (6.93) treba izvrSiti inverznu
Laplaceovu transformaciju umno$ka dvaju Laplaceovih transforma-
ta , r(s) i gk(s). Postoji, medjutim, i drugi pristup, tj. da

se Citav problem rije$i u vremenskom podrudju. S inZenjerskog
gledista vaZno je znati koji je od ovih postupaka kradi, a time

i ekonomiéniji. Da bismo to otkrili, krenimo od linearnog sustava
W(s) koji pobudjen funkcijom »(s) daje odziv »(s). 0Odziv u tom

sluc¢aju glasi:
y(s) = W(s) r(s) , (6.94)
a primjenom inverzne Laplaceove transformacije:

y(t) = 17 [W(s) »(s)] (6.95)
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Pretpostavimo da je pobudna funkcija zadana graficki. U tom
sluc¢aju r(t) moZemo rastaviti na niz elementarnih pravokutnih

impulsa Sirine AT, kako je pokazano na Sl. 6.12.

| r(t)

T nAT)

r(0)
1

AT

nAT

Sl. 6.12. Pobudna funkeija r(t) rastavlijena na niz
pravokutnih impulsa

Pusti 1li se da At - 0, odziv sustava na elementarni impuls moZe
se nadomjestiti odzivom sustava na jedini&nu & funkciju, kojoj
je povrSina jednaka povr$ini elementarnog impulsa r (nAt) ArT.

Na taj nacéin izlazi da je odziv prve impulsne pobude:

y, = r(0) At g(¢) , gdje je g(t) =L = W(s) ,
~ druge impulsne pobude:
Yo, = r(At) At g(t - At) ;

a (n+l) impulsne pobude:
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Y(n+l) — r(nAt) At g(¢ - nArt)

Budu¢i da radimo s linearnim sustavima, mo%emo primjeniti prin-
cip superpozicije, po kojem je odziv zbroja jednak zbroju odzi-
va, pa dobijemo:

y(£) = [ y;(6) = »(0) At g(¢) + »(A1) AT glt = AT) + ...

+ r(nAt) At g(¢ - nart) (6.96)
odnosno
t
y(t) = lim Y© o r(1) AT g(t - 1) (6.97)
At=0- T1=0

a odakle grani¢nim prijelazom

t

y(t) = J r(t) r(¢z - 1) dr (6.98)
o

Izraz (6.98) se naziva integral konvulucije. Usporedbom jednadZbe
(6.95) i (6.98) dobije se

t
£ |[W(s) »r(s)]| = J r(t) g(t - 1) dr (6.99)
o

g(t) se naziva teiinska funkcija, a predstavlja odziv sustava na
impulsnu pobudu.

Na temelju integrala konvulucije odziv se mo¥e nadéi i grafickim
putem. Uzmimo da su funkcije g(t) i »(¢) zadane u grafidkom ob-
liku kao Sto je prikazano na S1. 6.13.
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}g(?) §ri(T)
A
(4 1 T
} g(-7)
4
. AN |
(9 t oty tg T
Jg“i"r) yltl
,/ '
g - |
pe—— - — :
ty b ty T ty ty tg T

Sl. 6.13. Grafidko radunanje odaiva

Te¥inska funkcija ¢(t) se najprije zakrene oko ordinatne osi da
se dobije g(-1), a zatim se pomakne u desno da se dobije

g(ti - T). Patom se pomnoZi r(T) g(ti - 1), a povr8ina umnoska
je integral za vrijeme ti. Da bi se dobio &itav odziv u inter-
valu od ¢ do ¢, treba dovoljan broj puta ponavlijati postupak
za ti. 7adnji graf u donjem desnom kutu na S1. 6.13. prikazuje

odziv u grafic¢kom obliku.
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Koristeéi integral konvolucije vratimo se sada na uvodno nave-

denu jednadZbu (6.73) i izvrSimo inverznu Laplaceovu transfor-
maciju:

(t - =) b »lz) dr (6.100)

x(¢) = ¢ (£) x(0) + ¥ J by

o]

Matrica gk(t) u gornjem izrazu predstavlja inverznu Laplaceovu
transformaciju rezolventne matrice:

-1

G (2) =L 7 ¢ ()| (6.101)

i naziva se matrica prijelaznog stanja (state transition matrizx).
i-ti ¢lan vektora x(¢) prema jednad?bi (6.100) u razvijenom ob-
liku glasi:

xg (¢) x,; (0) ¢k{il}{t) + x,(0) ¢k(12)(tj +.o..4 mn(O) ¢k(in)(t) +

¢k(il) (t—T} bl P(T) 5 B P

t
o
t
[ ¢k(in)(t—T) b r(t) dT_ (6.102)
e

Usporedbom jednadZbi (6.73) i (6.100) vidimo da je posao oko iz-
radunavanja prvog dijela jednadZbi jednak, dok se drugi dijelovi .
razlikuju. Za izradunavanije drugog dijela prema jednadZbi (6.73)
treba obaviti n2 inverznih Laplaceovih transformacija, a prema
jednadZbi (6.100) treba izradunati n2 integrala konvolucije.

Postavlja se pitanje: koji od ta dva raduna zahtijeva manje

Vremena.
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Da bismo odgovorili na ovo pitanje, razmotrimo jedan jednostavan

primjer. Neka je zadan sustav drugog reda:

y(s) _ 1
r(s) (s + u)z + B

2

a traZi se odziv uz nulte pofetne uvjete. Da bismo primijenili
integral konvolucije trebamo nac¢i teZinsku funkciju, odnosno

vremenski odziv na impulsnu pobudu r(s) = 1. Uz r(s) = 1:

y(s) = ; 5 0
(s + )" + B

a odatle:
g(t) =7t L 2] = % e %%sin gt
(s + a)” + B
i nadalije:
gt - 1) = % e_a(t_T) sin B(¢t - 1)
Integral konvoluciije stoga glasi:
t
S8y = [ (1) [% e T) sin gt - )| ar
o

Dobijeni integral se lako rjeSava samo ako se za pobudnu ulaznu
funkciju primijeni odsko&éna ili eksponencijalna funkcija. Tada
rjeSenje nalazimo u standardnim tablicama. U svakom drugom
sludaju u tablicama nedemo naci rjesSenje. Medjutim, ako se

¢itav radun provodi u Laplaceovom podrucju,i nakon toga se



- 245 -

u zavrSnici na svaki pojedini ¢lan primijeni inverzna Laplace-
ova transformacija, sve tefe bez potedkofa jer se inverzne tran-
sformacije svih jednostavnih izraza neposredno nalaze u tabli-

cama.

Medjutim, ako nam je na raspolaganju digitalno radunalo, izra-
uvanje integrala ne predstavlja pote§kodu pa u tom slugaju

naprijed spomenuta poteSkoca otpada. Integral konvolucije ima
prednost i u grafidkom na¢inu radunanija, pogotovo ako neka od

funkcija ili obje nisu zadane u analitidkom obliku.

6.6, ZAKLJUCAK

Pod vremenskim odzivom podrazumijeva se odziv sustava na pobudu
koja u vremenu to skoCi od nule na odredjenu kona&nu vrijednost

i na toj vrijednosti ostane za sve vrijemet > to. Za servouredja-
je pobuda moZe biti poloZaj ili neka od nijegovih vi%ih deriva-
cija. Nalazi ga se eksperimentalno, ili rjeSenjem matematidkog

opisa ustava.

Zbog jednostavnosti i uStede vremena, radunanje se u pravilu obav-
lja u donjem podru&ju. U tu svrhu opis sustava se najprije trans-
formira u donje podru&je, gdje se potra%i rjefenje, a potom ga se
inverznom Laplaceovom transformacijom transformira u gornje pod-
ru¢je. Za inverznu transformaciju postoje tablice u kojima se

nalaze transformati elementarnih &lanova.

Da bi se doslo do elementarnih &lanova,rjefenje u donjem podrué&iju
treba razloZiti na parcijalne razlomke. Za to postoji nekoliko
metoda, ali se najveda uSteda vremena postiZe smi¥ljenim koris-

tenjem dobrih osobina svake od njih.

Za razumijevanje vremenskog odziva zna&ajan je odziv sustava
drugog reda, zbog tri razloga: najprije %to se svaki polinom
dade rastaviti na umnoZak polinoma prvog i drugog reda. Drugo,
$to su polinomi prvog reda samo posebni sludajevi polinoma dru-
gog reda, i trede 8to se sustavi viSeg reda dadu aproksimirati
sustavima drugog reda.



Pod opdéenitim vremenskim odzivom podrazumijeva se vremenski
odziv =vih varijabli stanja. Njegovo izradunavanje je vrlo slo-
Zeno ako se pretpostave opceniti pocetni uvijeti. Medjutim,
budud¢i da se dovoljna informacija o sustavu dobije uz nulte
podetne uvijete, postoje razradjene metode kojima se do rijeSenja
moZe dodi relativno jednostavno. Radunanije se u pravilu obavlija
u donjem podruc¢ju s pomodéu rezolventne matrice, ali se s digi-
talnim radunalima, otprilike s istim utroskom vremena moZe dodi
i u gornjem podrudiju, i to primjenom integrala konvolucije.
Osim toga integral konvolucije je posebno pogodan za graficko

racdunanije kada funkcije nisu zadane u analitic¢kom obliku.
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7, FREKVENCIJSKI ODZIV

/.1, uvoD

Iako je s parametrima vremenskog odziva sustav u potpunosti od-
redjen, pokazalo se da u analizi on ima i svojih nedostataka.

To se u prvom redu odnosi na primjenu u identifikaciji. Teorijski
gledano njega se u identifikaciji moZ¥e primijeniti, ali zbog
svojstvene mu neharmoni®nosti u praksi se to vrlo tedko provodi.
Suprotno tome harmonicke pobude daju i harmonidke odzive,koji

se zbog ponovljivosti lako mogu registrirati pa stoga i uspje¥no
primijeniti za identificiranje sustava. Odziv sustava na sinusnu

pobudu naziva se frekvencijski odziv.

/.2, FUNKCIJA FREKVENCIJSKOG ODZIVA

Ako se na ulazu sustava dovede sinusna pobuda:

r(t) = A sin @t § (7.1)

odziv ¢e u ustaljenom stanju imati oblik:
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y(t) = A R(w) sin [0t + ¢ (w)] (7.2)

U nastavku cemo pokazati da je:

R(w) =|W(s)]| = |W(w) | , i {7:3)
s=Ju

b (w) = arg ¥(jw) (7.4)

Laplaceovom transformacijom sinusne pobude dobije se:

Llr(e)]= »(s) =~—§'4—£j—~—~z ' (7+.5)

s + w

pa je stoga odziv:

yls) = Wis) r(s) = = 5 = 5T gi?gg)_ T (7.6)

Razvoijem izraza (7.6) u pracijalne razlomke dobije se:

R R
1 o 21

: : + ostali ¢&lanovi. (7.7)
s + Jw s = Jw

yls) =

Prva dva ¢lana jednadZbe (7.7) predsitavlijaju partikularno rje-
genje i odredjuju ustaljeno stanje, a "ostali &lanovi" predstav-
ljaju komplementarno rjeSenje i odredjuju prijelazno stanje.
Buduéi da se frekvencijski odziv dobije pri ustaljenom stanju,
paZniju ¢emo obratiti samo na prva dva ¢lana jednadzbe (7.7), a

"ostale &¢lanove" cemo izostaviti.
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Da bismo nafli sinusni dio y(s), kojeg Eemo oznaciti s y(s}s
treba najprije odrediti Rll i Rzl' Metodom ostatka dobit d&emo:

- AwlW(s) - =AW (=jw) |

11 = =3 e i (1.8]
_ AwW (s8) _ AW (jw)

31 T+ 50 omdus 23 (7.9)

Poznavajucéi koeficijente 811 i Rzl' inverznom Laplaceovom trans-
formacijom dolazimo do odziva: '

y(t)s =R ., e + R, elW?

2]

- T AW(=Fw) -Fut éﬂ%%ﬁl eJut (7.10)

Kompleksnu funkciju W(jw) moZemo izraziti u obliku:

W(jw) = z(w) + J y(w) , L7110

pa je stoga modul:

1
fW(jw)i = [mz{w) + yz(w)]2 £7::12)
i argument:
arg W(jw) = arc tg mgﬁl (7.13)
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znamo da je funkcija ¥ (-jw) kompleksni konjugat funkcije W(jw).

Uvrstenjan funkcije W (-jw) i ¥(jw) u jednadZbu (7.10) dobije- se:

y(t), = %E [z (w) - Fy(w)] &TI0F o ;E.[x(m) + Jy (w) ] el

= dis () eIV Ejerjwtau Ay (w) R ;f"_jw : (7.14)
Sto primjenq@ Eulerovibh relacija daje:

y{t)s = Ax(w) sin wt + Ay(w) cos wt (7.15)

Podijeli 1li se i pomnoZi jednadzba (7.15) s /&(m)z + y(m)2 do-

bije se:

y(t)s = A /m%m)+y2(w) [ z(w) sin wt +

(m2(m) + yz(wnl/z

¥ i {u) cos mt] 2
(mz(m) + y2(w))l/2
a odatle:
yie)y = A[rz(“) + UZ(M)]]/z sin [wt + a(w)] , (7.16)
gdje je o(w) = arc tg y (w)

x(w)
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Usporedbom relacije (7.2) i (7.16) vidimo da je:

1/2

R (w) =[m2(w) + yztw)] = |W(jw) | , (7.17)

¢ (w) = arc tg %%%l = arg W (jw) (7.18)

a(w)

Ovim smo dokazali tvrdnju izraZenu jednadZbama (7.3) i (7.4) da
se funkcija frekvencijskog odziva dobije iz prijenosne funkcije

zamjenom g = jw .

Iz izvedenog zakljucka proizlazi da funkcija frekvencijskog od-
ziva linearnog sustava jednozna&no odredjuje vremenski odziv
sustava na bilo koju pobudu, i obrnuto, da je funkcija frekven-
cijskog odziva linearnog sustava jednoznadno odredjena vremenskim
odzivom bilo koje pobude. To zna¢i da se iz parametara vremenskog
odziva mogu dobiti parametri frekvencijskog odziva, a iz parame-
tara frekvencijskog odziva parametri vremenskog odziva. U dalj-

njim izlaganjima doéi €e do izraZ%aja dobre strane ovog dualizma.

/.3, BODEOVI DIJAGRAMI

Jedan od nac¢ina grafickog prikazivanja funkcije frekvencijskog
odziva W (jw) jest da se modul i argument prika*u u ovisnosti
o promjeni frekvencije. Bududi da je kompleksni broj potpuno
odredjen modulomi argumentom, izlazi da je funkcija frekvencijs-
kog odziva prikazana s pomocu ta dva dijagrama u potpunosti od-

redjena.

Medjutim, kolikogod je graficki prikaz vaZan za sagledavanje prob-
lematike i inZenjerskoj praksi, vrijeme koje treba utroditi

za crtanje takvih dijagrama je toliko da ih se prakti®ki ne

bi isplatilo koristiti da nije pronadjen mnogo brZi nadin za
njihovo aproksimacijsko prikazivanje. To se postiZe aproksima-

cijskim dijagramima logaritma funkcije frekvencijskog odziva.
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Amplitudni Bodeov dijagram. Osim u obliku polinoma:

Wis) = m - (7.19)

prijenosna funkcija se moZe pisati u faktoriziranom obliku, i to
u faktoriziranom obliku s korijenima i u faktoriziranom obliku
s vremenskim konstantama. Faktorizirani oblik s korijenima u op-

¢em sludaju glasi:

K(s + nl)(s + nz)...(s + nm)

H(S) = (S e pl) (S + 1)2) .-.(3 + pn) = r (?-20)

gdje su ny i pj korijeni brojnika odnosno nazivnika, a X je
pojac¢anije.
Faktorizirani oblik s vremenskim konstantama u opcem slucaju

glasi:

/ B 82 =N
kst (1 + a Y (1 + : ) ... (1 + = )
1 2 m _
W(s) = % = 3 =
(1 + =) (1 + —) ... (1 + =)
I 8
K v -El(l + ;;
= ; (7.21)
(1 w2
f1 Py

gdje su 1/;—:i i l/pj vremenske konstante brojnika odnosno naziv-
nika, a Kst je statidka osjetljivost. Odnos pojadanja i staticlke

odjetljivosti glasi:



; (=n;) (=n5) oo (-7 ) i
st (=p,) (=py) ... (-p ) n

(7.22)

Za crtanje Bodeovih dijagrama opis sustava treba prirediti u ob-
lika faktorzirane funkcije ffekvencijskog odziva s vremenskim
konstantama, koja se dobije iz jednadZbe (7.21) zamjenom s sa
jw, i glasi:

(1+3 =01 +35—=) o0 (1+3 =)
4 _ al az2 am _
W(jw) = Kst . W . W . W -
(L g =)L # F =) .ex (14 F =)
bl b2 bn
m [}
T (1 + 3 a*f]
=g i1 a) (7.23)
st n -
T+ =2
3=1 b

Za cratnije amplitudnog Bodeovog dijagrama potrebno je najprije
nadéi apsolutnu vrijednost funkcije frekvencijskog odziva koja

u opéem slucaju glasi:

. w . w . w

‘1 + 3 B;" |1 + 3 G- ‘... |1 + 3 G;“‘
g 1 2 m .
[w(3wy| = |x_, | ., (7.24)
st ‘1 ¥ 3 _E#‘|1 + g wil i... ‘1 + 3 HELW
w w W
b b b
1 2 n

a potom treba logaritmirati:
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. _ LW LW
log |W(jw)| = log ]Kstl + log |1 + j 5—~|+ log |1 + j a——| +
a a
1 2
v B LOGE |1 # ] sl w
g
m
- L s W
log |1 + j by ] log |1 + j ™ | i Bk

1 2

- log |1 + j —2-| (7..:25)
“p
n

Relacija (7.25) iz koje se neposredno crta amplitudni Bodeov
dijagram na prvi pogled otkriva jednu od glavnih prednosti loga-
ritamskog prikaza. Naime, operacija mnoZenja je u logaritamskom
prikazu nadomjeStena operacijom zbrajanja, $to je za grafidko

prikazivanje prikladno.

Clanovi brojnika i nazivnika u faktoriziranom obliku mogu sadrZa-
vati realne ili konjugirano kompleksne korijene. Da bi postupak
bio $to jasniji, posebno ¢emo obraditi sludaj s realnim korije-

nima, a posebno sluaj s konjugirano kompleksnim korijenima.

Uzmimo najprije prijenosnu funkciju s realnim korijenima:

s +
Wy

W(s) = K (7+26)

s(s + mz)

koja preinadena u faktoriziranu funkciju frekvencijskog odziva

s vremenskim konstantama glasi:

1 + 3 il

. 1
W(jw) = X (7.27)
St 5 w1 + § 2y
Ba
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Logaritam njene apsolutne vrijednosti izlazi:

log |W(jw)| = log|Kk .| + log [1 + 3 ==| - log ju -
@1
- log |1 + 3 = (7.28)
2

Iz jednadZbe (7.28) zakljulujemo da je logaritam funkcije W(jw)
na svakoj pojedinoj frekvenciji jednak razlici zbroja logaritama
¢lanova faktoriziranog polinoma brojnika, i zbroja logaritama
¢lanova faktoriziranog polinoma nazivnika. Grafi&ko zbrajanje
samo po sebi ne predstavlja nikakvu potesSkodu, ali je poteskoda
u mnoStvu tocaka koje treba prije zbrajanja izra&unati. Pogle-
dajmo kako se to opse¥no radunanje moZ¥e na prikladan na&in iz-
bjeéi. Pokazat éemo to na nadinu crtanja svakog pojedinog kara-
kteristi¢nog ¢lana. Po&nimo s &lanom:

log|k | = konstanta (7.29)

To je logaritam konstante, pa je i on sam konstanta, a u grafid&-
kom prikazu je predstavljen pravcem udaljenim od apscisne osi
za vrijednosti log |X

Iduéi je é&lan:

log |1 + 3 £L| = f (w) (7.30)
1

Buduc¢i da je ovaj ¢lan funkcija frekvenciije, pogledajmo kako de

se ponaSati kod relativno malih frekvencija kad je w << w a

lf

kako kod relativno visokih frekvencija kad je w >> w,. U pod-

1

ru¢ju w << W, :

log |1 + j £L| ~ log 1 = 0 , (7.31)
1
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Iz jednadZbe (7.31) proizlazi da ¢e &lan log 1+ 3 iij za pod-
1

ruje w << w, u grafitkom prikazu biti predstavljen pravcem

koji leZi na apscisnoj osi (S1l. 7.1).

pPokazalo se da je na apscisnu os prikladnije crtati log w nego w,
pa je tako u Bodeovim dijagramima konvencionalno i prihvacdeno.
Stoga nagib asimptoti&kog pravca koji predstavlja ¢lan

log |1 + 7 £L| za w << w, jest:

a)  _
e ™ @ (7.32)

U podruc¢ju w >> Wy o

log |1 + j m%} = log |§ == (7.33)
1

Bududéi da uvijek radimo s pozitivnim frekvencijama, jednadZba

(7.33) se moZe pisati u obliku:

log |1+ja‘9— ~ log 1ja“-’;| = log w - log |w,| (7.34)

>
i w wl

Nagib asimptotidkog pravca koji predstavlja &lan log |1 + j £L| ’
1

za w >> Wy izlazi:

_4a
d (log w)

(log w - log |uw;|) =1 ' (7.35)
Na S1. 7.1. prikazana su oba pravca: za podrufje w << Wy i za
podru¢je w >> w;. To su asimptote koje se sijeku u tocki

w=lw a koja se naziva todka loma.

L
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k W
{ V4 )j—
og| ‘w,!
1 ____________
|
|
|
|
| |
o }
log{2| . —"/ :
w:-l-:l—,l-l r LJ.:I(.OI[ &)=}Ul&)1l tng

Sl. 7.1. Bodeov aplitudni dijagram Elana |1 + J iL,
1

U toj toCki se s asimptoti&kim prikazom pravi najveda pogredka
u odnosu na stvarno stanje. Prema asimptotidkom prikazu na

Sl. 7.1. vrijednost amplitude u to&ki loma iznosi nula, a stvar-—
na vrijednost amplitude u toj tolki jest:

log |1 + 3 2 | = log YT ¥ 1 = % log 2 = 0,15 (7:36)
1 w=w
1

Prema tome,pogreska asimptotifkog prikaza u todki loma iznosi
0715

U najvedem broju sludajeva u inZenjerskoj praksi asimptotidki
Bodeov dijagram amplitude zadovoljava. Medjutim, ako radi spe-
cifine naravi problema nismo u moguénosti tolerirati pogrefku
koju unosi asimptotidki dijagram u podru&ju oko totke loma,
vrlo se jednostavno ta pogre$ka moZe korigirati, kako je i
ud¢injeno na Sl. 7.1.
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Tredi ¢lan u izrazu (7.28) glasi:

- log|jw|] = = log w (7..37)

Nagib ovog ¢lana prema apscisnoj osi iznosi:

d (- log w) _ _
d (log w) ! (7+38)
Ovo je pravac koji s nagibom - 1 sijede apscisnu os u to&ki:

- log w =20 4

odnosno na frekvenciji w =1

Cetvrti &lan u izrazu (7.28) glasi:

- log |1 + 3 w£| (7.39)

2

Ovaj se ¢lan strukturalno razlikuje od ¢lana u izrazu (7.30)
samo po predznaku. Lako se moZemo uvjeriti da ce za wy = wp
njegov asimptoticki dijagram biti zrcalna slika izraza (7.30)
na apscisnoj osi, tj. da im se vrijednosti za podruc¢je w << Wy
podudaraju, a za podrudje w >> Wy nagibi su im jednaki samo

s obrnutim predznakom.

Poznavajuéi nadin crtanja svih Cetiriju ¢lanova prijenosne
funkcije (7.26) moZemo nacrtati Bodeov asimptotidki amplitudni
dijagram jedne specifi&ne prijenosne funkcije iste strukture.

Zadana prijenosna funkcija glasi:

2(1 + 3 %)
W(jw) = e (7.40)
J el + 3 &)




L

|Wjw)|
/
100
H.j'.‘!s’.l)/
10
2 &
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| cw -l
|iw| i<l
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|wijw)|
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AN
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l09|lewl|:Kst w = Kgy
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Sl. 7.2. Nadin ertanja amplitudnog Bodeovog dijagrama:
a) pojedinadno ucrtant &Elanovi funkeije
201+ 3 2)
W) = — .
u

Juw(l + g 5)

b) ejeloviti Bodeov dijagram
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Na S1. 7.2. prikazani su na log-log papiru pojedina&ni asimpto-
ti¢ki dijagrami svih &lanov:s funkcije (7.40). Dijagram stati&ke
osjetljivosti Kst = 2,0 predstavlja horizontalni pravac udaljen
za log 2 od horizontalne frekvencijske osi koja sije®e ordinatnu

os na visini log 1.

Dijagram &lana |1 + j %] se sastoji od dva dijela. Prvi dio, za
podrudje w << 5, prikazuje horizontalni pravac na frekvencijskoj
osi, a proteZe se od niZih frekvencija do todke log w = log 5.
Drugi dio, za podru€¢je w >> 5, je pravac koji izlazi iz tod&ke
loma log w = log 5, a prema frekvencijskoj osi stoji pod nagi-
bom + 1.

Dijagram tredeg &lana ]jm|_1 predstavlja pravac koji pod nagibom
- 1 prema frekvencijskoj osi prolazi kroz todku log w = log 1.

Dijagram ¢etvrtog &lana |1 + j g%]—l, za podruc¢je w << 50 je do
tocke 1lyg w = log 50 predstavljen pravcem na frekvencijskoj osi,

a za podru¢je w >> 50 pravcem koji izlazi iz todke log w = log 50,
a prema frekvencijskoj osi stoji pod nagibom - 1. Cjeloviti

Bodeov dijagram prikazan je na Sl. 7.2.b , a dobijen je zbraja-
njem dijagrama pojedina&nih &lanova. Najprije je dijagram &lana

| jw _l|podignut za vrijednost &lana Koy = 2,0. Dobijeni pravac

s nagibom - 1, koji sada predstavlija dzo ukupnog Bodeovog ampli-
tudnog dijagrama funkcije W(jw), slijedimo do frekvencije loma

w, = 5 &lana |1 - j %l. U toj to&ki &lan |1 - 7 %] dobija nagib

+ 1, pa je ukupni dijagram iza te todke predstavljen horizontalnim
pravcem. Taj dio ukupnog dijagrama ostaje horizontalan do slije-

dede todke loma w, = 50 &lana |1 - j g%[—l. Nd te tocke ukupni

2
dijagram poprima nagib - 1 &lana |1 - j $%| 1

Da bi se pokazala minimalna pogreska, koju &ini Bodeov dijagram
u odnosu na izradunanu funkciju, na Sl1l. 7.2.b Jje crtkanim lini-
jama naznac¢en todan dijagram. Vidi se da se on potpuno podudara

s asimptotic¢kim dijagramom, osim u okolini frekvencije loma.

Ako prijenosna funkcija sadrZi konjugirano kompleksne polove,
njihov se dijagram jednostavno zbraja s dijagramima ostalih

¢lanova. Zbog vede sloZenosti taj demo dijagram posebno izvesti.
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Uzmimo da se prijenosna funkcija W(s) sastoji od jednog para
konjugirano kompleksnih polova:

wﬁ 1
W(is) = G_(s) = - = (7.41)
P 2 2 8 8 54
s” + ZCwn s + w, 1 + 2¢ (m ) + (m )
n n
Zamjenom s = jw dobije se:
; 1
l6_(Fw)| = (7.42)
B mz LW
(L - “5) + 2% a;
Wn

Za podrucije w << Wy, jedinica u nazivniku postaje dominantna, pa

je stoga:
log |Gp(jw)l ~ - log 1l =0 (7.43)

Za podruije w >> W, dominantan postaje kvadratiéni ¢lan realnog

dijela nazivnika, pa je stoga:

: . - w2
log |G (jw)| = - log 1{wn>| 2 log w + 2 log |o | ,

a nagib tog dijela je

d (-2 log w + 2 log lwnl)
d (log w)

"
i
)

(7.44)
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Tz uéinjenog razmatranja proizlazi da se konjugirano kompleksni
par u asimptoti&kom Bodeovom dijagramu prikazuje s dva asimpto-
tidka pravca, od kojih jedan leZi u frekvencijskoj osi od niZih

frekvencija do tofke loma w = W a drugi izlazi iz todke loma

nl
pod nagibom - 2 prema frekvencijskoj osi. Takav asimptoti&ki
dijagram prikazan je na S1. 7.3. u normaliziranom obliku tj. na

. : : w
apscisi je umjesto w naneSeno e
n

Tz izvoda proizlazi da stupanj prigusenja ¢ nigdje nije utjecao

na crtanje asimptotifkog dijagrama. Medjutim, on znatno utjede
na pogrefku koja se u tolki loma &ini s asimptotickim dijagramom.

Iz rjeSenja jednadZbe:

d gw( ) = 0 (7.45)
W=lnax
gdje je
; 1
G(jw) = '
1 - (2% + 250 &
n n

izlazi da se maksimum amplitude frekvencijskog odziva konjugira-

no kompleksnog para polova nalazi na frekvenciji:

o g W w0 GEE (7.46)

max n

To&nije re&eno, funkcija ima maksimum samo za C<1%g , a nadje
ga se tako da se u izrazu (7.42) umjesto ¥ uvrsti Weax = “n 1—2c2
pa se dobije:
G (3 | o BB £ 0, 707 (7.47)
D JWax 2 C ' .
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} log|Gpljw)]
10 r
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I f=0
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Sl. 7.3. Aproksimacijski amplitudni dijagram i nekoliko todnih
amplitudnih dijagrama za odredjene vrzgednostt z
konjugirano kompleksnog para polova
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Ovdje je vrijedno uod¢iti da vremenski odziv ima nadviSenje kad-

god je ¢ < 1, dok frekvencijski odziv ima nadviSenje tek za

g < /75 = 0,707. Na frekvenciji w = Wy vrijednost amplitude iz-
nosi:
16.(5 w)| = & (7.48)
p n 2 .
Za © = 1 sustav ima dva jednaka realna pola, a asimptoticki dija-

gram se podudara sa zbrojem dvaju pojedinaénih dijagrama jedna-
kih polova. Na Sl. 7.3. crtkanim linijama oznadeni su to&ni frek-
vencijski dijagrami za neke vrijednosti . Sa slike se vidi da je
za 0,5 < ¢ < 1 aproksimacija s asimptotic¢kim dijagramom bolja
nego za realne pdlove. To je za inZenjersku praksu posebno vaZno,

jer se vrijednosti ¢ < 0,5 rijetko primijenjuju.

Konjugirano kompleksni par nula u Bodeovom dijagramu je predstav-
ljen zrcalnom slikom na frekvencijskoj osi konjugirano kompleks-—

nog para polova, pa se stoga na njemu necdemo ni zadrZavati.

Amplitudni Bodeov dijagram ¢esto se primijenjuje i za kombinirano
grafifko-analitidko izradunavanije izvjesnih parametra. Rezultati
dobijeni na taj nadin toéniji su od &isto graficékih, a postupak
je brZi od analitic¢kog. Ilustrirajmo to na jednom primjeru gdje
je zadana prijenosna funkcija petlje, a trazi se kriti¢na frekvencija
amplitude, tj. frekvencija u kojoj amplituda prijenosne funkcije
poprima jedini&nu vrijednost. Zadana funkcija glasi:

_ - 5
W(s) =K Gpts) Heq(S} T 8(1 + 8)

Na Bodeovom dijagramu traiqna frekvencija se nalazi na mjestu
gdje dijagram sijede frekvencijsku os. To¢nu vrijednost je tesSko
o¢itati s logaritamske ljestice, ali ako se postavi relacija

Bodeovog dijagrama za podruéje w >> 1, koja glasi:

. . 5
G H 2
| x pfjw) eq(Jw) I =2
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za jediniénu amplitudu vrijedi relacija:

-

5
.-..i.:l '
w

a odatle:

mI=/§=2,24

Analitic¢kim postupkom, koji je &ak i u ovom jednostavnom primjeru
mnogo dulji, to&na vrijednost izlazi:

. =‘/—1+ ‘/_10—1=2,13 ’
I 2

§to daje pogresku od svega 5,16%.

Poznavajuéi svojstva svakog pojedinog &lana, u inZenjerskoj prak-
si se primjenjuje jedan neposredniji nadin crtanja amplitudnog
Bodeovog dijagfama. U tom sludaju se ne razdvajaju pojedini &la-
novi, nego se odmah pristupa crtanju cjelokupne prijenosne funk-
cije. Ovdje navodimo taj postupak, a moZe ga se u potpunosti pra-
titi na S1. 7.2.b . Poslije supstitucije s = jw svi &lanovi pri-
jenosne funkcije teZe prema nuli kad s teZi prema nuli, osim

¢lana Kst/jm . U slu¢aju funkcije (7.27) jednadZba glasi:

Kst
W(jw) = —]w— za W+0 y

a nakon logaritmiranja:

' Kst
log IW(jUJ}I = log |"a:—t'ﬂ—‘
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To je pravac nagiba:

Ilog |
d log m

Il
I
-
~-

koji za |W(jw)| = 1 odnosno log |W(jw)| = 0 sije¥e apscisnu os
u todki w = Xst' a za w = 1 vrijednost ordinate mu je

IW(:]{.U> [ = KSt.
na apscisi vrijednosti Kst i kroz tofku na ordinati iste vri-

Crta ga se tako da se povule pravac kroz todku

jednosti. Zatim se po rastudem redoslijedu poredaju sve frek-

vencije loma i po tom redoslijedu se ucrtavaju pojedini &lanovi.

Kod prijenosne funkcije (7.40) crtanje ide ovim redom: nakon
ucrtavanja pravca kroz todku X g = 2 na apscisi i na ordinati,
poredaju se lomne frekvencije po rastucdem redoslijedu i dobiju

se w, = 5 1 Wy = 50. Zatim se crta &lan (1 + j §) koji ima naj-

1
niZu lomnu frekvenciju w, = 5. Znamo da je to &lan kojeg asimp-

tota ispod frekvencije léma leZi u apscisnoj osi, a iznad te
frekvencije Jje prema toj osi nagnuta pod pozitivnim jedini&nim
nagibom. Buduéi da je vrijednost ovog &lana do frekvencije loma
wy = 5 jednaka nuli, ukupni amplitudni Bodeov dijagram do te
todke fe predstavljati &lan 2/jw , koji ima negativan jedini&ni
nagib. O0d te tofke do slijedede to&ke loma negativni jedinié&ni
nagib &¢lana 2/jw , i pozitivni jedini&ni nagib &lana

(1 + 3 %) se poniStavaju, pa ukupni amplitudni dijagram predstav-
lja pravac nultog nagiba.

Slijededa lomna frekvencija je w, = 50 &lana (1 + j o) .

Asimptota tog ¢lana leZi u apscisnoj oci do svoje lomne frekven-
cije, a od te frekvencije je pod negativnim jediniénim nagibom
nagnuta prema toj osi. Stoga do todke Wy = 50 ovaj €lan ne utjede-
na ukupni dijagram, a od te to¢ke unosi negativni jedinéni nagib.
Budué¢i da je ukupni dijagram od todke w, = 5 do tocke Wy = 50

bio pravac nultog nagiba, od todke w, = 50 to ¢e biti pravac
negativnog jedini&nog nagiba.



- 267 -

S tim je crtanje amolitudnog Bodeovog dijagrama funkcije (7.40)
zavr8eno. Kad bi funkcija imala jo% &lanova s visim frekvencija-

ma loma, crtanje bi se na isti nadin nastavilo.

Aproksimacija faznog dijagrama. Za crtanje faznog dijagrama
postoji nekoliko prihvatljivih aproksimacijskih metoda, ali
odmah moZemo rec¢i da ni jedna od njih nije tako dobra kao &to
je upravo opisana asimptotidka metoda prikazivanja amplitudnog
dijagrama.

Krenimo od relacije:

jw
: 2
(L+3 =) (1 + 3 =)
g s’

Gp(jm) = K (7.49)

st

Argument funkcije frekvencijskog odziva opcéenito je diferencija
argumenta brojnika i nazivnika, pa je stoga:

R S o LW w2
arg Gp(jw) = arg |Kstjw| arg | (1 + j wl)(l + mz) [ (7.50)

Rad¢unanje argumenta za svaku pojedinu frekvenciju i ucrtavanje
toaka u dijagram je trivijalno, ali oduzima suvife mnogo vreme-
na. Skracdeni postupci su obidno teorijski sloZeniiji, ali, s
druge strane, brZi su pa stoga i ekonomidéniji.

Pogledajmo jedan od nac¢in crtanja faznog dijagrama na primjeru
jednadZbe (7.50). Svaki &lan se moZe promatrati kao kompleksan
broj, koji se sastoji od realnog i imaginarnog dijela, pa se

stoga argument svakog pojedinog &lana moZe izraziti relacijom:

arg (Re + j Im) = arc tg %E , (7.51)

gdje je Re realni dio, a Im imaginarni dio svakog pojedinog
¢lana. Na temelju toga argument Kst je nula ako jelet pozitivan,



< 6B

3 2 K . .
i T ako je & negativan

Argument &lana (jw) prema jednadZbi (7.51) iznosi:

arqg (Re + 3 Im) = arc tg %; = arc tg » = % (7.52)

Argument &élana s realnim polom koji nije u ishodidétu iznosi:

arg (1 + 3 -Ugi)“l = arc tg - (7.52)
1 L
arc tg e
0,1 0,2 0,5 | 2 5 10
0,08 0° @
w

—

70° \

8n° =
AN

N
1

S1. 7.4. Provdasta aproksimacija foznog dijagrama realneg pola
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Na S1. 7.4. nacrtan je to&ni i aproksimacijski prav&asti fazni

dijagram &lana (1 + j ﬁi)“l, iz koje se vidi:
1

B arg (1 + j -‘-’5«)-1 = - arc tg 1 = % 4

m1 m=ml

tj. da argument u todki w = w, iznosi - %

2. Da je nagib dijagrama u okolini todke loma konstantan i iznosi
45° na pola dekade, a moZe ga se nadomjestiti pravcem koji ide
od 0° na frekvenciiji w = %% do 90° na frekvenciiji o = 5w1_
Taj pravac, koji éemo nazvati sredidnji pravaec, dobro aproksi-
mira fazni dijagram za jednu oktavu viSe i jednu oktavu niZe

od tolke loma,

%
tj.Od{U:T do w = 2w

T
: 4 %Y .

3. Na frekvencijama w - 5 ostatak faznog dijagrama se moZe ap-

roksimirati pravcem koji ide od nula stupnijeva na frekvenciji

W W
= 1 _ ; I O .
0 =935 = 0,08 Wy do frekvencije uw - = 0,5 v, na sredi¥

njem pravcu. Ovaj pravac femo nazvati donji pravac, jer aprok-
simira fazni dijagram u donjem frekvencijskom podrudju u od-

nosu na frekvenciju loma Wy -

4, Na frekvencijama w 2 2w, fazni dijagram se moZe aproksimirati

1
pravcem koji ide od frekvenciije u = 2m1 na sredisnjem pravcu

do 90° na frekvenciji w = 12,5 w,. Ovaj pravac ¢emo nazvati

1
gornji pravae, Jjer aproksimira fazni dijagram u gornjem frek-

vencijskom podrud¢ju u odnosu na frekvenciju loma Wy -

5. PogresSka koja nastaje s pravfastom aproksimacijom u podrudiju
w
od w = T% do w = 10w; je manja od 3°,

Argument kvadratiénog ¢lana u nazivniku iznosi:
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. 24 =
arg [(1 + ﬁi) ] 1o . 2 arc tg ﬁL (7.53)

2

e

To je dvostruki kut &lana (1 + j ﬁi)“l, $to je i razumljivo,
2
jer je kut umno$ka kompleksnih brojeva jednaku zbroju kuteva

mnoZitelja. Iz toga se moZe izvudéi i opdeniti zakljucak da je
kut &lana na n-tu potenciju jednak n- tostrukom kutu osnovnog

¢lana, tj.:

arg (1 + j ﬁi)n = n arc tg ﬁi (7.54)
1 1

Pridr?avajuéi se svih izneSenih uputa,na Sl. 7.5. nacrtani su

aproksimacijski dijagrami amplitude i faze za funkciju:

G_(jw) = 3 Ju (7.55)
P (1+j§){1+j%)2

Crtanje amplitudnog dijagrama je veé proufeno, a ovdje sluZi samo

ako referencija za crtanje faznog dijagrama.

Krenemo 1li od &lana do &lana, najprije zakljudujemo da staticka
osjetljivost petlje Kst = 3 ne utjefe na fazu. Drugi &lan je
nula u ishodidtu (jw) koja unosi konstantni fazni pomak na svim
frekvencijama, veli&ine 7T/2. Trec¢i &lan (1 + j %)_1 aproksimiran
je s tri pravca od kojih srednji na frekvenciji loma w = 3 pro-
lazi kroz kut ¢ = 45°. Setvrti &lan (1 + j %%)dz aproksimiran

je takodjer s tri pravca od kojih srednji na frekvenciji loma

w = 20 prolazi kroz kut ¢ = 90°. Zbroj svih triju &élanova daje

tra¥eni fazni dijagram funkcije frekvencijskog odziva.
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LGp{jw}
10
5 /'/
A \
/’ N
/ \ _
01 02 /0,5 1 213 ]s o |20 50\ 100 [200 (500 (1000 w
Y
/ \
farg [Gp{jwl]
90° jw
TN
™ Grljw)
L JW
\k/ D
05| 0° 2 5
]
01| 02 SHERNE 10 [20 |[s0 |oo [200 [s00 [1000 w
"
_900“+j-§-] \
/] o~
{1+j{“—{»}2
20
-180° ’ ‘ et
|

Sl. 7.5. a) Boleov asimptotidki amplitudni dijagram funkeije

G (jw) = 3 Ju ;
p . W . W2
(1 + 4 3)(1 + —20)
b) pravdasti fazni dijagram iste funkecije
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Druga aproksimacija faznog dijagrama (koja se naziva Bodeova
aproksimacija, jer polazi od Bodeove matematilke obradbe) zas-

niva se na relaciji:

arg G (jw) = o z {7.56.

i '

gdje o predstavlja prosjeéni kut Bodeovog asimptotickog ampli-
tudnog dijagrama na podrudju koje se proteZe po jednu dekadu s

jedne i s druge strane frekvencije za koju se argument traZi.

[Wijw)

10
- 5

a‘ T L T T T
0,01 0,1 ! 1 100 1000 W

b) - . v

0,1 / 10 100 1000 W
m

s qea . ‘s 5(11"8)(11‘3/?0)
T s ] o ¥, A } it
Sl. 7.0. Bodeovi dijagrami funkeije W(s) [T45/0.7)(175/100)
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Ilustrirajmo to na funkciji:

5(1 + g) (1 + =)
W(s) = 10 , (7.57)

s _ &
(L + 5711 * 150

koje je Bodeov amplitudni dijagram prikazan na Sl. 7.6.a .

odredimo najprije argument za frekvenciju ¢ = 0,01. Sa Sl. 7.6.2

vidi se, da kut amplitudnog Bodeovog dijagrama na podrucju od
0,01

o do 0,01+10 ima vrijednost nula. Stoga prema jednadZbi (7.57):

arg w(j 0,01) = @ % =0
za frekvenciju w = 0,1 srednji nagib je - %, a argument je:

arg w(3 0,1) = (- 3) L= -

Na isti nadin su izradunane vrijednosti argumenta za frekvencije
w= 0,13 10 ; 100 i 1000 i vrijednosti uneSene u Sl. 7.6.b . U
usporedbi s to&nim dijagramom argumenta, koji Jje na slici nacr-
tan vidi se da Bodeova aproksimacija faze daje dovoljno dobar
kvalitativni uvid u ponaSanje argumenata, a vrlo dobro joj je
svojstvo &to zahtijeva relativno malo vremena. Primjenljiva je,
medjutim, samo u sluajevima kad su tofke loma na frekvencijskoj

osi udaljene najmanje za jednu dekadu.

Crtanje faznog dijagrama konjugirano kompleksnog para nesto je
slo¥enije, ali buduéi da se stupanj priguSenja ¢ < 0,5 rijetko
primjenjuje, problem se u podru&ju 0,5 < z <1 moze relativno

lako rijesiti.

Veé je spomenuto da je za 0,5 < r < 1 asimptotic¢ka aproksimacija
amplitudnog dijagrama konjugirano kompleksnog para bolja od asimp-
totidke aproksimacije umnoZka dvaju &lanova s realnim korijenima.
Stoga vrijedi relacija:

“
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s + 2tw_ 8 + w
n
K oz,
2 2
“n “n
= 5 = = > za 0,5 < £ <12 (7.58)
1+2:;§—+S—2 (L o+ 53 L% 5
n w n n
n
Odatle proizlazi da je:
arg W(jw) = - 2 arc tg % (7.59)
w
n
za
w = w arg W(jw) = = 2 arc tg 1 = - % (7.60)

Taylorov red za arc tg gi uz w < w glasi:

n
arg tqﬁi=f;—%(fr:)3+%(wﬂn)5— sos i (7617
a uz w > U.'ln:
arc tg ji = % - %? + % (%?)3 = é (%?)5 (7.62)

Bududéi da oba ova reda naglo konvergiraju, red (7.61) se moZe

aproksimirati s prvim &lanom, tako da za w < W izlazi:

W w
arc tg — =~ — y {7 .63)
w w
n n
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a red (7.62) s prva dva ¢lana tako da za w > w izlazi:

au:ctgi=ﬁ~-3 (7.64)
W 2 w

Primjenom jednadZbi (7.63) i (7.64) na jednadZbu (7.59) izlazi:

za w < Wy arg W(jw) = - 2 ﬁi . (7.65)
n
. Il “n
a Za w > u.\n arqg W(:]UJ) = - 2 ('2‘ - —t:}*'} (7.66)

Na Sl. 7.7. nacrtan je aproksimaciijski fazni dijagram za koniju-
girano kompleksni par i tri toéna dijagrama istog &lana za

r = 0,25; 0,5 i 1. Ofito je da se najbolije pribliZenje postizZe
kad je ¢t = 1.

arg Wljw)

00 'll=—.~._ e T

' =0,5
- 20° ///>h\\::f\\\. //W
3:1 N \K/J:O,ZE

- 40° \\\\\

. \ PRIBLIZENJE
- 60 ‘: -, POMOCU -

ARC T
s k \ A ARCTG
\\
-100° .
\

[a]
_1500 \\\
-160° AN

N~

. A e

-180 -
0,01 0,1 1 10 100
W/ wn

Sl. 7.7. Pribli3ni fazni dijagram kowiugirano kompleksnog para dobijen

s pomodu arc tg qun i todni fo- I dijagram sza € = 0,865 05 © 1
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7.4, DIJAGRAMI FREKVENCIJSKOG ODZIVA FUNKCIJE NEMINIMALNE FAZE

U svim dosadasnjim obradbama frekvencijskog odziva preSutno je
pretpostavljeno da se radi o prijenosnim funkcijama kojih se
singularne tolke nalaze na lijevo] strani s ravnine. U tom slu-
¢aju, kao ¥to je u svim dosad razmatranim slucajevima i pokazano,
postoji jednozna&na ovisnost izmedju amplitudnog i faznog dija-
grama, tj. iz amplitudnog dijagrama slijedi to&no odredjeni fazni
dijagram. Ako funkcija ima singularnih tofaka s desne strane g
ravnine, ta se jednoznadna ovisnost gubi, tako da se fazni dija-

gram ne moZe dobiti neposredno iz amplitudnog dijagrama.

PokaZimo to na primjeru triju funkecija:

1+ £
Wyts) = R te £ d) o > (7.67)
@ 1+ &
10
_ (1 - £
Wyls) = 2 (i 101) = > (7.68)
g 1 + 2
10
- (1 + %
_ 10 (s + 1) _ 1
Wale) = =75 ~ T (7.69)
10

Budué¢i da se amplitudni dijagram sastoji od zbroja logaritama
apsolutnih vrijednosti pojedinih &lancva, o&ito je da ce taj
dijagram biti jednak za sve tri funkcije, kako je pokazano

na Sl1. 7.8.a

Na slikama 7.8.b:, 7.b.c i 7.8.d na kojima su prikazani fazni
dijagrami za funkcije Wl' Wz i W3 resprektivno, vidimo da se
sva tri dijagrama medjusobno razlikuju. Fazni dijagram sa

sl. 7.8.b , koji odgovara funkciji W, sa svim singularnim toc-
kama na lijevoj strani s ravnine, ima najmanji fazni pomak, pa

se stoga takve funkcije nazivaju funkecije minimalne faze.
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W, 2,300 )
-10
+]
al ; T ' -
0,1 1 10 100 w
§arg W, ljw)
Wi
2
LI
#"”",/ffﬁ//
b] T T ‘-T i
0 1 10 100 w
jarg Wrljw)
s
i
2
C) T T T sae
0,1 1 10 100 w
arg Waljw)
d) . . 100 |
0,1 1 10 w
-
2
__._rz’_’_’{_l_ﬂ'

Si. 7.8. a) Bodeov amplitudni dijagram funkeija (7.67), (7.68) i (7.69);
b) fazni dijagram furnkeije (7.67); c) fazni dijagram funkeije
(7.68); d) fazni dijagram funkeije (7.69)
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Funkcije koje imaju nula na desnoj strani s ravnine poput funk-
cije Wz nazivaju se funkcije culte neminimalne faze, a funkcije
koje imaju polove na desnoj strani s ravnine poput funkcije W3,
nazivaju se funkcije polne neminimalne faze.

Vrijedno je naglasiti da i pojadanje K utjede na fazni status
funkcije. Ako ima pozitivni predznak, njegov doprinos faznom
pomaku je jednak nuli, ali ako mu je predznak negativan, njegov
doprinos faznom pomaku je konstantan na svim frekvencijama u iz-
nosu od 180°. Prema tome, funkcije s negativnim pojacanjem je

funkeija neminimalne faze pojadanja.

Postavlja se pitanje: kako na $to jednostavniji nadin doéi do
faznog dijagrama funkcije neminimalne faze? Ovdje demo iznijeti
dva postupka. Jedan je s pomocu verzora, a drugi s pomoéu pseudo-

mintmalne faze.

Postupak s pomoéu verzora razmotrimo na funkciji:

m
K T (Jw - zi)
W(jw) = lzl (7.70)
T (jw - p.)
j=1 4
koje modul glasi:
m
k!l 1 |djw - ;:i|
M(Gw) = |W(Gw) | = lzl (7.71)
n |jw - p.l
j=1 ]

a argument:

arg W(jw) = arg (k) + © arg (jw - zi) - ¥ arg (jw - pj) (7.72)
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Faktori (jw - zi) i (jw - pj) su u 8 ravnini predodeni verzo-
rima koji izlaze iz nula ai, odnosnc polova pj, i zavrsSavaju u

tolkama W na imaginarnoj osi.

Modul Mk na frekvenciji W, se prema jednadZbi (7.71) dobije
dijeljenjem umnofka apsolutne vrijednosti poja&anja i du¥ine
nultih verzora, a umno¥kom duZina polnih verzora. Uvr&tava-

njem pozitivnih vrijednosti frekvencije od Wy = @ do dovoljno
velikih vrijednosti moZe se nadéi dovoljan broj vrijednosti mo-
dula Mk za crtanje amplitudnog dijagrama funkcije frekvencijskog
odziva. Za crtanje normaliziranog amplitudnog dijagrama s ordi- -
natom Mk/MO pojatanje se poniStava, pa je za crtanje dijagrama

dovoljno poznavati duZine verzora.

Argument na frekvenciji W, se prema jednadZbi (7.72) dobije ta-
ko da se od zbroja kuteva nultih verzora, odbije zbroj kuteva
polnih verzora. U sluaju negativnog poja&anja dodaje se Jjos

o
180°.

Ilustrirajmo taj postupak na funkciji:

10 (jw - 1)
jw + 10

Wztjm) -

Budu¢i da se dobijanje amplitudnog dijagrama s pomoéu verzora u
automatskoj regulaciji rijetko primjenjuje, jer jg Bodeova ap-
roksimacija ekonomi¢nija, na njemu se stoga nedemo ni zadr¥avati.
Postupak dobijanja faznog dijagrama funkcije Wy s pomocu verzora
prikazan je na S1l. 7.9.

Na Sl. 7.9.a nacrtane su singularne todke funkcije Wztjw), a na
slikama 7.9.b i 7.9.c verzori za w = 0 i w = 1 rad/s respek-
tivno. Fazni kut, odnosno argument funkcije na frekvenciiji

w= 0, prema S1. 7.9.b izlazi:

arg W(jo) = 180° - 0° = 180° ;
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fiw
a) M- o—— =
-10 1 0
jw
180°
b) 2 - fi:\ -
- )
6° jo
c) o- -
b G
Sl. 7.9. Prva faza postupka za dobijanje faznog dijagrama
funkeije W 12 jednadiZbe (7.68)
a na frekvenciji w = 1 prema Sl. 7.9.c izlazi:

0:

arg W(31) = 135° - 6 129

Radunajuéi tako za jednu po jednu frekvencijsku vrijednost dobi-

je se fazni dijagram prikazan na Sl. 7.8.c. .

Postupak s pomodu pseudominimalne faze polazi od Bodeovog ampli-
tudnog dijagrama pseudominimalne faze. Taj se dijagram dobije
tako da se u funkciji neminimalne faze zamijene nule s desne
strane & ravnine sa simetri&no postavljenim polovima na lijevoj
strani s ravnine, a polovi s desne strane s ravnine sa simetricno
postavljenim nulama na lijevoj strani s ravnine. Fazni dijagram
dobijen iz takvog Bodeovog dijagrama pseudominimalne faze pred-

stavlja fazni dijagram izvorne funkcije neminimalne faze.

Ilustrirajmo to na istoj funkciji koju piSemo u obliku:



a)

b)

Si.
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! -
0, 10 100 w
L0,1
0,01
arg Wpsljw)
__________ T
I
2
0, 1 10 100 w

7.10. Amplitudni i fazni dijagram funkecije pseudominimalne
faze, jednadZba (7.73) :
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oy o B
2l ST T
10
Zamjenom nule u tofki s = + 1 sa simetri&no postavljenim polom
u to¢ki s = - 1 dobije se funkcija:
W (8) = b (7.73)
P (1 + 8) (1L + =)

10

Bodeov amplitudni dijagram funkcije pseudominimalne faze jedna-
d¥be (7.73) prikazan je na S1l. 7.10.a , a na Sl. 7.10.b, prika-
zan je pripadni fazni dijagram. Dodatak od 180° je zbog negati-
vnog pojadanja. Usporedbom S1l. 7.10.b sa Sl. 7.8.c vidi se da
su to dva identi&na fazna dijagrama, ¢ime je dokazano da se s
pomoéu Bodevog amplitudnog dijagrama funkcije pseudominimalne

faze mo¥e dobiti fazni dijagram funkcije neminimalne faze.

7.5, IDENTIFIKACIJA DINAMICKIH SUSTAVA S POMOCU
FREKVENCIJSKOG ODZIVA

U in¥enjerskoj praksi nije rijedak slucaj da treba izvrsiti regu-
laciju sustava kojeg matematic¢ki opis nije poznat, ili jos cesce,
kojeq je struktura matematidkog opisa poznata, ali vrijednosti
parametara nisu poznate. Da bi se u takvom slu¢aju mogla provesti
smislena requlacija, potrebno je najprije identificirati sustav,
pod ¢ime se podrazumijeva odredjivanje prijenosne funkcije iz

mjernih rezultata.

Pokazalo se da se funkcija frekvencijskog odziva, a posebno
Bodeovi dijagrami, u postupku identifikacije mogu vrlo uspjesno
primijeniti. Za to postoje tri razloga. Prvi je Sto asimptotidki
pravei amplitudnog Bodeovog dijagrama mogu imati samo cjelobroj-
ne nagibe, pa se stoga mjerenjima dobijeni amplitudni dijagram

mo¥e s njima relativno lako aproksimirati. Drugi razlog jest,
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8to tocke loma na amplitudnom dijagramu odgovaraju singularnim
to¢kama prijenosne funkcije, pa ih se stoga iz asimptoti&ke ap-
roksimacije neposredno moZe oc¢itati. Treéi je razlog $to su am-
plitudni i fazni dijagram u slud¢aju funkcije minimalne fazne
medjusobno jednoznaéno ovisni. To omoguduje da se ustanovi fazni
status funkcije, kao i da se s pomodu faznog dijagrama provijeri

to¢nost parametara dobijenih amplitudnim dijagramom.

Pogledajmo kako se odvija postupak identifikacije jedne brije-
nosne funkcije s realnim singularnim to&kama s pomoéu frekven-

cijskog odziva i Bodeovih dijagrama. Zadan je oblik funkciije:

[

=]

g
K(s + w,) (1 + w )
_ 1 1
G_(s) = =
P s + W,

’ (7.74)

8

B

+

a traZe se vrijednosti parametara K, wy i Wy

Da bi se doSlo do traZenih parametara, najprije treba izmjeriti
amplitude i faze frekvencijskog odziva zadanog sustava u pod-
rudju frekcencija gdje se ofekuje da su smjeStene njegove sin-
gularne tolke. Kod servouredjaja te se tolke mogu odekivati

u podru¢ju od oko 0,15 do oko 15 rad/s. Uredjaj se postavi u nor-
malne radne uvjete i na ulaz se dovede sinusna pobuda konstantne

amplitude, a na izlazu se mjeri amplituda i faza odziva.

Na S1. 7.11. prikazni su rezultati dobijeni mjerenjem na uredjaju
kojeg je struktura prijenosne funkcije prikazana jednadZbom (7.74).
Neposrednim uvidom u S1. 7.10.b ustanovljujemo da se radi o sus-
tavu minimalne faze, jer fazni dijagram po¢inje i zavrSava u nuli,
a to moZ%e biti samo u sluaju sustava minimalne faze. Postoji

stoga jednoznac¢na ovisnost izmedju amplitudnog i faznog dijagrama.

Na S1. 7.11l.a wvidimo da je Wy < w,

manja od vrijednosti pola, jer je nagib asimptota na frekvenci-

tj. da je vrijednost nule

jama izmedju lomnih toc¢aka pozitivan. Usporedbom Sl. 7.11l.a sa
Sl. 7.11.b moZe se primijetiti da se toc¢ka infleksije na ampli-
tudnom dijagramu i todka maksimalne fazne na faznom dijagramu

nalaze na frekvenciji w = 5 rad/s.
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SL. 7.11. Iazmjerene vrijednosti frekvencijskog odziva
sustava, Jjednad3be (7.74)

Povu¢e li se na amplitudnom dijagramu kroz tu todéku pravac
nagiba + 1 do presjeka s horizontalnim asimptotama na donjim
i gornjim frekvencijama, dobije se da je Wy = 2 rad/s a

Wy = 15 rad/s. Udaljenost horizontalne asimptote na donjim
frekvencijama od apscisne osi predstavlija staticku osjetljivost
koja pomnoZena s gg daje pojadanje X = 30. Na taj na&in smo
do81li do svih traZenih parametara pa stoga prijenosna funkcija

(7.74) u numeri&kom obliku glasi:



3
4(1 + %)
30 + 2
W(s) = -32 " S(i - ) (7.75)
-

Kod sloZenijih sustava, pogotovo ako su singularne to&ke jedna
blizu druge, a jo$ gore ako ni struktura prijenosne funkcije
nije poznata, rjeSenje postaje sve manje oligledno. U takvim
sluCajevima preporudljivo je identifikaciju provesti po par-
cijalnim blokovima, kao npr. po blokovima izmedju dvije sus-
jedne varijable stanja. Na taj na&in se dobijaju sustavi niZeg
feda na kojima se identifikacije najdeiée mo¥e provesti bez
problema. Identifikacija sustava s konjugirano kompleksnim pa-
rovima korijena u osnovi je sloZenija od identifikacije realnih
korijena, jer asimptotidka aproksimacija konjugirano kompleksnog
para ne obuhvacda stupanj priguSenja ¢, a iz prija%njih razma-
tranja je poznato da taj parametar mo%e znatno utjecati na oblik
odziva. U nastavku ¢e taj postupak biti detaljno obradjen.

Uzmimo da treba identificirati osnovni sustav potpuno nepoznate
strukture. Mjefenjem odziva na pojedine sinusne pobude razli&i-
tih frekvencija dobijeni su rezultati nacrtani u dijagramima am-
plitude i faze na S1. 7.12. Iz amplitudnog dijagrama vidimo da
sustav na donjim frekvencijama ima nagib - 1, a na gornjim frek-
vencijama - 3. Iz toga zakljufujemo da funkcija nepoznatog sus-
tava posjeduje baren jedan integrator i da joj je broj polova za
tri vedi od broja nula. Iz faznog dijagrama vidimo da fazni kut
na donjim frekvencijama iznosi - 900, a na gornjim - 270°. Takav
dijagram moZe predstavljati funkciju minimalne faze. Medjutim,
ako bi to bio sustav neminimalne faze, na desnoj strani g rav-
nine bi se trebao nalaziti jedan pol i jedna nula s pozitivnim
realnim dijelom, a u tom sludaju bi sustav bio nestabilan pa se
mjerenja ne bi mogla izvr$iti na sustavu bez negativne povratne
veze. Buduéi da je to uéinjeno, znadi da je sustav minimalne
faze i da su dijagrami jednoznadno ovisni. Na temelju toga, us-
poredbom dijagrama zakljudujemo da sustav moZe imati samo tri

pola.
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S1. 7.12. Mjerni rezultati amplitude i faze izmjerent

na sugtavu nepoznate strukture
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51. 7.13. a) Amplitudni prikaz izmjerenih rezultata (I),
dijagram nakon uklanjanja integratora (II) 1
nakon uklanjanja integratora i pojadanja (III);
b) fazni dijagram nakon uklanjanja integratora
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Slijededéi je korak da od ukupnog amplitudnog i faznog dijagrama
odbijemo doprinos integratora. U amplitudnom dijagrama to radi-
mo tako da kroz = 1 na apscisnoj osi povufemo pravac negativ-
nog jedinidénog nagiba i tofku po tofku tog pravca dobijemo od
izmjerenog dijagrama. Rezultat te operacije dan je na Sl. 7.13.a,
s koje se neposredno moZe ofitati da je statidka osjetljivost
Kst = 5. Na faznom dijagramu se jednostavno odbije - 900, a re-
zultat je prikazan na Sl. 7.13.b.. Bez obzira na vrijednost
stupnja prigusSenja r, todka infleksije faznog dijagrama konju-
girano kompleksnog para polova nalazi se uvijek na 900, a buduci
da frekvencija te tocke odgovara frekvenciji loma, iz dijagrama

od¢itavamo da je g = 12 rad/s.

Odbije 1li se od dijagrama II na Sl. 7.13.a Jjo% i statidka osjet-

ljivost Ko = 5, dobije se dijagram III koji predstavlja ampli-

t
tudni dijagram konjugirano kompleksnog para polova. Iz tog dija-

grama se moZe ocCitati da je vrijednost amplitude u tocki loma

|Gp(s}r = 2, a odatle na temelju jednad?be (7.48) izlazi:
1 1
— - = = 0,25
¢ 216,(3 wy) [~ 2°2

Time je identificiranje zavr$eno, pa prijenosna funkcija zadanog

sustava glasi:

5 5
G.(s) = = '
P 2 0,5 1 2

s(l + (2p L) g + &5) s(1 + 35 8 * 977 s7)
w
n mn
ili s polovima:
720

(g) (7.76)

o

3(32 + 65 + 144)
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U dosadagnjim razmatranjima je preSutno uzeto da se parametri
odziva na sinusnu pobudu mogu bez potefkoda mjeriti. Ali to,

bez obzira na problem pretvornika, nije uvijek moguce.Uzmimo
bilo koji sustav s integratorom u prijenosnoj funkciji, npr.
istosmjerni servomotor. Izlazni kut motora obi¢no se mjeri
kruZnim potenciometarskim pretvornikom, kojeg je kut u najbolijem
slu&aju ograniden na 360°. A buduéi da takav sustav integrira
pobudu, mo¥e se dogoditi da i najmanja amplituda sinusne pobude
na dovoljno niskim frekvencijama dovede pretvornik u stanje

zasicenja.

Te se potedkode mogu izbjedi ako se mjerenje odziva provede na
sustavu s negativnom povratnom vezom. U tom sludaju se na mjesto
referentnog signala r(t) dovodi sinusna pobuda, a mjeri se iz-

medju u(¢t) i pojedinih varijabli stanja.

Kod zatvaranja petlje povratne veze (u ovom slucaju za potrebe
mjerenja frekvencijskog odziva) treba biti oprezan, jer se moZe
dogoditi da sa zatvorenim petljom sustav postane nestabilan i
da uslijed toga dodje do njegovog oftedenja. To se moZe izbjedi
tako da se pri ukljudenju pojacanje K namjesti na nulu, a zatim
ga se oprezno povecava toliko koliko je potrebno da bi se mogla

obaviti mjerenja.

O G 1 [k | e K] MY
* b S+Ap 5«)«2 5+A1
k'
\_/ * \_/ir

51. 7.14. Shema za mjerenje H (s8) 1 G_(8) H__(s)
eq P eq
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odredjivanje prijenosne funkcije Heq(s) i [Gp(a) Heq(s}] s po-
modu mjerenja frekvencijskog odziva moZe se, u ovisnosti o nara-
vi sustava, obaviti takodjer s otvorenom i sa zatvorenom pet-
ljom. Pogledajmo to na shemi jednog opéenitog sustava na Sl. 7.14,
Mjerenje s otvorenom petljom se obavlja tako da se petlja otvori
na mjestu ET x 1 na tom mjestu se mjeri odziv sinusne pobude
koja se dovodi do upravljadkog signala u. Na taj nac¢in se dobi-

je funkcija [Gp(s) Heq(s)] . Ako se poznaje Gp(s), iz

[Gp(s) Heq{s)] lako se odredi Heq{s). Ako se petlja zatvori,
pobuda se dovodi na ulaz r a mjerenje se obavlja na istim toé-

kama.

o
-~
=
>
>
-~
(]
>
o8 ]
=
»
I
¥V <

+ e A S+Ap S+ X _su\‘

Sl. 7.15. Shema za mjerenje Geq(s)

7a odredjivanje prijenosne funkcije Gp(s) shemu na S1. 7.14,
treba preurediti kako je pokazano na Sl. 7.15. To su u stvari
identidni blokovski dijagrami, samo prikazani na drugi naéin.
Ulazno mjerenje se obavlja na toc¢ki e , a izlazno na tocki ¥y .
Ako se radi s otvorenom petljom, pobuda se dovodi na Y, a ako
se radi sa zatvorenom petljom, pobuda se dovodi na r, ali ulaz-

ne i izlazne mjerna totka u oba sluaja ostaju iste, tj. e i y.
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7.6,  ZAKLJUCAK

Svojstva frekvencijskog i vremenskog odziva u analizi su kom-
plementarna. Iako se ffekvencijski odziv prikazuje s dva dija-
grama, on je prikladniiji za crtanje, jer postoje prikladne
aproksimacijske metode s pomodu kojih se vrijeme crtanja moZe
“2znatno skratiti. Posebno se to odnosi na amplitudni dijagram,
za koji postoji vrlo dobra Bodeova aproksimacija.

PribliZne metode crtanja faznog dijagrama nisu tako dobre, ali
u smiSljenoj kombinaciji s Bodeovim amplitudnim dijagramom daju
zadovoljavaijucfe rezultate.

Kod funkcija neminimalne faze amplitudni i fazni dijagram nisu
jednoznac¢no povezani, pa stoga fazni dijagram ne proizlazi ne-
posredno iz amplitudnog dijagrama. Medjutim, primjenom verzora

i funkcije pseudominimalne faze ta se poteSkoda mo¥e lako otklo-
nitix

Svojstvo frekvencijskog odziva da se relativno lako moZ¥e ekspe-
rimentalno snimiti na fizic¢kim objektima, primjenjuje se vrlo

uspjesno za identifikaciju sustava.
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8. STABILNOST

8.1, uvoD

Osnovni i nuZ#ni preduvjet za funkcioniranje dinamickih sustava
jest da budu stabilni. O svim ostalim specifikacijama i zahtje-
vima mo%e biti govora tek nakon ispunjenja tog osnovnog pred-
uvjeta. Stoga se problemu stabilnosti u automatskoj regulaciji

poklanja posebna paZnja.

S teorijskog gledista problem izgleda prilic¢no trivijalan. O
njemu je veé u viBe navrata implicite bilo govora, a posebno
kad je bio razmatran utjecaj stupnja prigufenja ¢ na ponaSanje
vreémenskog odziva sustava drugog reda, i kad je bilo govora o
identifikaciji sustava. Na tim mjestima stabilnost nije apo-
strofirana kao naro&iti problem, jer je bilo o&ito da u kom-
plementarnom dijelu rjeSenja linearne diferencijalne jednadibe

pst
y(¢) = at” e * (8.1)

realni dio eksponenta p, mora biti negativan da rjeSenje ne bi
bilo divergentno. U modelu s prijenosnom funkcijom p; su kori=-
jeni karakteristi®ne jednadZbe, a u modelu s varijablama stanja

predstavljaju svojstvene vrijednosti. Iz toga proizlazi da je
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dovoljno poznavati korijene karakteristiéne jednadZbe, odnosno
svojstvene vrijednosti, da bi se imao uvid u stanje stabilnosti

sustava.

Time je rijeSen teorijski dio problema stabilnosti. S inZenjerskog
gledista, mjedutim, problem tu tek pofinje. U prvom redu treba
doéi do korijena karakteristifne jednadzZbe, da bi se moglo vid~
jeti da 1li neki od korijena ima pozitivan realni dio. Ako ima
korijena s pozitivnim realnim dijelom, sustav je nestabilan te

ga treba najprije na neki nac¢in stabilizirati. Ako pak nema ko-
rijena s pozitivnim realnim dijelom, zna se da je sustav stabi-

lan, ali se jos$ uvijek ne zna kako je stabilan.

Vrijedno je naglasiti da za provjeru stabilnosti nije potrebno
poznavati vrijednosti korijena karakteristi¢ne jednadiZbe, ved

je dovoljno samo znati da 1li neki od korijena ima pozitivan re-
alni dio. U onim rijetkim slucajevima,kad se do korijena karakte-
ristiéne jednadZbe lako moZe doci, postupak izraunavanja kori-
jena se moZe i primjeniti. Medjutim, za izracunavanje korijena,
osim za sustav drugog reda, nema neposrednog algebarskog post-
tupka, pa stoga to racdunanje moZe oduzeti relativno mnogo vremena.
Ako izracunane vrijednosti korijena pokaZu da je sustav nestabi-
lan, treba ga prepraviti pa tek onda opet racunati korijene,

i taj postupak ponavljati sve dok se ustanovi da ni jedan od ko-
rijena nema pozitivan realni dio. Takav postupak provjere stabil-
nosti je dugacak i neekonomic¢an, tim vise Sto nakon toga jos

preostaje da se provijeri kako je sustav stabilan.

Da bi se provjera stabilnosti skratila i time u¢inila ekonomicé-
nijom, pronadjeni su postupci koji bez izradunavania
vrijednosti korijena otkrivaju da li neki od njih imaju poziti-
van realni dio. Prema pristupu dijelimo ih na algebarske i gra-
fitke. Postupci koji se zasnivaju na algebarskom pristupu rela-
tivno su kradi, ali daju uvid samo u stanje apsolutne stabilnosti,
tj. pokazuju samo da li je sustav stabilan ili nije. Drugi pos-

tupci, koji se zasnivaju na grafidkom pristupu, relativno su
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dulji, ali osim apsolutne stabilnosti daju podatak i o rela-

tivnoj stabilnosti, tj.pokazuju koliko je sustav stabilan.

8.2, DEFINICIJE

Za ocjenu stabilnosti konvenciona%no se primjenjuju tri primarne
i dvije sekundarne definicije stabilnosti. Primarne definicije

stabilnosti glase:

1. Linearni sustav je stabilan ako na kona¢nu pobudu daje
konatan odziv.

2. Linearni sustav je stabilan ako mu je teZinska funkcija

apsolutno integrabilna od nule do beskonaCnosti, tj.

J lg(t)| dt = M (8.2)
0 .

gdje je M konaéni pozitivni broj.

3. Linearni sustav je stabilan ako svi polovi prijenosne funk-

cije sustava leZe na lijevoj polovini s ravnine.

Prve dvije definicije se odnose na vremensko podrucje, a treda
na frekvencijsko podru&je. Veé se i u dosadadnjim razmatranjima
pokazalo da je treda definicija u inZenjerskoj praksi najcesce
kori%tena, a u budude de to jos viSe dodi do izraZaja. Ne smije
gse, medjutim, smetnuti s uma da su prve dvije definicije nepo-
sredan odraz stvarnosti u vremenskom podrudju, pa su stoga one
neposredne definicije, a trefa je s njima vezana posredstvom
Laplaceove transformacije. Sve tri su, medjutim, medjusobno kom-

plementarne.

Razmotrimo njihovu medjusobnu ovisnost. PokaZimo najprije da je
odziv sustava na kona&nu pobudu kona&an, ako je teZinska funk-
cija apsolutno integrabilna. Primjenom integrala konvolucije

odziv se moZe pisati u obliku:
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y(t) = J g(t) r(t - t) dr (8.3)
(@]

gdje je gl(t) = £t [y(s)/r(s)]. U obradbu je uzeta te¥inska

funkcija sustava kojeg stabilnost istraZujemo; u ovom slu&aju
je to regulacijski sustav, tj. sustav sa zatvorenom negativnom

povratnom vezom. Apsolutna vrijednost odziva glasi:
o0 o0
<
ly (t) | = | J g(t) »(t - 1) dt| = I|g(1)| |7 (t = 1)| drt (8.4)
o o}

Buduéi da se pretpostavlja da je ulaz kona&an, mora postojati
jedan konacan broj Ml, tako da je r(t) = Ml za sva vremena t ,

pa jednadZba (8.4) poprima oblik:
=]
ly(e) | =, j lglo) | dz (8.5)
(o]

S druge strane, ako je teZinska funkcija apsolutno integrabilna,
mora postojati jedan pozitivan broj M, koji zadovoljava rela-

ciju:
J lg(v) | dr < u, (8.6)
o

Stoga, apsolutna vrijednost izlaza ograniena je na konaénu
vrijednost umnosSka Ml My, ili:

ly(e) | = my my (8.7)

1

¢ime je ovisnost prve i druge definicije dokazana.
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PokaZimo jo$& ovisnost druge 1 trede definicije, tj. da je te-
Zinska funkcija g(¢) apsolutn integrabilna ako se svi polovi
prijenosne funkcije W(s) nalaze na lijevoj 'strani s ravnine.
Krenimo od definicije da teZinska funkcija predstavlija odziv
sustava na jediniénu § funkciju, a u opcfem slucdaju se sastoji

od zbroja &lanova oblika:

gi(t) =at e = (8.8)

gdje su Py polovi prijenosne funkcije W(s) koji se ponavljaju
r + 1 put. Buduéi da je p; u opéem sludaju kompleksan broj,

jednadZba (8.8) se moZe pisati u obliku:

~ " (Ui+jwl)t _ r % Jw, ¢
gi(t) =0 t e =0t e e =

o,
=qt’ e t (cos wy t + j sin Wy t) (8.9)

Za o < 0 teZinska funkcija je apsolutno integrabilana, jer =za
=g, t
velike vrijednosti vremena ¢ funkcije e 1 prie pada nego Sto

t¥ raste. Time je dokazano da je teZinska funkcija integrabilna
ako se svi polovi prijenosne funkcije nalaze na lijevo] strani

g ravnine.

Jo% je potrebno spomenuti dvije sekundarne definicije stabilnosti
koje glase:

1. Linearni sustav je stabilan ako teZinska funkcija teZi prema

nuli kada vrijeme ¢ teZi prema beskonac¢nosti:

lim g(¢) = 0 (8.10)

oo
2. Linearni regulacijski sustav je stabilan ako sve svojstvene

vrijednosti matrice ék leZe na lijevoj strani g ravnine.
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Prva od ove dvije definicije.je u stvari samo na drugi nadin
izraZena integrabilnost funkcije, jer g(t) za t -+ « mora teZiti
prema nuli da bi bila integrabilna, i obrnut¢, mora biti inte-
grabilna ako teZi prema nuli. Druga sekundarna definicija se po-
dudara s tredom primarnom definicijom, jer korijeni prijenosne
funckije regulacijskog sustava odgovaraju svojstvenim vrijed-
nostima matrice Ay - _

U svim dosadasnjim definicijama stabilnosti uzimana su u obzir
samo dva sludaja, i to: kad se polovi funkcije nalaze na lijevoj,
i kad se polovi funkcije nalaze na desnoj strani s ravnine. Pos-
toji, medjutim, i tredi slucaj, kad se pol ﬁalazi na imaginarnoj
osi. Prema postavljenim definicijama sustav s takvim polom je
nestabilan, a konvencionalno se naziva marginalno stabilan, iako

bi bilo ispravnije reéi marginalno nestabilan.

8.3, ALGEBARSKI PRISTUP PROVJERI STABILNOSTI

Algebarski pristup provjeri stabilnosti polazi od karakteristi&ne
jednadZbe regﬁlacijskOg sustava y(eg)/r(s). Ovisno o tome da 1i
selsluiimo sa Heq(s) ili sa Geq(s), kako je pokazano na S1l. 8.1.,
prijenosna funkcija glasi:

y(s) _ K Kp Bp{s) _ K Gp(s) ) Geq(s) ’ BT
r(s) w, (s) 1+ KGP{S) Heqts) 1 +¢ eq(a)
gdje su:
K B_(s)
Gp(s) = Np(s) (8.12)
. K, B, (8)
e i <
Heq(a) = =3 () (8.13)
P
K XK B_(s)

Geq(s) = _ﬁ'273€__-' (8:14)
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Kpo{s)

Gp[S} =

Npls)

KhBh{s)

Heqls) = Bpl(s)

a)

KKpBpls)
r /7 e Geqls)- P=P y
Negqls)

b)

S1. 8.1. Blokovski prikaz regulacijskog sustava (zatvorene petlje)
a) Heq(s) konfiguracija ; b) Geq(s) konfiguracija

Uvidom u gornije jednadZbe vidimo da se Bp{s) nalazi u brojnici-
ma funkcije Gp(s), y(s)/ri(s) i Geq(s), te u nazivniku funkcije

Heq{s). Iz Gp(s) vidimo da Bp(s) predstavlja nule osnovnog sus-
tava, odnosno da je to brojnik (Kp B_(s)) osnovnog sustava podi-

P
jeljen s pojacanjem Kp' t3a s

Bp(s)= hs-*nﬂ(s + n2) DT | nm) (8.15)

Ako je sustav zadan u obliku Heq(s), uvrdtenjem jednadzbe (8.12)
i (8.13) u jednadZbu (8.11) dobije se:
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K XK_B_(s)/N_(s)
y(s) _ P P p =
r(s) 1 +[K Kp Bp(s)/ﬁp(s)] (%, Bh(s)/Bp(sTT

K K B _(s) K K B _(s)
= ¥ (3) R &) = = (5) (8.16)
p p %n ®n X
gdje je:
Nk(sJ = Np(s} + K Kp Kh Bh(s) (8.17)

Karakteristic¢ni polinom Nk(s) prijenosne funkcije y(s)/r(s) se,
prema tome, u ovom sludaju sastoji od zbroja dvaju &lanova, od
kojih prvi &lan predstavlja polinom nazivnika objekta, a drugi

je umnoZak (X Kp Ky) i polinoma brojnika B, (¢) funkcije Heqas).

Ako je sustav zadan u obliku Geq(s), uvrsStenjem (8,14) u (8.11)
dobije se:

o) K Kp Bp(s)/Neq{s) K Kp gp(s)
r(s) 1 + |K Kp Bp(s]/ﬂeq(s}[ Neq(s) + K Kp Bp(s)
K K B_(s)
= —r P , (8.18)
Nk(s)
gdje je:
Nk(s} = Neq(s) + K Xp Bp(s) ; (8.19)

Karakteristi¢ni polinomi Nk(s} prijenosne funkcije y(s)/r(s) se,
prema tome, u ovom slu€aju sastoji od zbroja dvaju &¢lanova, od



- 300 -

kojih prvi &lan predstavlja nazivnik Neq(s) funkcije Geq(s),
a drugi je umnoZak (X Kp) i pclinoma brojnika objekta Gp(s).

Iz prijasSnjih razmatranja znamo da prijenosna funkcija regula-

cijskog sustava u matriénom obliku glasi:

wla)d _y T (o1 -a) b=

plp) ~re BI=H) " B=
=kcT (s I-A+Kbk) 'b (8.20)
a bududi da je:
. T
r -y @adj (8 I -A+KDbk)
(s T-A+KbkH ' = — (8.21)
det (s I - A+ Kb k)
odatle izlazi da je:
W (s) =det (s I-A) =det (s I-A+Kbk) (8.22)

JednadZbe (8.17), (8.19) i (8.22) predstavljaju tri nadin kako se
moze docéi do karakteristic¢nog polinoma regulacijskog sustava. U
nastavku ¢e biti objesnjeno kako se bez faktoriziranja moZe usta-
noviti da 1li karakteristiéni polinom ima korijena s pozitivnim
realnim dijelom, i na taj nac¢in zakljuditi da 1li je sustav sta-

bilan ili ne.

8.3.1. Hurwitzov kriterij stabilnosti

Karakteristiéni polinom prijenosne funkcije regulacijskog sustava
glasi:
n n-1

Nk(s) = g + a, s +iw o a,s + ay (8.:23)
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a u faktoriziranom obliku:

Nk(s) = (s = py)(s = Py) ... (8 - py) =0 (8.24)
Korijeni s pozitivnim realnim dijelom imaju jedan od oblika:
Py o =0 = Jjw ili p =20 (8.25)
r

koji uvr3eni u karakteristiénu jednadZbu daju faktore:

2 2 py
(p° - 20p+ 0% + &%)  ili  (p - o) (8.26)
Naprotiv, korijeni s negativnim realnim dijelom:

+ 5 § A
Py, = -0~ Jw ili p=-0 (8.27)

uvrSteni u. karakteristi&nu jednadZbu daju faktore:

{p2 + 20 p + 0’2 + mz) 2 (p + o) (8.28)

Odatle se moZe izvuéi zakljuéak da svi koeficijenti karakteri-
sti¢ne jednadZbe koja ima korijene s negativnim realnim dijmlom.
moraju biti pozitivni, i obrnuto, da karakteristi&na jednadZba
koja ima negativnih koeficijenata ili joj neki od koeficijenata
nedostaje, mora imati korijena s pozitivnim realnim dijelom.
Prema tome, ako svi koeficijenti karakteristiéne jednadZbe ne-
maju iste predznake ili neki od koeficijenata nedostaje, sustav

je nestabilan.
Medjutim, ako svi koeficijenti postoje i svi imaju iste pred-
znake, to jos uvijek ne zna¢i da je sustav stabilan. Ilustri-

rajmo to na karakteristicnoj jednadZbi:
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W (s) = g + g% + 4g + 30 = 0 (8.29)
kojoj su korijeni:
v T3 4 = -3 (8.30)
& B J 83 = .

dakle, dva korijena imaju pozitivan realni dio, pa je stoga
sustav nestabilan, iako svi koeficijenti karakteristiéne jed-

nadZbe postoje i imaju jednake predznake.

Dodatkom uvijeta marginalne stabilnosti moZe se dobiti potpuniji
uvid u stanje stabilnosti sustava. U tom smislu razmotrimo auto-

nomni sustav zadan diferencijalnom jednadZbom:

a® y(e) . a® ! e PO - 74 €3

An+1 a:n n dtnml . 2 dt + a, y(t) =0
¥ (8.31)
koji oscilira nepriguSenim oscijacijama oblika:
y(t) = y eI¥? (8.32)

UvrStenjem (8.32) u (8.31) i sredjenjem dobije se:

)

4 . 3 .
)P+t ag w +Jagw -ayw tiaywta; =0 (8.33)

a4 (Ju

Jednad¥ba (8.33) je jednaka nuli ako su joj realni j imaginarni

djelovi jednaki nuli, pa stoga:



} (8.34)

RjeSenjem w iz jedne jednadZbe i uvrStenjem u drugu dobije se
odnos medju koeficijentima koji zadovoljava uvjet marginalne

stabilnosti. PokaZimo to na jednom sustavu tredeg reda:

3 2
. a’ y(#) " a” y(t) ., dylt) . a, y(t) = 0 (8.35)
4 a 3 3 2 2 dt 1
t dt
G _ JWE :
UvrStenjem y (t) = ye u (8.35) dobit cemo:
2 =
- a; w toa; = 0
(8.36)
2

a odatle:

a; a, = 0 (8.37)

Izraz (8.37) predstavlja Hurwitzovu determinantu sustava alge-
barskih jednadZbi (8.36), a za opéi sustav n-tog reda opcenita

Hurwitzova determinanta de glasiti:
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an an—Z an—«’l . e 0 0 0

a1 an-1 a,_3 “oo 0 0 0
0 a, a._» i 0 0 0
0 a1l a,.1 e 0 0 0
0 0 a, - 0 0 0
0 0. a1 g 0 0 0
0 0 0

A (8.38)
0 0 0 i o 0 0
1

0 0 0 .. a, 0 0
0 0 0 cee Qg a, 0
0 0 0 5 ay, a2 0
0 0 0 . ag ay a;
0 0 0 i s ae a, a,

Opfenita Hurwitzova determinanta se sastavlja tako da se u glav-
nu dijagonalu upisuju koeficijenti karakteristi¢ne jednadZbe

od a, do Anr @ zatim se u stupce iznad dijagonale upsuju koefi-
cijenti s padajuéim indeksima, a u stupce ispod dijagonale
koeficijenti s rastudim indeksima. Na mjestima gdje su indeksi

vedi od (n + 1) i maniji od 1 upisuju se nule.

Na temelju u&injenih razmatranja proizlazi Hurwitzov kriterij
stabilnosti, koji kaZe da je nuZan i dovojan uvjet da sustav
bude stabilan da svi koeficijenti karakteristicéne jednadZbe
budu istog predznaka i da sve dijagonalne subdeterminante
Hurwitzove determinante (8.38) budu vede od nule. Prve tri

dijagonalne subdeterminante su:
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L a
n n-2
H = |a | >0 ; Hy = > 0
n+l  “%n-1
an an—2 an-4
By = Al Fp=i -3 | >0 (8.39)
0 an an—2

Primijenimo Hurwitzov kriterij stabilnosti na karakteristié&nu
jednazbu (8.29). Hurwitzova determinanta jednadZbe (8.29) glasi:

a. a. _o 1 30
H = = "
an+l 2h-1 1 4
a odatle:
1 30
By =@y =150y Hy = =4 - 30=-26¢<0
1 4

Buduéi da druga dijagonalna determinanta nije veda od nule,

nestabilnost sustava je potvrdjena.
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8.3.2. Routhov kriterij stabilnosti

Provijera stabilnosti po Hurwitzu za sustave iznad &Cetvrtog reda,
zbog izradunavanja dijagonalnih determinanata jako se odulji,
pa se stoga u takvim sludajevima preporucduje primijeniti

Routhov kriterij stabilnostt.

I ovaj kriterij polazi od karakteristiféne jednadiZbe regulacijs-

kog sustava:

n n-1

Nk(s) =8 + a_ s (8.40)

a stabilnost se provjerava s pomocdu uvjeta Routhovog rasporeda
u kojemu su smjeSteni koeficijenti karakteristicne jednadizbe.

Routhov raspored zapocCinje koeficijentom a uz najvisu poten-

n+l
ciju s-a i dolazi u prvi redak prvog stupca. Koeficijent G

uz prvu niZu potenciju s=-a dolazi u drugi redak prvog stupca;

koeficijent a, uz idudu niZu potenciju s-a dolazi u prvi re-

=1
dak drugog stupca, i tako se naizmjeni¢no u prvom i drugom retku

redaju svi ostali koeficijenti zavrs$no s ajr kako je pokazano

rasporedom (8.41):

n _ - -

8 601 =1 602 Sl 603 a3 e
n-1 _ _ —

g Spy ¥ 612 = an_p 813 = @pyg +e-
n-2

8 $21 899 823 "

(8

n-3

8 LT $35 833

1

s én—l,l 0 0 .
0 0 0 .

8 Gnl

.41)
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Ostali elementi rasporeda se izra&unavaju po relaciji:

_ Sicasn Sazpoavn T %5-9,1 Siedfa
8,5 = 3 (8.42)
1] [ 1
wz i =2,3, ..., n; j=1,2, ...

8 8 B B _
11 02 01 12 s T o
62]. ) - a

11 n

5 w21 oy~ % B3
32 &1

Broj nenultih elemenata u retku ne moZe biti vedéi od (1 + %),
gdje je k potencija s-a u tom retku. Npr. u retku 56 ne mozZe
biti viSe od (1 + g) = 4 nenulta elementa, a u retku sl ne
moZe.biti vise od (1 + %} 1,5 tj. moZe biti samo jedan nenulti
element. Stupac padajucde potencije s-a s lijeve strane raspo-
reda postavlja se radi provjere broja nenultih elemenata u sva-

kom pojedinom retku.

Prema Routhovom kriteriju nuZan i dovoljan uvjet da sustav bude
stabilan je da su svi elementi prvog stupca Routhovog rasporeda
nenulti i da su svi istog predznaka. Broj promjena predznaka

u prvom stupcu odgovara broju korijena karakteristidine jednadZbe

$ pozitivnim realnim dijelom.

Ilustrirajmo primjenu ovog kriterija na provjeri stabilnosti
sustava kojeg karakteristi¢ni polinom glasi:

3

Nk(s) = 35 + 54 + 28" + 262 + 3s + 15 (8.43)
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Buduéi da su svi koeficijenti karakteristic¢nog polinoma ne-
nulti i pozitivni, sustav moZe biti stabilan, a buduci da je
red sustava veéi od &etvrtog reda, provjeru stabilnosti ¢emo

nastaviti Routhovim rasporedom koji u ovom slucaju glasi:

55 1 2 3
g’ 1 2 15
o 821 822

o 833 §32
O

so 0

Prema (8.42) prvi nepoznati element u prvom stupcu je:

102 = 12 _
81 = 1 B
Buduéi da je jedan od elemenata prvog stupca nulti, sustav je
nestabilan, i daljnja provjera je suvisna.

8.4, GRAFICKI PRISTUP PROVJERI STABILNOSTI

Algebarska provjera stabilnosti, kao $to je pokazano, relativno
je kratka i jednostavna. Nedostatak joj je 8to za inZenjersku
praksu nije dovoljna, jer daje informaciju samo o apsolutnoj
stabilnosti, a ne i o relativnoj stabilnosti bez koje se ne moZe
dobiti uvid u pouzdanost sustava u odnosu na stabilnost. Naime,
algebarskom provjerom stabilnosti sustava preko nazivne vrijed-
nosti njegove prijenosne funkcije moZe se utvrditi da je sustav
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stabilan, a da stvarna prijenosna funkcija zbog odstupanja real-
nih parametara od njihovih nazivnih. vrijednosti bude nestabilna.
To je i razumljivo, jer odstupanje parametara od njihovih naziv-
nih vrijednosti rezultiraju odstupanjem polova od njihovih na-
zivnih mjesta u s ravnini, pa ako nazivna mjesta nisu dovoljno
udaljena od imaginarne osi moZe se dogoditi da zbog odstupanja
dospiju na desnu stranu ravnine, i da tako sustav postane nes-
tabilan. Da bi se takvo stanje izbjeglo, uvedeni su odredjeni
pokazatelji relativne stabilnosti, koji omoguéuju da se osigura
pouzdanost rada sustava u realnim uvjetima.

8.4.1. Nyquistov kriterij stabilnosti

Ovaj kriterij se temelji na Caushyjevu teoremu, koji opisuje
odnos izmedju stanja u ravnini kompleksne varijable s i stanija

u ravnini razlomljene racionalne funkcije F(s) = 1 + KGp(s) Heq{s}
a glasi: Ako zatvorena kontura.u g ravnini obuhvaéa Z nula i P
polova, korespodentna krivulja u F(s) ravnini obi¢i ¢e ishodilte

u istom smjeru N =& - P puta.

Da bismo to dokazali obratimo paZanju na Sl. 8.2., gdje je pod a.
prikazano stanje u s ravnini, a pod b, stanje u F(s) ravnini. U
s ravnini na S1. 8.2.a., ucrtane su dvije nule i dva pola, te
kontura LS po kojoj se u smjeru desnog vijka giba todka g.

Iz slike je vidljivo: ako tocka s obidje ¢€itavu konturu u ozna-
¢enom smjeru verzor (s - zl) ¢e pri tome napraviti kut od 3600,
a ostala tri verzora (s - 32), (; - pl) i (g - p2) samo c¢e se
pomaknuti u jednu pa u drugu stranu, tako da ¢e im ukupni kut

pomaka biti jednak nuli.

Kao slijedeéi korak, treba izvr8iti konformno preslikavanje kon-

ture LS iz s ravnine u konturu L_ u F(g) ravnini. Bududéi da se

F
radi o kompleksnim velic¢inama, moZe se postaviti relacija:

Fls) = 1 + K Gyle) Hog(s) = |1 + K Gy(s) Heq(s}[gj (8.44)



Im
LF
Fls)
Re
a) b)
Sl. 8.2. a) Kontura L, u 8 ravnini; b) korespondentna
kontura Ly u F(g) ravnini
gdje je:
1|
n |s=z,|
le=2z.||e=2,]eee |8=2_| ._ i
L+ K G (s) . ta)|= —t——2 o - 12 (8.45)
P ed |8=Py[[87P2 [+ [#7Py]
R |3'Pj|
j=1

¢ = arg [1 + K Gpts) Heq(s)] arg (3_34) + arg (s-z,) +

...+ arg (s—zm) - arg (s—pl) -

arg (s—pz) -...— arg (s—pn) =

m n
arg (s-z,) - )arqis-p.) (4.86)
izl . j£12 .

]
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Verzor s iz s ravnina preslikava se u verzor F(s) u r(g) rav-
nini. Za dokazivanje Cauchyjevog teorema modul funkcije p(g)
je irelevantan, pa se stoga na njemu nefemo ni zadrZavati,

nego emo paZnju obratiti samo na pona$anje argumenata.

Veé smo prije vidjeli da ¢e obilazak tofke g po konturi I@
izazvati okret verzora (g - gi) za 3600, a da €fe se ostali ver-
zori samo pomaknuti u jednu, a zatim u drugu stranju, tako da

im ukupan kutni pomak bude jednak nuli. Iz toga proizlazi da c¢e
se pomak verzora s po konturi Ls u g ravnini konformno preslikati
u F(s) ravninu kao zaokret verzora F(g) za 360°,

Pogledajmo &to bi se dogodilo kad bi se unutar konture LS nala-
zilo Zo nula. U tom sludaju bi verzor (s - gi} svake nule koja
se nalazi unutar konture Ls' napravio kut od 3600, pa bi argu-
ment F(s) iznosio Zo-360°.

Ako bi se u konturi LS nalazilo Pd polova, verzor (s - p.) sva-
kog pola unutar konture napravio bi isto tako kut od 360, pa bi
ukupni kut svih obuhvaéenih polova iznosio 90-3600.

Ako bi se unutar konture nalazilo Z0 nula i P, polova, ukupan
kutni pomak verzora F(g) iznosio bi:

_ _ O
(8)]| = (2 P_) 360 i

¢ = arg F(s) = arg |1+ Kk G (s) A, .
(8.47)

q

gdje je 2 broj nula,a Py broj polova obuhvadenih konturom Ls
u g ravnini. Time je Cauchyjev tecrem dokazan i sada ga moZemo

primijeniti za provijeru stabilnosti.

U tom smislu prisjetimo se najprije trede primarne difinicije
stabilnosti, koja kaZe da je sustav stabilan akc se svi polovi
prijenosne funkcije regulacijskog sustava nalaze na lijevoj
strani s ravnine. Drugim rije¢ima, ni jedan korijen karakteri-
sti®ne jednadZbe ne smije se nalaziti na desnoj strani s ravnine.
Ako konturu L proSirimo na &itavu desnu polovicu § ravnine i
izvr8imo konformno preslikavanje, kako je pokazano na S1l. 8.3.,
Cauchyjevim teoremom moZemo provijeriti stabilnost sustava. U tom
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sludaju e broj okretaja verzora F(s) oko ishodista iznositi:
o
= i = ar + K (& = -
¢ arg F(s) arg |1 p(s] Heq(s)l (Z P) 360 ’

gdje je Z broj nula, a P broj polova na ¢itavoj desnoj strani
s ravnine, Kontura LS koja obuhvada &itavu desnu polovicu g
ravnine naziva se Nyquistova kontura (S1. 8.3.a ), a njoj ko-

respondentna kontura L, u F(g) ravnini naziva se polarni dija-

F
gram (Sl., 8.3.b ).
bijw  Im
joo Fis) RAVNINA
Ls
w<0
s RAVNINA
| I
7
|
—_——— } e
| 0
é
w>0
- joo
a) b)

St. 8.3. a) Nygistova kontura s b) polarni dijagram Ly,

Da bi preslikali polukruZni dio Nyquistove konture (koji ide od
+ » pa, obuhvadajuéi &itavu desnu polovicus ravnine, zavrSava u
- ©» ) u F!’s) ravninu, potraZimo limes funkcije X Gp(s) Heq(s)

kada s -« ,Bududi da je X Gp(s) Heq(s) razlomlijena racionalna

funkcija,
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lim X Gp(s) Heq(s) =0 (8.48)

g-rco

To znati da se &itav polukruzZni dio Nygquistove konture preslika-
va u toCku ¢ = 1 + jO0 ravnine F(s) =1 + K Gp(s) Heq(s).

Buduéi da nule funkcije 1 + X Gp(s) Heq(s) odgovaraju polovima
funkcije y(s)/r(s), sustav y(s)/r(s) je stabilan ako vektor F(s)
obidje ishodiSte (-P) puta. Naime, u tom slu¢aju na desnoj stra-

ni s ravnine nema nula, odnosno funkcija y(s)/r(s) nema polova

s pozitivnim realnim dijelom. Prema tome, da bismo provjerili
stabilnost sustava y(s)/r(s), potrebno je poznavati broj P, tj.

broj polova s pozitivnim realnim dijelom funkcije 1 +K Gp(s) Heq(s),
zatim s pomodéu polarnog dijagrama nadi broj N, tj. broj okretaja
verzora F(s) oko ishodista, pa ako je njihov zbroj jednak nuli,

N + P = 0, sustav je stabilan, a ako nije sustav je nestabilan.

Do broja polova s pozitivnim realnim dijelom funkcije

1l + K G_(s) H
p( ) eq

jer su to ujedno i polovi funkcije petlje X Gp(s) Heq(s), a i po-

(¢) u najvedem broju slutajeva nije tesko doé¢i,

lovi funkcije osnovnog sustava Gp(s), koja je obifno zadana u
faktoriziranom obliku, tako da su polovi s pozitivnim realnim
dijelom evidentni. U sluc¢ajevima kada osnovna funkcija nije zada-
na u faktoriziranom obliku, postoje standardni postupci s pomoéu

kojih se moZe izvr$iti faktoriziranije.

Da bi se doSlo do broja okreta (N) verzora F(s) oko ishodista,
treba nacrtati polarni dijagram funkcije 1 + K Gp(s) Heq(SJ, a

za to je potrebno poznavati nule i polove funkcije. Rekli smo

da se do polova lako dolazi, ali bi nule trebalo izracdunati.
Pokazalo se da se to moZe izbjecdi pomakom ravnine 1 +;{Gp(s) Heq(s)
za jedinicu u lijevo (Sl1. 8.4), i da se onda umjesto okretaja
verzora 1 + K Gp(s) Heq(s) oko ishodigta promatra okretanje ver-
zora K GP(S) Heq(s) oko toc¢ke = 1 + j0. Da bismo to objasnili,
prisjetimo se da zbroj funkcije kompleksne varijable i kompleksnog
broja predstavlja pomak koordinatnog pocetka kompleksne ravnine

u to¢ku definiranu s negativnom vrijednoScu dodanog kompleksnog



- 314 -

Im

K Gpls) Heqls)

Sl. 8.4. Usporedba polarnih dijagrama funkeija
KG(s) H (s) 2 1+KG(s)H (s)
P eq p eq

broja. Promatranjem okretaja verzora X Gp(s) Heq(s) oko todke
- 1, umjesto okretanja verzora 1 + K Gp(s) Heq(s) oko oshodista,
dobije se isti rezultat, ali uz mnogo manje truda uloZenog u

radunanije.

Vrijedno je zapaziti da je todka + 1 + jO, u koju se prije trans-
lacije preslikavala polukruZnica Ls konture, poslije translacije
ravnine F(s) u lijevo za jednicu,do$la u ishodilte. Kao Zto je
polovica konture LS s jedne strane apscisne osi zrcalna slika po-
lovice s druge strane apscisne osi, tako su i polovice polarnog
dijagrama medjusobno zrcalne slike na apscisnoj osi, pa je sto-
ga za crtanje dovoljno izracdunati jednu polovicu, a druga se
zamislja kao njezina zrcalna slika.

Polarni dijagram funkcije frekvencijskog odziva k Gp(jw) Heq(jm)
za - » = o 5 ® naziva se Nyquistov dijagram,a kriterij stabil-
nosti koji se na njenu zasniva naziva se Nyquistov kriterij sta-
bilnosti i glasi: Regulacijski sustav y(s)/r(s) je stabilan ako
Nyquistov dijagram funkcije X Gp(s) Heq(s) obidje todku -1+4j0

u smjeru lijevog vijka onoliko puta koliko funkcija petlije

K Gp(s) Heq{s) ima polova s pozitivnim realnim dijelom.
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Da bi se izbjeglo neekonomi&no radunanje modula i argumenata
funkcije za crtanje svake pojedine to&ke Nyquistovog dijagrama,
preporu¢jivo je za to koristiti Bodeove aproksimacijske dija-
grame. Ako takva aproksimacija u izvjenom podru&ju frekvencija
ne zadovoljava, moZe se grafickim ili analitidkim putem izvrSiti
potrebna korekcija. Cak i u tom slufaju crtanje s pomodu aprok-
simacijskih Bodeovih dijagrama oéjetno je krade nego ako se ra-
d¢una to¢ka po tofka. PokaZimo to na provjeri stabilnosti prije-
nosne funkcije koje funkcija petlje glasi:.

(8.49)

3 K _ 50 _ 5
K Gp(s) Heq(s) = K GP(S) T8 +10 s + 10 8
1+*i-'-j'

U tom smislju najprije nacrtamo aproksimacijske dijagrame koji
su prikazani na Sl1l. 8.5. Iz tih dijagrama se o&itava amplituda
i faza za svaku pojedinu frekvenciju i tako crta Nyquistov di-
jagram prikazan na Sl. 8.6. Uzmimo za frekvenciju w = 10 rad/s;
amplituda je X/10 v2, a fazni kut - 45°%; za frekvenciiju

w = - 10 rad/s, to&ka na dijagramu je zrcalna slika na realnoj
osi frekvencije w = 10 rad/s. Zbog te zrcalne simetridnosti po-
lovica Nyquistovog dijagrama za negativne frekvencije, kao %to
je ve¢ redeno uopfe se ne crta. Na Sl. 8.6. se vidi da ni za
najvede vrijednosti poja¢anja K Nyquistov dijagram ne moZe
obiéi kritiénu todku - 1 + jO, a buduéi da funkcija petlje nema
polova s pozitivnim realnim dijelom, izlazi da je N = 0 i

P = 0, pa se stoga moZe zakljuditi da je ustav stabilan za sve
vrijednosti X od 0 do .

Ako se singularna tofka nalazi na imaginarnoj osi, nije a’ priori
evidentno da 1li je ona obuhvadena ili nije Nyquistovom konturom
¢ ravnini. Da bismo to pitanje rasdistili razmotrimo crtanje

Nyquistovog dijagrama funkcije:
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Kst
K G (s8) H (8) = -1 (8.50)
p ed Jw (1 + 7§ a‘*’—)
1
koja se moZe pisati i u obliku:
i - - 1
N N I
1
ris) (s)
K =50 ) 4N
s + 10
yls) _ K
ris) s+10 + K
0 KGpls) Heqls)
5
2d

1 2 5 10 20 50\ 100 w

arg[K Gpls) Heq{s}]

30°]

60°

900- \

Sl. 8.5. Aproksimacijeki dijagrami funkeije K pr's) Heq.fs) =




§Iim
! w=-10rad/s

-1+j0 1/ 2 3 5 Re

w=10rad/s

50

Sl. 8.6. Nyquistov dijagram funkeije K Gp(s) Heq(s) i e 17

tako da okretanje promatramo oko todke -
toc¢ke - 1 + jO.

Kl + j0 umjesto oko

st

Da bi ispitali'utjecaj pola u ishodiStu na ponasanje Nyquistovog
dijagrama, zapo¢nimo preslikavati Nyquistovu konturu od todke

a = je , kako je pokazano na Sl. 8.7.a . Preslikavanije potom
obavljamo duZ konture obilazedi desnu polovicu s ravnine u

smjeru desnog vijka, sve do toéke g = - je , a onda na udalje-
nosti e oblilazimo ishodiste preko tofke h = g do to¢ke a = e
. sa koje smo krenuli. Mala polukruZnica, g, h, a iz g ravnine
preslikava se u veliku konadé¢nu polukruZnicu u /(s) ravnini. Pus-
timo 1i da € =+ 0, mala polukruzZnica u s ravnini se steZe oko
ishodista, a velika polukruZnica u p(s) ravnini teZi prema besko-
nac¢nosti. Pri tome, ponaSanje Nyquistovoy dijagrama se ne mijenja,

tako da on nikada ne moZe obidi kriticnu +todku - ?1~ + j0.

.'.S_t
Buducéi da funkcija petlje nema polova s pozitivnim realnim dijelom,
pol u ishodiStu je ostao izvan Nyquistove konture i sustav je
stabilan. Povedanjem pojacanja X, todéka - % se pribliZava isho-
distu, da bi u sluaju kada X teZi prema beskonadnosti ona teZila

prema nuli. To znafi da sustav ostaje stabilan za sve vrijednosti
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pojadanja od 0 do ». Kada w + 0 realni dio Nyquistove krivulje
teZi - %, a imaginarni dio teZi - «, Kada w + «,realni i ima-

ginarni dio dijagrama teZ*i prema 0 .

Sl. 8.7. Preslikavanje Nyquistove konture kada funkeija
petlje ima pol u ishodidtu

Pogledajmo na kraju neke od prednosti Nyquistovog kriterija pred
Hurwitzovim i Routhovim kriterijem. Prva prednost se olituje u
prikladnosti grafickog prikaza. PokaZimo to na primjeru minimi-
zacije osjetljivosti regulacijskog sustava na vanjske i unatar-
nje poremecaje. Iz prijas$njih razmatranja znamo da se osjetlji-
vost regulacijskog sustava na poremecaje minimizira uz uvijet

da je:
>
1 + K G_(]j H  (Fw -1 za sve
| p (30) g (Ju) |

U grafic¢ko]j interpretaciji, na S1. 8.8., to znadi da Nyquistova
krivulja ne smije ni jednim svojim dijelom uéi u jediniénu kruZ-

nicu.
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*Hm

Re

Sl. 8.8. Minimizacija osjetljivosti uz uvjet da je
1 + & Gp(jw) Heqn’jwl[ z 1

Druga prednost je u tome 3to se Nyquistov dijaygram moZe ekspe-

rimentalno snimiti i na taj nacéin preko funkcije petlje provie-
riti stabilnost regulacijskog sustava bez njegovog matematidkog
opisa.

Trefa prednost je u tome S$to Nyquistov dijagram osim apsolutne

stabilnosti pruZa informaciju i o relativnoj stabilnosti.

8.4.2., Mjere relativne stabilnosti

U dosadasnjim razmatranjima je refeno da relativna stabilnost
pokazuje kako je sustav stabilan, tj. da daje mjeru stabilnostz.
Tih mjera ima visSe, a mi ¢emo ovdje razmatrati dvije kcje su ve-
zane uz Nyquistov dijagram; to su: amplitudna priduva i fazna

priduva.

Funkcije petlje u obliku K Gp(s) Heq(s} je prikladna za mjerenje

amplitudne pricuve, jer se moZe transformirati u oblik:
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K K Bp(s) Kh Bh(s) ~ KpK B, (8)

h "h
Np(s} Bp(s) N_(s)

o]

K GP(S) Heq(SJ (8.51)

iz kojeg se vidi da pojatanije K, kojim se ugadja sustav, ne ut-
je¢e na poloZaj polova i nula funkcije petlje pa stoga ni na ob-
lik Nygquistovog dijagrama. Ugodivi K ¢fe utjecati samo na omjer
crtanja. Ako dijagram K Gp(s) Heq(s) za s = Jjw presijeca nega-
tivnu realnu os u todki - a koja se nalazi izmedju ishodista

i kritidne todke - 1 + j a amplitudna pricuva definirana je re-

lacijom:

(8.52)

=~
o

I

N R

Iz jednadibe (8.52) proizlazi da je amplitudna pricuva 4 P broj

s kojim treba pomnoZiti amplitudu funkcije petlije na frekvenetijti
kritidne faze da bi se dobila jedini¢na amplituda. Pod frekven-
cijom kriticéne faze W podrazumijeva se frekvencija na kojoj
argument funkcije petlije X Gp(jw) Heq(jw} iznosi 180°. Buduéi

da Nyquistov dijagram kad presijeca realnu os u tocki a ima poja-
¢anje K, akad je presijeca u tofki - 1 ima pojalanije Kooy ampli-
tudna pric¢uva se moZe definirati i kao odnos maksimalnog pojaca-
nija Kmax koje sustav moZe imati u stabilnom stanju i realnog po-
jac¢anja X, tj.:

o
_ 'max
K

U inZenjerskoj praksi se preporucduje da amplitudna pricuva ne
bude manja od 3.

Ilustrirajmo amplitudnu pricuvu kao mjeru stabilnosti sustava

koji je zadan funkcijom petlje:

¥ 10 )
A IR (8.53)

i Gp(c) Heq(c
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— 1 . _—
8 =g+ 1 Hegle) =1

{im

0,35

10

Si. 8.9. Nyquistov dijagram susstava K Gp(s) Heq(s) ey E e

s amplitudnom priduvom A P = 1/0,35

Iz Nyquistovog dijagrama sustava (8.53) na Sl. 8.9. dobije se
da dijagram presijeca realnu os u toc¢ki - 0,35, tj. da je:

Primjenom Routhovog kriterija moZe se ustanoviti da maksimalno

pojadanje za stabilni sustav iznosi Km = 30, pa stoga po dru-

ax
goj definiciji:
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Razlika od 4,67% je u granicama to¢nosti grafi&kog radunanija.

Druga mjera relativne stab il ;ti jeszm; priduva. Ona se od-
redjuje iz Nyquistovog dijagrama funkcije éetlje Geq(s), a de-
finirana je razlikom izmedju argumenta funkciije Geq(s} i - 180°

na frekveneijt kritidne amplitude, tj.:

F P = arg Geq(ij) - (- 1800) = 180° + arg Geq(ij) (8.54)

Pod frekvencijom kritic¢ne amplitude podrazumijeva se frekvencija

na kojoj funkcija Geq{jw) poprima jedinidnu vrijednost.
Ilustrirajmo to na Nyquistovom dijagramu funkcije:

6. le) = 2 (8.55)

= s(1+5)01 +§

Za crtanje Nyquistovog dijagrama na S1. 8.10.c. korisSteni su
aproksimacijski dijagrami sa S1. 8.10. a i b . Kut koji na
Nyquistovom dijagramu zatvara verzor Geq(ij) s negativnim di-
jelom realne osi predstavlja faznu priduvu F p funkcije regula-

cijskog sustava:

_ Geq(s)

_I.
1 Geq(s)

5]

SR
P
Lea]
—|—

Ta se vrijednost moZe ofitati i na aproksimacijskim dijagramima
kao vrijednost faze na frekvenciji wye D& kojoj amplitudni dija-
gram sijece realnu os. U inZenjerskoj praksi se preporuduije da
fazna pric¢uva bude izmedju 40° i 60°.

Kada je Heq(s) =1 izlazi da je:

K Gp(s) Heq(s) = K Gp(s) = Geq(s) (8.56)



=323+ =

N\ 5
2
a)
0,2] 05 1 2 51 10| 20 50 W
0,5
0,2
0,
arg Geq{jml
S 1ol S— -
\‘ “""‘u\\ w
_ 1350 ] e “‘-k\\
b) - 180° AN A
AN
"2250 '\
-270° ~
Im
c) -

SL. 8.10. Grafidki prikazi funkeije Geq(s) =

9

]

a) 1 b) aproksimacijski diiacvami; e) Nyquistov
dijagram

8 5]
a8(1 +'2—)(I +-5*)
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Im bim

a2
a4

51. 8.11. Nyquistovi dijagrami dvaju razliditih sustava s jednakim
faznim priduvama, ali s razliditim amplitudnim priduvama

pa se u tom sluaju na istom Nyquistovom dijagramu moZe oditati
amplitudna i fazna pricduva. Na Sl. 8.11. nacrtani su Nyquistovi
dijagrami za dva razliita sustava kod kojih je Heq(s} = 1. Sa
slike se vidi da su fazne privufe jednog i drugog sustava jed-
nake, ali da im se amplitudne priduve znatno razlikuju. Sli¢no
tome mogli bi se pokazati sustavi koji imaju jednake amplitudne
ali razlidite fazne priduve. Stoga je o&ito da je relativna sta-
bilnost odredjena s obje mjere stabilnosti, tj. samo onda kada
su zadane i amplitudna i fazna pri&uve. Podatak o samo jedno]j
priduvi stabilnosti, kao §to se moZe vidjeti sa S1. 8.11. kod

Nyquistovog kriterija stabilnosti nije dovoljan.

8.4.3. Mihajlovljev kriterij stabilnosti

Mihajlovljev kriterij stabilnosti sluzi se konformnim preslika-
vanjem kao i Nyquistovog kriterija, ali polazi od karakteristi-
gne jednadZbe funkcije zatvorene petlje, tj. funkcije regula-

cijskog sustava:
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n n-1 SO _ : :
a . ® +a s t.ot ay, 8 +a) = 0 (8.57)
ili u faktoriziranom obliku:

gdje su p, korijeni karakteristiéne jednadZbe. .
i :

 jw ) Im
I I
] ?] p n=2
Vz | ! n=3
i -
| | / kﬂ Fe
iy | —
I |
| - I
I I
a) b)

Sl. 8.12. Dobijanje Mihajlovljevog dijagrama

Zamjenom 8 = jw mogu se korijeni karakteristi&ne jednadZbe
prikazati u s ravnini, kao Sto je u&injeno na Sl. 8.12.a za

dva korijena, 12 i Py Pustimo 1li da w raste od = » do + «
verzor (jw - p,) napravit ¢e kut od - 1800, a verzor (jw - p2)
kut od 180°.1z toga proizlazi: ako sustav ima n korijena od
kojih je k na desnoj strani a (n - k) na lijevoj strani g rav-
nine, ukupni kut koji napravi verzor: |
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F(jw) = a_ ., (Jw = p;)(Jw - p,)...(Jw=p) . (8.59)
n+1 1 2 . R

bit éEe:

arg F(jw) = = kIl + (n = k) T = (n - 2k) I (8.60)

Budué¢i da je dinamic¢ki sustav stabilan ako na desnoj strani s
ravnine nema ni jednog pola, znadi da je dovoljni uvjet za sta-

bilnost sustava da k bude jednkao nuli, tj.:

arg F(jw) = n 1 ' (8.61)

S obzirom na simetri&no ponaSanje verzora F(jw) za pozitivne i
negativne frekvencije, uvjet stabilnosti se moZe ograniditi samo
na promjenu frekvencije od nula do beskonadnosti. U tom slu&aju

relacija za stabilnost glasi:

arg F(jJu) =n 5 zawod 0 do =,  (8.62)

a iz toga slijedi definicija Mihajlovlijevog kriterija stabilnosti:
nuZzan i dovoljan uvjet da regulacijski sustav bude stabilan jest
da se pri povedanju w od 0 do », verzor F(jw) zakrene u F(s)

ravnini za kut n 1 gdje je n red polinoma F(a).

5
Na Sl. 8.12.b u ravnini F(s) nacrtane su krivulje za stabilne
sustave od drugog do ¢etvrtog reda. Prema slici moZemo postaviti
drugu, &e8cée primjenjivanu definiciju Mihajlovljevog kriterija
stabilnosti, koja glasi: regulacijski sustav je stabilan ako pri
povedanju w od 0 do « Mihajlovljeva krivulja u F(s) ravnini
prodje po redu kroz n kvadranata u smjeru lijevog vijka.

Na Sl1. 8.13.a prikazan je tok Mihajlovljeve krivulje jednog
nestabilnog sustava. Krivulja u tom sludaju ne prolazi redom kroz
kvadrante. Mjera stabilnosti u Mihajlovljevom dijagramu je

definirana odnosom:
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M S = g—% , (8.63)

gdje su O B i O A odsjefci na realnoj osi, kako je pokazano na
Sl. 8.13.b . 8to je omjer O B/O A veéi, relativna stabilnost
je bolja.

fim ' §Im

\ B A

0\ w=0 Re 0 Re

a) b)

Sl. 8.13. Mihajlovlijev dijagram za: a) nestabilni
i b) stabilni sustav

Ako Mihajlovljeva krivulja prolazi kroz ishodi¥te, sustav se
nalazi u stanju marginalne stabilnosti. Mana ovog kriterija je

u tome, $to je on ograni&en samo na polinome bez zakaSnjenja.
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8.5, ZAKLJUCAK

Osnovni i nuZni uvjet za funkcioniranje dinamickog sustava jest
da bude stabilan, tj. da na kona&nu pobudu daje kona&ni odziv.
Taj uvjet je ispunjen ako korijeni karakteristicne jednadZbe
sustava nemaju korijena s pozitivnim realnim dijelom,

Najneposrednija, ali i najdulja provjera tog uvjeta je rjesSenje
karakteristi&ne jednadZbe sustava. Postoje, medjutim, i drugi
nadini kojima se to dade mnogo brZe obaviti. U tom pogledu se
naro&ito istidu tzv. algebarski postupci, koji, medjutim, imaju
nedostatak %to ne daju uvid u relativnu stabilnost. Ipak, uspje%no
se koriste za preliminarnu provjeru; pa ako se pokaZe da je sus-
tav nestabilan provjera je zavrZena, a ako se pokaZe da je stabi-
lan, provjera se nastavlja jednom od tzv. grafifkih metoda, da

bi se ustanovilo u kojoj je mjeri stabilan.

Relativna stabilnost je u Nyquistovom dijagramu definirana s
dvije mjere stabilnosti i to s amplitudnom priuvom i s faznom
priduvom, a u Mihajlovljevom dijagramu samo s jednom koja se na-
ziva priduva stabilnosti. Radi sigurnosti rada, uredjaje treba
projektirati tako da mjere stabilnosti ne budu manje od prepo-

rucenih.



- 329 -

POGOVOR

Obradjeno gradivo predstavlija otprilike polovicu cjelokupnog gra-
diva predvidjenog za obradbu teorije automatskog reguliranja li-
nearnih sustava. U drugom dijelu, koji je u pripremi, najprije

se nastavlja analiza s pomoéu geometrojskog mjesta korijena i da-
je osvrt na usporedbene prednosti i nedostatke obradjenih metoda
analiZe; kao i na moguénosti njihove komplementarne primjene. Na-
kon toga se obradjuju razne metode sinteze, ukljudujuéi i one ko-
je uvjetuju primjenu digitalnih racdunala. Time se zavrSava ovaj
program, koji je kao teorijski uvod u podru&je automatskog regu-
liranja prvenstveno manijenjen studentima elektrotehnike i stro-

jarstva.

Pri obradbi gradiva vodilo se rac¢una i o inZenjerima koji na stu-
diju nisu imali priliku c¢uti obradbu s varijablama stanja. Zbog
toga je tokom &itavog gradiva modeliranje s varijablama stanja
primijenjivano simultano s prijenosnom funkcijom, tako da ¢itaocu
ved steleno znanje moZe pomoci da brZe udje u problematiku novih

metoda.

U Splitu, 1981, Autor
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