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PREDGOVOR

Prezentirani materijal odgovara priblizno sadrZaju kolegija Teorijska elektrotehnika koji se predavao
na Elektrotehnidkom fakultetu Sveugiliita Josip Juraj Strossmayer u Osijeku u periodu od 1991. do
2007. i to u ljetnom semestru tre¢e godine studija na svim smjerovima u opsegu 60 sati predavanja te
30 sati auditornih vjezbi. Zakljuéno s 2003. godinom predavanja je izvodio prof. dr. sc. Stjepan
Stefanko, 2004/05. prof. dr. sc. Sead Berberovi¢ te prof. dr. sc. Zeljko Stih.

Materijal je u rukopisu u najve¢em opsegu pripremio prof. dr. sc. Stjepan Stefanko. Tekst je uglavnom
u tom opsegu i usvojen te ureden i djelomice dopunjavan tijekom predavanja u $kolskim godinama
2005/06.- 2008/09.

Prva generacija studenata po Bolonjskom procesu koja je upisala prvu godinu preddiplomskog studija
skolske godine 2005./06. trajanja 3 godine nije slusala ovaj kolegij u tom dijelu studija. Studenti koji
su po Bolonjskom procesu upisali 2008./09. $k. god. prvu godinu diplomskog studija, smjer
Komunikacije bili su obvezni u zimskom semestru upisati kolegij pod imenom Teorija polja i valova u
opsegu 45 sati predavanja i 30 sati vjezbi. Studentima smjera Elektroenergetika ovaj je kolegij bio
izborni. S obzirom na znadajno smanjenje fonda sati predavanja u kolskoj 2008/09. godini tijekom
izvodenja nastave korigiran je i skracen opseg uglavnom iz podrugja elektrostatike. U $kolskoj
2008./09. godini nije bilo studenata sa smjera Elektroenergetika koji su upisali kolegij tako da je u toj
skolskoj godini program tijekom nastave bio dodatno modificiran. Tijekom zimskog semestra
2008./09. predavanja su uredivana, ispravljana i izdavana na elektroni¢kim stranicama
Elektrotehnickog fakulteta kao predloici predavanja u 13 odvojenih separata. Verzija koja je priblizno
i konadna zavriena je na samom kraju kalendarske 2008. godine te manje prepravke i dopune
nadinjene su tijekom sijenja 2009. godine.

Nagelno, slijed izlaganja materijala u skripti odgovara priblizno i slijedu predavanja. Priblizno i zato
§to je bilo uobicajeno da se ponavljanje potrebnog gradiva iz vektorske analize nacini na uvodnom
predavanju. Dio tog uvodnog predavanja smjesten na samom kraju skripte pod nazivom Matematicki
prilog.

U oblikovanju ovog priloga, pored rukopisa autora, a posebice prof. dr. sc. Stjepana Stefanka koristeni
su i materijali pod [3], [5], [6], [7], [11], [16], [25], [26], [27], [28], [29], [30], [32] i [33].

Na kraju ovog predgovora spomenut ¢u osobe bez kojih predoeni materijal ne bi bilo moguce
nadiniti.

Prof. dr. sc. Zijadu Haznadaru se zahvaljujem na vrijednim i vrlo detaljnim uputama i podukama glede
sadrzaja kolegija te tematskih preferencija kolegija i to jos 2005. godine, dakle prije nego sam uopce
pogeo predavati ovaj kolegij na Elektrotehni¢kom fakultetu u Osijeku.

Zahvaljujem se i kolegi Zeljku Hederiéu na savjesnom i3Citavanju izloZenog materijala te vrijednim
sugestijama kao i prof. dr. sc. Borivoju Rajkovi¢u na moralnoj podrSci tijekom spremanja kolegija i
pisanju ovog materijala.

Ovom bih se prigodom takoder zahvalio i studentima generacije u $kolskoj godini 2006/07. koji su mi
pomogli pri prijepisu i obradi materijala u okviru svojih seminarskih radova.

Osijek — Zagreb, sije¢nja 2009. godine

Muharem Mehmedovié
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1 UVOD

Za razliku od udzbenika [3], [5], [6] i [7] koji su izgradeni uglavnom na tematsko-deduktivnom
naelu, ovaj je materijal koncipiran priblizno povijesno-kronoloskim slijedom. U istom su se
povijesno-kronoloskom konceptu razvijale i spoznaje o elektromagnetizmu: od stati¢kih i stacionarnih
pojava ka kavzistacionarnim i prijelaznim pojavama. Glavni dio sadrzaja kolegija ipak je utemeljen u
dobro poznatom raspravi o elektricitetu i magnetizmu Jamesa Clerka Maxwella u [1] i [2].

Pored predgovora i uvoda materijal sadrzi jo§ sedam poglavlja: elektrostatiku, specijalnu teoriju
relativnosti, magnetostatiku, Maxwellove jednadzbe i valne jednadzbe, skin efekt, Hertzov dipol te
Matematicki prilog.

Izudavanja elektrostatickih pojava potinje Coulombovim zakonom sila izmedu naboja. Veliki dio
teorijskih podloga i praktiénih primjera (na primjer rje3avanje elektrostatickih problema metodama
odslikavanja) s izvodima u ovom podru¢ju preuzet je uglavnom od prof. dr. sc. Tome Bosanca [31,
[34] te Nunzia Trallija [4]. Pritom se nezaobilaznim smatra poznavanje osnovnih matematickih
teorema (Greenov odnosno Gaussov i Stokesov) te zakona kao $to su Gaussov zakon s implikacijama
opisanim u teoremima Earnshawa i Thomsona i stanovitu razinu nacina rjeSavanja Poissonove
jednadzbe.

Podrugje elektrostatike nije toliko prevazno samo po sebi koliko za dublje svladavanje koncepta sila i
prijelaz ka konceptu skalarnih i vektorskih polja i shvaéanju osnovnih veli¢ina polja (naboj, jakost
elektri¢nog polja, vektor elektri¢nog pomaka, potencijal, dielektriénost) te energetskih odnosa u polju
opéenito. U ovom su podru¢ju posebice istaknuti pojmovi influencije, polarizacije i dipola kao i
ponaSanje polja (normalnih i tangencijalnih komponenti vektora elektri¢nog polja) na granici dvaju
sredstava te energetski odnosi u elektrostatickom polju.

Prijelaz ka magnetizmu i pojmu magnetske indukcije odnosno Ampéreovom zakonu nadinjen je na
temelju specijalne teorije relativnosti, a glavne podloge sadrzane su u knjigama [4], [9], [16] i [18].
Pritom se u razjasnjenju pojmova koriste i konzultiraju udzbenici [8] i [9]. Posebice je u materijalu
prilozen cjelovit izvod Lorentzove transformacije sile s posebnim osvrtom na transformaciju
elektrostatike sile koju registrira mirujuéi promatra¢ u sustavu gibajuéeg naboja. U magnetizmu se
ekspliciraju odmah Ampéreov i Biot-Savartov zakon te se uvodi pojam magnetskog dipola, skalarnog i
vektorskog potencijala, magnetskog toka te magnetske polarizacije i koncepta jakosti magnetskog
polja te permeabilnosti. IzloZen je opceniti pristup proraunima samo i meduinduktiviteta odnosno
pojma ulangenog magnetskog toka, te unutarnjih i vanjskih induktiviteta. Izveden je op¢i postupak
izraduna energije magnetskog polja. Takoder je i ovdje obradeno ponaSanje magnetskog polja na
granici dvaju sredstava odnosno ponaganje tangencijalnih i normalnih komponenti jakosti magnetskog
polja i magnetske indukcije. U nizu konkretnih primjera izraéuna koristen su izvori [3], [34] te [11] i
[12].

U posebnoj se cjelini tretiraju stacionarne, prijelazne i kvazistacionarne elektromagnetske pojave
postupnom razradom Maxwellovih jednadzbi u diferencijalnom i integralnom obliku kao opéim
fizikalno matemati¢kim okvirom. Prethodno je uveden Faradayev zakon elektromagnetske indukcije.
Pritom je tumacenje pojmova prijelaznih, stacionarnih i kvazistacionarnih stanja odnosno pojava vrlo
osjetljive naravi. Temeljni aspekt za pojasnjenje ovih pojmova jest razluivanje pojava po njihovoj
brzini odvijanja odnosno njihovim vremenskim skalama. Za stabilne linearne dinami¢ke sustave s
koncentriranim parametrima formalni matematicki postupci razludivanja pojava po njihovim
vremenskim skalama (barem dvjema) izvrsno su opisani ve¢ krajem dvadesetog stoljeca, [36], [37].
Ako se komponente u nekom prijelaznom procesu razlikuju ve¢ samo nekoliko puta, a od interesa je
na primjer spora komponenta tad se uz odredene pretpostavke i matemati¢ki moze naciniti
zanemarenje brze komponente te dalje ratunati samo s dinamikom spore komponente. U tom se
sludaju smatra da je dinamika brze komponente prijelaznog procesa praktiéno zavrSena. Ako je objekt
odnosno sustav izloZen harmonijskoj pobudi tad se u sustavu, uz zanemarenje pojava utitravanja koja
ovise o njegovim vlastitim svojstvima, uspostavljaju periodicki procesi definirani postojanim
amplitudnim i faznim odnosima fizikalnih veli¢ina u njemu. Ti odnosi odgovaraju kvazistacionarnom
stanju.

UvOD



Naravno, pri formalnom razlu¢ivanju pojava uveden je niz pretpostavki, a jedna od njih je i
matematicki opis (model) takvih sustava s koncentriranim parametrima. Pretpostavka koncentriranih
parametara podrazumijeva da takav model ne obuhvaca valne pojave $to je dopusteno za odredene
omjere prostorne dimenzije sustava/objekta u smjeru propagacije pojave u odnosu na valnu duljinu
pojave, ako je rije¢ o pojavama koje se mogu podvesti pod kvazistacionarne zna¢ajke. Propagacija
pojava kroz sustav trenuta¢na je, dakle bez kasnjenja. Realno zbog konagno velike brzine propagacije
valnog efekta postojat ¢e uvijek kadnjenje. Zbog elektromagnetskog karaktera promatranih pojava ta
kona¢no velika brzina je jednaka brzini svjetlosti. Za objekte koji su priblizno veéi od nekoliko
postotaka valne duljine pojave trebalo bi sustav opisivati s raspodijeljenim parametrima odnosno
valnim jednadzbama. U slu€aju da se pojave ne mogu podvesti pod kvazistacionarne nuzno je
razmatranje cijelog spektra, a pritom uzeti u obzir najnizu frekvenciju u spektru. Matematicki ée se
opisi u cijelosti zamrsiti ako se u igru uvedu i realno postojeéi nelinearni odnosi izmedu veli¢ina polja.
Materijal uglavnom tretira linearne odnose s odredenim opaskama glede nelinearnosti.

Na temelju Maxwellovih jednadzbi izvode se valne jednadzbe pri ¢emu se intenzivno koriste podloge
iz [3], [5], [6], [7], [17] te djelomice i [10], [14], [15], [19], [20], [21], [22] i [23]. Uvodi se i pojam
valnog operatora i valne konstante te valne impedancije. U poglavljima o postupcima rje$avanja valnih
jednadzbi, a posebice o elektromagnetskim potencijalima (Lorentzovi i Coulombovi potencijali te
Hertzov potencijal) intenzivnije se koristi literatura [4], [5], [6] i [7]. U ovom se dijelu uvodi
Poyntingov vektor te opdenito tretiraju energetski odnosi u promjenjljivom izmjeniénom
elektromagnetskom polju te se posebno istide njegovo svojstvo asimetrije (glede smjera) u odnosu na
njegove sastavne komponente jakosti elektridnog i magnetskog polja. U tretiranju naprezanja u
elektromagnetskom polju te pojam elektromagnetskog impulsa doti¢e se i pojam tenzora.

U razvoju matematitkog modela propagacije valnih pojava izvodi se pojam ravnog vala te
geometrijskog odnosa jakosti elektriCnog i magnetskog polja u ravnom valu u odnosu na smjer
njegove propagacije. Izlozena je metodologija rjesavanja valnih jednadzbi, [7], a posebice se tretira
rjeSavanje valnih jednadzbi harmonijskog vala odnosno valna pojava uzrokovana harmonijskom,
sinusnom pobudom i Helmholtzov tip jednadzbe i usko u vezi s tim fazni odnosi izmedu jakosti
elektriénog i magnetskog polja za razliGite materijale glede gubitaka odnosno priguienja (vodici
odnosno dielektrici).

U izuCavanju svojstava elektromagnetskog vala na granici dvaju sredstava na temelju ponaSanja
pojedinih komponenti (tangencijalnih i normalnih) velidina polja uvode se Fresnelove jednadzbe,
izvode Snelliusovi zakoni loma i refleksije te odgovarajuéi faktori refleksije i transmisije. Posebice su
istrazena svojstva harmonijskog vala na granici izmedu vodi¢a i izolatora. Ovdje se ukratko uvodi i
pojam polarizacije. U demonstraciji matemati¢kog modela pojave pritom se je koristio i materijal pod
[31].

Pri tretiranju prijenosnika energije izveden je model prvo dugog, a zatim i kratkog voda kao osnovnog
prijenosnika energije i to na temelju rjeSenja telegrafskih jednadzbi po naponu i struji umjesto po
jakosti elektri¢nog i magnetskog polja. Ukazuje se na relativnost odnosa veli¢ina valne duljine i
objekta promatranja glede frekvencije izmjeni¢nog polja. Ovdje je takoder obradena refleksija i
transmisija putujuéih valova na mjestima diskontinuiteta za razliite tipove i konfiguracije
diskontinuiteta.

U jedinici o povrSinskom uginku odnosno skin efektu rjeSavaju se dva problema ponaSanja
izmjeni¢nog polja u plocastom vodicu: jedanput je to izrazito elektri¢ki vodljiv materijal sa zadanom
ukupnom strujom po svom presjeku, a drugi put je to feromagnetski materijal sa zadanom jako3éu
odnosno indukcijom magnetskog polja s modelom za vrtlozne struje. Pritom se obraduju i osnovni
povrdinski u€inci izmjeni¢nog polja putem razmatranja energetskih odnosa: porast djelatnog otpora
prema onom za istosmjernu struju kao i pad induktiviteta prema onom za istosmjernu struju. U ovom
se poglavlju jo§ obraduje i povrSinski u¢inak izmjeni¢nog sinusnog polja u okruglom voditu i
postupak rjeSenja jednostavnijeg modela u obliku Besselove diferencijalne jednadZbe te osnove o
Besselovim funkcijama, [11], [25].

U sedmom se poglavlju izlaZe matematicki model Hertzovog dipola i $tapne antene, izvode osnovni
odnosi izmedu pojedinih komponenti jakosti elektri¢nog i magnetskog polja te pojmovi emisijskog
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dijagrama i otpora isijavanja. Posebice se je to nacinilo za izmjeni¢nu sinusnu pobudu za nekoliko
osnovnih geometrijskih razdioba jakosti struja duz Stapne antene, [5], [6], [24] 1 [31].

Posljednje poglavlje materijala je Matematicki prilog. U oblikovanju ovog priloga, pored rukopisa
autora koristeni su i materijali pod [3], [S], [6], [7], [11], [16], [25], [26], [27], [28], [29], [30], [32] i
[33]. Tu se uvode transformacije koordinata i krivolinijski koordinatni sustavi, izvode vektorski
operatori u poopéenim koordinatama, a zatim se izvodi specijaliziraju na esto koriStene ortogonalne
sustave kao §to su: Kartezijev, sferni i cilindri¢ni sustav. Takoder se tom prigodom uvode i neophodni
pojmovi potrebni pri definiranju tenzora. U to&ki o tenzorima uvode se osnovni pojmovi kao §to su:
invarijantnost o izboru koordinatnog sustava, zapis, rang, kovarijantni i kontravarijantni tenzori,
simetrija, kosa simetrija te njihov odnos prema skalarima, vektorima i matricama.

Gaussov i Stokesov stavak te Helmholtzov i Greenov teorem s identitetima takoder su dio ovog
poglavlja. Posljedi¢no, u vezi s Helmholtzovim teoremom izloZena su dva postupka rjeSavanja
Poissonove jednadzbe: pomoéu Fourierove transformacije te pomo¢u Greenovih funkcija.

Na samom kraju ovog priloga izvedene su osnove varijacijskog ratuna, navedeno vise uobicajenih
primjera njegove prakti¢ne primjene. Jedan od takvih primjera je i alternativni izvod drugog
Snelliusovog zakona (loma). Takoder je na jednostavni i poznati sludaj iz elektrostatike primijenjen
postupak vide kao ideja nego kao naputak o promisljanju alternativnih nagina numeri¢kog rjeSavanja
problema elektromagnetskih polja.

UvVOD
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2 ELEKTROSTATIKA

2.1 ELEKTROSTATICKO POLJE

Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806) je 1785. godine otkrio, kao rezultat pokusa s torzijskom
vagom, da je sila izmedu bilo koja dva naboja ¢ i ¢’ u homogenom izotropnom mediju izravno
proporcionalna njihovom produktu, a obrnuto proporcionalna kvadratu njihove udaljenosti i djeluje na
pravcu koji ih spaja, [3], [4], [5], [6], [7], slika 2.1.

F +z—zc?o. @.1)
g
o
; d
q

/ °

dy
Slika 2.1 Dva to¢kasta naboja

Da bi se od znaka proporcionalnosti preslo na jednadzbu potrebno je uvesti konstantu
proporcionalnosti. Danas je uobiajeno uzeti za tu konstantu T , gdje je & dielektri¢nost sredstva.
e

Tad je:

F=-4_g. 22

U zraku i vakuumu je:
Al

F,=———d 23
" 4me,d? T’ 23)

gdje je  dielektritnost vakuuma ~u  medunarodnom  sustavu mjernih  jedinica
&, =8,854188- 102 F /m =8,854188-107"2 4s /(Vm) . Kolitina naboja ¢ (g’ mijeri se u kulonima
(145=1C).

Kvocijent sila u vakuumu i bilo kojem drugom elektriénom sredstvu je:

—=¢ .4
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gdje je &, relativna dielektri¢nost materijala i izraZena je kao bezdimenzionalni broj.
Sila izmedu naboja u homogenom izotropnom dielektriénom sredstvu je manja nego bi bila izmedu tih
naboja u vakuumu, a za vakuum je: £, =1

Vrijedi, dakle, da je:
£=€,8,. (2.5)

1
U CGS sustavu koji se danas vise ne koristi jedinica postavljalo se & = 4— , pa je Coulombov zakon
v 4

u tom sustavu glasio:

1S

- q'_.
F=4g.

Q

Mjerna jedinica za silu (2.2) u medunarodnom sustavu mjernih jedinica je 1N=1Nm/m=1VAs/m.

2.1.1 Jakost elektri¢nog polja i potencijal

Elektri¢no polje postoji u dijelu prostora, ako na stati¢ki naboj u tom prostoru djeluje sila. Ako se
probni naboj g' unese u prostor u neku totku P (slika 2.2), a ostali naboji dr¥e &vrsto u ranijem
polozaju, sila na naboj F je mjera intenziteta i smjera elektrostatickog polja u tocki P. Kako je sila
proporcionalna naboju g', jakost elektrostatickog polja ili elektri¢no polje u togki P je sila na pozitivni
jedini¢ni naboj u toj tocki, dok se ostali naboji drZe &vrsto u ranijem poloZaju (prije unosenja naboja
).

Slika 2.2 UnoSenje pozitivnog probnog naboja g’ u elektrostaticko polje

Mjerna se jedinica jakosti elektriénog polja izvodi iz: £ = E’ , [E]1=N/C=V/m.
q

Da bi se uzelo u obzir da ostale naboje treba drzati u ranijem poloZaju, postoji i definicija jakosti
elektri¢nog polja:

E= limE (2.6)

q'—0 qv

TEORIJA POLJA I VALOVA



@ erros” 7
s obzirom da vrlo mali probni naboj ¢' ne mijenja raniju razdiobu naboja.
Iz Coulombova zakona slijedi:
- q -
E= d
4red® "’
kao jakost elektri¢nog polja na udaljenosti d od naboja ¢q .
Smjesti li se todkasti naboj ¢ u ishodiste koordinatnog sustava polje je:
- q _
E= 7 2.9
4ra’° @7
Vrijedi da je:
rotE = —q—roti3 == x% =
dre r  dme r
(2.8)
q 3 o1 =
=——| -5 VrxF+5VxF =0
4re\ r r
Dakle, postoji funkcija potencijala takva da je:
E=-gradg. (2.9)
Razlika potencijala izmedu dvije tocke P i P' u elektrostatickom polju je (slika 2.3):
o(P)—p(P'") = jEds‘:—IEcﬁz jgrad(pd§ (2.10)
P
r
P'
r
Slika 2.3 Potencijal izmedu dvije tocke

Razlika potencijala izmedu P i P' ¢&ija je mjerna jedinica volt [V] je rad, koji treba uloZiti da se
jedini¢ni naboj iz to¢ke P’ premjesti u tocku P .

Za to&kasti naboj u ishodistu je:
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P(P)=(P) == [ s () (=dr) = = [ L =
= L drer

drer’
, 2.11)
_ L[l) _ L(l_ L]
dre \r )|, 4dme\r r '
Ako se uzme da je tocka P’ beskona¢no udaljena (7' — o0) , dobiva se:
T4 q

P)=—|——dr=—">—. 2.12
wF) 0!4”92 4drer (2.12)

Potencijal u bilo kojoj tocki P je rad potreban da se jedini¢ni naboj donese iz beskonagnosti u todku P,
a da se pritom naboji koji stvaraju polje drZe &vrsto na mjestu.

2.1.2 Gaussov zakon

Promatra li se volumen 7 s ukupnim nabojem O, a element povrSine koja zatvara volumen V
homogenog sredstva je dS , tad je:

ﬁEdS:% (2.13)
J _

Integral elektri¢nog polja po graniénoj (zatvorenoj) plohi S jednak je ukupnom naboju obuhvaéenom
tom plohom, podijeljenim s dielektri¢no$éu prostora, slika 2.4.

z

Slika 2.4 Tockasti naboj u sredistu kugle polumjera a

Umjesto (2.13) Gaussov se zakon danas definira s vektorom elektri¢nog pomaka D koji je vezan
iskljucivo za slobodne naboje tako da se umjesto (2.13) pise:

c_ﬁDd§=Q.
N

U ovom obliku Gaussov zakon vrijedi sasvim opéenito bez obzira na vrstu i svojstva materijala u
elektri¢nom polju.
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@ erros” ?
Primjer: toékasti naboj u ishodistu, ploha je kugla radijusa a.
2zrm
[[—LadSasin Sda =
oo 4mea
27 n (2 14)
=L Jda J.d(—cosg) =9 77.2-4
dne § ¢ dne £
Za plohu koja obuhvaéa n totkastih naboja g, ¢»....,¢» Gaussov zakon daje:
== 1
ﬁEdS:Z(ql+q2+...+q”). (2.15)
Pokazalo se da za naboj u ishodistu vrijedi Gaussov zakon, (slika 2.5).
Za naboj u ishodistu i kuglinu plohu izvan ishodista po Gaussovom je zakonu:
ﬁEdﬁ:O. (2.16)

Slika 2.5 Uz Gaussov zakon

Formira li se ploha §’ kao vanjski dio plohe kugle, a S” kao dio unutarnje plohe kugle van naboja i

izraGunaju li se plo§ni integrali (tokovi vektora E ) prema (2.16) po S'1 S" bit ¢e jednaki ali suprotnog
predznaka (prostorni kutovi koji se vide iz ishodita jednaki su i suprotnog smjera, vidi tocku 2.1.4.5)
pa ¢e i njihov ukupni zbroj biti jednak nuli.

Cak §to vise, ako se za plohe S’i S” pretpostavi da su zatvorene plohe te se svaka tretira na netom
spomenuti nain opet ¢e biti:

ﬁEdS" " cﬁEdS”: 0. @.17)
s s

U slucaju » naboja, oko svakog se naboja moZe zamisliti kugla odgovarajuceg radijusa, pa je tok

vektora E (pomnozenog s &€ ) po svih n kugli jednak zbroju n naboja. Formira li se jedna zatvorena
ploha tako da obuhvati svih # tockastih naboja, dobiva se isti rezultat.
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Dosad je dokazano da Gaussov zakon vrijedi za tockaste naboje. Za kontinuiranu prostornu razdiobu
naboja moze se pdV zamijeniti s ekvivalentnim tockastim nabojem, pa i u tom sludaju vrijedi
Gaussov zakon. U tom slu¢aju Gaussov zakon glasi:

3935 ds = i—jﬂ pdvV | (2.18)

gdje zatvorena ploha S obuhvaca volumen V.
Prema Gaussovom teoremu je:

ﬁEdS = mdiv Edv (2.19)
K v
paje:

” div EdV = % ”J.pdV odnosno:

j j j(div E-ple)av =0. (2.20)

Posto se moZe uzeti proizvoljne elemente volumena dV vrijedi:

divE=L . .21
€

U literaturi je izraz poznat kao diferencijalni oblik Gaussovog zakona za homogeno sredstvo.
Uvrsti li se u tu jednadZbu izraz za jakost elektri¢nog polja izrazenu pomoéu potencijala £ = —grad o,
dobiva se Poissonova jednadzba:

div(-gradp) = -V’ = £
£
odnosno:
Ap=-L. 2.22)

Zasad se poznaje rjeSenje Poissonove jednadZbe za prostornu razdiobu naboja i totkaste naboje, (slika
2.6):

oF)=7— j j jp(’ ) av' + 4ﬁgzq1(f (2.23)

O detaljima nekoliko nacina rjeSavanja Poissonove jednadzbe pogledati vise u Matematidkom prilogu,
tocka 8.7.
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> qﬂ
A
e q; R; i
Slika 2.6 Prostorna razdioba naboja i to¢kasti naboji
2.1.3 Implikacije Gaussovog zakona
a) Iz Ap =div grad¢)=—§ slijedi da elektrostati¢ki potencijal ne moze imati ekstrem, osim u

to¢kama gdje je pozitivni (negativni) naboj.
Za to¢ku gdje je ekstrem funkcije, usmjerena derivacija u bilo kojem smjeru mora biti 0.

9 _vp.a =0 224)

gdje je @, jedini¢ni vektor (proizvoljno orijentiran).
1z (2.24) slijedi:

V(p=0,odnosnoé(—p-=0,a—(p:0,—a£=0, (2.25)
ox

ali je i za proizvoljni smjer:

o =0. (2.26)

Os

Za maksimum treba pak biti:

2 2 2
aqf<0!6qf<0’6(20<0’ 227
Ox oy oz
odnosno opcenito:
82(/’ e 2
<0ili Vio=Ap <0, (2.28)

2
A)
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a to je u skladu s Poissonovom jednad?bom moguée samo ako je u toj to¢ki p > 0.
Sli¢no se za minimum moZe utvrditi da mora biti p <0 (negativni naboj).

b) Iz Gaussovog zakona slijedi da nijedan naboj ne moZe biti u stabilnom poloZaju samo pod
utjecajem elektri¢nih sila (teorem Earnshawa).

Potencijalna energija pokretnog naboja je g ¢ iz definicije potencijala. Stabilni poloZaj naboja ¢ u tocki

P pretpostavlja da g ima minimum u P. Prije je pokazano da za minimum u todki P treba biti
negativan naboj, a ovdje je ¢ > 0.

2.14 Primjena Gaussovog zakona

2.1.4.1 Vodljiva kugla

Ukupni naboj Q na kugli je simetri¢no rasporeden. Zbog odbojnih sila on se nalazi na povrsini kugle.
Radijus kugle neka je a, (slika 2.7).

Slika 2.7 Vodljiva kugla

Zbog uvjeta simetrije je:
§{E-dS = f{Eds = Effds = 4mE (2.29)

Po Gaussovom je zakonu:

gza rza
£

4P E = . (2.30)
0zar=0

Dakle, polje izvan kugle E = %’70 jednako je polju kao i za slucaj da je totkasti naboj smjesten u
ey

sredistu kugle.
Elektri¢no polje u kugli (metalnoj) jednako je nuli. Isto vrijedi za metalnu kuglastu ljusku.
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2.1.4.2 Beskonacno dugi cilindri¢ni vodi¢

Neka je radijus vodi¢a a, (slika 2.8) postavljen aksijalno duZ osi z, a naboj na njemu je linijske
gustoée: A[C/m]= const.

4
4
E E
a : as
| y
AN
P
X
Slika 2.8 Cilindri¢ni vodi¢
Iz razloga simetrije, silnice idu radijalno (okomito na os z).
_ B i+h 21
§E-dS = [[Eds =E [ [pdadz = Enp2z. 231
N plast cilindra z; 0
Iz Gaussovog je zakona:
L
2mhpE =4, P =19, (2.32)
0zap<a.

Dakle, za p > a (van vodica) jakost polja je:
p_p - 92__* (2.33)

P op 2mep
odnosno potencijal:

A

@ =———->In p+ const. (2.34)

2re

Potencijal ima singularnost za p =0, §to je posljedica toga $to naboj, po pretpostavci, postoji u
beskona&nosti. Zbog toga se potencijal ne moze definirati u odnosu na beskonagnost, kao za slucaj
tockastog naboja nego s obzirom na potencijal za neke referentne udaljenosti od vodica p,,. . Naime,

izraz (2.34) formalno je matematiZki uredu, medutim izraz u tom obliku ne treba ostavljati vec treba
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odmah uvrstiti donju granicu p,, i ukloniti konstantu (,,const“) te izraz napisati tako da se pojavi
logaritam kvocijenta imenovanih fizikalnih veli¢ina odnosno polumjera (In(p,,;/ p)). Za pozitivni
naboj A potencijal ¢ >0 za p<p,, te 9<0 za p> Py -

Slu¢aj beskonagno dugog linijskog naboja dobiva se ako polumjer cilindri¢nog vodica tezi k nuli:
a—0.

2.1.4.3 Tanka beskonaéna ploca

Neka je naboj po jedinici povrsine odnosno plo§na gusto¢a naboja O'[C / m2]= const .

by
By

Slika 2.9 Kratki cilindar

Za kratki cilindar, prema slici 2.9, po Gaussovom zakonu vrijedi:

q’;{‘dS‘: jEdS:Ezs, (2.35)
baza cilindra
odnosno:
2SE = é (2.36)
€
Odavde je:
E=8 =227 g (237
oz 2e¢
(0=—£z+const. (2.38)
2¢

Za z —> 0, ¢ —> —o0 pa vrijedi kao i za slucaj beskona¢no dugog nabijenog cilindra, da se potencijal

ne mozZe definirati u odnosu na beskona¢nost ve¢ samo u odnosu na potencijal referentne ravnine Zyyr -
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2.1.4.4 Nabijeni vodi¢ proizvoljnog oblika

Slika 2.10 Razdioba naboja po vodigu proizvoljnog oblika

Zbog odbojnih sila izmedu istoimenih naboja naboji se nastoje Sto je moguée vise udaljiti jedan od
drugog, (slika 2.10).

Zbog toga:

- naboji zavrse na povrsini vodica,
- naboji su jace koncentrirani u §iljcima (kutovima vodi¢a).

Na povrsini vodi¢a ne moZe postojati tangencijalna komponenta jakosti elektri¢nog polja, jer bi se
naboji premjestali sve dok ta komponenta polja ne bi postala jednaka nuli.

Dakle, na povriini vodi¢a postoji samo normalna komponenta jakosti elektri¢nog polja koja je za
pozitivni naboj na vodi¢u, usmjerena od vodi¢a prema van.
Kod nabijene metalne kugle je jasno da je, zbog simetrije, polje unutar kugle jednako nuli.

2w
ﬁE-d§=E”r25inSd.9da:E4ﬂ'r2=0—>E=0. (2.39)
00

Kasnije ¢e se pokazati da se naboji na vodi¢ima smjeStaju tako da je energija vanjskog
elektrostati¢kog polja minimalna (Thomsonov teorem).
Energija polja unutar vodi¢a je minimalna kad je polje jednako nuli.

E
&
izolator
vodic
Slika 2.11 Elementarni valjak na granici vodi¢ - izolator
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Za clementarni valjak na granici vodi¢ - izolator, visine dh, povrsine baze dS, prema slici 2.11 vrijedi:

ﬁEd‘: ”EdS:EdS. (2.40)

baze cilindra

Prema Gaussovom zakonu je:

Eds =2 ds (2.41)
&

pa je polje na povrsini vodica:

E=E, =

n

Lo (2.42)
&

Ranije je pokazano da je tangencijalna komponenta polja u vodi¢u jednaka nuli. Znaéi, ako se pomice
po povrsini vodi¢a u bilo kojem smjeru (po proizvoljnoj krivulji), potencijal se ne mijenja. Stoga je
povrsina vodica ekvipotencijalna ploha.

2.1.4.5 Razdioba naboja po vodiéu

Prije razmatranja razdiobe naboja po voditu razmotrimo detaljnije pojam prostornog kuta. Ve¢ pri
radunu toka vektora jakosti elektri¢nog polja E (izraz 2.13) za opéi medusobni poloZaj elementa
povrsine dS = 7idS i samog vektora E u skalarnom produktu:

EdS = Erds =—2 ~d,idS = —Q—33ﬁdS (2.43)
dred Ared

javlja se veli¢ina:

dQ = %@ds = %cos(ﬁo,ﬁ)dS . (2.44)

Ova je veli¢ina poznata kao diferencijal prostornog kuta 2 koji se kao bezdimenzionalna veli¢ina
mjeri u steradijanima (slika 2.12, lijevo).

4'/
K
ds
de
- i
Slika 2.12 Uz definiciju prostornog kuta (lijevo) i kuta u ravnini (desno)
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Velitina dS' -—-cos(c?o,ﬁ)dS numericki je jednaka projekciji elementa povisine dS na plohu
okomitu na vektor d odnosno njegov jediniéni vektor a Pritom je dS apsolutni iznos elementarne

plohe. Medutim element dS' moze biti pozitivan i negativan ovisno o smjerovima jedini¢nih vektora
d0 i 7 odnosno predznaku kosinusa kuta izmedu njih. Ako se dS gleda iznutra kosinus tog kuta je

pozitivan.
Ako se za plohu S odabere cijela kuglina ploha tad se iz izraza (2.44) vrlo jednostavno dobiva iznos

punog prostornog kuta (cos(d,,i) =1, d=const):

47d?

Q= ”—cos(a’o,n)dS ” ds ==

=4r. (2.45)

Za proizvoljnu plohu prostorni kut nije uvijek jednostavno izraCunati s obzirom da sve veli¢ine u
plosnom integralu:

0= ‘U% cos(c?o, n)dsS (2.46)
N

mogu opcenito biti slozene funkcije koordinata u odabranom sustavu iako j je izlazni rezultat uvijek
jednostavno neki broj (steradijana). Tako ¢e (2.46) u kuglinim koordinatama glasiti:

Q= aigj.sin d9da . (2.47)
o '

Tustracije radi, podsjetimo se da je kut u ravhini (slika 2.12, desno) definiran kao kvocijent duljine
luka s kruZnice i njenog polumjera r tako da je puni kut u ravnini jednak:

2rmw

jds J-rdw
2T _ 5 (2.48)

r r r r

Iznos se, takoder kao bezdimenzionalni broj, izrazava u radijanima.

Razmotrimo dalje razdiobu naboja po vodicu.

Da bi polje unutar vodi¢a proizvoljnog oblika bilo jednako nuli mora vrijediti za odabranu tocku
unutar vodi¢a prema slici 2.13 odnosno:

O-—‘:-;i = O-—ZI?—SL 5 (2.49)
a prema (2.44) i:

ds, cos§ =r’dQ =rdQ, (2.50)
ds, cos$ =r;dQ, =rdQ. (2.51)
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Slika 2.13 Razdioba naboja po vodi¢u

Dakle, mora vrijediti:

oldQ  o,rdQ

2.52)
cosdr’  cos&r i
odnosno:

O, 0.
"2 (2.53)

cosg cosd

Znaci, ako je poznat ukupni naboj vodi¢a i njegova geometrija, na¢elno se moze odrediti razdioba
naboja O .

Dalje, iz ovog razmatranja slijedi da, ako na isti vodi¢ dovedemo naboj Q' umjesto Q, na istim ¢e
mjestima na povrsini vodi¢a vrijediti sljede¢i odnos za plosne gustoée naboja:

o o',
—_Y2 (2.54)
cosd  cosd,
ili:
o, o
—L==2 (2.55)
o 0

Znati, relativna razdioba naboja na vodljivom tijelu proizvoljnog oblika neovisna je o ukupnom
naboju tijela.
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2.1.5 Greenov teorem recipro¢nosti (uzajamnosti)

Prema Greenovu teoremu za prostornu gustoéu naboja p(7')u volumenu V' prema slici 2.15 vijedi
izraz za potencijal (vidi Matematicki prilog, tocka 8.7.4, Drugo rjeSenje Poissonove jednadzbe):

Z4 ﬁ'
yl
r' N
i
i.‘
¥
x
Slika 2.15 Uz Greenov teorem recipro¢nosti
o 1 p(FYAV' 1 V! ¢dS
7)=—— +— V' dS ' 2.56
)= 4 IVH R 4;;? <ﬁ (236}

Pretpostavi li se sad da se ploha S’ sastoji od vanjske plohe i n povrSina vodica (na slici su nacrtane
dvije). Ako vanjska ploha —>©0, doprinos dva plo$na integrala — 0. Ostaje odrediti doprinos plo$nih
integrala po povrsini vodica.

Doprinos prvog plosnog integrala (po svih  vodica) Z—;i:j. (z;dS

1 o(¥")ds'
o ) 2.57
4re ﬁ R @37
jer je:
V'@ dS'=E dS = E,(7")dS'= ( o) gs. (2.58)

1 | Q.
Preostaje odrediti doprinos drugog plo$nog integrala . ﬁ (DV‘EdS ". U tu svrhu treba prvo odrediti:
T

1 1
V—=V'—ro. z
R ‘;: - r" (2.59)
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Po definiciji je:

.0 -0 -0 1

1
V—=(—
= (

Neka se sad izraGuna derivacija po x"

i_l_:_l 2(x = x')(=1) _
AR 2x-x)+(y-y)+(z-2)]"
x-—x

I T ]

Vrijedi dakle:

v L _ix=x)+ (=) +k(z- z) _
lr—rl Ir |

1 -
Fo

Iz prethodnog se postupka odmah vidi da je:

[a =0 0 1
Ir Ala’a" &J[(x P

PP R 1 = .1
T T F__PR"__VIF—A

Sto je u skladu s ve¢ poznatom ¢&injenicom:

V[ljz—LVr =—ir0.
r

Na povrSini vodi¢a je potencijal konstantan pa je:
+ R,
—ﬁv &= 2 ff a5

Prema slici 2.16:
R,-dS'=dS'cos 3,
pa je integral (2.61):

dS'cos 9

o Z dS'cos(zr — ) =—dS'cos 3= R*dQ
T

—+k— .
Tl R L

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)
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$to vodi do:

ds' cos8

%
~— 1dQ2=0. 2.66
471' R? 4x I (2:66)

‘9<;, cos9 >0

9>% cas9<0
2

Slika 2.16 Prostorni kut nabijenog vodica

Potencijal u prostoru s # nabijenih vodi&a i prostornom razdiobom naboja p(7') je dakle:

= mp ) gy — ﬁi(r—d ' - .67)

Sliéno, potencijal u (/)(f ) za neku drugu prostornu razdiobu naboja p,(%) i drugu plosnu gustoéu

naboja o, (7;) na n (istih) vodica je:

= pl (r ) 1 1 l(f') U

F)= = qr+ as'. 2.68
o\(F) = H yes gﬁ : (2.68)
Greenov teorem recipro¢nosti (uzajamnosti) postavlja da je:

[l o+ Haords=

= [[fr)n@)av+ oo @as
V S (2.69)

Pomnozi li se prvo jednadzbu (2.64) za potencijal @(7) s p,(¥)dV , a zatim integrira po volumenu ¥’
dobiva se:

1= ij(f)m(f)dV =

HJ (7 >IH”(”dV v+ — Iﬂ \(F )ﬁa(’)ds'dr/

(2.70)
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Uzme li se da je V'=V"i S=S", tad je:

L= ;‘i [[[oG m%ﬂdmmécﬁ o™ [[ jp—ll(?dr/ds'. @71)

Sli¢no, mnozenjem ¢(r), (2.64) s o,(7)dS i integriranjem po S dobiva se:

(ﬂgo(?)a P = Iff p(f')cﬁﬂ@deV'+ 1 ¢ a(f')c_ﬁ@d&is' @2.72)
: 4re R 4re R ' '

Zbrajanjem posljednjih dviju jednadzbi (2.70) i (2.72) te grupiranjem oko p(7') te o/(¥') dobiva se:

[[le®p®av + foF)o,F)ds =

1 _, (F)dV (F)dS | .,
g2z oo} [P Q 1 g s
ot [[JAOL . 2O

= [[[e.7hpE)ar +4fo,(7)o (7 )ds'=
= [[[e®p®av + o, (o )as . 2.73)

Za elektrostaticko polje koje uzrokuje samo n nabijenih vodica je:

iﬁ(ol(?)a(?)dS = Zcﬁ 0(F)o,(F)dS . 2.74)

i=1 S; i=1 S;

Ta se jednadzba dalje moZe pisati:

Yo ffo® ds = oo 7 as, @.75)
i=1 S; i=1 S;

odnosno:

Z(PuQi = Z¢iQ1i > (2.76)
il i1

gdje je O; ukupni naboj na vodicu i.
Uzme lise daje O, =0, =0, asvi ostali naboji su nula, tad je:
¢lrQr = ¢sle )

odnosno @, = @, (slika 2.17).
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0,=0

p qu.\'

@ Cb P9,
ISRiGSE

Slika 2.17 Uz Gaussov teorem uzajamnosti

Dakle, potencijal @, (s - tog vodita), ako se na r - ti vodi¢ stavi naboj Q, isti je kao i potencijal - tog

vodi¢a @, , ako se na s - ti vodi¢ stavi ista koli¢ina naboja O .

2.1.6 Koeficijenti potencijala

en D (D L
B R i - A
0.. 2. T [N b C';\K/ U
— Gy \/ . S X . N
2.9, 3 7 Ta w6 Fa
/ P !
r r Qp ?; { i // NG | L
4 7, )!‘ C'ﬂg\/’,»u ““““ ‘i_}" —————— E/* /1
K g < /
0 Y \ s
y S CUI, N\ ~
= ‘.\\\s Cjo /\\
___________ e
x
Slika 2.18 Koeficijenti potencijala, kapacitivni koeficijenti i parcijalni kapaciteti

Potencijal i - tog vodi¢a je iz:

o(F) = Zﬁa( 7)dS; @.77)

jednak:

1 & o, (7S

(B)=— — 2.78
10) mgzﬁ % @78)
ili:
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0(F)=Y p;Q, i=12..n .79
j=1

Koeficijent p; ovisi o dielektriénoj konstanti & i geometrijskim dimenzijama.

Prema Greenovom teoremu uzajamnosti (recipro¢nosti) je Py =P gdje je p, potencijal i - tog
vodi¢a, ako se ma j - ti vodi¢ stavi jediniéni naboj, a svi ostali vodi¢i su nenabijeni. Stavljanje
pozitivnog naboja na jedan vodi¢ uzrokuje pozitivne potencijale na drugim vodi¢ima, pa je p; uvijek
vedi od nule odnosno:

P;=Dj =>0.

U matri¢noj je notaciji:

2 Pu Po o oPu |G
¢?2 _ P:21 Py v Py Q:z ’ (2.80)
¢n pnl an o pnn Qn
2.1.7 Kapacitivni koeficijenti
Rjesenje gornjeg sustava jednadzbi:
9= zpij si=12,..,n (2.81)
j=1
po nabojima daje:
0 =)bp,i=12,..n, (2.82)
j=1
A4,
bij = E s (283)

gdje je A4 ; adjunkt (minor s predznakom) determinante D, a D je determinanta sustava odnosno:

0=P'p=Bgp. (2.84)

Vandijagonalni elementi b,.j, i# j matrice B su kapacitivni koeficijenti. Brojéano b,.j je naboj
induciran na i - tom vodi&u, kad je j - ti vodi¢ na jedini¢nom potencijalu, a svi ostali vodi&i (i i-¢i) na
potencijalu 0. Kako je inducirani naboj uvijek suprotnog predznaka (od naboja koji ga inducira)
b, (i#j)<0.

Dijagonalni elementi b, su vlastiti kapacitvni koeficijenti. Oni su omjeri naboja na i - tom voditu
prema potencijalu 7 - tog vodi¢a, kad su svi ostali vodi¢i na potencijalu jednaki 0 odnosno uzemljeni.
Svi koeficijenti b,.j ovise 0 ¢ i geometriji sustava.
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Sumarno:

b, =b,
b, >0,
b, <0, i#j, (2.85)

36,20,
=

2.1.8 Parcijalni kapaciteti
Jednadzbe koje veZu naboje i potencijale:

O, =b,p + b0, ++-+ b0,
Q, =by,p, + by, +---+b,,0,

(2.86)
Q,=b,p,+b,0,++b,0,
mogu se napisati i u obliku:
0= Zblj(p, - blz((01 - ¢2)_ T bl,.((pn - (Dn) =Pt P O,
=
o= ‘b21(¢2 - ¢1)+ szj‘pz T bzn((Pz _(/’n) =P TPy T Py (2.87)

j=1
Qn . —bnl((on - ¢l)_ bnz(gon - (02)_ et zbnjq)n = cnl(pnl + Cn2¢n2 +o.t cnn(on’
Jj=1
gdje su sad elementi matrice C:

e dijagonalni ¢, = Zbij .
j=1

e vandijagonalni ¢; = _bij(i #j).

Svi elementi (parcijalni kapaciteti) matrice C nenegativni su brojevi. Parcijalni kapacitet ¢; vlastiti je
kapacitet i - tog vodi¢a prema beskonagnosti, a ¢; (i # J) zajednicki je kapacitet izmedu i - tog i -

tog vodica.
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2.1.9 Primjeri

2.1.9.1 Izolirana kugla

Na slici 2.19 simboli¢ki je prikazana izolirana odnosno usamljena kugla.

Slika 2.19 Izolirana kugla

Silnice elektri¢nog polja kugle (za r > a) su radijalne, a jakost elektri¢nog polja je:

E=E=-2 ;- 9;
Arer dr

odakle je potencijal:

go(r) = —Q— +const.
4rer

Za r —>0 , uzima se da je @(7) =0, pa je gore navedena konstanta const. =0.
Potencijal na povrsini kugle, a i cijele kugle je:

Q9

a)= ,
40( ) 4rea

¢emu odgovara naboj:
O=4rneap=Cop,

dakle, kapacitet usamljene kugle (prema beskonac¢nosti) je:

C=4re¢a.

(2.88)

(2.89)

(2.90)

2.91)

(2.92)
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2.1.9.2 Dvije udaljene metalne kugle (r,<<d, r;<<d)
o . 9
==l 4 = + 2.93
? 4zer,  Aned @ + 0, (2.93)
o ., 9
=+ = + 2.94)
(2] 4ned | drer, PnQ +PnQ, (
4ze) 1 4re 1 dre (1
by = (1 )1 =7 1 ' b, = 1 1 (_ —j (2.95)
W W S h wmo#s d
4re 1 4re 1
by L1 (— E]’ by, = T (2.96)
W d [
4re (1 1 4re 1
e =by+by=—— [—"_j’ p==by=7—7= (2.97)
w4 wmowd
4re 1 dre (1 1
ey ==by =—— EZ 125 Cp =by +by =—— (__E] (2.98)
nin T d wr @\
1 Gy 2
Oz
G =0
P4 T S T T T ¥ T
Slika 2.20 Dvije udaljene kugle, parcijalni i pogonski kapacitet
1. Napon izmedu 11 2 je U pa je kapacitet koji se mjeri: jednak: C, =¢,, + S0 nagiva se
¢+

jos i pogonskim kapacitetom izmedu todaka 1 i 2. Sli¢no je:

»p=0 C,=c,+c,,
¢1=0 Cy=cp+e,.
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2.1.9.3 Dvije koncentri¢ne kugle

Na slici 2.21 simboli¢ki su prikazane dvije koncentri¢ne kugle.

ot

+Q

N

-9

Slika 2.21 Dvije koncentri¢ne kugle

Jakost elektri¢nog polja izmedu kugli je po Gaussovom zakonu:

dr Amer, (2.99)
r<r

IA

7

a

Razlika potencijala je:

P " K
[~do=] @ -2 _0of1 1] (2.100)
2 2 dner drer|, 4dme\r,
n—F
PP VSl .101)
dre 11,
Kapacitet je:
c=—9Q _pp b (2.102)
Po =Py T, =1,

(2.103)
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2.1.9.4 Paralelne ploce

Uzme 1i se u izrazu za kapacitet koncentri¢nih kugli (2.103) da S, — S, =S, a pritom zadrzava

d=const, dobiva se izraz za kapacitet plocastog kondenzatora C = & g .

2.1.9.5 Koaksijalni beskonacno dugi cilindri

Na slici 2.22 simboli¢ki je prikazan suosni (koaksijalni) kabel.

Koaksijalni kabel

Elektriéno polje izmedu dva cilindra po Gaussovom je zakonu uz konstantnu linijsku gustocu naboja

A[C/m]:

dp 4
dp 2mep’

a razlika potencijala cilindara je:

A %dp A

¢j—d¢——— P _ L e
Pa

27 o P 2 p,

ili:

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)
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Priblizni izradun kapaciteta koaksijalnog (suosnog) beskonatno dugog kabela prikazan je u
Matematickom prilogu, to¢ka 8.8.1.6. Tamo je eksploatiran uvjet minimuma elektrostatitke energije
pa se problem na kraju svodi na trazenje minimalnog kapaciteta uz odredena numeri¢ka ograniGenja
koja su tamo detaljno obrazloZena. Pritom je pretpostavljena polinomska ovisnost potencijala izmedu
cilindara o normiranoj veli¢éini 7-7# s razmakom izmedu cilindara #—7 (to jest:

p=(r—=r)/(r,—1r)). Pri odabiru polinoma n-tog reda kao moguée zakonitosti za potencijal

zakonitost promjene jakosti elektri¢nog polja bit ¢e polinom (n-1)-og reda. U konkretnom je sludaju
odabran polinom tre¢eg reda kao mogudéa zakonitost za potencijal.
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2.2 OPCE RJESENJE POISSONOVE JEDNADZBE

Fourierovom se transformacijom moze odrediti rjeSenje Poissonove jednadZzbe za zadanu prostornu
n

razdiobu naboja (gustoéa naboja p (7 )) i za skupinu tockastih naboja Zq,.(i‘; ). Iz drugog rjesenja
i=l

Poissonove jednadzbe Greenovim teoremom (vidi Matematicki prilog, to¢ka 8.7) izdvojen je, pri

izvodenju Greenovog teorema recipro¢nosti, rjeSenje Poissonove jednadzbe za zadanu gusto¢u naboja

p(l") i sustav od vise (metalnih) vodi¢a. Iz navedenih se rjeSenja moZe napisati opce rjeSenje
Poissonove jednadzbe:

J'”p ) arv'+.. doprinos potencijalu od prostorne gusto¢e naboja,
" ane
o,(r") . y . . o
Z <ﬁ as;'+... doprinos potencijalu za slu¢aj plo$ne gustoce naboja na nizu
47[.9 P X R,
od m vodica,
1 & A7) . y - . . .
+ ———z _[ ds; +... doprinos potencijalu od linijske gusto¢e naboja, 7 vodica,
4ne ‘S R,
! 4]
: 9. (%) doprinos potencijalu od skupine to¢kastih naboja, / tockastih
4re o R,
naboja.
D
r =
R
X
(1" 5
o L
(")
%
Slika 2.23 Razli¢ite razdiobe naboja u prostoru
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2.2.1 Silocijev

Silnice su linije kod kojih je tangenta u svakoj totki u smjeru jakosti polja. Na ekvipotencijalnoj plohi
je skalarni produkt Eds u bilo kojem smjeru jednak nuli pa su silnice okomite na ekvipotencijalne
plohe, [3].

Tok vektora E

Kao §to je veé poznato tok vektora F opcenito je plo$ni integral:

HF‘dE =0, (2.108)

N

Za tok vektora (pomaka) elektri¢nog polja vrijedi:

gEdS=DdS=0, (2.109)
fo 254

N

gdje je D vektor gustoce elektriénog polja odnosno pomaka.

Slika 2.24 Cilinadr kao silocijev

Formira li se cilindar dovoljno malen da se veli¢ine polja mogu smatrati konstantnima unutar njega
(prema slici 2.24) s bazama krnjeg stoSca S; i S,, koje leZe na ekvipotencijalnim plohama ¢;=const. i
pa=const., i plastom kojeg ¢ine silnice na takav nain da ga niti jedna ne probada, moZe se pisati za
tokove i razliku potencijala:

@, = ([eE,dS, = @, = [[¢E,dS, =& = [[eEdS = ek, (2.110)
M S, S
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2
u=¢1-¢2=IEd§=El. @.111)
1

Provod ili vodljivost G silocijevi definirana je kvocijentom toka i napona:

=P _ES_ .S @.112)
u El /

$to u biti predstavlja elektri¢ni kapacitet silocijevi.

Za elektrostaticko, strujno elektrino te magnetsko polje vrijedi:

®=DS, u=El, D=¢E, (2.113)
®=JS=i, u=El, J=«E, (2.114)
@ = BS, u=Hi, B=yH. 2.115)

Ovdje je J gustoca struje u A/m’, a B gustoéa magnetskog polja (magnetska indukcija) u teslama (7)
odnosno u Vs/m’.
Vodljivosti za strujno elektriéno i magnetsko polje su:

G, =K§ (2.116)

za strujno elektri¢no polje te:

G, =n7 (@117)

za magnetsko polje.

1
Otpor silocijevi opéenito je jednak kvocijentu napona i toka, to jest: R = 5 = % , a ti su otpori:
1 11!
R,=—=—— (2.118)
C €S§
za elektrostaticko polje, a:
11
R =—— 2.119
e =S (2.119)

za strujno elektri¢no polje te:

11

R,=— 2.120
"= uS (2.120)

za magnetsko polje.

Zbog analogije izmedu elektrostatickog polja i strujnog elektri¢nog polja, rjeSenje za kapacitet nekog
kondenzatora ujedno je rjesenje za vodljivost u strujnom elektriénom polju, samo treba dielektri¢nost &
zamijeniti sa specifi¢nom vodljivos¢u .
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Slika 2.25 Paralelno spojene silocijevi

Pri paralelno spojenim silocijevima, (slika 2.25) zbrajaju se tokovi: @ =@, + D, +...+ @, , a zatim je
i

u =@, — @, =const.

2 _2.9

u u

. 2.121
=Y6,=6 @.121)

Slika 2.26 Serijski spojene silocijevi

Pri serijski spojenim silocijevima zbrajaju se naponi, (slika 2.26):

w=Yu,

(2.122)
@ = const ., (2.123)
u_ D 11
SN 2.124
] ] Z“G,. G ¢ :
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Primjer:
Losa izolacija susosnog (koaksijalnog) kabela, (slika 2.27):
Slika 2.27 Losa izolacija koaksijalnog kabela
e (2.125)
dp
P2
-1_= Id i): _1_d_,0=__1__1n P2 (2.126)
G G) ,x2mpl 2zl \ p
11 P 2.127)
G 27kl p
G2 (2.128)
In 22
P

Uzme li se /=1m i zamijeni li se x (specificna vodljivost) s ¢ (dielektriéna konstanta) dobiva se
kapacitet koaksijalnog kabela po jedinici duljine, a koji je ve¢ ranije bio odreden na drugi nacin:

Cco_27E (2.129)

B
P

2.2.2 Energija elektrostati¢kog polja

Neka se opet promotri elektri¢no polje koje potjete samo od prostorne gusto¢e naboja p(7) iplodne

gustoce naboja o(7') na povrsini vodiéa, [4]. Potencijal u bilo kojoj tocki odredenoj vektorom 7 je:
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o{7)= P m'lp(r) o — ﬁ‘ FEF (2.130)

Neka se pretpostavi da je polje nastalo postupno, korak po korak, tako da je kvocijent p i o pritom bio
uvijek stalan. Tako su, u nekom koraku ovi naboji poprimili iznose Ap odnosno A, gdje je 0 < A <1.

Odgovarajudi bi potencijal u tom slu¢aju iznosio:

N L (22 g, L Ao (@) o
/1¢(r)_4”8.[yﬂ - dV+47T€f'[ s 2.131)

Neka se sad naboj prostorne gustoée p poveéa za d4, a takoder i plosni naboj o za dA. Pri tom se ulozi
rad:

aw = [[[leF)srhreF)av + Hflo(F)orlie(F as, (2.132)

gdje je volumen V'=F", odnosno ploha S=S". Ukupni je rad za izgradnju polja:

W= lj,w[ j j j P(F)p(F)dV + gEf G(F)¢(F)dS:l , (2.133)
ili:

= %{ j j jp(f)q;(f)dV + c_ﬁ o-(?)¢)(?)dS} . (2.134)

Tako se doslo do izraza za energiju elektrostatickog polja. Neka se sad ta energija izrazi pomoéu
jakosti elektrostatikog polja E .

Kako je: divE=£ (p=¢edivE) te V(pE)=EVp+¢VE =Egradp+¢divE odnosno:
&
@div E = V(gE) - E grad ¢ to vrijedi:

% Iyﬂp(F)q)(f)dV -
- L [[feotdiv B - "
= % J;J.J.e[diV@’E) -E grad(o]dV = %cj-sjjg(p(?)EdS’ + % J;“-J.gE(?)E(f)dV_

Plogni integral na kugli u beskonacnosti nestaje, pa ostaje doprmos na povr§inama vodi¢a. Na povr3ini
vodica, (slika 2.28) vrijedi:

EdS =—E, (F)dS = —‘—’@ds (2.136)
&
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y
x
Slika 2.28 Smjer jakosti elektriénog polja na povrsini vodi¢a
paje:
1 o 1 o 1 o
Al j [p(Prp(r)dv = —Ei:_[ o(P)p(F)ds + | j [E@EFaY, @.137)
te je ukupna energija:
Lt m o gy L :
W'EIVHSE(V)E(V)“’V‘EJ!I&EdV' (2.138)

1 1 . . . .
Veli¢ina EEE 2= EDE naziva se prostornom gustocom energije elektrostatickog polja..U slucaju

elektriénog polja koje potjede samo od » nabijenih vodica tj. prostorna je gusto¢a naboja: p = 0 paje
energija elektrostati¢kog polja:

1< e
W =13 forro) ds,. 2.139)

i=l g

Povrsina svakog elektri¢nog vodica ekvipotencijalna je ploha ((0 = const), paje:
¢ _ 1¢
W= 'Z_Z(/’,ﬁa(’;)dsz ='2'z¢1Qi, (2.140)
i=1 S; i=1

gdje je Q; ukupni naboj na i-tom vodicu.

Energija 7 nabijenih vodi¢a moZe se izraziti i samo preko naboja te koeficijenata potencijala p;;:

1 n n 1 n o n
W= EZQfZPqu = EzzpijQin’ (2.141)
i=l =1

i=l j=1
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ili pak samo preko potencijala i koeficijenata ¢t
W _ 1 n n _ 1 n n
=LA, =5 220, (2.142)

j=1 i=l j=1

Izvedeni izraz za energiju » nabijenih vodi¢a u obliku:
1 n
W:-2—Z¢l,Qi, (2.143)
=

vrijedi i za ntoCkastih naboja, jer se saZimanjem volumena vodita (u odnosu na promatrani prostor)
dolazi do to¢kastog naboja.
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2.3 METODE RJESAVANJA ELEKTROSTATICKIH PROBLEMA ODSLIKAVANJEM

2.3.1 Tofkasti naboj i vodljiva ravnina

Neka se sad promotre dva naboja ¢ i —¢ na udaljenosti 2/ u sredstvu dielektri¢nosti € prema slici
2.29 (sferni koordinatni sustav).

h otl :z

q

E, =0

Slika 2.29 Dva to¢kasta naboja

Potencijal u bilo kojoj to¢ki P prostora je:

o(P)= L[z_i'j, (2.144)

4re\r r
Jasno je da je na simetrali 4B razmaka naboja 2h: r=71"1i ¢ =0.

Gornja jednadzba za potencijal:

e daje potencijal nula u beskonac¢noj ravnini 4B,

: 1
e tezi u beskona¢nost kao — 4 zar—0,
TE ¥

e tezipremanuliza r — .

Neka se sad promotri uzemljena (tanka) metalna plo¢a i naboj +¢ na udaljenosti h od ravnine, (slika
2.30).

Funkcija potencijala za taj slutaj zadovoljava sva tri uvjeta iz prethodnog slucaja dva naboja £¢q na

udaljenosti 2.
Zna¢i, moZe se reci da je za naboj i uzemljenu tanku beskonagnu ploc¢u (ili poluprostor), potencijal u
prostoru desno od 4B isti kao u slu¢aju da se plocu AB ukloni i stavi naboj —¢ na udaljenosti /# od 4B

i na okomici iz gna 4B.
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0

* ETF
A
2 a0 A N
/ x N\
a~ 11 |" F \%
0 — % o |
h \ /
Ls
Slika 2.30 Tockasti naboj i tanka uzemljena metalna ploca
Takoder se moZe reci da je naboj — g slika naboja +¢ na ravnini AB.
Za potencijal, s nabojima kao na slici 2.29, moze se pisati:
o :—‘L[l— ! j (2.145)
Ame\r 12 + 40> + 4hrcos 9
Komponente jakosti elektri¢nog polja dobivaju se iz potencijala prema:
AL O N i . (2.146)
or 4me|r (r2 +4h* + 4hr cos 3)3
10 2hsin 9
E,=--22__ 49 s — (2.147)
ro8d A4re (rz +4n° +4hrcos19)}
E, =0. (2.148)
Polje u smjeru osi z je:
E =FE cos$-E,sin9=
_ g |cos8 rcosd+2hcos’ +2hsin® 3| ¢ cosd rcos9+2h .
dre| (r2 + 41 +4hrcos9) dre| (r2 +4h® +4hrcos 19)3/2
(2.149)
Za tocku na vodljivoj ravnini je: ¥'=7=a paje:
+2
E = q coszg_acoslSj h ___ 4 % 2.150)
© dre\ a a 4re a
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NP . o .
Na povrsini vodica vrijedi E, = — pa je:
&

~
%

Slika 2.31 Povrsina integracije na tankoj plo¢i

Ukupni naboj na plo&i po uvritenju gornjeg izraza za ¢ u integral (slika 2.31):

o;[270c0'dx = —hqoj% :

Medutim, dalje vrijedi:

at=x*+h
2ada = 2xdx
paje:

I27roxdx =—hq jada = —hq?j—f = —hq(~ —J ’
h

1 1
=—-hq| -0+—|=—q.
R A

Dakle, naboj na vodljivoj plo¢i, o¢ekivano je jednak odslikanom naboju.

Sila na naboj je:

F =

2

4nea’

Oc.—.8

q
(o2mxdx) cosa = j[ Py i s ]

h
Posto je cosa =—, sila je:
a

z

3 h2q2 J‘__

dre ga

jq cosa e = ha. O]'(COS a)xdx

C}

(2.151)

(2.152)

(2.153)

(2.154)

(2.155)

(2.156)
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Integral je:

_1%d x+h dy _1( 1) o
.[a J. +h2 —2(')[ +h)3 hzy 2( 2))’

0 0

© 1(, 1)1
” 4( h“) 45

pa je konacno sila:

322 2
peia 1 _ o 1 2.157)
dre 4h 4ze (2h)

Dakle, sila na plo¢u jednaka je sili izmedu dva totkasta naboja ¢ i — na udaljenosti 24.

2.3.2 Slu¢aj naboja i dvije beskona¢ne tanke plo¢e pod kutom

Naboj g smjesten je izmedu dvije beskonalne tanke vodljive ploge, (slika 2.32) koje su pod kutom od
90°. Odslikani negativni naboji nalaze zrcale se simetri¢no s obzirom na ploce.

P(x,y)

+q

A

S e

+
EN]
|
=y

Slika 2.32 Naboj i dvije beskona¢ne tanke plo¢e pod 90° i odslikani naboji

Odslikani pozitivni naboj u to¢ki D jednostrukog je iznosa (+¢). Potencijal u to¢ki P(x,y) bi se radunao
pomocu izraza:

q[l 11 1)
p=—"I| ———_— +—, (2.158)

E-_4 [%)_FL;_%JD_;] (2.159)
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2.3.3 Tockasti naboj izmedu dvije tanke beskona¢ne paralelne ploce
7 v
7 A
s v
9 9, d, 9 d, |/ 4 ) 9,
J
d, +2d, P S dy+24,
o e
v /
2
4 P
2 e
Slika 2.33 Tockasti naboj izmedu dvije tanke beskona¢no ploce
U sljedecoj je tablici dana shema preslikavanja naboja nekoliko prvih slika iz koje je moguce odrediti’
opéi izraz za preslikavanja u nizu do beskonacnosti, (slika 2.33).
Tablica 2.1  Shema preslikavanja tockastog naboja izmedu dvije beskona¢no tanke naboja za
nekoliko prvih slika
udaljenost
od1 od2
90 d] dz
q - 4o d, =
92 - 4o d
qs tq d,+2d, =
q4 *+ 4o 2dtdy
qs - 9o 3d, 1+2d2 -
9s -4
Prema gornjoj tablici moguée je zakljugiti na op¢i izraz za potencijal neke tocke prostora P od samog
naboja izmedu dviju beskona&nih tankih plo¢a i njegovih slika:
1 14, - 4 > 9
— + =L L=
¢ 4re {Ro ,~=§_” ,. ,:; R,
(2.160)
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2.3.4 Tockasti naboj i vodljiva kugla

U prethodnom je primjeru (dva tockasta naboja g i -q) rijeSen slu¢aj naboja i vodljive beskonadne
ploce (ili vodljivog poluprostora), [3], [4].
Neka se sad razmotri slucaj za dva, po iznosu nejednaka tockasta naboja, g, i —q, (slika 2.34).

+q

Slika 2.34 Tockasti naboj i vodljiva kugla

Kut & je kut 3to ga zatvara spojnica sredista kugle i naboja s polumjerom kugle a prema slici 2.34.

Potencijal u bilo kojoj tocki P koji potjee od dva naboja suprotnog predznaka g, (pozitivni naboja) i
q> (negativni naboj):

go(P)—L(i—q—z). @.161)

dre\r,

Pritom udaljenost naboja ¢, od to¢ke P iznosi r;, a naboja g, od iste tocke iznosi 1. S ishodiitem
sfernog koordinatnog sustava u tocki O je:

® =a’+c* -2accos,

. (2.162)
i =a*+b* —2abcos 9.
Za potencijal ¢p=0 treba biti zadovoljena konstantnost kvocijenta odnosno:
a
g 1 _a +c*-2accosd c?+c—2acosl9
SES s =—— = const . (2.163)
g, 1 a +b"—2abcos$ ba

—+b—-2acosé
b
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Lako se utvrduje da je taj uvjet ispunjen za svaki kut &, ako je:

1. a*=cb, (2.164)
2
q, _¢

2. 4 _° 2.165
g b e

Posto to vrijedi za svaki kut §, a a=const., ekvipotencijalna ploha za ¢=0 je kuglina ploha. Iz odnosa
veli¢ina u (2.165) utvrduje se da kugla potencijala ¢=0 obuhvaca naboj manjeg apsolutnog iznosa
(ovdje q»).

Promotri li se sad kugla radijusa @ na potencijalu nula (uzemljena kugla) i naboj ¢, na udaljenosti ¢ od
sredidta kugle, jasno je da je polje isto, ako se kugla ukloni i stavi naboj iznosa:

’b : -
—q, ===, = —g-ql na udaljenosti b = 2 od sredista kugle na spojnici s nabojem g; .
c c c

Potencijal u bilo kojoj tocki P izvan kugle je:

o8-8

9 | 1 ajc
=L = = (2.166)
4nz | (1 + ¢ = 2rccos 8f"* (* +b*—2rbcos .9)”2}
__ % 1 _ alc
4re | (7 +¢* - 2rccos 9) ¢ 2 -
(r ¢ e )I r2+a—2—2ra—0059
c c
Komponente jakosti elektri¢nog polja su:
P _ %9 _ 4 ccos@—r - a/c[(az/c)cosé'—r]
" or Ane|( 4+ -2rccos8) 4 y [
(r ¢ )) r2+a—2—2r-a—c<>53
c ¢
3
a .
__lop g —resind - r?smS 2.167)
9= = 2 2 72 " . 2 (- .
rog  4ne (P +c —2rccos 9 5 @ a
r*+——2r—cosd
c c
E, =0
Na povrsini kugle je r=a, pa je:
2
5 gl:[g—] cos % — a}
_ c|\ ¢
(E,), =~ 2= (2.168)

a’+—-2a—

47 | (a? + c* —2accos ) - 4 2 e
( )3 a 9 cos9
c c
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Nazivnik drugog ¢lana u viti¢astoj zagradi gornjeg izraza za E, je:

4 2 32 2 32
[az +——2a—cos 3] =[—2(a2 +c? —2accos$)j] =
c C c

(2.169)
3
= a—S(a2 +c? —2accos 9)3/2.
c
Takoder se poslije mnoZenja brojnika u istom izrazu s ¢* /a* dobiva:
30 3 2
¢
—z[a—zcos9—1—]=accos9—c2 (2.170)
a“\c ¢
pa je poslije zbrajanja oba ¢lana:
accos 3—a* —accos 3 +c? c’-a*
(E,), =B 222 e o~ @2.171)
4ne a(a +c? —2accos 19)3 4re a(a +c? =2accos 9)
Kako je dalje:
3 4
~aPesin 9+ sin9=0, @.172)
ac
to je:
(Ey), =0. @2.173)
Najjace polje na kugli fizikalno je za $=0:
q c-a q, c+a
()] =—02 """ _=_B 778 (2.174)
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2.3.5 Linijski naboj i vodljivi cilindar

Neka se sad razmotre dva paralelna linijska naboja +1 i -4 na udaljenosti d, [3], [4].

y

el

L
N

Slika 2.35 Linijski naboj i vodljivi cilindar

Uz oznake kao na slici 2.35 potencijal u tocki P je:

go(P):——;b—lnp1 +—/7'—1n,02 +C
2ne

2re
P P 2 (2.175)
=2 mPric=Lml2 +c,
2 p dre \ p,

gdje je C neka konstanta.

Jasno je da je zbog simetrije: p=0 za p;=p,. Iz tog uvjeta proizlazi da je i: C=0.

2 2
Potencijal je konstantan na plohama za koje vrijedi (&] = const. odnosno (ﬂj = const.
P P>
Iz geometrijskih odnosa slijedi:
P ] P, +d* —2p,dcosa 5
) =22 2 =const =m” pri 0<m< . (2.176)
P> P>

Da se odredi koje su to plohe odnosno krivulje, neka je:

X = p,cosa,

_ (2.177)
y=p,sina,
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tad je:

pL=p +d* =2xd =m’p;
P, (1-m*)=2xd = —-d’|(-1),
Pl (m =1)+2xd = d’} (m’ -1),

1 pe
>+ 2xd = )
I T R

te:

1 d’
x*+ 3’ +2xd =—,
4 m -1 m -1

,  2xd d’ 2

d2

X+ + +
w1 =17 7

T w1

_di(m’ -1 +d’

m?d*

(2.178)

(2.179)

[x+ d J2+y2: 8 + < _
m® -1 m* =1 (m*-1)°

a to su jednadzbe (Apollonijeve) kruznice s radijusom:

md
m? -1

na udaljenosti b lijevo od ishodista:

d

_x():b:mz_l’

Yo =0.

(m’* ~1)°

S (m 1)

(2.180)

(2.181)

Na sljedecoj su slici 2.36 prikazane dvije kruZnice oko svakog naboja i pravac nultog potencijala

p=0.

@ = const

¢=0

Slika 2.36 Linijski naboj i vodljivi cilindar — ekvipotencijalne plohe
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Sa slike 2.35 (geometrijske dimenzije) i provedenih razmatranja proizlaze odnosi:
d d
c=d+b=d+—2—1= ”zl : =ma,
meon e (2.182)
d a a

b = > o — e p—

m-1 m ¢
Provjere:
a—ow
m—1 ulti potencijal ¢ = 0 (pravac).
b—> o

Za m>1 parametar b =

a .. . . s .
—=—<a,pa kruznice uvijek obuhvacaju naboj.
m m

Promatra li se beskona&no dugi cilindar radijusa a, koji je na potencijalu ¢ i linijski naboj A, na

udaljenosti ¢ od sredista cilindra, polje izvan cilindra moZe se odrediti tako da se umjesto cilindra
2

uzme linijski naboj —2 na udaljenosti d = ¢ — b od naboja +4. Udaljenost b se odredi iz b = a (slika

e
2.37).
+A
b
c
l !
Slika 2.37 Odslikavanje na vodljivom cilindru
e  Elektri¢no polje
Uvede li se nova oznaka p,=p, tad je potencijal:
A
o(P)=—"In E (2.183)

T2re (p+d’—2pdcosa)’?

odakle se mogu radunati pojedine komponente jakosti elektri¢nog polja:

2p—2dcosa)
" d’-2d I
B =_6_¢=__l_\/pz+d2—2dpcosa_‘ﬁ PeOSa = o +d* —2dpcosa)

L 9p  2re P p>+d* —2dpcosa

A 1p+d —2dpcosa - p* +dpcosa
27e p (p* +d* =2dpcosa) ’

(2.184)
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+) ETFO.
2_
__ A 2d 2dpcosoz , 2.185)
? 2me p(p’ +d* —2dpcosa)
1 —2pd(-sina)
. __lgg__l_ﬂ_\/p2+d2—2dpcosa 2(p*+d’ —2dpcosa)”?
“ poda  p2ne P ’ (p* +d* -2dpcosa) (2.186)
_ A - p’dsina
27 p*(p* +d* —2dpcosa)’
ili kona¢no:
_ A dsing
* 2ze (p*+d* -2dpcosa)’ (2.187)
E, =0.
Najjace je polje na ekvipotencijalnoj kruZnici radijusa a i to za a=0 odnosno:
(8) =-2 d*-(a-b)d _
#/max 27e (a—b)[(a-b)* +d* —2(a—-b) d]
__ A d—(a-bd _
2z (a-b)[d—(a-b)]
A _dld-@=p) __ A d A b
27e (a-b)[d—(a-b)] 27r£(a—b)[d—(a—b)] 2me (a—b)[c—b—a+b]
a2
A T A =d A (c-a)c+a) _
- 2 T 2 lca—at Ne—a) - 2z ale—ae—a)
Zﬂg[a_a_](c_a) 27e (ca aXc a) 2ze a(c—a)(c—a)
G
___ A c+a
27 a(c—a)’
(2.188)
E,=0. (2.189)
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2.3.6 Kapacitet dvaju beskona¢no dugih cilindara

Slika 2.38 Dvozi¢ni vod

Potencijal lijevog cilindra sa slike 2.38 izratunava se na temelju izraza (2.175) pri ¢emu je najzgodnije
p, i p, radunati na tocci plohe lijevog cilindra koja se nalazi na sjeciStu spojnice naboja i plohe
cilindara (lijevi linijski naboj je negativan) :

T (2.190)
2me ¢, —a,
Na sli¢an je nadin potencijal desnog cilindra (desni linijski naboj je pozitivan):
A . ¢ —a
L N Rt ) 2.191)
i 2me  a,—b, k
gdje su:
a 2
b,="%, ¢,=d+b,,
G
2
a
b=—1t, ¢=d+b, (2.192)
G
D=d+b +b,.
Razlika potencijala U = ¢, — ¢, jednaka je:
A ¢ - —
o O 1 [ Ve B N ) (2.193)
2ne \a,—b, a,-b,
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Iz Q=C-U slijedi:

= a5 [F/m] (2.194)
ml -4 e-a
a,—b a,-b,

Za jednake polumjere vodita (a;=a>=a, b;=b,=b, c,=c,=c) kapacitet iznosi:

-t m o m 2199
2lnc 9 < az lncc D s
a-b a a(c—a) a
p—
c

Za prakti¢ne proratune ponekad je zgodno ¢ izraziti pomoéu D (razmak izmedu osi cilinadara). S
posljednje slike 2.38 slijedi:

2b+d =D,
a2
2—+d =D, (2.196)
c
2
d=c-b=c-2,
c
pa je:
2 2
——a—+c—a—=D,
c c
2
—+c=D,
c
a*+¢c* =D, . (2.197)

¢*=Dc+a*=0

_D+yD’-4d’ o D++D? - 4a*

2 ’ 2

€2

Kapacitet jednakih beskonacnih cilindara po metru duljine je:

e e

C=— %  a7aD>2a:C="_. (2.198)
2 VD —4a® L
2a a
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2.3.7 Dvodimenzionalni problemi potencijala (konjugirane funkcije)

U sluéaju da je potencijal funkcija samo dviju pravokutnih koordinata (recimo x i y), Laplaceova se
jednadzba (A¢@ = 0) reducira na:

2 2
a—(£+a(0=0.

Vip=A¢p= =
& ¢ ox? 6y2

(2.199)

Za rjesenje potencijala treba rijesiti gornju jednadzbu za zadane rubne uvjete, [3], [4].
Za rjeSenje gornje jednadzbe, neka se razmotri analiticka' funkcija fz) kompleksne varijable

z=x+ jy,gdjeje j=+—1 imaginamna jedinica.

Dakle, funkcija fz) mozZe se prikazati:

f@=fx+p)=pxy)+jy(xy). (2.200)
Dalje uz 0z/0x =1, 0z/0y = j vrijedi:

o _d &
ox dzox dz’

5 f & 4 (2.201)
y ok
Deriviraju li se gornj.i' izraz jo§ jedanput, dobiva se:
of d'f
ox*  dt’
2 2f
% = —51—7, (2.202)
oy dz
2 2
_a_'{ + a_é =0.
ox® oy

L Funkcija f(z) kompleksne varijable z = x + jy je analiti¢ka u podrudju kompleksne ravnine onda i samo onda ako vrijedi
jedan od sljedecih uvjeta:

)  Funkcija f(z) ima derivaciju u svakoj to¢ki podrucja P: d{d(z) lim ) Sfz+ AZ) f(z)
iz Lz

8

b) Funkcija f(z) se moZe razviti u Taylorov red po potencijama za svaku to¢ku zyu P,
¢) Linijski integral po zatvorenoj krivulji gf(z)dz u P jednak je nuli,

d) Funkcija f(Z) se moZe izraziti i kao f(2)=u(x,y)+ Jjv(x,y),aauiv zadovoljavaju Cauchy-Riemannove uvjete:
QZ _v ou_ _Q u Kartezijevom sustavu, odnosno B_u = lﬂ ?X = _lﬁ, z=r(cos@+ jsinf) v

Bx_g’gy__ Ox or rod or roé

polarnom sustavu.
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Znati, bilo koja analititka funkcija kompleksne varijable z=x+ jy zadovoljava Laplaceovu

jednadzbu za dvije dimenzije:

Vif=0.

(2.203)

Razdvoji li se realni od imaginarnog dijela dobiva se:

Vo(x,y)=A4p=0

Vip(x,y)= 4y =0.

(2.204)

(2.205)

Dakle, ¢ i y zadovoljavaju Laplaceovu jednadZbu i uzimaju se konjugiranim funkcijama od x i y. Iz

definicije prve derivacije slijedi:

oS _ o

oy ]6x

paje:

a_¢+ja_‘//: (6—¢)+ 'a_.//)z_a_'//+jég
oy oy Ox Ox Ox Ox
odnosno:

Sp__oy

oy Toax’

oy _ap

oy ox

(2.206)

, (2.207)

(2.208)

(2.209)

Neka se sad utvrdi §to je produkt V-V i (u sljede¢im izrazima 7 i j nisu imaginarne jedinice veé

jediniéni vektori !):

p=12,;%
Ox Oy

v,/,:,a_'//+j_a.z’
Ox oy

(2.210)

Vo vy =209V 00 3y _D5p v B dv_,

ox ox oy oy ox ox
i porodice krivulja:

q)(x, y) = const
t//(x,y) = const’

o ox

(.211)

Moze se ¢ tretirati kao funkciju potencijala, a y kao funkciju strujanja (silnica). Tad su krivulje

¢(x, y) = const ekvipotencijalne linije, a y/(x,

y) = const su jednadzbe silnica.
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1z prvih jednadzbi deriviranjem se dobiva:
E = P = —‘Re{if— !
Ox dz
5 d (2.212)
E=-2- Sm{—j:}
’ oy dz
Primjer:
f(@)=2x-y+ j(x+2y)=2(c+ jy)+ jlx + jy)
% _,
ox
9% _ 4 @213)
%
g =2+l
dz

Slika 2.39

Dakle, vrijedi:

[E[=IV el =%|

Prikaz vektora kompleksnim brojem

(2.214)

d . e »
i elektri¢no polje s osi x ¢ini kut (7{ —arg tg[dl)j, te se ono (elektri¢no polje) izravno moze odrediti
z

iz funkcije Az).
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2.3.7.1 Odredivanje funkcije f(z) za homogeno polje.

Homogeno elektri¢no polje ima sljedece jednadzbe:

= _6_¢1 = _6_(// = const.,
Ox oy
dp _ oy
=———=—=const.,
: Loty (2.215)

p=—Ex-Ey+a,
y=Ex-Ey+b,
gdje su a i b konstante integracije. Funkcija f{z) je oblika:
f(2)=—¢cz+(a+jb). (2.216)
U gornjoj je jednadzbi :
e=E —jE
: '] Y (2.217)
z=x+jy,

bududi da je:

f(2)=~(E, - JE )x+ jy)+(a+ jb)

, (2.218)
=—Ex-Ey+a+j(Ex—E,y+b)

Za funkciju f(z) se dalje moze pisati:

gdje su:

° E:,IEf—i-Eyz,

e« -kutSto ga polje &ini s osi x,
e a z, odreduje jednadzba:

e a+jb=Ee’z,.
Poseban je slucaj tanka metalna plo¢a s plognim nabojem o u osi y.
a=0:
f(@)=~E(z~2,)=~E[(x~x,) +j(y - »,)]

=—E(x-x))—JE(y-y,)= ) (2.220)
=p(x)+jy(y)
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e @(x)=-E(x-x,) ekvipotencijalne linije (pravci paralelni s osi y),

e w(y)=—E(y-y,) silnice (pravci paralelni s osi x), slika 2.40.

y

Slika 2.40 Tanka metalna plo¢a s plosnim nabojem o

Iz Gaussovog se zakona dobiva:

o
2E b, == hh,

pa je:
o o
xX)=——((x-x)=——x+C.
@(x) 2 (x=x) Dot
Zbog jednostavnosti, za konstantu C se moze uzeti da je nula.

Primjer:

E = —SRe{Z—f} = —Re{- E(cosa — jsin @)}=Ecosa,
Z
E = Sm{—j:} = 3m{- E(cosa — jsina)}= Esina,

a=0, E, =0.

b2

(2.221)

(2.222)

(2.223)

(2.224)
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2.3.8 Konformno preslikavanje

Uoceno je da se dvodimenzionalni elektrostaticki problemi lako rjeSavaju ako je poznata prava
funkcija:

f@ =9+ jy (2.225)
Za svaki problem treba odrediti funkciju f(z) . Metoda konformnog preslikavanja, [3], [4] ponekad je
vrlo uCinkovita za trazenje funkcije f(z). Neka su z=x+jy i {=&+jn dvije kompleksne
varijable, tako da je:

¢ =g(2) (2.226)

gdje je g(z) analiti¢ka funkcija.

Funkcijska veza prema gornjoj jednadzbi povezuje tocke z = x + jy u kompleksnoj z ravnini i tocke
¢ =&+ jn ukomplesknoj ¢ ravnini.

Neka je R podrucje u z ravnini, gdje je funkcija g(z) analiticka. Tad, ako je ¢ krivulja u podrugju R i z
se pomice po ¢, £ se pomice po krivulji ¢’u ¢ ravnini, slika 2.41.

Slika 2.41 Preslikavanje iz z = x + jy ravnineu ¢ = £+ j7 ravninu

Krivulja c' se zove slika od ¢, a cijeli proces preslikavanje.

Kako je d¢ = g'(z)dz , gdje je g'(z) = %ig vrijedi:
z

|d¢|=g'(2)] || 2.227)

arg(dg) = arg(g'(2)) + arg(dz) . (2.228)
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Veli¢ina elementa ‘d;’ | u ¢ ravnini je ]g' (z)| puta vecéa od veli¢ine elementa |dzl. Druga jednadzba

govori da je kut u ravnini ¢ za arg( g'(z)) zaokrenut u odnosu na kut u ravnini z, dakle kutovi ostaju
isti, slika 2.42.

Takoder oblici ostaju diferencijano jednaki, (slika 2.42). Zato se preslikavanje zove konformno
(suobli¢no).

Ukoliko postoji —diz - onda je i inverzna transformacija od ¢ kao funkcija od z takoder
g g'(2)
kontinuirana.
i in
d,
' dm ¢
dz,
X g‘
Slika 2.42 Konformno preslikavanje
Primjer:

Problem linijskog naboja +A4 (po jedinici duzine), koji je smjesten u tocki (7,,8,) paralelno dvjema

beskona&nim ravninama smjestenim u ¢ =01 9= (n ne treba biti cijeli broj) na potencijalu ¢ =0,
n

slika 2.43.

Transformacije:

1 1
¢ =re =z =(x+ ),
g(®) =4z,
x=r"cosnd,
y=r"sinng

transformiraju prostor izmedu ravnina $=0 i §=— u ¢ ravnini u poluprostor iznad osi x u z
n

ravnini.
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Jn4 v Ar
g==
n +4
N P
1
P )
v
+A(r,,8,) :
Q I.
H L
| 1
' 1
/ ] > 9=0 : >
> 9= P e >
¢ 14 x
1
ry cosn, |
W
i /’,
1
S_y
Slika 2.43 Transformacija prostora izmedu dvije ravnine (£ ravnina) u poluprostora iznad osi x u
z ravnini

Rjesenje za potencijal u (x, y) ravnini je poznato (slika 2.43, desno):

_ _i (x_x0)2+(y_y0)2
P ) N G x + o)

pa je rjesenje u (&£, 7 ) ravnini:

A . (r"cosn9-r," cosnd)’ +(r"sinnd-r," sinng)’

A= et G 5 T a2
4ne  (r"cosn3-r," cosn9)’ +(r" sinnd+r," sinng)

gdje su:
S=¢+jn; E=rcos9; n=rsind.

Funkcija f(z) je dakle:

z—z,

A
f@@)= —%ln

z-2z,

(2.229)

(2.230)

(2.231)

(2.232)
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2.3.9 Schwarz — Christoffelov teorem

Schwarz — Christoffelova (S-C) transformacija preslikava poligon u jednoj kompleksnoj ravnini (slika
2.44 lijevo) z=x+jy u gornju poluravninu u kompleksnoj ravnini:

w= f(2)=@(x,y)+ jy(x,y) (slika2.44, desno).

47 2 ravmina 1wt w=r@=em )t jwix.y)
2 = w ravnina
‘91
z £ B ’
. LLLLAGLL LS L,
x w, W, Wy
Slika 2.44 Uz Schwarz-Christoffelovu transformaciju
dz & 5 S
—=C(w=w) "-(w=-w) " -(w=w,) ~ (2.233)
aw 1 ‘
n S
z=C ﬂ—[(w—wk) Tdw+C, . (2.234)
k=1

gdje su C, i C, integracijske konstante.
° Pravila primjene teorema Schwarz — Christoffela

a) Poligon se obilazi tako da promatrano podrucje ostaje s lijeve strane (iu z iu wravnini).
b) Redni broj vrha poligona z, mora odgovarati rednom broju w, .

¢) Kutovi &, u z ravnini broje se pozitivno pri prijelazu sa stranice na stranicu poligona

suprotnim smjerom od kazaljke na satu inace negativno.
d) Triod w, totaka odabiru se proizvoljno, a jedna moZe biti u beskonacnosti.

e) Ako je neka od totaka w, u beskonatnosti, tad se njen faktor u izrazu za dz/dw niti ne

pojavljuje.

; - U IR
f) Zbroj svih kutova 219,( =2 ili —z&’k =2.
=1 7 k=1

g) Ako neki od z, — oo pripadne su stranice paralelne na razmaku d;, a w, je na konacnoj
S

udaljenosti. Tad je razmak izmedu stranica d; = — jizCIH (W, —w,) "

k=1
ki

h) Ako z, — o i w, — o onda je razmak izmedu stranica d, = —jzC,.
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i) Ukupno ima #+2 konstanti, a ako se odbiju 3 w, koje se odabiru po volji (jedna je obi¢no u

beskonacnosti) ostane 7 —1 relacija za odredivanje ostalih konstanti.
Jj) Funkcija preslikavanja u vrhovima nije analiti¢ka.

2.3.10 Dielektri¢na sredstva. Dipol

—-q

Slika 2.45 Elektri¢ni dipol

Neka je naboj +¢ smjesten u ishodistu koordinatnog sustava, (slika 2.45). Vektor @ usmjeren je od
negativnog prema pozitivnom naboju. Za potencijal dva naboja +¢ i —g u to¢ki P vrijedi:

o(P) =—q—[l—lJ =2 5% (2.235)

dme\r, 1) 4rme nr
Ukoliko je totka promatranja jako udaljena od naboja vrijede priblizni odnosi:
nner, r—r=acosd (2.236)
pa je potencijal pribliZno:

q arcos§ gar _ pF

dre P Arev*  dmer®’

p= (2.237)

pri ¢emu je p _dipolni moment i iznosi ga . Konstantnost iznosa dipolnog momenta p moe se

odrZati, na primjer, pri smanjenju razmaka a izmedu naboja recipro&nim poveéanjem koli¢ine naboja.
Potencijal izraZen pomocu dipolnog momenta sad glasi:

L = 4 (2.238)

dre  r

dakle pada s kvadratom udaljenosti od dipola.
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Komponente jakosti elektri¢nog polja dipola (slika 2.46) u cilindri¢nim koordinatama su:
1 -2
g=-22__1 Pfos‘gzpc"s;g, (2.239)
or 4dre r 2rer
1 | —psi :
gz__a_‘e:___&g_z psing, (2.240)
r 09 dze r 4rer
E,=0. (2.241)
N
z
/
9
P >
@ g
X

Slika 2.46 Uz elektri¢ni dipol

Silnice elektrostatickog polja u okoliSu dipola simetri¢ne su krivulje (slika 2.47).

Slika 2.47 Silnice elektri¢nog dipola u njegovu okolisu

Moze se uspostaviti i drugadiji oblik jakosti elektri¢nog polja dipola smjestenog u ishodistu. Polazi se
od potencijala:

o7y =2 =iV(1)=—div( p )
der

dzer®  dme r

(2.242)
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a jakost elektrinog polja dipola je

E=-gradgp = _—1V(p—;
4me

(2.243)
Gradijent dijela gornjeg izraza u zagradi

V(p %) -

N——

0

I 7 3

(—3V)p+(pV)—3+px(Vx—3)+—3x(V><p) (2.244)
r r s P :

odakle se utvrduje da ostaje samo drugi ¢lan

0 +yj +zk
3 54- ——)(uj—z) a raspisani dio derivacije 2 je

3 2 12x
ox TR 1w
ox r’ r P’
12x
By VI sy (2245)
ox r ¥ P '
2 12x
ii_—z3r ET —3xz
oxr e P
a nakon raspisivanja i po ostale dvije derivacije i odnosno > to je
y 4
O xi +yj+zk 1 3x* -3 3xz
P (—E 5 = { (———)+ H—— xy)+k( )}
ox r
0

xi +yj +zk - —3xy
Pyg(—r;—)ﬂvy[l( s

0

)+}(r1—3— 3V LR 3yz)}

(2.246)
xi +yj +zk 3xz -3yz
Pz—(——y]g—)ﬂv[ ( )+ j(— )+k(~———~)}
0z r
Po komponentama i, j i k to izgleda kao:
1 3% 3 -3xz 3 1 3y? -3
v -7 { (=) () )}w{px( j‘y)+py(—3—is>+p,<—?i)]+
roor r oo r
- -3 1 37
/{px = +p,(F)+ p,<—3—i5)}.
r roor
(2.247)
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Clanovi iz izraza (2.247) uz r* daju:

1 g - 7 1—7

r—3(lpx +Jjp, +kp,)= EE (2.248)

a ostatak uz »° je:
3x - —3x(pr)-

—F(xpx +yp, + zp,)i :—rsp—)z (2.249)
3 = =3y(pF) -

= r—;v(XPX +yp,+zp.)j = —)Ls—pj (2.250)
3 - —3z(pr) »

— =2 (xp, + yp, +2p. )k =—@k, (2.251)
¥ ’ r

odakle proizlazi da konac¢no vrijedi:

e 5 3BF - . -
V(p—:) = f; - ——‘ir (xi +)yj +zk), (2.252)
r r r :

pa je konacno:

= 1 p¥ 1 |3(pr)r p

E=-gadp=-—Vv(&)=— _EP_Sr)i_% , (2.253)

4re 1 dre| r /G
2.3.11 Moment i sila na dipol u vanjskom elektri¢nom polju
Dipol p = ga izloZen vanjskom polju E(¥) i pod nekim kutem a prikazan je na slici 2.48.
Slika 2.48 Moment i sila na dipol u vanjskom polju
Moment koji djeluje na dipol u polju E(7) prema slici 2.48 je:
M=axqE=qaxE=pxE (2.254)

i djeluje tako da nastoji dipol postaviti u smjeru vanjskog polja E®F).
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Vektor M koji je prema oznakama smjerova kao na slici 2.48 orijentiran okomito u ravninu papira,
ima iznos:

. . w
M =pEsin f=—-pEsina = i (2.255)
oa
odakle se dobiva energija dipola u vanjskom polju:

W = pE .[sinada+C =—pEcosa+C. (2.256)

Uzet ¢e se daje za o :% energija jednaka nuli pa je i integracijska konstanta C =0 .

Energija dipola u polju E(7) je dakle:

W =-pEcosa =—pE . ) (2.257)
Sila na dipol je:
F=-VW =V(pE)=(pV)E. . (2.258)

Dokaz proizlazi iz €injenice da je:

V(PE)=(pV)E +(EV)p+ px(ExV)+Ex(Vx p)=(pV)E . (2.259)

U vanjskom elektri¢nom polju sila na-dipol djeluje uvijek u smjeru najjadeg vanjskog polja E(7). U
opéem slu¢aju nehomogenog vanjskog polja zakretni moment ¢e dipol zakretati u smjeru polja, a sila
prema (2.258) ¢e ga istodobno translatirati u podrudje najjaceg polja.

Ukoliko je jedan dipol smjesten u ishodistu (p,)a drugi se nalazi na udaljenosti 7, tad je uzajamna
energija dvaju dipola:

(2.260)

drg| »

5 L [BB_3BAB)
W=— 2E1_—[p;p2— 1r5p2 .

2.3.12 Polje mnostva dipola

Promatra li se skupina to¢kastih naboja oko ishodista za koju vrijedi da je: Zqi =0, mozZe se
i=1

definirati dipolni moment kao:
p=247%. 2.261)
i=1

Ovo je definicija dipolnog momenta mnostva dipola. Ovakva se situacija, izmedu ostalog, moze
pojaviti i u obi¢noj praksi. Naime, i Eestice prasine se mogu polarizirati pod utjecajem vanjskog
elektri¢nog polja.
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Tako, u elektrostati¢kim filtrima elektrostati¢ko polje djeluje u prostoru s prasinom sa svrhom njenog
odstranjivanja. Gomilanje Cestica prasine na povr§inama uredaja i postrojenja takoder se odvija pod
utjecajem polarizacije izazavne vanjskim poljem.

Slika 2.49 Uz mnostvo dipola

Definicija dipolnog momenta prema (2.261) u slu¢aju dva naboja g i —¢ daje izraz za ranije definirani
dipolni moment jednog dipola.

Ako se sad promijeni ishodiste, (slika 2.49) vrijedi:

N1
o 1

_F'=, P =F-¢, (2.262)

s 1|

pa je:
1—":2‘17?2%7—52% =>47=D. (2.263)
i=1 i=1 i=1 i=1

$to znaci da ukupni dipolni moment ne ovisi o redefiniciji (ishodista) koordinatnog sustava. Uz takve
definicije potencijal od jednog naboja (g;) u vakuumu u blizini ishodista iznosi:

1 g
=4 2.264
% 4re, R, ¢ )

i

gdje su (slika 2.50):

R=F-F"te R’ =r*+r?-2r' cosa. (2.265)

P(x,y,2)

Slika 2.50 Uz izvod potencijala mnostva dipola
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Dalje se moze pisati:

2 ol 2FF (B L S, 27
R =r[1- 2 (5] |2 1- 2L, (2.266)
r r 14

paje
%zﬁgl(nlﬂ, 2.267)
. rz;;. r 7
B

Sad je potencijal i-tog naboja:

¢.v(7)=i(l+—i’"], (2.268)
r

4re, 7

a svih » naboja je:

olr)= 4zz80£2q’ er qu 47[50(2% erlj e

r r

§to se moze shvatiti i kao:

o(7)=p,(7)+0,(F) (2.270)

pri ¢emu su:

= _qu , (2.271)

47:50 pary

Z“ (2.272)

(0 47rg0 o

Dakle, potencijal oblaka naboja oko ishodista u prvom je priblizenju jednak potencijalu ukupnog
naboja smjestenog u ishodistu (2.271), a u drugom priblizenju ovom treba pribrojiti i potencijal
mnostva dipola (za qu. =0, a ne ovisi o koordinatama ishodista koordinatnog sustava, 2.272).

2.3.13 Polarizacija (vektor polarizacije 13)

Stavi li se u plocasti kondenzator, koji se nalazi u vakuumu, izmedu obloga (elektroda) dielektri¢no
sredstvo, na krajevima dielektrika pojavi se plo3ni naboj gustoce o,.

Za dipolni moment tog vezanog naboja vrijedi, (slika 2.51):

p=0,d=0,5d. (2.273)
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Slika 2.51 Polarizacija dielektrika

Vektor polarizacije P definira se kao dipolni moment po jedinici volumena:

- p 0,5 = :
P= % £=0,d, (2.274)
P=o,=const. . (2.275)

U plogastom je kondenzatoru polje priblizno homogeno pa je polarizacija konstantna. Opéenito je, za
nehomogeno polje, polarizacija funkcija koordinata:

P=P@#"). - (2.276)

Neka se sad razmotri sluéaj slobodnog naboja prostorne gustoée p(7') i polariziranog naboja P(7) -
realni dielektrik (ukupni naboj slobodni + vezani, u vakuumu).

Doprinos ukupnom potencijalu sastoji se od dva dijela:

e slobodnog naboja: o= Ijjp—“ldV' 2.277)
47r£0

e vezanog naboja: 0, = 47[8 j” (2.278)
Poznato je da je:
PR - (1
—=PV'|—|, 2.279

o) @21)
a tako
v[2)opv(Ll). Y2 (2.280)
R R R

pa je
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i

PR _ o (f]_ﬂ_ (2.281)

Ukupni je potencijal ¢ =@, + ¢, :

o) = { ([P are [P ars .[V”V'[gjdV} - { [[7e=EEar 475

(2.282)
Prema tome utjecaj dielektrika je kao da se u vakuumu pojavio prostorni (vezani) naboj:
p,= -V'P, (£, =0 uhomogenom polju).
JednadZzba za ukupni potencijal je rjeSenje Poissonove jednadzbe:
AQJ:—M:—VE:—diVE, ) (2.283)

80

paje:
gdivE=p-divP, \ _ (2.284)
div(g,E+P)=p=divD. (2.285)
Iz jednadzbe (2.285) slijedi druga definicija vektora D (vektor dielektri¢nog pomaka):
D=gE+P, (2.286)
odnosno:
D-P=¢E. (2.287)
Ukoliko je polarizacija proporcionalna vanjskom polju £ vrijedi:
P=¢gyE, (2.288)
paje:
D=gE+eyE=¢(+2)E (2.289)
odnosno:
D=¢E,e=¢¢,, 6 =1+y,, (2.290)
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gdje je parametar y, susceptibilnost koja ukazuje na relativnu sposobnost materijala za polarizaciju, a

&, je bezdimenzionalni broj i oznacava dielektriénost istog materijala. Gaussov zakon sad glasi:
fpas=0= [[[par (2.291)
5" v

gdje je p —prostorna gustoc¢a slobodnog naboja. Vektor poalrizacije P sad se izravno vise ne vidi.

Opcéa veza izmedu vektora D i E nije skalar nego tenzor (u matemati¢koj formulaciji kao matrica),
pa je opcenito za anizotropne materijale:

D X gxx gxy €y Ex
D, |=|¢, ¢, &.|E,| (2.292)
D z gzx zy € Ez

pa je svaka komponenta vektora elektricnog pomaka D ovisna o sve tri komponente jakosti
elektri¢nog polja £ To prosto znadi da nema vise kolinearnosti izmedu ova dva vektora. Vrijedi da
je za:

e homogeno izotropno sredstvo: Ve =0,
e nehomogeno izotropno sredstvo: Ve #0.

Tako se na primjer treba promatrati polje u kristalima. Anizotropnost je posljedica kristalne strukture
materije odnosno molekularne orijentacije. Opéenito anizotropnost treba uzeti u obzir samo kad je ona
izrazena.
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2.3.14 PonaSanje vektora gustoée elektri¢nog pomaka D i jakosti elektrostati¢kog polja £ na
granici dvaju sredstava

Primjenom Gaussovog zakona ﬁ[) ds = ”Jp dV' na elementarni valjak prema slici 2.52, dobiva
s 1Z

se, kad visina valjka Ak tezi k nuli.

Slika 2.52 Vektor elektricnog pomaka na granici dvaju sredstava

7 (L—)2 - DI)AS'z oAS'

I , (2.293)
n(D,-D)=c

gdje je o (slobodni) plo$ni naboj na granici. Ukoliko plo§nog naboja nema, onda je :

D,,=D,,. (2.294)

tj. normalna komponenta vektora elektriCnog pomaka D _ne mijenja se pri prijelazu iz jednog u
drugo sredstvo.

Odavde se moZe zaklju€iti na ponasanje normalne komponente jakosti elektriénog polja na granici
dvaju sredstava:

n (ngz - glEl) =0,

2.295
E2n =iEln +£ ( )
& &

Prema (2.295) slijedi da se normalne komponente jakosti elektri¢nog polja na granici dvaju sredstava
mogu skokovito promijeniti.

Uvjet za vektor E slijedi iz elementarne petlje na slici 2.53, primjenom cf Eds =0 (elektrostatitko

polje), kad visina petlje A4h teZi k nuli (slika 2.53):

(E, - E\)(-A5)=(E, —E, ) As =0, (2.296)
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odakle proizlazi neprekinutost tangencijalnih komponenti jakosti elektri¢nog polja na granici dvaju
sredstava:

E,=E,. (2.297)
B4
o A &,
Ah
ol Y &
E,
Slika 2.53 Vektor jakosti elektriénog polja na granici dvaju sredstava

Dakle, na granici dvaju sredstava ne mijenja se tangencijalna komponenta jakosti elektri¢nog polja.

Takoder se odavde mozZe zakljuciti na tangencijalne komponente vektora gustoée elektri¢nog pomka:

Dy B (2.298)

& & g

p,=2p,. ' (2.299)
&

Iz (2.299) takoder slijedi da se tangencijalne komponente vektora gustoce elektricnog pomaka na
granici dvaju sredstava mogu skokovito promijeniti.
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2.3.15 Mehanicke sile u elektrostatickom polju. Mehaniéke sile na povrsini vodi¢a

Energija elektrostatickog polja od » nabijenih vodi&a je:

Zcﬁ o(7) p(F)dS,, (2.300)
i=1 S;

a jednog vodica je:

W= %ﬁ o(F) p(7)dS (2.301)
S

pa je energija vezana za jedini¢nu povrinu vodi¢a (plo$na gustoca elektrostatitke energije za jedan
vodic):

w= %0(7)4)(7) ’ (2.302)

Sila na jedini¢nu povr§inu u smjeru § je:

dw 1 dp 1 |
=2 —sgradpl=—GEL. 2.303

Jo= g T3 g o e =50 B 5205)
Vektor jakosti elektri¢nog polja na povriini vodi¢a okomit je na povrsinu:
E=Z, (2.304)

£
pa je iznos jedini¢ne sile:

1 2
f,= 5%. (2.305)

2.3.15.1 Sila i momenti na nabijene vodice

Polozaj n nabijenih vodi¢a odreden je s m parametara a, (k = 1,2,...,m). Parametri g, zapravo su
opée koordinate, a mogu biti duZine ili kutovi. Sila F, neka je u smjeru a, . Ako se parametri pod

utjecajem sila (momenata) promijene s a, na a, +da, izvrsi se rad:

dA=YFda,. (2.306)
k=1
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Za izolirane vodiée, naboj ostaje konstantan, pa se rad vrsi na racun energije elektrostati¢kog polja
odnosno:

dA=Y Fda,=-dW, (2.307)
k=1
paje:
g =2 (2.308)
Oa,

odnosno sustav nastoji smanjiti svoju energiju.
Izrazi li se energiju vodiga preko naboja:

ZZPyQ o (2.309)
i=l j=1
p,=f(a), (2.310)
slijedi:
W (0,p)  1& -,
Foo 220/ o =9 0. 2311
k aak 2 == 8(1,( jQx ( )

Ako je sustav vodi¢a prikljuden na izvore napona (,neizolirani sustav*), onda potencijali ostaju
konstantni, pa treba koristiti druge izraze za energiju polja:

9)= %Z(AQI 2312)

il
;;cmfﬂ,, 2313)
¢, =f(a,). (2314)

Da bi se odredile sile kao funkcije potencijala tvori se jednadzba:

K(0,0.a)=W(0,p)+W(p.c)-2W(Q.9)=0, (2.315)
tad je:
dK = Z Z—d@ Z—dak =0
0K
= ZP,JQ -p+ ZC,,(/?, 0+ Z—dak = Z@Td“k : (2.316)
k= l k=1 k
0 0
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Uz proizvoljni da, jei:

oK

=0. 2.317
T 2.317)

Iz jednadzbe za K (2.316) slijedi:

6W(Q,p)+6W((p,c)

=0 2.318
Oa, Oa, ( )
odnosno:
oW (o, oW (Q,
(¢.c) __ W (Q.p) _F. 2319)
Oa, Oa,
Dakle je:
F,= aW(¢”c) 135 %,0 (2.320)
i=l j= l
te:
dW(p,c) =) F,da, = dA (2.321)
k=1

pa sustav povecava energiju na raun (vanjskog) rada (energija izvora).

2.3.15.2 Primjer: Energija ploéastog kondenzatora

a) Izolirani sustav, naboj konstantan

C+Q,U

Energija plo¢astog kondenzatora je:

2
wolQ .S, 104

2 C d’ 2 &S (2522)
pa je sila na plo¢e kondenzatora:
ow Q d 1G?
. __.__=___ =——= (2.323)
od 2 od 2¢eS
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Sila je negativna. To zna¢i da razmak izmedu ploca, gore izraCunata virtualna
odnosno povecéati kapacitet kondenzatora.

b) Neizolirani sustav, napon E konstantan

E=U

Iz sljedecih odnosa za slucaj neizoliranog sustava:

O=CU,

is

w=Lcu =15§U2,
2 2d

proizlazi sila na plo¢e kondenzatora:

F, =6_W :li[_‘giyz) = _lgSUZ_IZ_
od 20d\ d 2 d

_ _l[éyj(gjl __1gd_10°

~ 2ld C)d 2&Sd 2&S’

sila, nastoji smanjiti

(2.324)

(2.325)

(2.326)

Ovo zna&i da ée virtualna sila opet (i za slu¢aj neizoliranog sustava) nastojati povecati kapacitet

kondenzatora.
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2.3.16 Thomsonov teorem

Neka se opet promotri sustav # nabijenih vodi¢a u homogenom sredstvu dielektri¢nosti €. Thomsonov
teorem izri¢e da ¢e se naboj rasporediti po # vodi¢a tako da je energija ukupnog elektrostatickog polja

minimalna.

Za dokaz teorema neka se pretpostavi da je E(F) polje stvame razdiobe naboja, a E(7) + E'(F),

polje zbog neke druge razdiobe naboja na vodi¢ima. Po Gaussovom je zakonu, (slika 2.54):

§JEdS, = Q. ﬁ(E+E') ds,
S; € S,

tako da je:

§Eds; =0.

S;

Postoji li naboj prostorne gustoée p(7) diferencijalni oblik Gaussovog zakona daje:

divE =2 = div(E + E")
&

te prema (2.328) i Gaussovom zakonu slijedi:
divE'=0.

Neka je sad ¥ energija polja £,a W +W' energija polja E + E':
W'=W+W"-W =%IJ'_[5(E+E“')(E+E‘)dV—% H eEEdV =
14 Vv
1 Ll nll il
== _[JI&(E E'“2EE")dV .

U sljedeéem koraku treba pokazati da je produkt £ E' jednako nuli. U tom je slucaju:
W=l ([[e Erav >0,

2 '

pa bi teorem tim bio dokazan.

(2.327)

(2.328)

(2.329)

(2.330)

(2.331)

(2.332)

Neka je sad ¢(7) potencijal polja od E(F), pa je zbog V(¢ E')=Ve E'+p VE' takoder:

VE'=V(pE') - oVE'.
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Zato je:
” EE'dV =-[[[VeE'av =
V = IVH(V((pE') —@VE"dV = (2.333)
=— jZHV((pE' )av.
Primjena Gaussovog teorema na posljednji izraz daje:

ME E'av = —cﬁqy E'dS. (2.334)
vV s

Slika 2.54 Uz dokaz Thomsonovog teorema

Potencijal na povr$ini vodi¢a je konstantan (¢i = const) pa je prema izrazu iz uvoda u ovu tocku
(2.328, CHE'dgi =0), $to znati da je doprinos svakog od vodi¢a ovom integralu nula. Takoder
s,

potencijal svakog kona¢nog sustava na plohi u beskona¢nosti tezi k nuli (¢ — 0, kad 7 — o) pa je

kona¢no: IIIEE 'dV =0 &ime je Thomsonov teorem dokazan.
vV

2.3.17 Naprezanje u dielektri¢nom sredstvu

Moze se pokazati da je sila po jedinici volumena u nehomogenom izotropnom sredstvu:

T 1 (2=, 0¢
= pE ——EEVe+—V| EE0=|, 2335
f=p > £+ ( ae) (2.335)

gdje je & gustoéa dielektrika. Drugi je ¢lan negativni doprinos sili zbog dielektri¢ne nehomogenosti
sredstva (Ve #0), a treéi je elektrostrikcijski dio (elastiéna mehani¢ka deformacija zbog primjene
polja na dielektrik).
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Zbog jednostavnosti neka se dalje promatra homogeno izotropno sredstvo. Tad je:
f=pE, (2.336)
gdje je p prostorna gustoca slobodnog naboja.

Ukupna sila na volumen V je:
F=[[7av . (2.337)
V

Pokazat ¢e se da se ukupna sila moZe izraziti putem povrsinskog integrala vektora plosnog naprezanja
7, dakle da je:

F= mjde = gﬁt‘ds . (2.338)
v s

Prema Gaussovom zakonu u diferencijalnom obliku za elektrostati¢ko polje vrijedi:

divD=p, (2.339)

te:

rotE =0, (2.340)

pa se za silu moZe pisati:

f=EdivD+rotExD =

= - - (2.341)
=g (EdivE+10t EXE)

NapiSe li se dio ovog izraza u zagradi (dakle, bez &) po komponentama, dobiva se:

(% + % + %J(Ej +E,j+ER)+[rot E),7 +(rot E), j +(rot E) K Jx (E,F + E, + E.E).
X /4

(2.342)

Komponenta uz i se moZe dobiti iz izraza (2.342) gdje je drugi pribrojnik
i ) k
(rotE), (rotE) , (rot E),| te da je sam rotor vektora jakosti elektri¢nog polja:
E E E

P y 4

P7 Ok

0 O Ol (1otE) 7 +(rotB), j+(rot E).F =

Ox 0Oy Oz 4

EE K (2.343)

oy e a o) e o
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pa je nakon pregrupiranja:
OF OF
gl_+_y+.a£ Ex +[6_E'L_@Z_)EZ - _X‘_% E —
ox oy oz 0z Ox ox oy ) ”
OE
By By %p 0 wr)lEE), (2344)
Ox Ox Ox oy "7 oz
a kako je:
OE

—Q—[Ef —l(Ef +E+E?)|= 2EX%—EX o, -E —X-FE —==

ox 2 g ox ox  Toax O

COE
= ,aE* -E —2-E 0 (2.345)
Tox Y ox 7 ox
to je:
f.= 5[56—(53 —%EZ) + %(ExEy) + ai(EXEZ)} =divT®, (2.346)
X z

a prema Gaussovom teoremu je jos i:

m f.dv = j j jdiv Ty = ﬁf(“ 7dS (2.347)

12 v s )
paje:
7O = g(Ef - %Ezjf +&(E,E,)j+&(E,E)k . (2.348)
Sli¢no se dobiva za ostale dvije komponente (y i z):

j j J' f,dv = ﬁ T®ads (2.349)

vV S

m fdv = cﬂ 707ds (2.350)

14 N
gdiesu 7@ i T®:
T :g(ExEy)7+g(Ej —%Ezjjw(EyE_,)lE (2.351)
TO) = g(E.E,)i +&(E,E,)j + g(Ef - %Ez)é . (2.352)
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Zato je:
[[[7av = [[[e(EdivE +rot ExE) av = ias

7 =(TY%)i +(T%) +(TV%)k

ili u matri¢nom obliku:

e(Ez—lE2] ¢E E ¢E E
€7 2 XY Xz
tx
= EE B-lp E E
t|= ek, ¢ Y S
t, 1
¢EE, 8E,E, g(Ef——Ezj
2
odnosno:
t=Tn.

(2.353)

(2.354)

(2.355)

(2.356)

Matrica T je matematika reprezentacija tenzora ranga odnosno reda dva, poznatog kao tenzor

elektricnog naprezanja (vidi Matemati¢ki prilog).

Vektor 7 se moZe izraziti i kao:

f=¢(En +En +En)Ei+eEn+En +En)E,j+eEn+En +En)E k-

—%Ez(nxtT +ny] +nk)=

= e(ER)E - %Ezﬁ.

(2.357)
Pritom je
f=f-f (2.358)
Vrijede odnosi prema slici 2.55:
t,=¢E’cosa, (2.359)
i

1
t,=~¢E*, (2.360)

2

1 1 1

=1} +1 -2t¢,cosa = £*E* cos’ a+Z£2E4 —2¢E? —2—852 cos’ a = ZSZE“ " (2.361)
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Slika 2.55 Vektor naprezanja u elektrostatickom polju

odnosno:

i= —;—gEZ =5 (2.362)

pa je kut = a , odnosno vektor E raspolavlja kut izmedu vektora 7 inormale 7 na povrsinu, (slika
2.55).

2.3.17.1 Primjer: silocijev s E=const.

a) €
b) ¢, vakuum

T 7
. _ 7 n
<n— E ‘ ! —
-— — ——
7 47 7
s
Slika 2.56 Silociijev u vakuumu s E=const

Nazna&ena su naprezanja kojima okolni prostor djeluje na silocijev. Silocijev na okolni prostor djeluje
suprotno — silnice se Zele skratiti i rasiriti, (slika 2.56).

ELEKTROSTATIKA



84

2.3.17.2 Naprezanje na granici dvaju sredstava

E,
5 ny
P &
1 a,
2
<,
/ &,
iizV £, > &
2
Slika 2.57 Naprezanje na granici dvaju sredstava

Ukupna sila na granici dvaju sredstava je:
1S=1S+LS, (2.363)

a vektor ukupnog plo§nog naprezanja (N/m?) je:

=1+,

_ I R 1 5. 1 5 (2.364)

t =g E(En)+e&E,(En,)— EelEl n — Engznz-

Dalje, za normale vrijedi: 7, =71 = —11,, (slika 2.57).

Granicni uvjeti za polje, ali bez plo$nog naboja na granici, su:

E =E,, §E, =¢,E, , (2.365)
2 2 2 2 1 2 1 2

t, =& E; cos” a —¢,E; cos” a, —EEIE1 +5,92E2 (2.366)

it

1, =gE} cosq;sina, —&,E; cosa, sina, (2.367)

Uz:

E =Esing, E, =E cosa, (2.368)

i:

E =E,sina,, E, =E,cosa, (2.369)
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tangencijalna je komponenta plo$nog naprezanja jednaka nuli:

t,=&E cosaqE, —&E,cosa,E, =
=&E,E,-&E,E, =0.

Normalna je komponenta:

t,=&E!cos’ @, —&,E; cos az—}—gl(E2+E )+1£2(E2+E2)

2 2
E, E,,

$to poslije pregrupiranja i zamjene E,, = —E, daje:

odnosno:

gt BN 22 -1 +151E21 &
2 & 2 &,

ili opéenito:

tn=f[%}

Posebicejeza &, > &:¢,>0.

n

(2.370)

(2.371)

(2.372)

(2.373)

(2.374)

(2.375)

(2.376)

Opdéenito, naprezanje je usmjereno iz prostora vece dielektri¢nosti u prostor manje dielektri¢nosti i ima

samo normalnu komponentu (tlak).
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2.3.18 Odslikavanje na dielektri¢noj ravnini

Ako se pozitivni tockasti naboj g nalazi u sredstvu 1 (&,k,, 4 ) na udaljenosti /# od granice dvaju

dielektrika, na granici je ukupna plo$na gustoa naboja polarizacije 0,=0,,+0,,, ¢iji predznak

ovisi o kvocijentu &,/ ¢,.

]

€3:K5, H,

vy B

Slika 2.58

Odslikavanje na dielektri¢noj ravnini

Za vrijednosti kvocijenta dielektri¢nosti &,/&, >1 ukupna plosna gustoéa vezanog naboja o, je

pozitivna, a za & /¢, <1 je negativna, [3], [11]. Za proratun polja u sredstvu 1 mozZe se pretpostaviti

da se taj naboj moZe zamijeniti to¢kastim nabojem g, . Analogno tom, za proratun polja u sredstvu 2

(&,,k,,14,) naboj g, odslikava se u naboj ¢, .

Dakle, za proratun jakosti elektriénog polja u jednom i u drugom sredstvu mjerodavni su naboji kao
$to je prikazano na slici 2.59.

a)

Naboji mjerodavni za jakost elektri¢nog

polje u sredstvu 1

a) Naboji mjerodavni za jakost elektri¢nog

polja u sredstvu 2

qtq h

4 A

r . "F

R
a
-1 Z

Slika 2.59

qgiq

Jakost polja u sredstvu 1 odredena je nabojima g i g, a u sredstvu 2 nabojima
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2.3.18.1 Polje u sredstvu 1

Polje u sredstvu 1 odreduju naboji ¢ i ¢, (slika 2.59, lijevo). Jakost elektricnogog polja je jednaka:

7 7 I q = - e q2 - O
E =FE +E =———(a.cosa+a,sina)+ —a,cosa+a,sina 2.377
1 q 92 4”81R2 ( z r ) 4”6,le ( z r ) ( )
odnosno:
E =——l(¢-4,)a.cosa+(q+¢,)d,sina]. (2.378)
47 R

2.3.18.2 Polje u sredstvu 2
Polje u sredstvu 2 odreduje zbroj naboja (g+¢1), (slika 2.59, desno):

Fo=f = q+412
4re,R

,=E,., (a,cosa+a,sina). (2.379)

Na granici dvaju sredstava moraju vrijediti grani¢ni uvjeti za:

a) ‘ Tangencijalnu komponentu jakosti elektricnog polja E (élanovi uz sinc)
ﬁlZX(EZ—El)zaz X(EZ_E]):O (2.380)
odnosno:
+ . + )

XD _ging=I"9_ging (2.381)
4r & R dre, R
i
b) Normalnu komponentu vektora gustoce D (¢lanovi uz cosq):
fip(D,-D)=a,(D,-D)=0=0, (2382)
odnosno:

= +
d q22 osa =2 q‘2 cosa . (2.383)
47 R 47 R

Iz jednadzbe za tangencijalne komponente jakosti elektriénog polja (2.381) slijedi:

q+q, =q+q1
& &

, (2.384)
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a iz druge za normalne komponente vektora gustoée elektriénog polja D, (2.383):

9—49,=9+4q, (2.385)
odnosno:
q, =—4q,. (2.386)

Uvrstenjem (2.386) u prvu jednadzbu (2.384) dobiva se:

&q+q,)=¢(9—9,),

9, (&, + &) =4q( — &), (2.387)
=y = &7 &
q, 4 e+ 82-

Iznosi odslikanih naboja neovisni su o to¢ki promatranja na granici dvaju sredstava, te je bilo
opravdano uvesti model rjeenja problema polarizacije kao odslikavanje u to¢kaste naboje.

Uzme lise da &, — o dobiva se:

94, =—4
q+q,=2q

(2.388)
dakle isto kao odslikavanje na vodljivoj ravnini.

Za &>>¢, bitcée:

Za sredstvo 1:

q,=q (2.389)
te:

q+q, =0 (2.390)

za sredstvo 2.

2.3.18.3 Primjer: Metalna kugla u sredstvu dielektri¢nosti & nad ravninom dielektri¢nosti &,.

Zadan je radijus kugle a<< k, gdje je / udaljenost sredista kugle od ravnine s dielektri¢noéu &,,
(slika 2.60). Treba odrediti kapacitet kugle.

Polje u sredstvu 1 na osi x (za x > a) je:

q 9
E\x)= ; 2.391
(%) drex’ ’ dre(2h+x) ( ;
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X
a
N
h
&
82
Slika 2.60 Metalna kugla u sredstvu 1 dielektri¢nosti &, nad ravninom dielektri¢nosti &

a potencijal kugle je (k=&»/&) uz koriStenje izraza (2.387):

ola)= [Eyr=L Ly B L ___a 1,9 4-5 1 _
b 4re a Ame 2h+a Anms a dre g +& 2h+a

_ q gl+azl+£]—£2 1 _
Ar(e,+6) & a & 2h+a

:__L_|:l(1+k)+(l_k) 1 i|: q 2h+a+k2h+ka+a—ka= (2392)
4r(g +&,) L a 2h+a]| 4n(g+¢,)a 2h+a

B q h+kh+a q kh+kh+ka+h+a—kh-ka _
2n(e,+&)a 2h+a  2n(g+é&)a 2h+a
q k(2h+a)+(h+a)(1-k) q {“(l_k)hm}

T 2n(¢,+ ) a 2h+a T 2n(6,+¢)a 2hta

Kapacitet je sad :

q 27[(51 +5z)a
L= . (2.393)
p & 68 h+a

& & 2h+a

=

Primijeni li se gore izloZeni izvod, tako da se umjesto s (24+a) raCuna s (2/-a) $to odgovara slu¢aju:
(x < a), dobiva se vrijednost kapaciteta C,. C se dobiva kao srednja vrijednost tako izraCunatih
kapaciteta:

. 271(g, +&,)a
e a8 M

£ g 2h-a (2.394)
eSS

2

Za kuglu u zraku nad zemljom treba uzeti & = g, &, =©.
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2.3.18.4 Razdioba potencijala i jakost elektricnog polja u stati¢kom strujnom polju toékastog izvora
struje

Osnovni izvodi iz prethodnih todaka u vezi s odslikavanjem u elektrostatickom polju mogu se
primijeniti na probleme odslikavanja u statickom strujnom polju. Problem razdiobe potencijala u
statickom strujnom polju s toCkastim izvorom struje rjesava se jednako kao i onaj s toCkastim
nabojem, ali se u odgovarajuéim izrazima dielektriénost £ mora zamijeniti sa specifi¢nom vodljivoséu
K , anaboji sa strujama.

Dakle, struja i je:

By =iy =21"%2; (2.395)
K +K'2

Kugla je pod povr§inom zemlje na udaljenosti #>>a pri ¢emu je, (slika 2.61):
K, =0,i,=-i, =i, (2.396)
a polje u zraku je nula.

U tocki P(x,y) potencijal gradi struja i i slika i,=i, analogno prema izrazu (2.144):

2 = i (1+l} . (2.397)

drc \1, 1

n, = (h+x)* +y*

¥y

Slika 2.61 Kugla pod povr§inom zemlje
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Komponente jakosti elektri¢nog polja £, £, su:

0 j h-x) (h+x
Exz_ﬂz_ L 3/2)—( 3/2) , (2.398)

ox dmr, \ 12?2

0p, i 1 1
E, = ——Qv = o y(r(m) + rz(m)]' (2.399)

1
Potencijal kugle se dobiva ako se u (2.397) uvrsti to¢ka na povrsini kugle, odnosno:
x=h-a,y=0,1=a,n,=2h-a (2.400)
paje:
o i, i a
= + = 1+ ’ 2.401
e s dneheg] A Thd e
Otpor uzemljenja je kvocijent ovog potencijala i struje tockastog izvora te iznosi:
1) a 2h
R=—a=R1+ =R 2.402
uz . 1( 2h _ a) 1 2h —a ( )

gdje je veli¢ina:

1
R == . (2.403)

4rx,a

otpor uzemljenja bez utjecaja povrsine zemlje. Taj utjecaj povecéava otpor uzemljenja.

o
y a
h
R=n+y*
Slika 2.62 Jakost elektri¢nog polja na povrsini zemlje

Jakost elektri¢nog polja na povrsini zemlje (x =0) ima samo y komponentu (slika 2.62), a dobiva se

tako da se uizraz (2.399) za E uvrsti 1, =1, = JRE Y

i1 y 4
4, W+ Y B2+

y

(2.404)
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ili:

_ i y
YO 2k, (B + YR

a maksimum ¢e se naci izjednadenjem prve derivacije s nulom:

3
dE ; (h2+y2)3/2_yz(h2+y2)l/22y

y:

dy 27k R +y*)

ili:

h
W +y* =3y =0, h" =2y, y=t—.
V2
pa je maksimalna jakost polja na povrsini zemlje:
i
(E ) i 42 _ i 1 h
Y /max 2”’(.1 (hz +h_2]3/2 27["_1 ﬁ [3)3/2}13

2 2
N S S S
i, 242 é\/g n 3\/§mqhz
2\2
Primjer:
Neka je konkretno:

i=10kd, h=5m, k=0.1S/m

(2.405)

(2.406)

(2.407)

(2.408)

Maksimalna jakost elektri¢nog polja u totki na povrsini zemlje udaljene % /+/2 =5/~/2 = 3.536m

lijevo ili desno od okomice na zemlju iz sredi$ta kugle iznosi :

_10x10°
(£, ) = 34/370.1x5°

=245V /m (vazno za napon koraka).
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2.3.19 Dielektri¢na kugla u homogenom elektri¢nom polju

Da bi se objasnio utjecaj neCistoca u dielektriku na raspodjelu polja u njemu, neka posluzi primjer
dielektri¢ne kugle u homogenom elektriénom polju, [3]. Neka kugla ima polumjer a i dielektri¢nost
&, a okolni prostor neka ima dielektri¢nost &, kao $to je simbolitki prikazano na slici 2.63.

Koordinatni sustav postavit ¢e se u srediste kugle i primijeniti kugline koordinate. Vanjsko homogeno
elektriéno polje polarizirat ¢e kuglu, tako da ¢e ona postati dipol, ¢iji se smjer podudara sa smjerom
vanjskog polja. Prema tome, nastat ¢e polje superponirano od homogenog vanjskog polja i polja dipola
te treba razlikovati prostor unutar kugle i vanjski prostor.

Potencijal u homogenom elektriénom polju iznosi:

@, =—E,z=—E;rcos$. (2.409)

P(r,9,0)

Slika 2.63 Dielektri¢na kugla u vanjskom homogenom polju
gdje je E, jakost vanjskog homogenog elektri¢nog polja prije nego li je kugla unesena u taj prostor.

Potencijal je u prostoru izvan kugle:

@, =-rE cos 9+

~cos 9, rza (2.410)

4re,r
gdje je p dipolni moment.
Pretpostavlja se da je u unutragnjosti kugle polje homogeno E;, + E| i da E | ima isti smjer kao i EO
pa je potencijal:

o, =—(E,+ E])rcos &, r<a. (2.411)

Zadada je odrediti iznose komponenti elektri¢nog polja E | iiznos elektriénog dipola (kugle) p.
Na granici sredstava trebaju biti jednake tangencijalne komponente jakosti elektri¢nog polja, a isto
tako i normalne komponente vektora elektri¢nog pomaka D .
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To se izrazava na sljedeci nacin :

. . . . . (0 0
e jednakost tangencijalnih komponenti jakosti elektri¢nog polja: (—j = (__(D_zj 3

09

0 0
e jednakost normalnih komponenti vektora elektriénog pomaka: &, (%} =g, [%j ;
r r=a r r=a

Derivacije potencijala su :

o
09
¢, _ +Eyrsin 9 —
09 4re,r
og;
or

0% —E,cos 3 -
or

=+(E, + E])rsin 9,

psing

29

(2.412)
=—(E, + E/)cos 8,

pcosd
27e,r’

IzjednaCavanje tangencijalnih komponenti jakosti polja na granici (r=a) daje:

. . in 9
(E,+E))asind = E,sing- L222 (2.413)
4reg,a

a normalnih komponenti vektora elektri¢nog pomaka:

-&g(Ey+E))cos=—¢, Eocos‘9+w;— . (2.414)
2re,a

Iz prve jednadzbe (2.413) nakon kracenja sa sin 9 slijedi:

' p
E=——"—— 2.415
' nas,a’ S

a iz druge (2.414) nakon kracéenja s cos$ druga jednadzba glasi:

gl(E0+E1’)=gz[E0+ P 3). (2.416)
2re,a

p

Uzimajuéi u obzir izraz za E| (2.415, E| = —
4rae,a

5 ) dobiva se:
&(E,+E)=¢5,(E,-2E)),

, ; (2.417)
gE +&E =¢6E,-26,E],
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te:

£ —& &—¢&
r__°2 1 — 1 2

E = By == E,
& +2¢, & +2s,

(2.418)

pe—dred|-88 |5 —agr 2B p gy S8 o p
& +2¢, £ +2¢, & +2¢,

E| i p su neovisni o tocki izjednatavanja na kugli. Vektor polarizacije P u kugli odreduje se na

temelju njegove definicije kao iznosa dipolnog momenta po jedinici volumena:

p-P _36°6
Vo & +2¢

&

T

- (2.419)

Za metalnu se kuglu (&, = ) dobiva:

p=3¢,E, (2.420)
te:
E =-E,, (2.421)

a $to je vec poznato iz Cinjenice da je polje u kugli jednako nuli (E,' +E0 =0). Nastavlja se dalje
razmatranje slu¢aja dielektri¢ne kugle.

Potencijal u kugli je:

3e,
£ +2¢,

Ejrcos$, r<a, (2.422)

¢, =—(Ey+E)rcosd = —E0(1+ &4 Jrcos&:—
& +2¢,

a izvan kugle:

3
@, =—E rcos § +4ne,a’ = E, = 92 =—1- (3) i E,jrcos9, r>a. (2423)
& +2¢, Adneyr r) &+2¢,

Jakost elektri¢nog polja unutar kugle je:

—%=—3LEOCOSS=EI,,

or & +2¢,
_%:__Ez_Eosinlg:Ew’

rof g +2e, (2.424)

2 3¢ '
E, =\/E1r2+E19 = p +;8 E,,
1 2
E-_3% F
& +2¢,
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Za polarizaciju vrijedi:

P=(g-¢)E,

(2.425)
D -P=¢E —(&-¢&)E =5k,

$to je u skladu s ranije re¢enim o polarizaciji.

Jakost elektri¢nog polja izvan kugle je:
3
E, =-22_ 1+2(3) b7% \E cosd,
or r) &+2¢,

10 a\ ¢-¢
£, =100 __ 1_H £75 |p ging.
r 09 r) &+2¢

Na'povrsini kugle je:

(2.426)

(By),_, = iE0 cos
; & +2¢,
y . (2.427)
(Esg),y = ———2—E,sin8
g +2¢,

Pomocu izvedenih izraza moZe se analizirati utjecaj nedistoée u transformatorskom ulju na njegov
proboj. Relativna dielektri¢nost transformatorskog ulja je &, =2.3, a dielektriéna &vrstoéa 18kV/mm
(efektivna vrijednost). Za dopusteno naprezanje uzima se priblizno 4kV/mm. Ako se u ulju nadu
kuglice vode (za destiliranu vodu &, =81.1) na povrdini kuglice vode priblizno se moze uzeti da

£ = 0 pa je u tom slucaju:

(E,),_, =3E, =12 kV/mm,

Sto znaci da bi se u slabijem ulju mogao dogoditi proboj.
Nadu li se u ulju pak mjehuri¢i zraka tad je polje u mjehuricu:

E =23 B ~123E,=123.4=492kV /mm,
1+2-23

a dielekri¢na Cvrstoca zraka, pod normalnim okolnostima, iznosi oko 3kV/mm pa dolazi do ionizacije
zraka. Pri toj ionizaciji nastaju plinovi koji nagrizaju ulje, pa moZe do¢i do proboja izolacije. Sliéno
djeluju mjehuriéi zraka i u izolaciji elektri¢nih strojeva.
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2.3.20 Zastitno uze

Zemno se uze obi¢no postavlja na vrhovima stupova koji nose dalekovod, a treba ga dobro uzemljiti,
[3]. Ako se iznad dalekovoda nalazi na stanovitoj visini elektricno nabijeni oblak, on ¢e prema zemlji
proizvesti prakticki homogeno elektri¢no polje, koje ¢e u vodi¢ima ispod njega inducirati naboje, pa
tako i u zemnom uZetu, koje se nalazi na potencijalu zemlje. Zbog toga se silnice elektricnog polja
koncentriraju u prostoru iznad uzeta, dok je polje ispod njega slabije te ¢e vodici, koje ono S§titi, biti u
slabijem polju, (slika 2.64).

Slika 2.64 Zastitno uze
Oznacimo li sa z ordinatu racunatu od povrsine zemlje, bit ¢e potencijal u polju oblaka:
p,=—-Ez=EZ=E,z, (2.428)
gdje je E, jakost polja bez utjecaja dalekovoda i zemnog uZzeta.
Zbog induciranog naboja na uZetu potencijal u tocki P je:

—Mlnp2 & Inp, =Eoz+2iln&: Eoz—iln )

e e p, e p,

¢, =E,z (2.429)

Naboj zemnog uZeta slijedi iz uvjeta da je potencijal uzeta nula pri x =0 u to¢ki 4 odnosno za
z=h—-a,p,=2h-a,p, =a,[3]:

a A 2h—-a _

A
E (h-a)+—1 =E (h—a)—-—1I 0, 2.430
o(h=a) 2re n2h—a olh=a) 2re 5 ( )

a
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_2meEy(h—a) 2meEyh
A= h—a * o (2.431)
In In—
a a
Potencijal u tocki P je dakle:
In?2
¢, =E|z—-h 5;‘, (2.432)
In—
a
Potencijal izmedu to¢aka 4 i B je uz:
py=h+z, pp=h-z (2.433)
jednak:
h+z 1+z/h
z In h—z Z in 1—z/h
= —— —< | = —— st =Eh. 2.434
@ = Py A ln% Poo 7 n(2h/a) Poo = L9 ( )
a

Neka se zaStitna mo¢ uZeta oznadi s 77, §to predstavlja relativnu razinu na koju padne potencijal (s

obzirom na @y, = Ey/ ) pod utjecajem zemnog uZeta, prema potencijalu koji postoji bez voda (i uZeta)
odnosno:

1+z/h
= In T

n=-"2 - ___._1—_22 _ (2.435)
Doo h 1nl
a

Na slici 2.65 prikazana je ovisnost 77 = f(z/h,h/a) prema izrazu (2.435).

Potencijal, jv
o T T T | — T T ]
i I I I I | |
[ | | ] i 1 1 |
o I | " | i [ T S I -4
) 1 I I ! 1 I
| ! | ] | | |
1 I } I 1 1 I |
vl = ol i L L L
| [ | |
L 1 I I
& i i |
Broal — e e i I N
- | | |
3
3 I ' I
£ | I |
% 03 i T S S e A — S s s mm s E e s 1
]
N I I |
@ | | |
S | e |
X 02 ot SO Jg i ~[=—tamtoo | L !
|~ hla=200 |
I . i b | = hla=500 : |
! ) | ! hla=1000 :
O — —— > i e o -~ |=—ha=2000(— — — - - — - -
P i | ) ~ hia=5000/
I I
o S ST I 1
0 0.1 02 03 04 0.6 07 08 0.9 1

Slika 2.65 Ovisnost 7= f(z/h,h/a)
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Uz iste uvjete jakost elektrinog polja na z-osi iznosi:
E=-2_ _gl|i-# i 7 |=
dz (h—z2)(h+z)ln "
o (2.436)
2
==F;| 1~ 2 7 :*Eol—;%.
W(1-z/h*)In== (1-2*/h)In ==
a a
Na samom vodi¢u: z =/ —a polje je najjace pa prema (2.436) ono iznosi:
B w122 (2.437)
2h
In—
a

odnosno kvocijent k, = E, / E;, kao funkcija omjera visine vodi¢a od zemlje i njegovog polumjera je:

hla

5 | (2.438)
In—
a

k,=E, |E =—1-

Na slici 2.66 prikazana je ovisnost k, = E, / E, = g(h/a) i graficki, a prema (2.438).

Jakost elektriénog polja na vodicu za razlicite h/a
60— ——————————————T T —————

500

max’ED

IS
=3
S

Kvocijent, k E=E
w
S
3

N
=1
S

100

e + [N 1 S S 1 " — . | _1
(] 500 1000 1500 2000 3000 3500 4000 4500 5000

2500
Kvocijent h/a, jv

Slika 2.66 Ovisnost k, = E,/ E; = g(h/a)

Tako je na primjer za #/a =500,z/h=0.75:

- 1.75
n="2=1075-—025 |_0468.
% In(2-500)
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Ako oblak ima potencijal prema zemlji 100x10°¥ i udaljen je od zemlje 1000m, srednja jakost
elektriénog polja je:

6
g, - U _100:10

y T =100 kV/m.

Na visini 20m potencijal je:
@y =20-100=2000kV" .
Djelovanjem uZeta, taj se potencijal smanji na:

Dpo - 17 =2000-0.468 =936V .

Jakost polja na zemnom uzetu prema slici 2.66 (gdje je prikazano podrugje omjera h/a od 200 do

5000) iznosi priblizno:
A Eh

2rea  aln(2h/a)

E

I

=(33-543)E,.

Za iznos polja E=100E) je:
E=100x100 kV/mm =10000kV/m=10 kV/mm.

pa dolazi do izbijanja oblaka na zemno uZe $to i jest njegova zadaca. Naime, udarci gromova u aktivne
vodice voda se sprje¢avaju na na¢in da se izboji dogode preko zastitnog uZeta.

2.3.21 Kiratki linijski naboj

Kratki linijski naboj prikazan je na slici 2.67. R, je udaljenost od lijevog kraja, a R, od desnog kraja, a
pje okomica od tocke P do osi z.

Slika 2.67 Kratki linijski naboj
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Prema opéem izrazu za potencijal kratkog naboja prema slici 2.67 za slu¢aj konstantne linijske gustoce
naboja (A=const.), [3]:

1 GAdZ A dz' -A 5 d(iz-Z
p(P)=— I—— Se—e f— =— f¥ g (2.439)
dne ° R 4rme /(z )+ p dre * ‘/(z -2+ p’
nakon rjeSenja integrala:
_ _ﬂ- ' n2 2 )
p(P)=——Inlz—z'+4/(z=2') +p (2.440)
4re e

dobiva se njegov kona¢ni izraz:

2, 2
¢J(P):_/1_lnz+c+\l(z+c) +p 2.441)

4me  z—c+y(z—cV +p*

Ekvipotencijalne linije su elipse odnosno ekvipotencijalne plohe su rotacijski elipsoidi s osi rotacije u
samom kratkom linijskom vodicu.

Dokaz:

AP=R, AP=R,,
(z+c) +p* =R}, (z—c)*+p* =R,

R’-R, =4z, : (2.442)
@ =const. — —Z—ﬂzk
z-c+R,

Dalje je prema (2.442):

2 2
=Bk (2.443)

4c
te:
R’-R/}
“ g TR R-RI44C4deR
Rf—Rj_HR " R’-R’-4c*+4cR,
4c ?
2 2
(R21 +2c) R22 —k ’ (R, +2c—R,)) (R +2c+R,) 0 (2.444)
R®—(R,-2c) (R, - R, +2¢) (R, + R, - 2¢)
Hthiie , R+R,+2c=k(R +R,~20),
R +R,-2c
k+1

(R +R)k-1)=2c(1+k) , R+R,= 2ck——?
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a to je elipsa s duljom poluosi:

PO i (2.445)
k-1
Za elipsu vrijede odnosi medu duljinama poluosi a i b te zari¥nom duljinom c:
=Va’-b*, =a’-b, b=va' -’
2 2 72 _
oo |(FHLY YK 42kt 1 2k -1 2k o
k-1 k-1 k-1
b=2c Jk
k-1
Ako je zadana poluos a tad je:
ak-1)=c(k+1),
ak—-a=ck+c,
k(a—c)=a+c, (2.447)
P +c .
a-c
Ako je zadan potencijal za z=a, p =0:
A a+c A
:—————ln————-—-:—lnk N 2448
Oliaro "4z "a—c  arme % ( )
tad se moZe izraCunati naboj prema:
4rsp,
=70 0=2cA. (2.449)
Ink
Polje u smjeru osi z je prema kona¢nom izrazu za potencijal (2.441) kratkog naboja:
14+ ie) (z—c+4(z-c) ' +p?)
E __6_¢__Lz—c+\/(z—c)2+p2 NiEz+e)+p°
: 0Oz 47f¢9z+c+\/(z+c)2+,o2 (z- c+\/(z c)+p*)
GCHe+z+e)l+p°) | 1+ ——n e
+Lz—c+w/(z—c)2+p N c) +p’
47&’3'z-i-c+\/(z+c)2+,02 (z—c+J(z—c)2+p )
(2.450)
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odnosno:

A 1 A 1 i

1
—_— =2
4 Jerey+pt 4w Je-0irp e [Ju s

1
\/(Z+C)2+p2}

(2.451)
Za p=0, z=a:
_ A 1 3 1 __A atc-a+tc _ A 2¢ _ A 2c_
Y \/(a —c)? \/(a +c)? ) dnme(a—-c)a+c) 4drne a*—c*  Ane b?
_ drmep, 2¢  2c 7 > (2452)
= == )
4reink b bzlna+c
a-c
azaz=0, p=b:
b 2c
E ‘ =—(E.). =—"""—o,. (2.453)
Dz z/)z=a -
p=b g abln a+c
a-c
Kapacitet rotacijskog elipsoida je prema izrazima (2.448) i (2.449):
0 2cA  8zec 8reVa® —b’
C==%= = = : (2.454)
® Llna+c ol Tl I a+a’ - b
dre a-c a-c

et
a-a*-b

ELEKTROSTATIKA



104

2.3.22 Degeneracije rotacijskog elipsoida

Razmotrit ¢e se tri sluGaja degeneracije rotacijskog elipsoida: kratki $tap, ravna ploca i okomita
Stapna antena.

2.3.22.1 Kratki Stap

H

Q)

B

Slika 2.68 Kratki $tap
Za kratki $tap (slika 2.68) geometrijski su odnosi:
/
E 1) b:p09
c=i , a@=c+b, a=cf1+|£L ") 1+ 2p0
2 - "2
(2.455)
a-—c=a—\/az——b2=i 1+ 2'00 ——=i 1+(2'00
2 2 /

2 2

;i 1+l 20 _1|=P
2 2\ 1 /

S obzirom da je jo§ a+c=a++a’ —b* = toje:

a+d—b? 1Y I
- = = ~Inl—| =2In— (2.456)
a—+a*-b? Po

Po
pa je kapacitet prema (2.454):

In

dnel  2mel  4nmec
2In Az In L In 2
Po Po Po

C:

(2.457)
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2.3.22.2 Ravna ploca polumjera R,

e

Slika 2.69 Ravna ploca

Ovdje su geometrijski odnosi takvi da je, (slika 2.69):

a:i , b=R, , R/ >>d,
2
Dalje slijedi:
Ny
2 2 -
c=va’-b* =\-b" =+jR,, n2tVe b o n2 )
a-a* -’ d_ iR
AN
2

d_ . dy T aY ..
k= (5) +Re" = e, 3—1R0=\/(E) +RIE = A7,

Sto na kraju daje:

d+jR
= 0 Jjo _
In-2 n Aef =Ine’* = j2¢.
d . e’
E—]Ro
Za p~—
—+JR, ,
lnczi =In(e’*)=jr,
5_jR°

pa je kapacitet prema izrazu (2.454):

c=87R g

7

(2.458)

(2.459)

(2.460)

(2.461)

(2.462)
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2.3.22.3 Kapacitet okomite Stapne antene

Funkcija potencijala prema izrazu (2.441), a za geometrijske odnose kao na slici 2.70 je:

2 2
¢=Llnz+c+ (z+cf+p

4re z—c+\/(z—c)2+p2

, (2.463)

X4
i
o P
i>2p,
2Po—x e
c>> 2h
h
aseniarsiccacranasiry
o P

Slika 2.70 Okomita $tapna antena

azaz=01p=py:

A . cHqt+p)

p=——h—
Cdne oy iap) (2.464)

'=[+2h=2(c+h), p=p,

te:

_iln2(c-i-h)-i—c+\/(2(c+h)+c)2+p02 -
4re 2(c+h)—c+\/(2(c+h)—c)z+p02 -
~il 3c+2h+3c+2h _

D,

~ n (2.465)
drne  c+2h+c+2h
_ A " 3c+2h
dre c+2h
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Ukupni je potencijal od linijskog naboja i njegove slike:

Lln c+“c2+p02 —Lln3c+2h—iln C+“cz+p°2 ct2h (2.466)
4re —c+Jc2+p02 dne  c+2h  Anme —c+\/c2+p02 3c+2h

=0t =

S obzirom da je:
0=2cA=4l , Q=CU (2.467)
moze se racunati kapacitet:

G 2ok , (2.468)

A cHyC+p c+2h

4re —C+\/Cz+p02 3C+(l

pri ¢emu je uz odredena zanemarenja:

Q.
+
>,
Il
o
+
N
o |2
;/
14
o
e
+
/—\
o [®
;/
N
I
i
b
N~

2.469
ctyc4p) c+2h _ 2 c+2h _(2c) c+2h 2_c 12 ) RaoR
_C+\[62+p023c+2h_l£)0_2_3c+2h py) 3c+2h 3 \p3)

2 ¢

Konac¢no je kapacitet Stapne antene:

dre2c _ 27r&}l ' 2.470)

2¢ ’ n
[fpj "

@

IR
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3 SPECIJALNA TEORIJA RELATIVNOSTI I MAGNETSKA
INDUKCIJA

3.1 UVODNIDIO

Albert Einstein (1879-1955) je 1905. objavio poznatu ,,Specijalnu teoriju relativnosti (STR).
Do tad, a to je bilo vise od 200 godina, za jednadzbe gibanja koje je definirao Isaac Newton (1642-
1727) se vjerovalo da ispravno opisuju prirodu.

1. Newtonov zakon mehanike izraZava se poznatom jednadzbom:

F:d[m—v]:@ 3.1
dt ) dt

pri ¢emu je p impuls ili koli¢ina gibanja.

Samo po sebi se je podrazumijevalo da je masa tijela m konstantna veliCina, a danas znamo da to nije
tako. Tu je pogresku uogio Albert Einstein, ali i dao popravak na na¢in da masa tijela raste s brzinom :

m, 1 1
m(v)=—=t==my y= = p== (32),
/1_1_ 1_ﬁ -5 ¢
CZ 6’2

pri &emu je mo masa tijela u mirovanju te c brzina svjetlosti: 2.998-10° m/s.

UnoSenjem izraza (3.2) u (3.1) korigira se II Newtonow zakon. S obzirom da je u obi¢nim
okolnostima brzina gibanja tijela v vrlo mala, mali je tad i porast mase s brzinom. Na primjer, satelit
koji se giba s v = 8 km/s (prva kozmitka brzina) izraun prema gornjim izrazima daje male iznose za

B

% 8
== =2.67-107° =7.11-10"
P ¢ 300000 F
odnosno:
1

z1+%ﬁ=1+3.56o10’1°,

J1-8

§to daje relativni prirast mase satelita Am/n, =3.56- 107, a to normalno nije osmotrivo.

Medutim, za Sestice koje se gibaju brzinama koje su znacajni dio brzine svjetlosti to se mora uzeti u
obzir. Valja napomenuti da je efekt u praksi potvrden tek nakon teorijskog otkrica.

Godine 1915. Albert Einstein publicirao je i Opéu teoriju relativnosti koja se bavila proSirenjem STR
na sluaj gravitacijskog zakona.

Prvi put je nacelo relativnosti postavio Isaac Newton:

,.Gibanja tijela ukljugenih u zadani prostor ista su za sve njih dok je taj prostor mirujui ili se giba
jednoliko naprijed po ravnoj liniji.“
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Na primjer, ako se svemirski brod giba jednolikom brzinom svi pokusi izvedeni u njemu i sve pojave u
njemu pojavit ¢e se na isti na¢in kao i da se brod ne giba pri emu se osigurava da se ne gleda van.
Neka se sustav 4’ jednoliko giba po pravcu (slika 3.1, [4], [18]).

Ay Ay
o
—1 »y P2k
ut P (x2y > Z)
4 0’ . e
z z
Slika 3.1 Dva koordinatna sustava: sustav oznake 4’ se giba

Sustavi 4 i 4" u kojima vrijedi prvi Newtonov zakon (zbog jednolike relativne brzine gibanja)
inercijalni su referentni sustavi.

3.1.1 Galilejeva transformacija

Galilejeve transformacije u Newtonovoj mehanici transformiraju prostorne koordinate i vrijeme iz
jednog u drugi inercijalni sustav:

o put: xX'=x-—ut,
e vrijeme: '=¢.

Ostale veli€ine kao $to su brzina, ubrzanje i sila transformiraju se prema:

; , dx' dx' dx
e brzinavV=—"-=—=—"—y,
da' dr dt
. dzx’ dxz dv
e ubrzanje: ——=—0>p=—,
dt dat® dt
e sila:F:mﬂzmd—vlzp'_
dt

Na primjer, neka se automobil giba s brzinom u (koordinatni sistem automobila oznagen jes ) za

brzinu zrake svjetlosti odaslane mimo automobila bi prema Galilejevim transformacijama

(deriviranjem prve gore navedene jednadZbe odnosno druga jednadzba) u automobilu bi bilo utvrdeno
. . T Ldx' dx

da je ta brzina mimoilazeée svjetlosti: E =V=—-u

dt

= ¢ —u. Niti jedan pokus dosad nije pokazao
da je tako.
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Medutim, Lorentzove transformacije (LT):

i X=:l ' '
X=———==yx-ut)=y(x=pf-c), y'=y 2=z
u
V'
_ux (3.3)
==y 2]27(’—/3%)
1 uz C2 (¢
-7
(&

uvrstene u Maxwellove jednadZbe ostavile su ih u istom obliku.
U sljedeéem dijelu teksta bit ¢e izvedene gore ,,ad hoc* navedene Lorentzove transformacije.

3.1.2 Michelson - Morleyev pokus

Michelson — Morleyev pokus (1887. godine) bio je pokusaj da se odredi apsolutna brzina Zemlje kroz
tzv. hipotetski eter za kojeg se pretpostavljalo da prozima cijeli prostor, [8]. Negativni rezultati

eksperimenta temeljito su objasnjeni tek 18. godina poslije u ve¢ spomenutoj ,,Specijalnoj teoriji
relativnosti®. .

e i ¢ 4
LAY
/A
fomy
oA
i \
/ \
4 Al
/ \
o / \
A T
/ \
/ \
/ \
L. L \\ LJ‘

I A V.

Yy gl v xB & ﬂ !
O M Al — e g SUN | )
A bt E £

¢ H
| St Ll id
{ 4
Yo \",\ Valovi nisu u

‘\L Y 7 /fali
Slas
&

DF rr

Slika 3.2 Michelson - Morleyev pokus

Pokus je izveden s uredajem koji je shematski grubo prikazan na slici 3.2. Sastoji se od izvora svjetla
(4), djelomigno posrebrene plote B te dva zrcala C i E. Zrcala C i E su smjestena na jednakim
udaljenostima L od ploge B, ali pod 90 stupnjeva kao na slici. Sve je to montirano na ¢vrstom postolju.
Ploda B rastavlja svjetlosnu zraku iz izvora u dvije medusobno okomite zrake : jedna prema zrcalu E,
a drugu prema zrcalu C koje se, odbijene od zrcala (zrake D i F) vracaju prema plo¢i B. Ako su
trajanja puta svjetlosnih zraka od B do E (zraka D) te od B do C (zraka F) i natrag jednaka svjetlost ¢e
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se pojacati. Ako uredaj miruje u eteru vremena trajanja puta tih zraka bit ée to¢no jednaka. Ako se,
pak, uredaj giba udesno s brzinom u pojavit ée se razlika u tim trajanjima. U sljede¢em dijelu teksta
pokazat ée se zasto je to tako.

Prvo ce se izratunati vrijeme potrebno da svjetlost prijede put od B do E (#,) i natrag (,). Za vrijeme
dok je svjetlost na putu od B do E uredaj je prevalio put ut; tako da svjetlost mora prijeéi put L+ut i to
brzinom ¢ odnosno:

L
ct=L+ut, t, =——o0rH.
c—u

Za vrijeme dok je plo¢a B s uredajem prelazi jo§ i put ut, svjetlost putuje natrag, ali sad treba prevaliti
put L-ut, odnosno:

L

ct,=L-ut, t,= .

c+u
Ukupno je vrijeme:

)L
L L Le+Lu+Le—Lu 2Lc 2Lc c
Lth= + = 22 =3 _2- P 2 (G4
c—-u cH+u c’—u ¢ —u 2 u u
¢ (1‘—'0—2) l—c—z

Drugi ratun nacinit ¢e se za radun trajanja puta svjetlosti od B do C. Tijekom vremena #; zrcalo C se
pomakne na udaljenost u#; (C’ pozicija) udesno.
U isto vrijeme svjetlost putuje po hipotenuzi BC' trokuta &ije su katete L=BC i CC'=ut;:

(Ct3)z =L+ (ut3 )2 )
L= (et,f - () = (2 -u) 22

odnosno:

L

=
cF—u

wﬂ
Il

Treba jos isto toliko za povratak pa je ukupno vrijeme 2z;:

oL
_ & (3.5)

2
=
C

Neka se sad usporede vremena dviju zraka. MozZe se konstatirati sljedece.

Brojnici izraza (3.4) i (3.5) su jednaki i predstavljali bi vremena putovanja zraka svjetlosti kad bi

uredaj mirovao. Nazivnici nisu jednaki i predstavljaju modifikaciju vremena zbog gibanja uredaja.

Prostim uvidom se vidi da nisu jednaka. Vrijeme od plode B do zrcala C i natrag nesto je kraée od
2

[ 2

. < : u < P u <

onog vremena od plo¢e B do zrcala E i natrag s obzirom da je ,|1 — — nesto vece od 1 — —- unato¢
(5 c

2L

i, = Joi -2

Cinjenici da su zrcala ¢vrsto jednako udaljena od B. Naravno, iznos #”/c” je mali sve dok brzina
gibanja # ne postane bliska brzini svjetlosti c.
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Michelson i Morley stavljali su uredaj i tako da je B—F bio priblizno paralelno orbiti zemlje oko Sunca
(~29 km/s), ali eterski drift zbog toga nije registriran (vremenska razlika) — brzina Zemlje kroz eter se
nije mogla detektirati. Rezultat eksperimenta je bio nula.

Pokus Michelsona i Morleyja bio je vrlo zagonetan i uznemirujuéi. Prvu plodnu ideju izlaZenja iz
slijepe ulice pruzio je nizozemski fizi¢ar H. A. Lorentz (1853-1928, 1902. Nobelova nagrada za
fiziku). Sugerirao je da se materijalna tijela kontrahiraju kad se gibaju, a to je skracenje samo u
smjeru gibanja i to tako, ako je duljina tijela u mirujuéem stanju Lo, tad je duljina L, duljina tijela kad
se ono giba brzinom u paralelno njegovoj duljini:

Ly =Lyy[l-=5 (3.6)

Kad se ova promjena primijeni na Michelson-Morleyev interferometar, udaljenost od B do C se ne

’ 2
mijenja, ali udaljenost od B do E skracena je na L,|1 — _u_i_ . Stoga se izraz (3.5) ne mijenja, ali se L u
¢

(3.4) mora promijeniti u skladu s (3.6) pa kad se to na¢ini, dobiva se:

2
2£1f1—32— 2£
g g € -2, (3.7)

tl+tZ== 7 = 2:

u
c 2

Tako je pretpostavka kontrakcije uspje$no objasnila zasto Michelson-Morleyev pokus nije polucio
trazeni efekt. I u drugim pokusima traZenja 'eterskog vjetra' pojavile su se sli¢ne poteskoce, a francuski
matematicar i fizi¢ar J. H. Poincare (1854-1912) je predlozio da postoji takav zakon prirode da nije
moguce otkriti 'eterski vjetar' bilo kojim pokusom, tj. nema nacina da se odredi apsolutna brzina.
Provjeravajuci je li ideja kontrakcije u skladu s ¢injenicama u drugim pokusima izaslo je na vidjelo da
je sve korektno ako se i vrijeme modificira na na¢in kako je to naéinjeno u izrazu (3.3). Na primjer, s
obzirom da vrijeme #; za put B-C i natrag nije isto kada ga racuna osoba u putuju¢em brodu koji izvodi
pokus i kada ga raduna mirujuéi promatra¢ svemirskog broda.

Za covjeka u brodu vrijeme je jednostavno 2L/c, ali za mirujueg promatrata to je

(ZL/ c)/ J1—u?/c* . Znati kad vanjski promatra¢ vidi €ovjeka u brodu da pali cigaretu sve aktivnosti
se ¢ine sporije nego normalno; dok za ¢ovjeka u brodu sve se odvija normalnom brzinom. Tako, ne
samo da se udaljenosti moraju skratiti nego se takoder satovi moraju prividno usporiti. Tako, kad sat u
brodu zabiljezi da je istekla ls kao §to to vidi Covjek u brodu, a za (mirujuéeg) Covjeka izvana
pokazuje 1 / J1-u?/c? sekundi (viSe nego putnik u brodu). Ovo usporenje satova u gibajuéem
sustavu vrlo je zagonetna pojava, a dalje slijedi objasnjenje. Da bi se ovo shvatilo mora se promotriti
mehanizam sata kad se on giba. Pokazalo se da se svi prividno usporavaju (svi satovi, otkucaji srca i
slino). Interesantan je primjer dezintegracije 4 mezona koji umjesto 2.2-10° s do¢ekaju i 5:10° s.

Tako se sad za sliku 3.1 moZe reéi sljedece: putnik u gibaju¢em sustavu 4’ utvrdi mjerenjem x’ metara,

a promatra¢ 4 u mirujuéem sustavu tvrdi da je 4’ izmjerio x’/ J1-u? / c? metara. Tad, ako je sustav
A’ udaljen ut od sustava 4, promatra¢ 4 bi rekao da je ista tocka mjerena u njegovim koordinatama na

udaljenosti x = x'\/1—-u’/c* +ut ili:

SPECIJALNA TEORIJA RELATIVNOSTI I MAGNETSKA INDUKCIJA



114

o (3.8)

§to je prva jednadzba Lorentzove transformacije (3.3).

3.1.2.1 Istodobnost

Vrijeme ' u gibajuéem (4") sustavu i vrijeme ¢ u mirujuéem sustavu (4) odnose se kao:

(3.9)

Ako se pazljivo pogleda situacija na slici 3.1 vidi se da se dogadaji koji se pojave na dva razli¢ita
mjesta u isto vrijeme kako vidi promatraé 4’ u gibajuéem brodu, ne dogadaju istovremeno i za
promatraca 4 u mirujuéem sustavu.

Ako se jedan dogadaj dogodi u poziciji x; u trenutku 7, a drugi dogadaj u poziciji x, u f, nalazi se da
su odgovarajuci trenuci #,"i £," koji se razlikuju za:

”(xl—xz)
2
f =t = —E= (3.10)
u
==
(]

Ova se okolnost zove 'otkaz istovremenosti na daljinu'. Neka se sad ova uvodna razmatranja
sistematiziraju!

3.2 LORENTZOVE TRANSFORMACIJE

Trajniji zaklju¢ak Michelson-Morleyevog pokusa sastojao se u tom da je brzina svjetlosti relativno
prema Zemlji neovisna o smjeru njenog prostiranja, [4].

Specijalna teorija relativnosti utemeljena je na dva postulata:
1. Nadelo relativnosti jednolikog gibanja:
Fizikalni zakoni ili matematicke jednadibe koje ih definiraju imaju isti oblik u svim
Cartezijevim koordinatnim sustavima koji imaju jednoliko translatorno gibanje jedan prema
drugom (ve¢ spomenuti inercijalni referentni sustavi).

2. Nacelo konstantnosti brzine svjetlosti:

Brzina svjetlosti u vakuumu u bilo kojem referentnom (inercijalnom) sustavu neovisna je o
brzini izvora.
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Posljedica prvog naéela je da promatraé u proizvoljnom koordinatnom sustavu ne moze detektirati
gibanje sustava bilo kakvim promatranjem unutar sustava.

Kombinacija postulata 2 i 1 daje rezultat da je brzina svjetlosti u vakuumu neovisna o relativnoj brzini
izvora i promatraéa. U narednom e se izlaganju iznijeti neke dodatne implikacije ovih postulata.

Neka se ponovi slika 3.1 na sli¢an nadin: — promatra¢ 4 nalazi se u sustavu S(Oxyz), a promatrac¢ 4'u
sustavu S'(O'x’y'z’) s tim da se promatral 4’ giba u smjeru osi x s brzinom u (dakle: u,=u, u,=0, u.=0)
relativno na A4, (slika 3.3).

Ay Ay’
S Sustav O, x,y,z s Sustav O',x",y",2"
RN S—
P} Py
o x o’ ’
z z’
Slika 3.3 Dva koordinatna sustava: sustav oznake S' se giba s brzinom # prema sustavu S

Osi x i x’ koincidiraju. U trenutku #=¢' dva se ishodista poklapaju i u tom trenutku svjetlosni impuls
napusta zajedni&ko ishodiste. Navedeni postulati zahtijevaju da promatraci i 4 i 4’ opaZaju sferni val
koji divergira od zajednitkog ishodista s brzinom c (brzina svjetlosti u vakuumu). U bilo kojem
trenutku >0 promatral 4 opaza sferni val ¢&ija je fronta zadana s:

x24+yl+zr =t =0 (3.11)
a promatra¢ 4’ valnu frontu:
er +y!2 +Z'2 _Cztrz :O

§to znadi da (3.11) ne ovisi ni o kakvim transformacijama (pa ni Lorentzovoj, tj. desna je strana uvijek
jednaka nuli).

Pa ako se pretpostavi da je za ostale dvije koordinate y=y’, z=z', izraz (3.11) ¢e biti zadovoljen ako je:
x? -t =x"t =" (3.12)
Za promatraca 4 ishodi$te O’ ima koordinate:

x=u-t y=0, z=0 u trenutku 7.
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Za promatraa 4’ ishodiSte O ima koordinate:
x'=-ut' y'=0, z'=0 u trenutku 7"

Relacije koje opisuju medusobni odnos (simetrije) dvaju promatrada najjednostavnije bi se mogle
napisati kao:

x'=y(x—ut) (3.13.1)
x=y'(x"—ut" (3.13.2)

Pritom se veliGine y i y’ moraju tek odrediti.
Uvrsti li se izraz (3.13.1) u (3.13.2):

x=y'[y(x —ut) +ut'], a odatle je:

t’:y[r—f[l——l—,ﬂ. : (3.14)
ul\ 7w

Sad se (3.13.1) i (3.14) uvrste u (3.12) na desnu stranu pa posto se zamijene strane tako dobivenog
izraza dobiva se sredeno redom po x* 'xz i %

2 2 2 5 2
72—7f (I—L,] x2+[ﬁ/—c—( ——1—']—2u72}xt+(72u2—7zcz)t2=x2—czt2. (3.12.1)
4 V4

u u

Izjednacavanjem lijeve i desne strane dobivaju se sljedeéi izrazi:

2 2 2
72_7;3 (1__1_7] -1 (3.15)
u ry
22
2—70—(1—%}—2117/2 =0 (3.16)
u V4
72u2_}/202:_c2. (3.17)
1z (3.17) je odmah:
202 .2 2 2 ¢ 1 1 1
}/(c —u):c =>y'= 5 TE—— Y= 2: = (3.18)
¢ —u l_i \/l—u— \/l_ﬂ
2 7
c ¢

i . u
pri demu je: f=—.
c

Iz (3.16) nakon kraéenja s 2y° dobiva se:
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1 o’
1- - = > (319)
wooc
odakle se dobiva:
1 w1
—=l-=== (3.20)
14 c 7
ili kona¢no:
r=v". (3.21)
Iz (3.15) se dobiva isto Sto iz (3.17)!
3.2.1 Transformacije vremena
Vratimo se na izraz (3.14) za ¢"
Uvrste li se izrazi (3.18), (3.19) i (3.21) za yi ¥ u (3.14) dobiva se izraz za ¢"
; ux
1 2 )
o g=T. :7(1—&j=7czy(1—g]. (3.22)
1 u? u c c | u’ c
c? c?

Izraz za t dobit ée se na sli¢an nacin, ali sad uvritenjem izraza (3.13.2) u (3.13.1). Nakon sljede¢ih
relativno laganih zamjena i grupiranja:

x'=yly'(x" —ut)—ui]
wut =y (x" +ut) - x' =x'(y> =)+ yut’
2

P -l=2p ; (3.23)
C
lu2 1

ut=y x—+yut
C

t:yx‘i+}/t'
2
(64

dobit ¢e se konaéno izraz za t:

, u

t+x =

2
t:y(r'+x’~izj=——c—=y[r'+x’£). (.24)
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3.2.2 Transformacija duljine $tapa i vremenskog intervala

Stap se giba duz x osi. U danom trenutku kojeg je odredio promatra¢ 4 u sustavu S, promatraé 4’ u
sustavu S’ biljezi pozicije krajeva Stapa: x(1) i x'(2). S obzirom da je A’ u ,,mirovanju* u odnosu na S’
on utvrduje da je, [4]:

Ly =x'(1)-x'(2). (3.25)

Da bi promatra¢ 4 u S znao duljinu $tapa koji se giba u odnosu na njega s brzinom u mora
transformirati pozicije $tapa iz S' x'(1) i x(2) pomodu izraza (3.13.1, #2)=£(1), tj. oba se kraja §tapa
istovremeno mjere $to je u posljednje vrijeme prilino prijeporno u Getverodimenzionalnoj (4D)
geometriji Minkowskog s obzirom da se vremenska komponenta dosljedno ne transformira, a
proizasla kontrakcija duljine naziva se prividnom):

Ly = y[x(1) —ut(D)] - y[x(1) - ut(2)] = y[x(1) - x(2)], (3:26)

Znaci njegovu je duljinu promatraé 4 u sustavu S izmjerio kao:

L=x()-x@2)=20 =
g (3.27)

Promatraé A u sustavu S nalazi da je L<L,!
Pripadni je naziv u_literaturi , kontrakcija duljine*

Neka promatra¢ 4’ iz dane totke u gibajuéem sustavu S’ (gibajuéem u odnosu na S, promatrad 4)
posalje dva signala u trenucima #,"i ," prema 4. Taj vremenski interval promatra¢ 4" mjeri kao:

At'=t —t).

Odgovaraju¢i interval u mirujuéem sustavu S odreduje se prema izrazu (3.24) tako ako se za svaki od
trenutaka #) i #, transformira u mirujuéi sustav S odnosno:

A=t —t,= ;/(tl' + xiz) - 7(15 + xiz) =yt —1,) = yAt (3.28)
G (64

Promatrac A u sustavu S nalazi da je vremenski interval At dulji y puta od At'!
Pripadni je naziv u literaturi , dilatacija vremena®)
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3.2.3 Prostor Hermanna Minkowskog

Slijedeéi specijalnu teoriju relativnosti, Minkowski (Hermann Minkowski, njemacki matematicar,
1864. —1909.) je uveo 4D prostor s vremenskim i geometrijskim komponentama na sljedeci nacin.

Za odredeni dogadaj vrijeme i prostor ne postoje kao posebice odvojene veli¢ine jedne od drugih.
Dogadaju se pridruzuju Cetiri koordinate vremenska ct (koja govori o tom kad se dogadaj odigrao) te
prostorne: x, y i z (koje govore o tom gdje se dogadaj odigrao).

Kvadrat prostorno-vremenske duljine izmedu dva dogadaja 4 i B po Minkowskom je:
s = Cz(tA - tB)Z = (x, _xB)z +(y,— y3)2 +(z,- ZB)Z . (3.29)

S obzirom na predznak ,,-,, u gornjem izrazu geometrije nije euklidska (naziva se ,,pseudoeuklidska®).
Za na$ slu¢aj relativnih poloZaja sustava S i S’ kao na slikama 3.1 odnosno 3.3 koordinate jednog te
istog dogadaja povezane su s ve¢ izloZzenim Lorentzovim transformacijama. Netom definirani kvadrat
prostorno-vremenske duljine za taj dogadaj se ne mijenja bez obzira na izbor sustava Sto se moZze
utvrditi izraGunom razlike kvadrata u sustavu S’ pomocu veli¢ina izrazenih u sustavu S:

St?=x? =y (et —ulex) =y (x—(u/c)ct)’ =
S ’ _ (3.30)

dakle neovisan je o Lorentzovim transformacijama pri ¢emu su ostale dvije koordinate jednake (y'=y,
z'=z). Od ove se pretpostavke krenulo u Lorentzove transformacije na pocetku ovog teksta (izraz
3.12).
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3.2.4 Slaganje brzina

Neka tijelo u gibaju¢em sustavu S’ ima brzinu:

’

X ; s e N N " TP .
v, = —;l——,, a brzina koju mjeri promatra¢ 4 u sustavu S moZe se odrediti na sljedeéi nadin. Iz izraza
t

(3.13.2) za diferencijal puta dx u sustavu S slijedi:

dx = y(dx'+udt"), (3.31)
a prema (3.24) diferencijal vremena df u sustavu S je:

dt = }/(dt' + ;"dej = ;/(dt' +gdx’) = 7(dt'+g%dt’j =y(1+ Bp)dr' . (3.32)
Diobom (3.31) i (3.32) dobiva se: “

_dx _ y(dx'+udt) _ dx'+udl

v=2 . e (3.33)
Tyl v Sy df+dy
¢ €
a nakon diobe i brojnika i nazivnika u gornjem izrazu s dt' dobiva se:
+u
dx ' '+
V=== dtu —= qu ”“) , - (3.34)
A —— 14—
¢t dt c
Iako je y=y', a tim i dy=dy’ ne slijedi da je i: % = % zbog razliitih vremenskih skala u sustavima S
1§, Neka se to i pokaze. S obzirom da je:
dy=dy'i dt = 7(dt' + izdx'j (3.35)
c
diobom dy i dt dobiva se y komponenta brzine u sustavu S, v,
@}V
dy' ' v,
y, =2 A N  T— (336)
d i U u-v, u-v,
7(dt+7dx] |+ — 71+ —
¢ c c
Sli¢no se dobiva i z komponenta brzine u sustavu S:
p =B % (3.37)
oodt ( u-vl ) '
7| 1+—
¢
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1z izraza (3.34) lako se utvrduje da je ¢ gornja granica mogucih brzina. Na primjer, neka se u sustavu
posalje zraka svjetlosti (v,' = ¢), a i sam se sustav S’ prema sustavu S giba s brzinom svjetlosti c,
promatra¢ 4 u mirujuéem ¢e sustavu S utvrditi da je brzina v.:

vitu _ c+c _203_
ETCANTE

(3.38)

1+
Cz C2

Dakle v, takoder je jednaka brzini svjetlosti ¢ §to je mogucée samo uz odredenu deformaciju prostorno-
vremenskog kontinuuma.

3.2.5 Varijacija mase s brzinom

Neka se dvije jednake mase m s brzinama v, i -v,' u gibaju¢em sustavu S’, a §to ujedno znaci da je i:
mv,'- mv,'=0. (3.39)

Njihove brzine u mirujuéem sustavu S su vy i vy, a mase m, i mo.
Zbog o¢uvanja koli¢ine gibanja i u mirujuéem sustavu S (impulsa gibanja, mv) je:

My, +my,, = (m +my)u. (3.40)
1z ovog se izraza dijeljenjem s m, moZe naci kvocijent masa (7,/m,) u mirujuéem sustavu S:

m, u—yv,

_ i 3.41)
m, uv, —u
a osim toga je jo§ prema (3.34):
v +u -V +u
V=S Vo T (3.42)
1+u— l—u—-
c? c’
pa izraz (3.41) postaje:
v!
o T+u—
L= € (3.43)
m, .
1-u—-
c2

Jo§ se treba pokazati da je:

u2 vv2
)]
Vi c c
-2 — (3.44)
(1+u-§—]
C
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¢
2 , (3.45)

Dijeljenjem izraza (3.44) i (3.45) (brojnici su jednaki pa se krate), a zatim korjenovanjem tako
dobivenog kvocijenta (3.43) postaje:

_ vxl 1 u v:’c
2 T®Tg
i < -—< (3.46)
m, 1- V2 1+ u%
c? ¢
ili:
2 2
vX VX
ml\/l— > =m2\/1——22=c0nst=m0 (3.47)
c c
pa je opdenito:
n
m=—te (3.48)
1=
o2

Dakle, ako je v=0 tad je i m=mjy. Stoga je m, masa tijela u mirovanju, a m masa kad se ono giba
brzinom v. Masa m u gibanju odreduje se pomocu izraza (3.48).

Moze se pogledati i s druge strane ako se opéenito pretpostavi da je E=mc” pri &emu je m nepoznato.
Brzina promjene energije u vremenu jednaka je umnosku sile i brzine:

dE
E_r 3.49
o v (3.49)

pri ¢emu je sila:

Fodmv) _dp (3.50)
dt dt
Ovdje je p=mv koli¢ina (impuls) gibanja. Na taj na&in (3.49) postaje:
2
& _y P _dme) ) (3.51)
dt dt dt dt
Nakon mnoZenja obiju strana s 2m dobiva se:
O O = G IV (3.52)
dt dt
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ili:

! d(m?) _ d(m*?) .

3.53
dt dt B3
odakle se izravnim integriranjem dobiva:
m?ct=m*v’ +C. (3.54)
Konstanta C se dobiva iz uvjeta za v=0 gdje se postavlja da je m=my:
C= m0c2 s
m’c* =m*v + mlc*. (3.55)
Poslije dijeljenja sa ¢, izlu¢ivanja m te korjenovanja obiju strana dobiva se konagno:
m,
m=— (3.56)
e
==
c
3.2.6 Masaienergija
Impuls (koli¢ina gibanja) tijela mase m koji se giba s brzinom v je:
myv
p=my=— (3.57)
V2
1-—
c
Totalni diferencijal lijeve strane gornjeg izraza za koli¢inu gibanja je:
dp = mdv + vdm , (3.58)
a to je jednako totalnom diferencijalu desne strane (3.57):
m,dv mdv
dp = 02 5 = z (3.59)
v
(1 - 1’—) I-=
e 5
ili:
2
L
mdv e
5 —mdy = >—=vdm (3.60)
et it
c? c?
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2
. . v !
odnosno poslije mnozenja s 1 ——- dobiva se:
c

2 2 2 2
mdv=[1—v—2]%vdm=[l—v—2]c—dm. 3.61)
¢t )v

C v

Ovo se uvrsti u (3.58) pa se konac¢no za diferencijal koli¢ine gibanja dp dobiva:

2 2 2 2
dpz[[l—v—z)c—+v}dm={c——v+v}dm=c—dm. (3.62)
c

\4 \4 v

Diferencijal energije izraZene s koli¢inom gibanja p prema izrazu (3.51) je:

dE =vdp =c*dm , ) (3.63)
a integriranjem (3.63) dobiva se:

E=mc* + Cy, auz C=0 (na primjer za: m=myo, energija mase mo u mirovanju je E, = moc2 .
Kineticka energija dana je s izrazom:

E, =mc* —my* = E—m,’ (3.64)

i jednaka umnogku ¢’ i razlike masa koja nastaje zbog gibanja. Nakon uvrstenja izraza za masu u
gibanju prema (3.56) u ovaj izraz za kineti¢ku energiju dobiva se:

E, =m,*( -1 (3.65)

Razvije li se ovaj izraz po Tayloru dobiva se:

1 3 !
E =—myV +=my—+... 3.66
k 2 0 8 0 C2 ( )
Sto znaci da ako je brzina gibanja tijela mnogo manja od brzine svjetlosti (v<<c) tad se kineti¢ka
energija reducira pribliZzno na nerelativisti¢ki iznos: mov2 /2. Takoder, prema (3.64) ukupna je
energija tijela u gibanju:

4

E=me® = ny? -1-%m0v2 +-§m0v—2+... =
L (3.67)
—mt 1+ 3 4 )
X 2. =+
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odakle slijedi da je:

v 3y
m=m,(l+=——+=—+..). 3.68
of 25 8¢ ) (68

Dalje, ukupna se energija moze izraziti i s impulsom sile odnosno koli¢inom gibanja p. S obzirom da
je:

= . (3.69)

a poslije uvrstenja izraza za masu u gibanju prema (3.56) ovaj izraz, nakon neznatnih manipulacija,
prelazi u:

ﬁz » P " vz)
2 e 2 2)s
2 2 2
K2"(1 + l;_ g)= lz 20
¢ myc mgc
v mic’ (3.70)

Uvrsti 1i se posljednji izraz u izraz za ukupnu energiju tijela (3.67) dobiva se ukupna energija u
ovisnosti o koli¢ini gibanja p:

E =mc? =—m°—2c2 =cymic’ +p’. 3.71)

f v
1-—
c2
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3.3 TRANSFORMACIJA JEDNADZBI ZA SILU

Neka se tijelo mase m giba brzinom v u mirujuéem sustavu S. Po definiciji je sila vremenska promjena
(derivacija po vremenu) impulsa sile p = m -V odnosno koliine gibanja:

- dp d, _ d 1

B =22 (yp)=m, L| ——7 (3.72)
dt  dt dt V2
l-—
c

Promatra¢ 4'u sustavu S’ opservirat ¢e silu F;)' :

=, d d d 1
F/=—p'= m'v')= v, 3.73

i 2 5

l=—
¢
a x' komponenta sile je:
d 1
L =my—| —7 3.74
0x 0 dty v’2 x ( )
-

Izdvojimo x-komponentu sile F, te njen izraz proirimo s dt'/dt':

~ d 1 d dr'
By =my | ——v, |=m—| = | £ (3.75)

’ dat : v dt : V| dt
c? c?

Nakon prosirenja s df'/dt’ koristenjem izraza (3.22) za "

t= y(t —3’25) , (3.76)

c
1 1 u .
azbog y = = , B =— zadt'’/dt se dobiva:
J o1-p 0
I-—
c

dr' u dx u-v
—=y|l-=—|=y|1- < 3.77
dt 7( c? dt] 7[ & j @77
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Vi+u )
———~ pa se dobiva:
I4+—=

Sad se u taj izraz uvrsti v, =dx/dt iz (3.34) odnosno: v, =

2
2 1
u
11— v

_1 u vi+u v —w! —u - : 1
= —“—2‘ 7 = 2 P = 2 » 7 = 7 — 7

uv uv v
dt e ¢ +uv, ¢ +uv, 1.5 B (1+u

c

Prema izrazima (3.34, za v,), (3.36, za v, ) i (3.37, za v.):

’ !
v o= v, +u " vy v

’
— — z
x r -

y N Ve T 7 (3.79)
u-v, u-v u-v
I+—; 71+ y1+—=
¢ C

2
¢
rezultirajuca brzina u sustavu S je:

’
2 _ 2 2 2 1 v.+u
V=Y, +Vy +VZ

7/2 m[}/z(v:‘ + u)z + Vyz + VZZ].
2

(3.80)

Pogledajmo detaljnije ¢emu je jednak izraz pod derivacijom iv za silu Fy, (3.75).

1 1 Vit+u y(v. +u)

=V, = > v ) > (3.81)
\4 Vo o1+ X uyv, v
N e G

c

Kvadrira li se samo nazivnik u (3.81) dobiva se:

2
’ 2 1\? ’
N57=|:7[1+£‘_;ij 1_"2} :72(1+u?j _}/2(1_‘_“?}
C C c Cc

a zatim se u ovaj izraz uvrsti izraz (3.80) za v’ pa se dobiva: |
’ 2 ’ 2
uv 1 1
N, = ;/2(1 + u‘;"J _},2[1 + ij —2—2[}’2(ij +u)’ +v'y2+v’,2].
¢ ¢ 2( f -
12

u-v c
1+—*
e
Nakon oduzimanja i dodavanja —- s ciljem nadopunjavanja na puni kvadrat brzine v' te dodavanja i
(&

2 2
%
2

, (3.82)
c

(3.83)

oduzimanja 1 dobiva se:
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N57=},2(1+ czxj _Fyz(v;+u)2_?yi___cz§-— CXZ +—c’7+1—1. (3.84)
1 N\2 2 42, 42 2
uv 1 v, +v +vVv Vv
N57=y2[1+ c;j —c—zy/z(v;+u)2+1——"—cy2—’—1+ = (3.85)
o
]

. ST . v . ;
Nakon manjeg pregrupiranja ¢lanova (izraz 1—7—1 se postavlja na prvo mjesto, a v'i /c* se

pridruzuje drugom ¢&lanu za Ns;) izraz postaje:

” r\2 200 2 ’2
+ —
N57=1—_V7—1+72(1+%j VA0 (3.86)
c c c
A4
Sad treba utvrditi ¢emu je jednaka veli¢ina 4 oznadena u gornjem izrazu:
1\2 200 2 12
+ -— .
A:_1+72(1+%j _W. (3.87)
e e
Izmnozi li se i sredi ovaj izraz, dobiva se:
212 ’ 2 21 2.2 12
2 2
A=-14+pP+pP% % _0p2 ¥ 0 VW, TV N (3.88)
c ¢ c é c (i
2 22 2
1
A:yz—l—yzﬁz—w;(}’i’ —7—2+—2):A1+A2, (3.89)
c c ¢ ¢
4 P
U ovom su izrazu oznaceni podizrazi 4; i 4, koji daju zbroj:
A=A +4,. (3.90)
Neka se sad pojedinaéno raspi$u i preurede 4; i 4,.
2 2
u u 1
AI=}/2—1—72—2-=—1+72[1——2j=—1+72—2~=0!, (3.91)
c € 14
2,2 2 2 2 2
_alru oyt 1) oy u 1| o 71 1
A2—vx[c—4—;2—+c—2J~vX I:—c—z( ~?J+C—2i|-—vx {i—c—zy—z‘l‘-c—z- =0! (392)

pa je konalno u cijelosti A =0, a kvadrat nazivnika izraza (3.81):
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— (3.93)

Izraz (3.81) nakon vracanja korijena na 1— 1—2— iz (3.93) postaje:
c

L, sl
N
C e

Sad se moZe nastaviti izvodenje izraza za Fy,. Izraz (3.94) se uvrsti u (3.75) te imajuéi u vidu da

(3.94)

1 1
Y= = , b= u nije ovisno o ¢, dobiva se:
\/ uZ Jl _ﬂZ c
1-=
d dr d ' u) |dt d '+ dr'
Fo, =my— = =My 2y, Hu) STy tu) 7R (3.95)
dt Vi | dt dt V2 | dt dt Vv2 | dt
I-= — 7 1-=
c ¢ c
o y ar' 1 . . ;
Nakon uvrstenja kona¢nog rezultata za — = ————— iz izraza (3.77) u izraz (3.95) za F\, dobiva
1+
1+%)
se:
1 d L+
F;)v = mO ’ : }/_ vx - > (396)
' ( uvx] dr' w"
Y| 1+—; =
(e c?
a nakon kracenja razlomka s y te dodavanja i odbijanja izraza:
o -91—' = dobiva se izraz:
dt V'
-
d ! d d L+
Fpo=m | % | 9 ¥ |, M d] vitu | (3.97)
dt’ ) v12 dl \/1 v¢2 T & dt \/1 le
2 2 5 =2
e 2 4 c?
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S obzirom da je:

d v
Flo,=my—| ——= (3.98)
dt - er
c2
moze se pisati za:
’ d ! +
Fy, =F'o,—m, d, £ To 2 el (3.99)
L \/ V| R \/ G
2 c o
Sad se posljednji ¢lan u (3.99) razvije deriviranjem po dt' kao zbroj ¢lanova - 5 i Ve =,a
v
1-= -
\/ c \/ &
prvi se ¢lan postavlja na kraj sljedeceg izraza:
d 1 m, d v d v
B, =R +—0 1y 2 D S B | S| (3.100)
uv, dt va & dt v'2 dt v'z
1+= 1-—- 1+= 1- 1-—
c 2 c o2 2
m
Ako se ispred posljednja dva ¢lana u (3.100) izluci z;)v’ dobiva se:
1+—=
o2
d 1 d ! ¢
F, =F +- 2% 9 PRI T 0L U S Y I L) (3.101)
MVX dt, V72 UVX dt v'z C
1+ — 1—— 1+ — 1——
C 62 A 02
a nakon izlu¢ivanja #‘—— ispred oba posljednja ¢lana u (3.101) dobiva se za silu Fj,:
¢ +uv,
d 1 d v
Fp=F+—2 |22 |y & T || (3.102)
¢ +uv. dt A P2 dt i V2
e c
L 1 /i J
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Razmotri li se drugi ¢lan oznaden u izrazu (3.102) s I7 putem kompletnog deriviranja kvocijenta po df
uz uvodenje oznaka za pojedine komponente ubrzanja u sustavu S'(x’y",z):

av' av! a
*=a, —=a, £ = q, dobiva se:
dt dt dt
l
) -—2(Via, +V,a, +v;a)
vial—— — v'i
c er
d Y 2.1-—
I=v,—| ——|= =

’ 3.103
¥ dl' v'z 1 Vlz ( )
l—c—z —C_Z

- d—‘, ’ ’ ’ P 5 .
Budu¢i da je: 2‘),71) =2(v,a, +v,a, +v.a.) to je konatno ¢lan oznalen s /] u izrazu (3.102):
t ; o

73
: 1 v
. via,'| 1-— |+
_d v, _ c

02 xx ,,v ,,v ; ;
= = ; ’ 3.104
dt' Jl V'2 er % ( )

Prvi ¢lan oznaéen s 7 u (3.102) je nakon deriviranja:

’ ’ 4 ’ P 4
—cz-l( 1) 2(vxax+vyay+vzaz)
2

20 &) 7
d c* l_c—z
=4 _|= — , (3.105)
-5 %)
C
!_+_ + 2
_ a4, +v.a, %——c —|. (3.106)
2%

?2 2
Koristeéi oblik izraza (3.104) i za komponente d[v; / "1 - vz ]/ dat' i d[v; / l—v—z)/ dt' moze se
c c

izraCunati sljedeci zbroj:

, d v, d v d v
Vil T + Yy ool T T, +vz-—¢ T 5 |”
dt \ v:z dt ! vvz dt 2
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@) ereog’®
le
CZ
f—A—_ﬁ
”2 ’2 2 12
' v Vx v VZ
(Va, +via, +v.a) [1 - c—z) +( o + c% + = J (via, +via, +v.a.)
- v12 % B
(-]
2 2
v v
via. +vial +via)|l-—+—
(a.+vd, +v.a) ¢ &) (Va,+vd,+v.a)
= 7 = 7 =] (3.107)
VY VY
c? e
§to je upravo izraz (3.106) odnosno:
d c?
= . (3.106)
dt er
-
S obzirom da je dakle:
' ! ’ 2 :
(Ll K 45 , Y R4 (3.108)
*dt V2 Y dr V2 dt V2 dr' V2 ’
¢ ¢ ¢ c
moze se napisati:
i_c__z____v'i_v;_zv’_d___fé_.'_'_d__L (3.109)
dr' V2 *dt NE Y dr V2 2 dr V2
L= l—— 1——- l-—
c c c c
I i

Dakle, umjesto razlike ¢lanova I-II u izrazu (3.102) koristi se ekvivalentni zbroj ¢lanova na desnoj
strani izraza (3.109), a izmnoZeni s m, su upravo komponente sila F'y, i F'y,.pa je kona¢ni izraz za x
komponentu sile F,:

! ’
uy, uv
.l il ’ z ’
F,=F, += ,F0y+
c”+uv,

- (3.110)
A’
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Za y-komponentu sile je:
d v d v dr' d v 1
Fyy, =iy o semties | =y v e | g L | —. (3.111)
dt V2 dt V2o dt dt V2 uv,
1-— 1-— 1-— | 7|1+
c c ¢
e . dy v, . .. d .
Koriste¢i izraz za v, iz (3.36, v, = 7 = —————~) izraz u zagradi od 7 u(3.111) je:
) ,
e
v V!
= == o = (3.112)
c c é
Pri izvodenju izraza za F, utvrdeno je da je kvadrat nazivnika ovog izraza:
N[ 2
Ny = y(1+”v;) [l-v—z) S . (3.113)
C c C
pa se dobiva
v v V!
L= - = = =t (3.114)
\/1—"—2 o 142 \/1—v— \/1—1
c? c? o c?
pa izraz (3.111) za komponentu sile u y smjeru postaje:
d v' 2 2
Fy=my o e | ——=— __F . (3.115)
dt \/1 v2 |y +uvl) y(c”+uv))
T2
c

Analogno je dalje za komponentu sile u z smjeru:

2
c ’

F=—F°% _F.
0z y(c +uv)) 0

(3.116)

S ovim je izvedena (mukotrpna) transformacija sila u sva tri smjera, ali za slu¢aj kad postoji samo

relativno gibanje sustava S’ prema S u x smjeru brzinom u=u.

Koriste¢i navedene izraze koji proizlaze iz specijalne teorije relativnosti u sljedecem ce se dijelu teksta
izvesti izraz za magnetsku indukciju kao posljedicu relativnog odnosa gibanja promatra¢a i naboja.
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3.3.1 Magnetska indukcija

Neka se sad razmotre 2 tockasta naboja ¢ i Q u vakuumu i neka se pretpostavi da su iznosi naboja
jednaki za oba promatraca (4 i 4). Dalje, neka su naboji fiksirani u sustavu S’(O’, x', y, z') koji se giba

brzinom u prema sustavu S, [4]. U trenutku =0 za promatrada 4, au t'=y t—lzx = —712)6
c c
promatra¢ 4’ je utvrdio koordinate:
(0, y’, 0) za naboj g te (x', 0, 0) za naboj Q.

U sustavu S to su koordinate: (0, y, 0) i (x, 0, 0), (slika 3.4).

4y 4y
S Sy .
lia,zﬁo‘-a
95 =—F-cosa
A ¥
@
- k4 -
fo x 4,___.11 2 x°

Slika 3.4 Uz transformaciju sile

Sila na naboj ¢ koju mjeri promatraé 4’ po Coulombovom zakonu ima dvije medusobno okomite
komponente, a koje su definirane sljede¢im izrazima, (slika 3.4):

oo %3
[ Are (x12 + 1213/2
0 )
(3.117)
; q9y'
E)y = 3/2 °

B drme,(x? +y'%)

Takoder su za promatranu situaciju u koordinatnom sustavu S’ komponente brzine naboja u sva tri
. ! ¥ !
smjera (x'y,z): v, =0, v, =0, v, =0.
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Promatra¢ 4 u sustavu S bi prema izrazima (3.110), (3.115) i (3.116) mjerio sile i dobio bi:

F oo = qox'
0x 0x 47[80()(,2 +y!2)3/2 ’
£ q9y'
F,=—t= = (3.118)

y  drey(x+y"”)

E)z:F;)’zzo‘

Uvrstenjem veza izmedu sustava S i S’ (prema 3.13.1, x'=y(x—ut) = zar=0te: y'=y,z' =z)
dobiva se umjesto (3.118):

_ 99y x
0x 471'&'0(}/2)(2 +y2)3/2 ’
qQy .
= 3+ 3.119
Oy 47[807(}/2x2+y2)3/2 ( )
FE)z =0'

Neka se sad razmotri situacija sa silama do kraja. Q je predo€en linijskim nabojem A (4s/m) duz osi x,
pri ¢emu se i ¢ i A gibaju zajedno sa sustavom S’. Podsjetimo se jo$ i na ¢injenicu utvrdenu u fizici:

Naboj je invarijanta za sve referentne sustave!

To znadi da je:
O=Adx=Adx'=1"y dx (3.120)
ili:

A=y A, (.121)

Za promatraca A naboj je povecane linijske gustoce 4 u odnosu na 4": (1>4")!

Posto se (3.120) uvrsti u (3.119) dobiva se diferencijal sile dF, na naboj g:

Adx y x
i Y i - (3.122)
4re,(y°x"+y°)
ili ako se prointegrira od —oo do +00:
T Adx A 177d@x + )7 A 1 o
£y, =_J. 155 32 2 y3/)z =1 =2’ +y%) 2 =0

Jdne (%7 + %) B drney 2 (P +y%) dney 2 -

(3.123)
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Za y-komponentu sile F, na isti je na¢in (prema tablici rijeSenih integrala u [25] uz grani¢ne prijelaze
na donjoj x — —o0 odnosno gornjoj granici X —> 00 ):

©

__1 T gAdyy _ qly I d(;oc) _ 9l ”
oy — 2 2 24372 2 2 2\3/2 2
dregy (r°x*+ )7 Anyle, L (1%’ +y ) Ameyt 5 1 o a2 7
2)’ V4 Yy L
Zd X —> 0. = qu2-1—2= qlz
drey” ¥y~ Ameyy
zax—)—oo;=_Ly2L2=_L’lz_
dreyy” y e’y
(3.124)
2 v
Elyz_i@’_z.%_m__q’l o gd (1—1‘7) (3.125)
dreyii s Oneyiy Dzey c
F, =0. ' (3.126)

U sluéaju da je # =0 tad je to i za promatraca 4 u sustavu S statitka odnosno elektrostati¢ka sila:

Fy,=qE,=q (3.127)

27e,y

Pri u#0 dinami¢ki dio sile (Fy.) zbog relativnog gibanja sustava S’ u odnosu na sustav S, prema
izrazu (3.125) je:

Au
F  =—qu——— 3.128
0xd 27,y ( )
Neka se Au definira kao struja duz osi x:
ﬂu=l§=@=£= (3.129)

dt dt da

Dalje, u (3.128) veli¢ina 5 se treba posebice istaknuti. Ta se veli¢ina naziva permeabilno$¢u

£
vakuuma:
7 7
sy = L ( % J=ag107E, gyt 10 5— 8.854x10"2 L (3.130)
Am 4nc Vm  dnc m
Sad se dinamitka komponenta sile moZe pisati:
Foya = —qu £ (3.131)

2ny
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U vektorskoj se notaciji moze pisati za op¢i medusobni polozaj vektora i i B, (slika 3.5):

F=q(iixB,). (3.132)

I
!
i1l
)
)

Oyt
_.r
Z
Slika 3.5 Sila na gibajuci naboj i magnetska indukcija

Posebice je za na§ slu¢aj odnos tih vektora takav da je prema slici 3.6:

.‘F“Od‘ ‘F;de=0’P:)yd=—tuO’F0zd=O’ )
G fiog Lt = My 3.134
u,=u,u,=u,=0 B, =B, =0 B, =-"=, (3.134)
2ny
i 15

=

Slika 3.6 Magnetska indukcija u okoli$u prav¢aste strujnice
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Izraz:

B,, =2l (3.135)
27y

predstavlja izraz za magnetsku indukciju u okruZenju beskonatno dugog ravnog vodica protjecanog
strujom i, a koji se moZe izvesti i iz Ampéreovog kruznog zakona. Ampéreov se kruzni zakon danas

definira kao zatvoreni linijski integral jakosti magnetskog polja H po konturi C: :

c{FIdE =1, (3.136)
G

pri ¢emu je /. ukupna struja obuhvadena konturom C. Ampéreov kruzni zakon za magnetsku

indukciju u okruzenju beskonagno pravéaste struje, (slika 3.6), a koji se, kao §to ¢e se poslije vidjeti
(tocka 4), moze izvesti i iz Biot - Savart-ovog zakona.

Indukcija se mjeri u teslama i s ostalim elektrotehni¢kim mjernim jedinicama vezana je tako da je:

[B]zﬁ.ﬁzifs_:llf:lr,
Am m m m

Ukupna sila na gibajuéi naboj g u poljima E i B opcenito je jednaka:
F=q(E+uaxB,) (3.137)

i ova se sila zove Lorentzova sila.
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4 MAGNETOSTATIKA

4.1 BIOT-SAVARTOV I AMPEREOV KRUZNI ZAKON

Ve¢ je bilo regeno da se Ampéreov kruzni zakon moze izvesti i primjenom Biot-Savartovog zakona
na pravéastu strujnicu, [3], [4], [11].

Biot-Savartov zakon definira iznos i smjer magnetske indukcije u to¢ci P koju proizvodi linijski
element struje ids na udaljenosti R od totke promatranja P (slika 4.1):

gH AR
47 R

4.1

Vektor indukcije dB okomit je na ravninu koju zatvaraju vektori ds i R po pravilu desnog vijka
odnosno prema definiciji vektorskog produkta oS i R . Ako se ids moze interpretirati prostornim
elementom struje ids = JS'ds = JdV' tad se Biot-Savartov zakon moZe napisati i u obliku :

= J xR
dB=L-2"Zay 4.2)
47 R
s=r )
ids 1%
- ] R‘
s

o 7 #

r=a

Slika 4.1 Uz definiciju Biot-Savartovog zakona na ravni vodi¢ protjecan strujom

1z geometrijskih odnosa sa slike 4.1 je:

= i sin o
|aB| = £2 220
4r R
a a cosx
tg(ﬂ'—a)=-—, § = ==d=—
tg(r—a) sina @3)
) 2 :
sin® a + cos
ds=a — 2 da = _02 da
sin” a sin” a
sina=£,R= ,a
R sina

MAGNETOSTATIKA



140 @) erRos®

pa se na kraju dobiva:

|dB‘ = Sinada
4ma

, x . . 4.4

B=-2L Isinada = ﬂ(—cosot)|;r —y L

dra ; 4ma 2ma

§to je izraz za magnetsku indukciju koji smo ve¢ ranije dobili primjenom specijalne teorije relativnosti
na transformaciju sile na gibaju¢i naboj.

4.2 MAGNETSKI SKALARNI I VEKTORSKI POTENCIJAL

Iz Biot-Savartovog zakona za magnetsku indukciju koju proizvodi linijski diferencijalni element struje
ids zatvorene strujnice (magnetskog dipola) smjesten na udaljenosti 7' od ishodista u ‘tocki
promatranja u tocki P, a koja je na udaljenosti 7 od ishodista, (slika 4.2) slijedi:

= i ¢dsxR
B=— 4.5
Ar E‘. R’ “3)
gdjeje: R=7 7' udaljenost tocke P promatranja od elementa strujnice id5s .
z
s e
2L L .\
AT L2 7773
NLLL Ll l 7 7 e
L o R
— P
7 Z
7
y
dr'=ds
x
Slika 4.2 Uz definiciju simbola u primjeni Biot-Savartovog zakona na strujnu petlju
Koriste¢i teorem Taita i McAulaya, ([4] i Matematicki prilog):
Fxds = [[[(v Fya—v(F )]ds F-R o 4
.[ xs_”( )n—V(Fn)|dS,( =% s =ds) (4.6)

i ¢injenicu da su nabla operatori u sustavu promatraca i izvora suprotnih predznaka (V = —V') mogu
se izvesti sljedei izrazi:
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B=_ﬂ = (f—‘” '[J'{ (ﬁﬁ] (V£] }dS‘
4 R’ R

, R

VF=O (R%0) S=5' : 4.7
a__ M -

Pl ()
Ovdje je:

T=in (4.8)

magnetski dipolni moment po jedinici povrSine te:
p,=7S=iSn 4.9)
ukupni magnetski dipolni moment.

Smanjuje li se ploha S na takav na¢in da je iS=const (to jest struja  se upravo toliko poveca koliko se §
smanji) moze se pisati:

4r R
} AT (4.10)
B= ﬁv{ P, V[Eﬂ
a jakost m.a"lgnetskog polja za linearnu sredinu (H = Blu):
H= ;; (i’;}RJ. (4.11)
Taj se izraz moZe usporediti s izrazom za jakost polja elektri¢nog dipola:
E =_—1V(p—fj 4.12)
4me r
pri ¢emu je

elektrostaticki potencijal u okoliu elektri¢nog dipola smjestenog u ishodiStu koordinatnog sustava.
(F=F,R=0).

Analogno tom moze se definirati i magnetski skalarni potencijal (ili: magnetski antipotencijal)
magnetskog dipola tako da je jakost magnetskog polja:

H=-gradg, (4.14)
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odnosno:
1 pR
= Pul T4 4.15

gdje je @, definiran za cijelo podrugje gdje nema struja, a to je za R # 0. Naime za R=0 je strujna
zona. U podru¢ju gdje ne teku struje vrijedi zato:

rotB =0, 4Eds‘=0. (4.16)
Razlika potencijala izmedu dvije tocke (s jedne i druge strane plohe S, slika 4.3) je:
2 L 1 P
0,0~ 0, (2)= [Ads =~ [H ds = [grady, ds = J.%ds‘ —c. (4.17)
s
1 2 2 2

Tocke 1 i 2 se mogu po volji pribliziti, (slika 4.3), pa vrijedi:
c=qHds =i (4.18)

tj. konstanta c jednaka je ukupno obuhvaéenoj struji.

D) D)

Slika 4.3 Uz magnetski skalarni potencijal (antipotencijal, [6], [7])

Da bi se u razmatranje uzelo i strujno podrudje u obzir ée se uzeti realne dimenzije vodi¢a kao §to je to
pokazano na slici 4.4.

s!

Slika 4.4 Vodi¢ konacno velikih dimenzija protjecan strujom
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Primjenom Stokesovog teorema dobiva se:
chds"z Hroté ds'= p Jj das'
5 s s .

rotB=puJ

(4.19)

Ovdje je J vektor gustoée elektri¢ne struje mjeren po presjeku vodica S’ (slika 4.4), a mjeri se u A/t

S obzirom da je opcenito:

divrot F =0 vrijedi:

div rot B =div(u J) =u divJ =0,
Sto znaci da je za istosmjernu struju:

divJ =0.

(4.20)

.21

Neka se sad pokaze da je takoder i divB = 0. Primjenom operatora divergencije na (4.5) dobiva se:

divB =f—;<§V[d§ xgj =f—;ij.[rotd§%—ds‘rot%}
pri ¢emu je:

ds =dr', rotds =Vxdr'=0.

Ve¢ je prije pokazano da je:

rotgzvxgzo,

§to se lako mozZe provijeriti i prema definiciji operatora rotora:

i j Kk
V x g 2 'a— *6— =0.
ox Oy Oz
Rx Ry Rz
R R F
Dakle je:
divB=0

(4.22)

(4.23)

4.24)

(4.25)

(4.26)

pa se indukcija moZe karakterizirati pomoéu magnetskog vektorskog potencijala koji se ovdje

oznadavas A :
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B=rotA
rot B =rotrot A=V (VA)-V*A=puJ

Odabere li se Coulombov uvjet bazdarenja:

divd=0 (4.28)
dobiva se:

ViA=Ad=-pJ. (4.29)

Rjesenje ove vektorske Poissonove jednadzbe je, kao $to je poznato:
Al H j(? ’) ’
A7) ="—|||——=4dV".
@) 4z J,‘;” R
U slu¢aju da se radi o linijskom elementu struje (ids = JS'ds = JdV'") taj je izraz:

A7) = :‘—; j% (4.30) -

s'

Integracija se provodi u ¥ odnosno preko s, dakle u strujnom podru¢ju. Ovdje se veli¢ina ;1(? ) zove
magnetskim vektorskim potencijalom u totki promatranja P o Semu ¢e biti jo$ rije¢i u sljede¢em dijelu
teksta. Ovdje treba samo zapaziti da ta veli¢ina ima smjer vektora gustoée elektriéne struje J odnosno -
strujnog elementa ids .

4.2.1 Magnetski dipol i polarizacija

4.2.1.1 Magnetski dipol i magnetski vektorski potencijal

Djelovanje petlje oblika po volji moZe se nadomjestiti zbrojem djelovanja elementarnih strujnih petlji
postavljenih u nekoj ravnini, (slika 4.5).

NAN
NN

Slika 4.5 Elementarne struje u ravnini
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Tako se dolazi do pojma male petlje (magnetskog dipola) u odnosu na promatrani prostor (slika 4.6),

31

Slika 4.6 Magnetski dipol i definicija magnetskog vektorskog potencijala

U gornjoj su slici s 7; i r, ozna¢ene udaljenosti sredine stranice 3-4 odnosno sredine stranica 112, a's
r3 1 r4 0znagene su udaljenosti sredine stranice 4-1 odnosno sredine stranica 2 i 3.

Prema prethodno re¢enom za magnetski vekotrski potencijal vrijedi :

- uigds
A=—q—. 4.31
47r<j'R SED)

Kad je ¥ >>a, R ~r izbog toga §to je struja u (x,y) ravnini to je:
A,#0, 4, #0, 4,=0.

Komponenta magnetskog vektorskog potencijala A, priblizno je (intergral duz stranica 1-2 i 3-4 male
petlje u (x,y) ravnini):

4 =Hila_a|_pian-n (4.32)
* 4w nr,

Dalje, vrijede takoder priblizni geometrijski odnosi:

nen=rt
p 2

7 =x? +[y+5) + 2 (4.33)
> 2

rzz:x2+ y—zj +22
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te:

R=n' =4 n)(n-n) =
aY aY
=x2+y2+ay+(5j +22—x2—yz+ay—(5) -z"=2ay

(4.34)
n+r =2
ren=_ X
2r  r
paje:
n : 2
_Mra —ay piay
AX—T' R X (4.35)
T rr T r
Sli¢no je integral duZ stranica 4-1 i 2-3 male petlje u (x,y) ravnini):
_Mifa_a)_piar-n
4 4z [r 7, J 4z @36
) 3 0 30
pri emu je:
2 2\
Br e, 1 :(x———j +y*+2%, 7, :(x+5) +y*+2°
2 2
B~ =—dax (4.37)
r+r, =2r
ax
B—rn=-—
N
paje:
- . 2
Miaax pia® x
A =" _ — 4.38
Y o4 P 4Ax P (4.38)
Magnetski vektorski potencijal je konagno:
w2,
A=A47+47=LL2 (—y7+x). (4.39)

Y Y

Ovdje je potrebno razlikovati simbol za struju i i simbol I za jedini¢ni vektor u x smjeru. Iznos i
smijer (za os z smjer je odreden jedini&nim vektorom % ) magnetskog dipolnog momenta su:

. 2

la =

L (4.40)
Dn =Pank
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S druge je strane:

bl

pol=iop,)-i=xp,)==yp, T +xp, ] (4.41)
Z

D X7 =

!
= O =l
e O

pa se usporedbom s gore izvedenim izrazom za magnetski vektorski potencijal (4.39) dobiva:

g_ M Py XT
A=—" ; 4.42
dr P ( )

Bilo koja strujna petlja ima magnetski dipolni moment:
P =iSH. 44

Jakost polja magnetskog dipola je:

- D T, JR AW - 'Ll (4.44)
v U 4z r
odnosno:
& :L[S(pmsr)r _231}
4z r r
_ 1[3(p,RR p
]
(4.45)
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4.2.2 Magnetska polarizacija

Vektor magnetske polarizacije F’m, slino kao i u elektrostatici moze se definirati kao dipolni

magnetski moment po jedinici volumena, [3]:

o 1

P=—X% 4.46
. AVAZme (4.46)
paje:

B-P =uH,

sl il (4.47)
B=P +uH

Magnetska susceptibilnost bezdimenzionalni je broj y,, =, —1 gdje je p, permeabilnost sredstva i
predstavlja reakciju na narinuto polje:

P=(u,-DuH =y uH. (4.48)

Magnetska susceptibilnost predstavlja relativiu sposobnost materijala da primi vanjsko magnetsko
polje (u odnosu na vakuum).

U Lorentzovu silu pored vektora E ulazi i magnetska indukcija B (odekivali bi H ). Zato se jo§ vode
rasprave da li je B primamo vektorsko polje ili H . Stoga postoje dva pristupa magnetskoj

polarizaciji. Ovdje ée se uzeti da-je H vektor jakosti magnetskog polja i da su jednadzbe za
magnetsko polje analogne onima za elektri¢no polje $to se moZe uogiti iz tablice 4.1:

Tablicad.1 ~ Odnosi pojedinih veli¢ina za elektri¢no i magnetsko polje

Veli¢ine elektri¢nog polja Veli¢ine magnetskog polja

D=¢E+P B=yuH+P,

P=g,yE P, =t XnH

D=gE+eyE=¢,(1+ y)E=¢E B=pH+ poy, H=p(+y,)H = ulH
£=¢.8, H= K Hy

g =l+y Ho=l+z,

gdje je Pm vektor magnetske polarizacije odnosno magnetski dipolni moment po jedinici volumena.
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Magnetski materijali ¢ija je susceptibilnost y, = x, —1 mali i negativni broj zovu se dijamagnetski
materijali i reagiraju suprotstavljanjem vanjskom polju i postavljaju se popre¢no na vanjsko polje.
Materijali s pozitivnom susceptibilnoi¢u zovu se paramagnetski materijali. U donjoj su tablici dane
susceptibilnosti nekih dijamagnetskih i paramagnetskih materijala.

Tablica 4.2  Neki dijamagnetski i paramagnetski materijali

Dijamagnetski materijali Paramagnetski materijali

X =H,=1(Yn <0) Xn=H—1(%,>0)

Bizmut -13.1x10° Gadolinij 38200x10°

Germanij -5.66x10° Manganov  klorid | 343x10°
(MNCl,)

Antimon -5.42x10° Tekudi kisik (-183°C) | 276x10°

Bakar -0.77x10° Mangan 69x10°

Tekuca voda (20°C) | -0.72x10° Krom 25x10°

Paramagnetski materijali vrlo velike susceptibilnosti zovu se jo i feromagnetski materijali, a glavni su
predstavnici Zeljezo, kobalt i nikalj.
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43 MEDUINDUKTIVITET I SAMOINDUKTIVITET

Po Stokesovu je stavku:

cj Ads = Hrot AdS = j j BdS =& (4.49)
k) iy S

magnetski tok kroz odredenu povrsinu S.

Ako je povrSina S zatvorena tad je uvijek tok za vektor magnetske indukcije:

@ =§{BdS=0. (4.50)
S

Neka se sad promotre dva strujna kruga (petlje) ¢iji su oblici i poloZaji odabrani po volji (slika 4.7).

z
1 2
L L
R

r g

=
y
X
Slika 4.7 Dvije strujne petlje, meduinduktivitet dvije strujne petlje

Za magnetski vektorski potencijal petlje 1, [3], [4], [6], [7] moZe se pisati je:

yi ﬂil dgl
A ==—1q—, 4.51
'z (j R e
a magnetski tok kroz drugu petlju (2) od struje kroz prvu petlju je:
_ {7 _ ﬂ dsds, . .
@, = g.AldEZ - ﬁ—R =Lyj,. (4.52)
Neka se sad potrazi magnetski tok u prvoj petlji (1) koji stvara struja kroz drugu petlju (2):
- Hi, ¢ pds,ds .
@, = <j A,d5, =-ﬁ§ g_;flc L, . (4.53)

U skalarnom se produktu moZe promijeniti redoslijed faktora, a takoder se moZe zamijeniti redoslijed
integracije, pa su zato koeficijenti veze (meduinduktivnosti):
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_H ds,ds, _
L, _Z;H ey (4.54)

8

Glede medusobnih magnetskih veza (meduinduktivnosti) linearnih krugova, opcenito ¢e vrijediti
uzajamnost (recipro¢nost) izmedu i-te i k-te petlje

Ly =Ly. (4.55)

Promotri li se tok $to ga struja uzrokuje u vlastitoj petlji dolazimo do pojma samoinduktiviteta (slika
4.8).

Tu se, medutim moraju uzeti u obzir realne dimenzije vodica, inate je R =0.

Slika 4.8 Uz definiciju ,,vanjskog* samoinduktiviteta

i ¢ods, ds . ’
@, =% ﬂ—lR—l = L. ) (4.56)

s’ sy
Na taj je na¢in moguce odrediti vanjski samoinduktivitet. S obzirom da realni vodic¢i imaju konaéno
velike dimenzije presjeka gore izloZenim izratunom magnetskog toka nece biti moguce izratunati tzv.
unutarnji induktivitet, a time ni ukupni induktivitet. O tom ée jos biti rije¢i.

Znadi za sustav dva magnetski vezana kruga vrijede jednadzbe:

D =L+ leiz

; . (4.57)
@, = Lyjiy + Ly,
4.3.1 Uzajamna energija dviju petlji
Sila na naboj ¢, koji se giba brzinom ¥ u magnetskom polju indukcije B je:
E =q(¥xB). (4.58)

Ako strujnim krugom 1 tee struja i, koja na mjestu gibajuceg naboja g stvara indukciju B, (slika
4.9):
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B b g fR (4.59)
4z | R
sila na naboj je:
< Miy £dS) xR
F= . 4.60
q[ Ar (1; R’ j (4.60)
Neka je dalje:
_ s, .
v=—"tig=Ads 4.61
7 1 ) (4.61)
paje:
qv = Avds, = Avds, =i,ds, . (4.62)
Sila na strujni element 7,ds, je dakle:
F =df,=#h% d§2x§d§‘§R . (4.63)
4 { R
Integriranjem i po cijeloj petlji 2 (s, , slika 4.9) dobiva se:
= M, ds, x R -
o=t [;{ds—z x?’ L ] (4.64)
Za dvostruki se vektorski produkt moZe pisati:
F, = ’”‘ ! ﬁ[ — (dsds,)— } (4.65)
2
Prvi je ¢lan uz primjenu Stokesovog stavka:
r{ = q’cr vl <j V'—ds. ”(V'xV'—)dS =0. (4.66)
Q—W_/
rot grad %—0
Kona¢no je iznos sile F,,;:
____ﬂiliz E__:ujliz v(d‘s"ldfz)__ 1 -
Fy=——L ij' <1j (d§ld§2)R3 =5 ddv L= VW =W, (4.67)
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z
1 2
B —h
& 5 R ?

7' =

<
¥
X
Slika 4.9 Dvije strujne petlje: uzajamna energija dviju petlji

gdje je uzajamna energija dviju petlji jednaka:

W = Mty <H‘dnd— =1 2L21
4r 50 (4.68)

W =iy Ly =W, =ii, Ly,

m m

Formalno bi vlastita energija jednog, na primjer prvog kruga bila:

(4.69)

m

ﬂll :H‘d—d— 74T

$to nije toéno bududi da se na taj nacin struju i, postavija i u petljiu (1) i (1') pa bi tako dobiveni
izraz bio dvostruko veéi tako da, kao 3to je poznato, treba gore navedeni iznos podijeliti s dva:

|7
ml 2

dsds; 1
lza . (4.70)

4.3.2 Energija magnetskog polja

Neka se sad promotre dvije struje u petljama realnih dimenzija vodica, (slika 4.10).

Slika 4.10 Dvije strujne petlje realnih dimenzija vodi¢a
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Za struju I, se mozZe pisati:

. = o5 ds,ds,

i = ! [7.d5, = le o @.71)
Sli¢no se moze pisati za struju i, petlje 2:

i = HJZM @.72)
S.

ds,

gdje su J JiJ , vektori gustoca struja kroz petlju 1 odnosno petlju 2.

Uzajamna je magnetska energija uvritenjem gornjih izraza za struju i; u izraz za uzajamnu energiju

Miyiy o edsds,
W, =—=2-44—— ,4.68),:
P = ;H R )

d—dS ff
Wi = /”2 ”-J s, (zj‘clj. r

WZ‘HII a"dS d“d‘

. (4.73)
-4 HH” v, =

=i H%EM
a s obzirom da je:
5 ulJ
4 = IV I IZr_IleI/' (4.74)
te se, nakon $to se uvrsti izraz za struju: i, = ﬂ.J B d§2d§2 dobiva:

o ds,
W a1 =iz‘j.;41d§2 =
2
= U ‘f‘] & dS2 Ads, = (4.75)

= MAIJ2 d§2d5‘2 = [[[7, 4,av,.
Va vy
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Sli¢no se dobiva za W,,,:

W, = [[[7, 4 av, (4.76)
"
pa se za uzajamnu energiju dvaju strujnih krugova moze pisati:

W =Woiy = é{mj, Aan+ [[[7, 4 de} 4.77)
v,

"

Medutim, u strujnom krugu 1 postoji magnetski potencijal zbog struje ij, a u strujnom krugu 2
magnetski potencijal zbog struje i», pa je ukupna magnetska energija jednaka:

Wm =é|:.[;|“.jl (;11 +1—42)dV| + J;;Z[I..‘iz (;11 +1—‘iz)dV2}

=2 [[f7aav.

i+,

(4.78)

Integraciju se s volumena vodi¢a 1 i 2 moze prodiriti na Siri prostor, a to je prostor u kojem ne teku
struje pa je zbog J =0 u ostalom dijelu prostora doprinos integralu jednak nuli:

W, :% J‘V”J,ZdV. (4.79)

Izvedena formula daje todan iznos magnetske energije, ali nam ne pokazuje gdje je ta energija
uskladiStena. Zato, neka se promotri izraz:

div(H x A)=V(H x A)= A(Vx H)- H(Vx A) = Arot H-Hrot A= AJ-H B (4.80)
odnosno:
JA=div(H x A)+ HB (4.81)

1 —
pa kad se ovaj izraz uvrsti u izraz (4.79) za energiju odnosno: W, = 3 ” IJAdV moZe se uz primjenu
¥

Gaussovog teorema na prvi &lan (uz div(H x 4)), dakle pisati:
W = é Uﬂdiv(ﬁ < A)dV + _[”FIBdV] = éﬁ(ﬁ « A) dS +é ([[aBav . “82)
v v s v

Pusti li se da ¥ — oo, doprinos konagnih struja u volumenu ¥ u plo$nom je integralu (u beskona¢nosti)
jednak nuli, pa je:

W, =éIZIFIEdegj_szdezij:[j‘Bde. (4.83)
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Ako je sredstvo nelinearno, tad je:
© B _ _

w,=[[[ [AdBav. (4.84)
/]

Za slu¢aj da je permeabilnost: = const. dobiva se ranije izvedeni izraz za energiju magnetskog
polja.

44 ULANCANI TOK

Vlastiti su induktiviteti Ly, i Ly, dosad bili nepotpuno odredeni. Naime, bio je odreden samo vanjski
induktivitet (slika 4.8 preko magnetskog toka kroz $rafiranu povriinu).

Magnetski tok kroz Srafiranu povr$inu ulantava ukupnu struju i. Ako poveéamo povriinu u podrudje
vodica (srednja linija), onda tok kroz tu plohu nije ulan¢an s cijelom strujom i veé¢ samo njenim jednim
dijelom.

Ulancani tok (sveden na ukupnu struju i) definira se kao:

2w,

1

1 1 - 1 prpe .
y/=7£j¢ di =7.£IJ§Ads‘dS:;IﬂJAdV= =Li. (4.85)

U sustavu od # strujnih krugova (petlji) moze se definirati:

v, = f .!;IJi?-‘degidSi = f_[;”j;;ide; = Wl.':ik = Lyiy.. (4.86)
i
v, = li ! [ J,.j’ Ad5,dS, = li jV j 7,447, = % =L, 4.87)

Za n strujnih krugova, uzimajuci u obzir njihove realne dimenzije (slika 4.11), vrijedi odnos izmedu

magnetskih tokova i struja:
> o
& O

Slika 4.11 Vise meduinduktivno povezanih strujnih petlji
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@ o
Vo=Lg+ ... +Lg+ +Lgg+ ... +L,
Y=L+ .. +Li+ +Lg+ .. +Lj,
. . . i (4.88)
Y.=Lj+ .. +Ljg+ +Lgg+ .. +LJ
¥ =L+ .. +Lj+ +L,+ .. +LJ
ili matri¢no:
¥=Li. (4.89)

Vektori ¥ i i su vektori ulan¢enih tokova odnosno struja, matrica L je matrica induktiviteta cijelog
sustava meduinduktivno povezanih petlji.

Takoder je dalje:

1) >0 eventualno negativna jedna struja
I =1 5 {> 0 ako strujai u petlji k stvara tokistog smjera kaoi tok struje k
ik = ki

<0 akostruja i u petlji k stvara tok suprotnog smjera od toka struje k

L.>0.

il

Samoinduktivitet strujnog kruga se moze, dakle, izraCunati na dva na¢ina:

a) izratunom ulanéanog magnetskog toka ¥ pa je induktivitet: L = —,
i

: .. . . - .. 2W,
b) izradunom energije akumulirane u strujnom krugu, pa je induktivitet: L =——"
i

Cesto je drugi nagin mnogo jednostavniji.
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4.4.1 Ulan¢ani tok i unutarnji induktivitet beskona¢no dugog okruglog vodi¢a radijusa R,

Okrugli vodi¢ te indukcija unutar i van vodi¢a prikazani su na slici 4.12.

Primjenom Ampéreovog zakona unutar vodica je:

2
B 2mr = pdrin = pi -

2,

o T
i

J= " 4.90

Rix (4.90)
B‘z:ﬁl—L2 r<R,

27 R,
B

or 2 Roz’
a=-Hr e r<R, 4.91)
: 4z R} o ‘

Van vodica je dalje:

Hil
B, =—- r2R,,

2 r
Ba,=rotA=rotAd, = %——%jc‘za =

0z or
0A. _ Y7/ ’
=—-—*a,=-"——a,, r2
or “ 2mr “ B

A=-L1ric,

27
@ ={ads . (4.92)

Slika 4.12

Unutarnji induktivitet beskonatno
dugog okruglog vodi¢a
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4.4.1.1 Ulancani tok - prva definicija

¥, = } JJQdi =

1 27R,
== [ [Jrdadr4,() - 4,(R)]h
Lo (4.93)
Uvrstenjem komponente magnetskog
. 2
vektorskog potencijala 4, = —ﬁl—r—z te
0

, . i .. .
gustoce struje J = —— u ovaj izraz dobiva se
T

0

nakon integriranja, (slika 4.13):

Vi 5w,
== 2 \r——"—\R,” — " )hdr =
¥ i R’ OI 47rR02( 0 )

= pik ﬂj(Rozr - r3)dr =
0

27R,)
s 2 4 71Po
_ ,Ulh4|:R02£__V_} _
27R, 2 4]
__Mih |R' R
27R'| 2 4
_ uih E_,uih
27zR,' 4 8«

(4.94)

Po jedinici duljine odgovarajuce su veliCine
toka i induktiviteta:

O_p ¥ _H

h 8z ' i 8«

1=2 = g, 1]
m m

Slika 4.13 Ulanc¢ani tok
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4.4.1.2 Ulancani tok - druga definicija

Tok je ulancan strujom, ali i struja ulan¢ana tokom, (slika 4.14). Dakle:

1%
ylh == J‘lrddj
1 0
i _ Jr'n _(LJZ
i JR'm \R,
d® =[A()- A+ dr ) =22 [+ arf -]
) 47 py
= 'mhz [r2+2rdr+dr2—r2]z ,ulh2 rdr
47 R, 27R,
(4.96)
Hih
d® = hB_d : rdr
27 R,
Ry 7 2 lulh ﬂlh Po ,Lllh
=+ > J'r3d
I\ Ry ) 27R, o o 8
gt YK
87 i 8z
4.97)
4.4.1.3 Energija magnetskog polja
W = 1 I”BZdV =L ]‘ ].Rj-Bazrdadrdz
2’” v 2 z 00
zog+h 27 Ry
W J. J-J‘( ] rdrdodz =
zzg 00
- L £ R Lk,
2u 47°R, 4 28z °
W, = Wos N 1 Lo lLulz,
h 2 8z 2
L=,
87

dd -

VTSI IS TSI EITIS

¥

Slika 4.14

Ulancani tok, druga
definicija

(4.98)

(4.99)
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4.4.2 Energija dvaju magnetski spregnutih strujnih krugova

Za dva kruga, prema ranije izvedenom, vrijedi:

\Pl =Ly +L12i2

. ) (4.100)
¥, =Ly, + Lyi,

Pomnozi li se prva jednadzbu s i, a druga s i, te se zbroje, a nakon toga ih se podijeli s 2, dobiva se:

1
W, = E'}Ilil +%5Uzi2 = %Luif + Lk, +%Lzzi22~ (4.101)

Srednji ¢lan na desnoj strani jednadzbe je ranije izvedena uzajamna energija dvaju magnetski vezanih
strujnih krugova. Prvi i trei €lan na desnoj strani jednadzbe predstavljaju energiju prvog odnosno
drugog kruga, za slu¢aj da u drugom odnosno prvom krugu ne tece struja. Ukupna se energija moze
odrediti i pomo¢u izraza na lijevoj strani jednadzbe (4.101), dakle umnoZzaka struja i tokova.

Mijesto je da se istakne odnos samoinduktiviteta L;; odnosno Ly, i meduinduktiviteta L, (La1). NapiSe
li se gornji izraz kao:

l,. 1,. 1 . R
Wy = '2_%1’1 +59/212 = ELHII + Ly, + 5L22’2 =
1 ; ; 1 (4.102)
= _iiz(Ln +2L% 4 Lzz(‘.g‘)z) = "'ilz(Ln +2L,x + Lzzxz)
2 i i, 2
pri ¢emu je:
x=i,/i. (4.103)
Neka se potraZi ekstrem W,, deriviranjem W, po x te tako dobiveni izraz izjednaci s nulom:
aw, 1
> Eif(lez +2L,,x) =0,
o (4.104)
x= ——L—”-.
Ly,
2
S obzirom da je dxzm > 0 (osim za i;=0) energija je minimalna i jednaka je:
W, —liZ(L —LfZ) (4.105)
m 2 1 11 L22 ’ .
a to je uvijek vece ili jednako nuli $to znagi da je i:
L,L,-L, >0,
1~22; 12 (4106)

L?z <LyLy

$to je poznato i iz samih osnova elektrotehnike.
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Opéenito je za n strujnih krugova:

W, :%Z% i (4.107)
i=1

4.4.2.1 Pregled izraza za energiju elektrostatickog i magnetostati¢kog polja

n nabijenih vodica n strujnih krugova
VVezéi¢iQi Wm:%iylx i
i=1 i=1
1 n n 1 n n
VVez—ZZP,‘ijQi w, :—ZZ&V_]_ A
23 Jj=1 243 J=
1 n n 1 n n
W, = —Z—ZZcij¢j¢7i W, = -2-_2211 i (4.108)
i=l j=1 i=l j=l1
1 1
W= jyjngde W5 jyjijde
1 (e D’ 1 o B
—EIV”7dV —EjﬁrdV

Za nelinearne odnose (nehomogeno izotropno sredstvo) odgovarajuéi su izrazi (slika 4.15):

w,= | Vj I(jEdD]dV W, = IJI(deBJdV (4.109)

e

-+

1]

TV

M, L H

Slika 4.15 Nelinearni magnetski krug i krivulja magnetiziranja

Za nelinearno sredstvo nije vide uputno pisati magnetski tok s induktivitetom na nadin da je ¥ = Li
ve¢ kao ¥ =¥ (i). Naime, pisuéi ¥ = Li mogu se pojedine tocke funkcijske ovisnosti ¥ = ¥ (i)

kvalificirati na €isto stati¢ki nadin, na primjer: L =tga = _?{i , (slika 4.15, sredina).
i

TEORIJA POLJA I VALOVA



-

S erros™ 163

Uputno je odmah uvesti dinamicki induktivitet koji ima odgovarajuéu ulogu u jednadzbi za induciranu
elektromotornu silu (slika 4.15, sasvim desno):

_d¥() __did¥(Q) _

s aa p *.110)
i) di i i

=———-—=—1ga,(i)—=-L,(i)—

g ar- By ="kOy

B
H
Slika 4.16 Histereza
U prethodnim je izrazima:
L, =1ga, =d—yj . (4.111)

di

dinamicki induktivitet.

Na taj nadin zapis magnetskog toka u obliku ¥ =Li biva besmislen s obzirom da se opéenito
nelinearna funkcija prejudicira kao linearna pa se pri formalno to¢nom deriviranju
d¥ /dt=Ldildt+idL/dt javljai¢lan dL/dt za koji nitko ne zna $to predstavlja iako je formalno
moguée naéi takav L(7) koji zadovoljava jednadzbu za inducirani napon ako nikako drugacije, a ono
numericki. h

Krivulja magnetiziranja, kakva je na primjer prikazana na slici 4.15, obiCno se modelira s
polinomskom funkcijom bilo u H bilo u B. Za veéinu aplikacija bit ¢e dovoljno da se pri modeliranju
krivulje magnetiziranja primijeni oblik:

B = kythk,H + kH . (4.112)

Za toénije modeliranje krivulje magnetiziranja pri malim iznosima jakosti polja bilo bi potrebno
navedenom obliku ovisnosti dodati jo§ jedan ¢lan koji odraZava ,.trenje” pri malim iznosima jakosti
magnetskog polja tako da bi konaéni oblik ovisnosti bio:

k,H
B = klthk2H+k3H +‘]gj_7‘ . (4113)

Ovisnost se je mogla modelirati i interpolatorom tipa neuronske mreze s neuronom sli¢ne (nelinearne)
prijenosne funkcije tipa hiperbolnog tangensa. Pri modeliranju histereze B=B(H) , (slika 4.16) treba
postupiti nesto drugadije. Najlakse ju je modelirati kao funkciju dvije varijable:

e jakosti magnetskog polja H te:
e smjera magnetiziranja s = sign(dH /dt) .

Oblik funkcije s dvije varijable se moze dobiti takoder primjenom interpolatora tipa dvoslojne
neuronske mreZe sa sigmoidalnim tipom prijenosne funkcije neurona. Za slucaj da se treba modelirati
familija histereza za razli¢ite frekvencije treba i frekvenciju uvesti kao trecu varijablu. Eventualno,
Cetvrta bi se varijabla mogla odnositi na vrstu materijala.
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4.4.3 Linijska struja

/_;

Slika 4.17 Linijska struja

U osi z (u vodi€u ¢iji polumjer R, — 0) te&e struja i, slika 4.17. U okolisu se uspostavlja magnetsko
polje indukcije:

B, =2—”’;’;, (4.114)

a z komponenta magnetskog vektorskog potencijala slijedi iz:

04 g 4=, (4.115)
or 2

U elektrostatici je skalarni potencijal linijskog naboja:

(p:—ﬁg—lnr+c, (4.116)

dakle rjeSenja su formalno matemati¢ki identi¢na. Fizikalna je razlika da se za r=const. za
elektrostaticko polje dobiva kruznica kao ekvipotencijalna linija (ekvipotencijalne plohe su valjci), a
za magnetostati¢ko polje pri 7=const. dobiva se jednadzba silnice (kruZnica).

e Dvije linijske struje istog iznosa

Slika 4.18 Dvije linijske struje
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Magnetski vektorski potencijal u tocki P je, [3], (slika 4.18):

AP)=-ELmp+Emn+c=ELmnZic. @.117)
2 2 2r  q

Analogno za sluaj linijskog naboja moZe se uzeti da je magnetski potencijal za 7, =7 jednak nuli pa
je:
C=0. (4.118)

Silnice su kruznice s radijusom:

md

m* -1

a= O<m<oo (4.119)

sa srediStem na udaljenosti b lijevo od ishodiSta na osi y:

d

m* -1

—x,=b= (v, =0). (4.120)

4.4.4 Realni dvoZi¢ni vod

Konfiguracija je sli¢na prethodnom sluaju, ali ovdje vodi¢i imaju kona¢ne polumjere Ry, a sredista su
na razmaku a, (slika 4.19), [3]. Gustoca struje po presjeku vodica je jednolika. Smjer z osi je iz
ravnine papira.

Slika 4.19 Dvozi¢ni vod realnih dimenzija
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S

Za razliku od linijskih struja gdje jakost polja odnosno indukcija za =0 postaje beskonatna kod
realnog dvozi¢nog voda prolazeéi linijom sredi§ta vodi¢a obuhvadena ¢e struja biti jednaka nuli, a
time ¢e i jakost magnetskog polja biti jednaka nuli (Ampéreov zakon protjecanja).

Prvo treba odrediti magnetski vektorski potencijal jednog vodica kojim protjece struja gustoée — a,J
(lijevi vodi¢ ):

A =—p,J . (4.121)
Simbolom J oznacena je gustoca struje po presjeku vodida, a s d, jedini¢ni vektor u smjeru z osi.

S obzirom da postoji samo z komponenta struje, [11]:

A=-a_A(r) paje:

A4, =-a,A(r)=-a,|——@r—)+ =—a,u,J . (4.122)

-~ 10, 04 18°4 &4
YR Y
ror or r oa° Oz
Ovisnosti 0 @ i z u gornjem izrazu nema (cilindri¢ni koordinatni sustav) pa unutar vodi¢a treba
rafunati samo s diferencijalnom jednadZbom po z komponenti magnetskog vektorskog potencijala:

10, 04
10,94, ;. 4.123
rar(rﬁr) to ( )

Dvostrukom integracijom dobiva se magnetski vektorski potencijal unutar vodi¢a (podruje gdje tete
struja):

2

4, =,L10J%+C“Inr+C21. (4.124)

Izabere li se tako da je:
A, #oo,pri =0 tad C;;, = 0 paje:

r i
Au:’quT+C2[=ﬂomr2+cﬂ. (4125)

U prostoru van vodi¢a gdje nema struje je:

10,6 04

S () i= ) 4.126
rar(r ar) ¢ )
paje:

A, =C,Inr+C,,. (4.127)

Na granici vodi¢ — zrak je:

A,(R)=A4,(R,) (4.128)
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ili:

—/LiRé +Cy =CInR +C,,

47R?
g (4.129)
Ay, =C,InR,+C,,
4r
S obzirom da nema skoka strujnog obloga K na granici vodi¢ — zrak vrijedi:
o e tA td, ) -
ﬁlzx(Hz—H‘)znux(ro Av_ﬂ—ﬂ]:K:O. (4.130)
Hy Hy
S obzirom da je u cilindri¢nim koordinatama:
r oa z z r r\or a @.131)
rotd=— 4, a,
or
pa ny, X (rot 4, —Mj =0 iz (4.130) prelazi u:
Ho Hy
B4 _&84 (4.132)
ar r=R, 6r r=R, ‘
odnosno:
ti _Cp
278, R
Sa (4.133)
Hol
C,=—
2=,
Uvrsti li se ovaj izraz u drugu jednadzbu izraza (4.129):
Ay =CyR,+C (4.134)
21 — =12 0 22 ‘
4z
dobiva se za Cy,:
C, =2, - iR, (4.135)
4r 2z

Kona¢no je izraz za magnetski vektorski potencijal van vodica Zw (izraz4.127, A, =C,, Inr+ Cy ):

A=[Elmr+ 2y, - £l R, |a (4.136)
Yo\ az P 2x )
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ili:

~ i, r i _ _
R i
0

§to se mozZe pisati i kao:

=& l—lnﬁ}rc21 a.. (4.138)
27\ 2 r
o Magnetska indukcija u vodi¢u r<R,:
B =B, =rotd ——a, -5 £t (4.139)
or 27R,

8to je ved ranije dobiveno (4.91), ali za pozitivno usmjerenu struju u odnosu na z os.

e Magnetska indukcija van vodiéa:r>R:

. =70td, =—a, %-_—aa&&i=—aaﬂ (4.140)
2w r R, 27

S+
II

Za dvozicni vod sad treba primijeniti superpoziciju, ali sad je za desni vodic¢ pozmvnl smjer vektora

gustoce struje J s obzirom na z os. Za lijevi VOdlCl treba uzeti predznak ,,+“ (struja teCe suprotno
pozitivnom smjeru z osi), a za desni predznak ,,- (struja teSe u smjeru z osi) u dobivenom izrazu za
vektorski potencijal (4.137) s obzirom da je u (4.137) ve¢ uratunat predznak.

Tako je sad ukupni magnetski vektorski potencijal A van oba vodica, [31,[11]:

T T P S S U 71 N S U | Oy /Y

=4 (WN+A4(n)="In++— |- In*+—|la, ="LIn-La._. 4.141
AVIZ v(l) v( 2) [2”[ RO 2] 2”[ RO 2]} z 2” r2 z ( )
U pravokutnim je koordinatama:

x? +y2, r, =4/(a —x)2 +y2 , (4.142)

. 2 2
- Mol X" +y -
A, = —4:[ ln—(a v a,. (4.143)

Magnetska je indukcija van vodica:

B=rotd,,=—a,——a,=B,a . +B,a, (4.144)

Ovdje se za jedini¢ne vektore u x i y smjeru upotrebljavaju oznake a_ i a, umjesto i i j kako ne bi

bilo dvojbi s obzirom na oznaku struje.
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on_y on_y
v oy on
: 4.145
% x %__a—x_x-a ( )
& n ox 7 7
B, =_Zﬁ, B, :_gﬁ, (4.146)
y X
on _ on
. rz_—ry— :
B =§ézﬂg_éy_éy_=&r_zl(,zz_,xj=
X 1
&y 2xn on 2z \("nn) (4.147)
__&[ y_ l]_ﬂi(l_l]
- £) ! - 2 2
2z \"h o n) 2m\Hn
o _ o
_ A _min"a o | _minlf x_ x-a)_
o 2zn B 2258\ " on @.148)

Mol X xX-a il x x-—a
2znn\ " h " 2z \nn
e Magnetski vektorski potencijal A uvodi¢u 1, (r,sRy) superpozicijom (Cs; se ponisti) je:

i D) .
A =A4,0)+4,() {M—&(ln’—ulﬂaz =

4Rln 27\ R, 2
o , (4.149)
A R gy p
2R\ 2 2 R,
. 2 2
7 ot (6 Ry gy B s 4.150
Komponente indukcije B, i B, su:
. 5 5 _
B =t [ K| p Ml [X-dpr | 4.151)
2Ry 7 2Rym\ 1,

Na x osi postoji samo By komponenta (za y=0).
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e Magnetski vektorski potencijal A uvodicu2, (r:<Ry) je:

v R2 ”
Au(rz)+Av(V1)—2R2 ( 24+ 4R lnRojaz. (4.152)

Medutim, postoje mjesta na x osi gdje je komponenta indukcije B, (a i odgovarajuéa komponenta

jakosti magnetskog polja H , ) takoder jednaka nuli, a prema prije navedenom izrazu za B (4.151):

Ml [ x—a i x—a
5= {TR@ J ey (TRﬂz j bt
2 0 2

to se dogada na mjestu:

SR -x=0. (4.154)

Takoder je joSza y =0: 1, =a—x §to (4.154) vodi do kvadratne jednadzbe:

x*—ax-R; =0, (4.155)

a rjeSenja su:

2
X2 =§i\/%+R§, (4.156)

a to su to¢ke unutar vodida.

5 !
E_Ja__{_Rg =
2 Va4

ishodiSta C; odnosno sredista lijevog vodica (totka O) i desno od sredista C, desnog vodiga (tocka
0,), a takoder je ucrtan na istoj slici.

a a . N .. o
Iznos x, = 4+ R>—=, a ucrtan je i oznaden na slici 4.19 s Xo lijevo od
0 2 075 J J

Na tim su mjestima iznosi magnetskog vektorskog potencijala:

e Vodi¢ 1: Oy, xo, 1=x0, rn=a+xo,

AulZ

. 2 2
=t [——XO——R°—R§ln—a+x°) 4.157)
=% )Rz 2 R,

e Vodi¢ 2: Oy, atxo, ri=a+x, rm=x,

A, =22 R RIS, (4.158)
wan R\ 2 2 R,
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odakle se usporedbom utvrduje:
A =—4,,- (4.159)
Ukupni magnetski tok treba izra¢unati po ve¢ poznatom izrazu (4.49):

¢11 . 42‘{5 =—A,,l + Al =24, =

uozl [ROI atx R(f—ng ' (4.160)
R; R, 2

Put s ¢e se odabrati upravo tragovima 0;-0,-0s O (po duljini vodi¢a 2) - O; — 0s O; (po duljini vodica
1) - O;. U radijalnom smjeru, na primjer O;-O, i obrnuto nema doprinosa integralu za magnetski tok

bududi da su vektori 4 i d5 medusobno okomiti.

2
. fa a ; ; : SR
Uz izraz x, = T+R§ ~3 odnosno R —x; =ax, maksimalni se magnetski tok po jedinici

duljine dobiva iz prethodnog izraza ako se @,1 podijeli s /;:

qﬁ
i a+x, | ax,
D = =—A,+A4, = ( —+—~]. (4.161)
| 12 21 — RO 2R§

Tok je najve¢i upravo u toj konturi s obzirom da su tu najve¢i iznosi magnetskih vektorskih

potencijala. Na primjer, tok u konturi &iji su tragovi P — Q je manji jer su i magnetski vektorski
potencijali u oba vodi¢a tamo manji. P i Q su simetri¢ni u odnosu na poloviste O;-O,.

Za induktivitet voda mjerodavan je ulan&eni tok, a ne ukupni. Sad ¢e se pokusati na¢i taj ulanCeni tok.
Ulanceni se tok dobiva integriranjem pojedina¢nih tokova preko cijele povrsine vodi¢a. Oko P i Q

(slika 4.19) se nagini diferencijal povriine dS = 1d@d, te se izraduna ulanéeni tok uvrstenjem izraza
za diferencijal povrSine u:

Y = {J’@%, (4.162)

gdjeje S, = Ré 7 povrsina presjeka jednog vodica.

rd@dr,
v =-2 | !A””?g_l' (4.163)

S obzirom da je prema ve¢ izlozenom (izraz 4.150):

_ M KR a1
A= {2 ) RolnRo}

te da je prema kosinusnom poutku 77 = a* + 7’ —2ar, cos 6 ili:
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ﬁ_z-i2+ LZ_M (4.164)
RO RO RO Rg ‘

to je:
2 2
vt My ” o L] -2 s |41 - | KO (4.165)
Ro Ro RO RO

Ovdje se pojavljuje odredeni integral ¢ije je rjeSenje prema prirudnicima, [3], [11], [25]:

2 4rlnx, x>y>0
J.ln(xz +y*=2xycos6)dl = u (4.166)
. 4rlny,y2x>0
odnosno za konkretan sludaj:
2 2 2 2
[ (i] +(r—'J 290 050 | dO = 4xin 2 (4.167)
IR &) & R,
pa je ulancani tok:
il, " 2 \ndr il a). 1
w =L (4| 2|4 27 27 T \TOL - Bl gl 41 2 ) (4.168)
2775 RO R0 R, T R,) 4
Induktivitet dvozi¢nog voda L je sad:
p=E _shyfa] 1] (4.169)
i T RO 4
Konacno, po jedinici duljine induktivitet je:
f=Lo#m ) 1] (4.170)
T R,) 4

Induktivitet je izraCunat uz pretpostavku jednolike razdiobe struje po presjeku vodi¢a (&ista statika), a
vrijednosti induktiviteta za neke kvocijente a/R, prikazane su u tablici :

Tablica 4.3 Ukupni induktivitet dvoZzi¢nog voda po jedinici duljine u ovisnosti o kvocijentu a/R,
a/Ry 2 5 10 100 1000
L(uH/km) 0.38 0.74 1.02 1.94 2.86

Ovako izratunat induktiviet sadrzi i vanjski i unutarnji dio. Unutarnji dio je: L, = f— §to je 2 puta
V3

viSe od unutarnjeg (samo)induktiviteta jednog vodi¢a prema radunu iz primjera okruglog beskonaéno
dugog vodica s obzirom da se ovdje radi o 2 vodica.
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Vanjski dio induktiviteta je:

L =ﬁln[-1%} 4.171)

T

Prema tome, samoinduktivitet se uvijek moze predstaviti na na¢in da je njegov ukupni iznos jednak
zbroju unutarnjeg i vanjskog induktiviteta L = L, + L, .

4.4.5 Energija dvozi¢nog voda

S obzirom da se radunalo s ukupnim magnetskim vektorskim potencijalom A posluzit e izraz

1 < o N .
W, = = “. jJAdV za magnetsku energiju primijenjen na 1. (lijevi) vodi¢ gdje je vektor gustoce struje
14

—a,J odnosno:
W= % :[/_I[jjl;lundVl = %ll !Ijjl;iulzdsl > 4.172)

pri ¢emu je /; duljina vodica.

Za izracun su potrebne sljedece veliCine:

d, = —a:‘é—, ds, = rdrd@,r; =a’ + 1’ —2ar,cos6, (4.173)
071'
wil 1 .
Ay =2 === =In-2|, (4.174)
|28 2 R,
te:
i
W= [[(- A, (4.175)
o,

Neka se s /; oznadi integral prva dva ¢lana u A4,, , a s I integral treCeg Clana u 4,,, . Tad je:

fo 6=2r rY 1 R}
L= | —[-‘—j +=ndrdf=n1=% (4.176)
7=0 6=0 0 2 4
Ry 6=27 N 2 a
I= In| 2 rdrd0=7rR(;7'ln[—j (4.177)
’ r,JO 0;"0 (ROJ o RQ
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te je energija:

= ”°'2"2(1 sry=Hh e 1))
4R 4r | \R, 4

a ukupna je energija :

22
) -y W I RS R
27 R, ) 4| 2

odakle je opet induktivitet L kao i u izrazu (4.169):
L= ¥ _mh In +l .
i b4 R0 4

4.4.6 Induktivitet prstena kruZnog presjeka

Vanjski je samoinduktivitet ve¢ prije definiran jednadzbom:

4§ff

51 s

Slika 4.20 Prsten kruznog presjeka
Geometrijski odnosi prema slici 4.20 daju, [3]:

ds,ds,' =r,darda cosa

2 b
R*=r"+r =2rrcosa

I

0

*rcosad ad
L Z,LLJ-rcos a[(;[ daj VZ”)rer +cos 7]

Uvede li se supstitucija:

a=r+2p

r°=2rrcosa

(4.178)

(4.179)

(4.180)

(4.181)

(4.182)

(4.183)

(4.184)
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dobiva se:
da =2dp, (4.185)

cosa = cos(ﬂ+2ﬁ)= coszcos2f—sinzsin2ff=—cos2f,
sin’a = %(l—cos 2a),

cos2a =1-2sin’a, (4.186)
cosa =—cos2f =2sin’ -1,

a=0, f=-n/2,

a=2rn, f=r/2.

R:\/r2+r2—2rr(25in2ﬂ—l)=\/raz+r2~4rarsin2,8+2rar=

—\/(r +r) —drrsin® B =(r, +r), |1- sin® B =(r, +r) 1-k’sin® 3, (4.187)
\ (Va+r)

k=2 T
r+r

a

Supstitucijom izvedenih izraza u izraz za induktivitet L, (4.183) dobiva se:

. 2 B
=y I 2sin” f - _ I 2sin® -1 4.188)
r,+r \/l—kzsm ,b’ ” +V0J1 k? sin’ ,B
Sam integral je:
% AaB A 3
J- 2sin” g -1 ,[ 2sin” B dp - J- . 4.189)
o 11—k sin’ ,B o \J1-ksin® B oJl—k2s1n B
K (k)- potpuni elipticki
integral prve vrste
Prvi pribrojnik u gornjem izrazu je
3-.- 2sin’® Bdf _igj(kzsm p-1+1)dB
sI-Ksin? B K § \1-ksin’ B
i 3
~_2 [l—k sio ﬁdﬂ+%j /S (4.190)
k Jl—kzsinzﬂ k o\/l—kzsinzﬂ

S NN e MIN

J1-Kk*sin* B dﬂ+%l{(k)

E(k)-potpuni _elipticki
integral druge vrste
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Stoga je:

B-1 5 2-K

x
]- 2sin?
0

J1- k251nﬂ S

K(k)—%E(m,

a vanjski induktivitet:

L =2u

v

rr 2 —k?
r+r

= Kk)-+= E(k)}

:2[[[

r,+r 4rr

rr 2 EZ—k2
2 K

(r,+ry

= ulr, +r)[ K Ky - E(k)}

Taj se izraz mozZe preurediti s obzirom da je:

2-1

4rr

a

(ra+r)2 (r +r) -2rr 2+r

K(k) - E(k)} .

5

2 (ra+r) (r +r) ’

2 2
v+r ¥ & 7

GAF sl
r, (r,+r) Kik)- r E(k)}—

[ J K(k)-(l +LJE(k)
1+ a

oY ‘ﬁ N |\

za k=1 je:

E(k)=1 +[A —lj(l -k +i(/1 —gja —k?)?

A 1(1 k) +— ( —%](l—kz)2

(4.191)

(4.192)

(4.193)

(4.194)

(4.195)
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U nasem je slucaju:
1 1 r+r r+

ke = = == (4.196)

Ji-k 1- 4rr ria2rr+rt =4 T
(r, +r)
E(k)=1
+
K(k)= i A tT) o5 8% (4.197)
a a
8
L, ;,ura[ln £ —2]
a
Unutarnji je induktivitet:
L = n e g L (4.198)
Y8z ! '
pa je ukupni induktivitet prstena:
’ 8
L:Lv+Lu;,ura[ln[ rﬂ]—l}. 4.199)
a 4
Taj izraz vrijedi za istosmjernu struju 1 niske frekvencije izmjenicne struje.
Za izmjenic¢ne struje vrlo visoke frekvencije pribliZzno je:
i 8r,
L=L+L, =pur,|lnj—|-2]. (4.200)
a

4.4.7 Induktivitet prstena pravokutnog presjeka:

Mjere pravokutnog prstena prikazane su na slici 4.21.

Slika 4.21 Prsten pravokutnog presjeka

Opseg i povrsina presjeka prstena te parametri ekvivalentnog kruznog presjeka (s polumjerom a’) su:

2(a+b)=2a'%, a'= ath
V1

ab=a"r, a'= a_b.
w

(4.201)
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spis a+ i ; " i v @
Uvrstavajuéi a'= umjesto a u izraz za induktivitet prstena kruznog presjeka (4.198):

L=L +L, Eyra[ln[gij—z}
a 4

dobiva se iz:

gL et gl o e 14821752 10-¥ _g.602,
a+b 4 a+b 4 a+b a+b
priblizno:
8
Lzyra(ln 4 —0.5) (4.202)
a+b

za istosmjernu struju i izmjeni¢nu struju niske frekvencije.

4.4.8 Meduinduktivitet dvaju prstenova

Meduinduktivitet dvaju prstenova prema slici 4.22 raduna se prema izrazu:

Ly =Ly = wfir; K%—k]K(k)-%E(k)}

k2=—4rl_r;2..__ A n
25
(”1"“"2)2‘*‘212 : ;
k=1, 5 3
Ly=Ly= 4 ) 5 = !
k 1-k

(4.203)
Slika 4.22 Dva prstena
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4.4.9 Sile u magnetostati¢kom polju

Razlikujemo izolirani i neizolirani sustav, [3], [5], [6], [11] kao i pri razmatranjima sila u
elektrostatickom polju. Potencijalna energija izoliranog sustava se nastoji smanjiti. Iznos sile jednak
je promjeni energije ako se vodi¢ u cjelini pomakne za mali dio puta u istom smjeru 5 :

F, :—(%j 5 (4.204)
3 Jgw

pri Gemu ¢e vrijediti puna analogija izmedu elektrostatickih i magnetostatickih veli¢ina na nacin tako
da je:

o (09
e DB

Navedeni izraz za silu vrijedi ako se naboj odnosno magntski tok drze konstantnim.

Na primjer, u elektrostatici sila izmedu plo¢a izoliranog nabijenog kondenzatora bila je jednaka:

-~ 1 of(1
E =——0"=| =5 . 4.205
’ 2Q as(st‘) ( )

U magnetostatici za 1 strujni krug je:

F--Llo ﬁ[ljgo, (4.206)
2 os\ L

a za dva meduinduktivno vezana kruga je:

~ 1 of 1
F=——®,0, —| —|5,- 4.207
s 5 aS(lej 0 ( )

Sustav dakle nastoji povecati kapacitet odnosno induktivitet.

Neizolirani sustav je sustav vodi¢a prikljuCen na vanjski izvor. Ako je izvor dovoljno izdaSan on
odrzava razlike potencijala konstantnim i struje vodi¢a konstantnim. Sile djeluju u smislu povecanja
energije sustava. Odgovarajudi izrazi za sile su:

za kondenzator u elektrostatici:

Za_cg

- 1
F ==U : 4.208
s 2 6S 0 ( )
U magnetostatici za 1 strujni krug je:
= 1_,0L.
F ==I"—5,, (4.209)
2 Os
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e

a za dva meduinduktivno vezana kruga je:
—=5,. (4.210)
Na primjer, za slu¢aj dvozi¢nog voda induktivitet po jedinici duljine je bio:

Ml el L
L= ”{ln[&}u 4}. 4.211)

Pri virtualnoj varijaciji razmaka izmedu vodi¢a odrZava se struja konstantnom te je iznos sile prema
izrazu (4.209):

F, =l[2—6—11 (s=a)
2 Os
jednak:
2
F=lp O fyla), m|_ 4 4212)
2 Oa|r \R,) 4r| 2ma

Za vakuum je sila je jednaka:

I’ ol
F =t -0210%2 (N/m), 4.213)
ma a
a to je poznati izraz za silu izmedu dvaju vodiGa protjecanih istom strujom i sluZi kao definicijska
jednadZba za jakost struje na primjer 14 putem mjerenja te sile.
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4.5 UVJETI NA GRANICI

Grani¢na ravnina izmedu dvaju sredstava okomita je na ravninu papira (slika 4.23), [3], [4]. Valjak
koji je poloZen s po jednom bazom u svakom od sredstava kao na slici 4.23 lijevo posluzit ¢e za
izradun magnetskog toka odakle se izvode uvjeti za normalne komponente magnetske indukcije na
granici dvaju sredstava. Zatvorena petlja pravokutnog oblika stranica a i b na slici 4.23 desno posluzit
¢e za odredivanje pona3anja tangencijalnih komponenti jakosti magnetskog polja.

sredstvo 2
an Bln 5

&

1£ 3-‘01

bu |

ll e

Slika 4.23 Uz uvjete veli¢ina magnetskog polja na granici (sredstvo 1 dolje, sredstvo 2 gore)

o  Normalne komponente magnetske indukcije su jednake:

Iz zakona o konzervaciji magnetskog toka:

ﬁ Bids =0 ilidivB =0 4.214)
S

moZe se napisati za tok po cijeloj povrsini valjka:

E’z ,S, + B, S, + tok plasta=0. (4.215)

Neka se sad pusti da visina valjka teZi k nuli odnosno b — 0. Tok kroz plast valjka tezit ¢e k nuli. S
obzirom da je i #, = —7,, gomji izraz postaje:

fi,(B,-B)=0 4.216)

B,, =B,,. (4.217)

§to znadi da su na granici dvaju sredstava normalne komponente magnetske indukcije jednake.
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Odavde se moze zakljuciti i na normalne komponente jakosti magnetskog polja:

ﬁlz(ﬂzﬁz ‘MI:IJ =0,

H, =fH

2n T
2

(4.218)

In

Iz (4.218) slijedi da se normalne komponente jakosti magnetskog polja na granici dvaju sredstava
mogu skokovito promijeniti.

o Tangencijalna komponenta jakosti magnetskog polja radi skok za iznos linijske gustoée
struje (strujnog obloga)

Iz Ampéreovog kruznog zakona protjecanja primjenom Stokesovog teorema:
. . = 8D,
{Hds = |[rot Hrds = ([T +=nds 4.219)
s N N at
za pravokutnik na slici 4.23 desno moze se napisati:
G L f = . = D, _
H5ya+ H,5,a+dio pob=(J+ 6—)noab . (4.220)
t

Neka se sad pusti da visina pravokutnika tezi k nuli odnosno b — 0. Dio skalarnog produkta po
stranici b pravokutnika postat ¢e nula. Takoder Ce biti i:

%—?ﬁoab 0. 4221)

Prostorne ¢e struje postati plosne struje:

lim JA,ab = Kii,a (4.222)
b0

gdjeje K linijska gustoca struje odnosno strujni oblog. Izraz (4.220) postat ¢e uzimajuéi u obzir da je
joSi §; =—5,:

- A5, + H,5,, = Ki,. (4.223)
S obzirom da je dalje i: 5, =7, x 71,, ova izraz postaje:

(['72 _le)(ﬁo X7y,) =y, X(ﬁz _I:I1)ﬁo =Kﬁ0,

s TRl (4.224)
Ay x(H,—H)=K

Dakle, tangencijalna komponenta jakosti magnetskog polja radi skok za iznos linijske gustoe struje
na granici (strujni oblog). Ako strujnog obloga nema ili se moZe na drugi nadin taj skok modelirati
tangencijalne ¢e komponente jakosti magnetskog polja na granici biti jednake:

fi,x(H,-H)=K=0. 4.225)
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Odavde se moze zakljuéiti i na tangencijalne komponente magnetske indukcije. Prema (4.224) je:

ﬁu X(ﬁ_i)zka

Hy, K
By By _g (4.226)
Hy, K

By = &Bn + LK.

i

Iz (4.226) slijedi da se tangencijalne komponente magnetske indukcije na granici dvaju sredstava
mogu skokovito promijeniti.

Magnetski vektorski potencijali na granici dvaju sredstava takoder su nepromijenjeni:

A=4,. (4.227)

E,=0, H,=0, D,=0, B,=0. 4.228)
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4.5.1 Odslikavanje u magnetskom poluprostoru

Magnetsko polje koje stvara struja i u sredstvu 1 permeabilnosti 44 magnetizira pored poluprostora 1 i
poluprostor 2 permeabilnosti £, (slika 4.24).

Slika 4.24 Odslikavanje u magnetskom poluprostoru

Na grani¢noj ravnini nastaje magnetizacija (magnetska polarizacija). Pri odredivanju jakosti
magnetskog polja u poluprostoru 1 magnetizacija se moze nadomjestiti strujom i, koja se nalazi na
udaljenosti @ u drugom sredstvu (slika 4.25), [3], [11]. Pri odredivanju jakosti magnetskog polja u
poluprostoru 2 magnetizacija na granici nadomjesta se strujom i; (odslikana struja i,) toéno na mjestu
izvorne struje i (slika 4.26). Simboli j i k& su odgovarajuéi jedini¢ni vektori.

4.5.1.1 Polje u sredstvu 1

Slika 4.25 Polje u sredstvu 1 odreduju struje i i i

Polje u sredstvu 1 odreduju struje i i iy, (slika 4. 25).
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Jakost magnetskog polja je jednaka:

H, = (~kcosa+jsina)+ L (kcosa+ jsina) (4.229)
2rz 2rrz

odnosno:

- 1 [, . S

H, =———[k(12—z)cosa+](z+12)sma]. (4.230)
2rm

4.5.1.2 Polje u sredstvu 2

Polje u sredstvu 2 odreduje zbroj struja (i+i), (slika 4.26):

A, =" (<kcosa+jsina). (4.231)
2rm

Slika 4.26 Polje u sredstvu 2 odreduje zbroj struja i i i
Potrebno je jo§ primijeniti uvjete ne granici.
a) Normalne komponente magnetske indukcije (racunaju se iz ¢lanova uz sinq)

7i,,(B,—B,) =0, (4.232)

a's obzirom da je: 71, = j iz (4.232) prema izrazima (4.230) i (4.231) proizlazi:

i+i . i+i, .

M, ——sina — p, sina =0 (4.233)
2rm 2rm

ili:

(i +i)=p(i+1i,). (4.234)
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b) Tangencijalne komponente jakosti magnetskog polja (¢lanovi uz cosa)
fi, x(H,-H)=K=0, (4.235)

H,, = H,, odnosno:

i+i , =i

- cosa — cosa =0 (4.236)
2rm 2rm

odakle je odmah:

i, =i, (4.237)

pa kad se to uvrsti u izraz (4.234) dobiva se:

i =—i =t2"H; (4.238)
Mot

Znati kao i za slu¢aj-odslikavanja naboja u dielektri¢nom poluprostoru (elektrostatika), magnetska se
polarizacija nadomjesta odslikanim strujama. Ako je permeabilnost 4, velika tad u njemu (sredstvu 2)

nema polja (i, =—i):
i+1

H,=—"(~kcosa+sina)=0. (4.239)
2rrm

U tom slugaju polje u sredstvu 1 odreduje izvorna struja i i odslikana struja i,=i odnosno:

8, =—[jG+i,)sna]=
2rm (4.240)

1 -, .
=—jisina.
rT
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5 MAXWELLOVE JEDNADZBE I VALNE JEDNADZBE.
ELEKTROMAGNETSKI POTENCIJALIL RAVNI VAL

Elektrostaticko polje za stacionarnu razdiobu naboja opisuju u potpunosti sljedece jednadzbe, [5],
[17]:

Diferencijalni oblik Integralni oblik Relacije grade
{Eds = [[rot EdS =0 .
= & D =¢E
rotE=0 S
divD=p §JDds = [[[pav
S v
Elektri¢ni tok:
0= ﬁ DdS
s
a magnetsko polje istosmjernih struja:
Diferencijalni oblik Integralni oblik Relacije grade
{Ads = [[rotAdS = [[JdS
rotH =J S s &
divB=0 §{Bds =0 B=d,
: J=«E
Magnetski tok:
@ = [[BdS
s
te strujno stacionarno polje:
Diferencijalni oblik Integralni oblik Relacije grade
- _ J=x«E
rotE =0 <j'Ed§ = j ,[ rot EdS =0 (Ohmov zakon u
. S elementarnom obliku)

divD = edivE = Z£divJ =0 | Strujni tok (struja):
K

(Nema  izvora  slobodnih | /= ”de'
nepokretnih naboja) s

Navedene jednadzbe prerestriktivne su da bi opisale elektromagnetsko polje. Na primjer, da bi se
proizvele trajne struje potrebno je nekonzervativno elektri€no polje koje moze proizvesti izdasni
vanjski izvor.
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5.1 OHMOV ZAKON I JOULEOV ZAKON. RELAKSACIJA NABOJA

Gustoca struje u vodi¢u ovisi o elektri¢nom polju £’ u vodidu. Ovisnost se obi¢no izrazava linearnom
relacijom:

J=«E' (5.1)
Am S

T mV m

Za izotropne je vodite « skalar, a za anizotropne je simetri¢ni tenzor. U preteZitom se broju slucajeva
moZe uzeti da je x=const odnosno Vi =0. Jednad’ba J =«E' (5.1) Ohmov je zakon u
elementarnom obliku.

gdje jex elektri¢na vodljivost koja ima mjernu jedinicu: [K']

5.1.1 Strujni krug istosmjerne struje

a | | b
+| |
I
Slika 5.1 Strujni krug istosmjerne struje

Elektromotorna sila (ems) numericki je jednaka radu koji je potreban da se jedinicni pozitivni naboj
jedanput prenese po cijelom strujnom krugu, (slika 5.1), [4]:

=Y —fEds = §Zas (52)
q K

gdje je ds element puta po strujnom krugu, a x vodljivost vodica.

Ako je struja istosmjerna (konstantna) tad je i Jd5 # 0, pa je (j‘ E'ds #0 i elektriéno polje ne moze

biti samo konzervativno polje. Zato se pise:

[(B+E™)ds =0 (5.3)

b

gdje E je konzervativni dio jakosti elektriénog polja (rof E =0), a jakost polja E® naziva se

utisnutom silom na jedini¢ni naboj (nekonzervativni dio polja). £ proizvode baterije ili generatori.
Izvan generatoraje £ = 0.
U strujnom je krugu prema slici (vodi¢ duljine / presjeka S vodljivosti x'i generator) struja kroz vodic :

I= jjjd§=xﬂE'd§=KHEd§, (5.4)
§ N S
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odnosno:

I=xES. (5.5)

b
Vrijedi da je linijski integral j[ ds =11 pa je s druge strane:

b b a

I1=xS jE’d.? = KS'[(—gradw)df =xS j%gds =xS(p, -0,) (5.6)
s

a a b

odakle je:
/
0,—¢,=—<I=RI, (5.7)
xS

gdje je Rz—lg, otpor vodi¢a duljine /, presjeka S i vodljivosti x, a mjeri se u omima:
K

5.1.2 Jouleov zakon
Jouleov zakon izri¢e da je toplinska snaga razvijena u vodicu otpora R kojim tece struja I
P=RI’ (5.8)

Toplinska snaga po jedinici volumena (W/m®) je prostorna gustoc¢a snage:

9 2
£=512=Ll12=;ci :xi =xE?. (5.9)
IS IS kSIS ) K
Prosiri li se gornji izraz i na izvor, dobiva se:
KE™* =J(E+E®Y). (5.10)
Vratimo se na strujni krug. Za elektromotornu se silu e prema (5.2) moze pisati:
—_ b -_ v/ —_ - - & v

e={Eds = [Eds + [(E+E")ds = {Eds + [EVds,

. o 0 b (5.11)
e= [E0ds = ds.

i K

Posljednja jednadzba ukazuje na to da struju uzrokuje samo utisnuta sila E" . Za otvoreni strujni krug
E" i elektrostatitko polje u generatoru se ponistavaju:
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J'(E+E<i))d§ =0, (5.12)
b

paje:

b -_
o= IEdE, (5.13)

Sto znati da je elektromotorna sila jednaka razlici potencijala (naponu) na krajevima generatora, kad je
strujni krug prekinut.
Snaga u cijelom strujnom krugu ukljudujuéi i izvor je:

P= jyjjJ(E+E<">) av. (5.14)

Posto je E konzervativno polje vrijedi:
JE =-JVo=gpdivJ -div(pJ) (5.15)
Sto, kao Sto je dobro poznato, slijedi iz izraza:

V(goj)=div(go.7)=V(p]+(pV.7=—E7+godiv.7. (5.16)

Slika 5.2 Odnos vektora gustoée elektri¢ne struje J ielementa povrsine dS na povrsini
vodica

Za stacionarne je struje divJ =0 pa je prema izrazu (5.16):
V(pJ)=div(pJ)=-EJ,
odakle je snaga uz primjenu Gaussovog teorema:
—= () . = (i .
P=[[[TE av - [[[aivpTrav = [[[TE av —4{pT d5. .17)
14 14 14 N
Posto je na povrsini vodida J dS = 0 prema slici 5.2, to je snaga:

P= ([[7E " av = jjjJE“)dV,.. (5.18)
v v
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5.1.3 Relaksacija naboja

Neka se pretpostavi da se unutar homogenog metala nalazi naboj p, u trenutku 7 = 0, (slika 5.3).

Zbog elektriénog polja koje bi taj naboj stvorio potekla bi struja gustoce J =« E,[4],[5],[6], [7).
Da bi se odredilo u kojem vremenu se naboj rasprsi, treba poci od jednadzbe kontinuiteta.

Slika 5.3 U trenutku /=0 unutar metala nalazi se naboja prostorne gustoée P,

Jednadzba kontinuiteta (zakon o odrzanju odnosno konzervaciji naboja) glasi:

= d

i=qJdS =—— dav 5.19

§f745 < ({}e 519
Primjenom Gaussovog teorema, uz nepromijenjen volumen, dobiva se:

= 5 .= op

JdS = |||divJdV = ———dv, 5.20
gos- [ = - o
odnosno u diferencijalnom obliku:
divj———a—p (5.21)

ot '

Uvrsti li se sad za gustoéu struje J = x E te primijeni Gaussov zakon (divD = p) na lijevu stranu
izraza (5.21), uz konstantne iznose specifi¢ne vodljivosti (k') i dielektri¢nosti (& ) dobiva se nakon
izjednadenja s desnom stranom:

div.7:divxE"=divx2=£divD=£p=——a—p (5.22)
g ¢ £ ot

vremenska diferencijalna jednadzba u p:

0 K

—p=——p. 5.23

o P - P (5.23)
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Rjesenje ove diferencijalne jednadzbe je:

‘

p=pe’ (5.24)
gdje je:
"y (5.25)

vremenska konstanta relaksacije naboja.
9 9

Dakle, u tom vremenu naboj padne na iznos _=W' Za bakar je vremenska konstanta
e 3.
relaksacije:
. =12 A
380 Py 531000 A8 ) 55301070
57100 m S Vm A

Prakti¢no za 5 do 6 vremenskih konstanti naboj nestane iz unutrainjosti i zauzme stacionarni polozaj
na povrsini vodi¢a ¢ime se uspostavlja elektrostaticko polje.
Za dobre izolatore vremenska konstanta relaksacije naboja moZe biti i vise desetaka dana.
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52 FARADAYEV ZAKON ELEKTROMAGNETSKE INDUKCIJE

1831. godine otkrio je Michael Faraday (1791-1867) temeljni zakon, danas poznat pod nazivom
Faradayev zakon elektromagnetske indukcije, a koji izri¢e da promjena toka magnetske indukcije
uzrokuje struju u strujnom krugu koji ulangava taj tok, [1], [2], [4], (slika 5.4).

tal

Slika 5.4 Strujni krug zatvara povrsinu S kroz koju se mijenja tok magnetske indukcije

Neka je strujni krug realiziran s otporom R (slika 5.4) tad je Faradayev zakon elektromagnetske
indukcije:

Ri=—% {_[Br‘zd5=——j—t {deE (5.26)

gdje je 7 normala na element povrsine dS, bilo koje plohe, koja je ograni¢ena putem s. Smjerovi

plosnih dS i linijskih elemenata df vezani su pravilom desnog vijka. Ranije je izvedena jednakost:

RI = cj. Eds , $to se moze prosiriti i za sluaj opcenito vremenski promjenjive struje i: Ri= 4 Eds .

Ako nema dodatne utisnute sile £ (nema gibanja sustava pa je: I EVds =0), to iz jednadzbe za
b

elektromotornu silu:

e= 4{ Eds + IE‘”ds‘ (5.27)
Kl b

slijedi:

e=cfEd§=Ri. (5.28)

Polje E nije vise konzervativno kao u elektrostatici (kao i u sluéaju istosmjernih struja) pa zatvoreni
linijski integral u (5.28) nije jednak nuli.

Dakle, prema Faradayu inducirana elektromotorna sila jednaka je negativnoj vremenskoj promjeni
magnetskog toka kroz petlju koja ga obuhvaca:

e=4Ed§=—%”Bd§. (5.29)
s S
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Predznak ,,-,, izri¢e opée poznato Lenzovo pravilo ,,da je smjer inducirane ems takav da se protivi
gibanju koje ju je izazvalo“. Ovako izraZen Faradayev zakon elektromagnetske indukcije poznat je i
kao 2. Maxwellova jednadzba u integralnom obliku. Faraday je otkrio zakon iz pokusa sa Zicom
otpora R. Postavlja se pitanje, vrijedi li zakon kad se Zica ukloni?

Zbog jednakosti tangencijalne komponente jakosti elektri¢nog polja na granici vodi¢ - zrak (ili neki
drugi izolator) slijedi da zakon vrijedi i bez Zice.

=l
=l

Ta Cinjenica omogucava da se odmah (bez grani¢nih uvjeta zbog vodi¢a) prijede na diferencijalni
oblik Faradayeva zakona. Za sustav (strujnu petlju) u mirovanju je:

- JjBas - y%m . (5.30)
paje:
fas -- JJ%dS’. | (531)

Posto relacija vrijedi za bilo koju plohu S ogranitenu sa s , primjena Stokesova teorema daje:

rotE = _98 ) (5.32)
ot

To je diferencijalna forma Faradayeva zakona elektromagnetske indukcije i poznata je pod imenom 2.
Maxwellove jednadzbe u diferencijalnom obliku.

5.2.1 Pomacne struje

Ranije je pokazano da za stacionamne struje vrijedi: rot B = u1J odnosno rot H =J . S obzirom da je

uvijek: div rot B =0, a iz jednadzbe kontinuiteta slijedi da je: divJ #0 to se mora potraziti takav
oblik jednadzbe koja vrijedi i za nestacionarne struje (to jest da je uvijek zadovoljena relacija:
div rot B =0).

Jednadzba kontinuiteta u diferencijalnom obliku glasi:

divJ =—2p. (5.33)
ot

TEORIJA POLJA I VALOVA



~ETFo 195

Prema Gaussovom je zakonu p = div D, paje:
(- 0 =
div J+5D =0. (5.34)

Veli¢ina u zagradi je nula i kad je div J # 0 te se moze prikazati rotorom nekog vektora.

Pretpostavka da je to vektor polja H , dakle:

rotﬁ=J+6—D, (5.35)
ot

pokazala se ispravnom. To dokazuju elektromagnetski valovi, koji se mogu objasniti samo ako postoji
D o e D . . . .

%—D u posljednjoj jednadzbi. Veli¢ina -é—nazwa se gustoéom pomacnih struja. Ova je jednadzba
t t

poznata i kao 1. Maxwellova jednadzba u diferencijalnom obliku. S obzirom na Stokesov teorem:
Hrot HdS = 4 Hds ova se jednadzba moze napisati i u integralnom obliku:
N s

<{Har ”[J e (5.36)

Dalje, primjenom operatora divergencije na dvije Maxwellove jednadzbe u diferencijalnom obliku

(5.35, rotH =J + %?) odnosno (5.32, rotE = ——%—Z:- ) dobivaju se jednadzbe:

div rot H =div| J 6D a—’0+-31(E/—D—)=g(—p+divD)=0, (5.37)
ar ot ot ot
odnosno:
; = 0, 3
div roth—gt—(dlvB)zo. (5.38)

$to znadi da su velitine u zagradama izraza (5.37) i (5.38) konstantni. Ako nije bilo po¢etne uzbude
polja, konstante su nula pa se pise:

divD=p, (5.39)

divB=0. (5.40)

Ove se jednadzbe &esto nazivaju i sporednim Maxwellovim jednadzbama (3. i 4.) i, kao §to se vidi,
mogu se izvesti iz 1. i 2. Maxwellove jednadzbe.
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Primjenom Gaussovog stavka one se mogu predogiti i u integralnom obliku:

§Dds = m'pdV , (5.41)
s v

i:

§{Bds=o0. (5.42)
N

Ponegdje se jednadzba kontinuiteta u diferencijalnom obliku:

divj——gp (5.43)

ot '
odnosno integralnom obliku:
s S .= 0

ﬁjds = mdedV = m(— 6—‘?] av. (5.44)

s v v

naziva i petom Maxwellovom jednadzbom.

5.2.2 Pregled Maxwellovih jednadZbi

Dakle, cijela se teorija elektromagnetizma moZe skupiti u &etiri temeljne jednadzbe, koje se zovu
Maxwellovim jednadzbama za mirujuéu sredinu u diferencijalnom obliku odnosno integralnom obliku

s dodanom jednadZbom kontinuiteta:

Diferencijalni oblik Integralni oblik Relacije grade
L 5 = OD _ - 0D\, | D=¢E
rotH:J+E 4Hd§=!j[.]+%? S B=;ﬁ
s N ’
J=x(E+E")
2 - OB - 0 D =¢kE
rotE:—E <j'Ed§=—§JS‘_[BdS B=yufl,
J=x(E+EY)
3. divD=p ﬁDdS: J'”pdeQ D =¢E
s v
4. divB=0 SEIBdS‘:o B=ufH
s
5. s 0 o d
divJ =-— = i 22 G RG
Py ij.lds_jyﬂ( V| T k(B4 E)

Gore navedenim jednadzbama valja pridruziti i definicijske jednadzbe za tokove vektora elektricne
D, = J‘ '[ DiidS i magnetske indukcije @, = HEﬁdS te gustoce struje @, =1 = HJﬁdS .
s s s
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U tri relacije konstitucije (grade):

D=¢E
B=uH (5.45)
J=x(E+EY)

veligéine &, i i k¥ uopéem su sluaju tenzori. Dakle, broj jednadzbi grade iznosi devet (svaka s po tri
prostorne komponente). Protegnu li se vektori jakosti elektrinog i magnetskog polja u sve tri
prostorne dimenzije dobiva se ukupno 6 skalamih diferencijalnih odnosno integralnih jednadibi Tu
16 jednadzbi 3to diferencijalnih (integralnih) Sto algebarskih. Vektori jakosti elektriénog E i
magnetskog polja H su vektori sile, a vektori D i B su vektori gustoce toka.

Ako se sustav giba na bilo koji nain, u gornjim jednadzbama treba umjesto parcijalnih uzeti totalne
vremenske derivacije.
Postoji i relativisticka transformacija Maxwellovih jednadzbi, [4] [17], [35].
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53 VALNE JEDNADZBE

U linearnom, homogenom i izotropnom sredstvu koje miruje, skup od &etiri Maxwellove jednadzbe u
diferencijalnom je obliku :

rotH =J + ga—E,
ot
s oH

rotE =—pu—1m1

Y (5.46)
divE = B,

€
divA =0
Za pisanje tih jednadZzbi koristene su i tzv. relacije grade:
D=¢E,B=pH,J=«E. (5.47)

Primijeni li se operacija ,,7otor“ na prvu Maxwellovu jednadzbu, uz zamjenu gustoce struje s J = «E ,
te zamjene rot £ s desnom stranom druge Maxwellovu jednadzbe, slijedi:

_ 5
rotrotF[:KrotE+ggrotE=—,urc6—H—,uaa [;[ (5.48)
ot ot ot
Lijeva je strana jednadzbe (5.48) :
rotrot A = graddiv H — AH = -AH , (5.49)
0
pa se dobiva:
- o’H o0H

AH — ue —uxk——=0. 5.50

il (5.50)

Primjena operatora ,ofor* na drugu Maxwellovu jednadzbu nakon te zamjene rotH s desnom
stranom prve Maxwellovu jednadzbe, daje:

= 0 - o( = OE OE O°E
rotrotE =—py—rotH =—pu—|kE+6— |=—uxk—— us—. 5.51
Mo ”at( atj Moo o ar 431
Lijeva je strana (5.51):
rotrot £ = graddiv E — AE = grad 2 — AE (5.52)

&
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pa slijedi:

O’E OE P
AE — pe——— uxk—= d=. 5.53
- or’ e ot & £ D=

Za prostor bez slobodnih naboja je: gradﬂ =0, dobivaju se kona¢no valne jednadzbe:
£

e
Alfl—ygalz_[—,uxégzo
ot ot (5.54)
- o°E OF '
AE — —uxk—=0
Heor Mo

Za nevodljivo sredstvo (K =0) odnosno sredstvo bez gubitaka nestaje €lan uz prvu vremensku
derivaciju (5.54) pa se dobivaju diferencijalne prostorno-vremenske jednadzbe:

- o°H

AH — pe—- 6 =)
AE — ue =0
Heor

Te se jednadzbe u anglosaksonskoj literaturi nazivaju valnim jednadzbama. Skalarna valna jednadzba
je parcijalna diferencijalna jednadzba 2. reda, u op¢em slu¢aju nehomogena. Postoji opce rjeSenje
([25), stranice 526-539), a lakse ih je rijesiti za neke posebne slucajeve. Valne jednadzbe zapravo su
sustav od 6 skalarnih valnih jednadzbi. Ovdje valja naglasiti da iz Maxwellovih jednadzbi proizlaze
valne jednadzbe, ali obrat ne vrijedi. Da bi se smanjio njihov broj, uvest ¢e se pojmovi
elektromagnetskih potencijala.

54 ELEKTROMAGNETSKI POTENCIJALI

Neka se opet razmotri sustav Maxwellovih jednadzbi u diferencijalnom obliku, [4], [5], [6], [17]:

rotH = J+6—D
ot

rotE=—a—B,

ot
divD = p,
divB =0, , (5.56)
D=¢E,
B=uH,
J =«E,

koje definiraju makroskopsko elektromagnetsko polje, proizvedeno zadanim “neovisnim® gustocama
struje J i slobodnim nabojima prostorne gustoée p .
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Uz izvore je potrebno zadati i odgovarajuée rubne i podetne uvjete, koji moraju biti sukladni s veé
zadanim veli¢inama i sustavom jednadzbi da bi zadaéa imala smisla. Polje je odredeno vektorima E
iB,to jest sa Sest (6) skalarnih funkcija poloZaja i vremena, koje treba izratunati.

Potencijale ¢e se uvesti u gornji sustav Maxwellovih jednadbi na sljedeéi nadin. Vektor B je
solenoidan, tj. bez izvora (divB =0), pa se moZe predstaviti rotorom drugog vektora na primjer

vektora A (magnetski vektorski potencijal): B =rotA. UvrStavanjem ovog izraza u drugu
Maxwellovu jednadzbu dobiva se za jakost elektri¢nog polja izraz:

rotE = .. —irot;l = —rot%,
ot ot ot

5 (5.57)
rot(E + —J =0,
ot

odnosno:

E+ %4 =—grad g,
ta . (5.58)
E=-""—grado.
o grad o
gdje je ¢ skalarna funkcija. Negativni predznak pred gradijentom je posljedica definicije skalarnog

potencijala ¢ : Zelimo da u statickom slu¢aju jakost elektriénog polja E ima smjer od veéeg prema
manjem potencijalu (suprotno rastu potencijala). U posljednjem se izrazu pored statickog, dakle javlja

i dinami¢ka komponenta —Z—A jakosti elektrignog polja. Velitine 4 i @ su poznate kao magnetski
t

vektorski i elektri¢ni skalarni potencijal.
Nuzno je da netom uvedene velidéine 4 i ¢ takoder zadovoljavaju potpuni sustav Maxwellovih

jednadzbi. Razmatranje se pojednostavljuje, ako se promatranje polja ograni&i na prostor ¢ije granice
nisu ovisne o vremenu i koji je ispunjen s linearnim, homogenim i izotropnim sredstvom.

Ako se umjesto jakosti magnetskog i elektriénog polja uvrste odgovarajuéi izrazi za potencijale uvrste

_ . oD —
u 1. Maxwellovu jednadZbu (rot H = J + —5 ), azatim i u tre¢u (div D = p ) dobiva se redom:

oD

e 1. Maxwellova jednadzba (rot H = J + E):

irotrotZi=.7+ei[—g4——gradqo]
Y7, o\ ot (5.59)
- 0°4 dp) - '
rotrot 4+ pg| —-+grad—— | =
# [6# 7 atJ d
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e 3. Maxwellova jednadzba (div D = div E=p):

g div(— %4 —grad go} =
! (5.60)

—div—aé—divgrad(p =2
ot £

Uvodenjem operatora AA = graddiv A —rotrot A (prema: rotrot A = graddiv A-A4) i
Ap =divgradp mogu se jednadzbe (5.59) i (5.60) pomocu Laplaceovog (4) operatora, pisati u
obliku:

A4~ ys———grad(d1vA+,ue——) ==pJ;
(5.61)

= P
Ap +—(div ) =-£.
@ at( ) .

Tako se sustav od Sest skalarnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi reducira na Cetiri skalarne

jednadzbe (jedna vektorska po magnetskom vektorskom potencijalu A i jedna skalarna po skalarnom
potencijalu ), koje su, medutim, jo§ uvijek medusobno povezane preko:

e ¢lana (div A+ /u;‘aa—(tpj u prvoj jednadzbi u (5.61) te:
o ¢lana (div 4) u drugoj jednadzbi u (5.61).

Njihovo se razdvajanje moZe posti¢i iskoritavanjem neodredenosti koja je bila ukljucena u definiciju

potencijala. Magnetski vektorski potencijal A nije jo§ jednoznalno propisan, jer je prema
Helmholtzovom teoremu vektorska funkcija definirana jedinstveno tek posto su joj zadani i rotor i

divergencija. Naime, polje B je definirano preko A sB=rotA, pa se k vektoru 4 moze dodati
gradijent proizvoljne skalarne funkcije S.
Magnetska indukcija B, na taj nadin, ostaje nepromijenjena pri transformaciji:

A=A4,-gradS (5.62)
s obzirom da je:

B =rot A =rot 4, — rotgradS = rot 4, . (5.63)

Da i elektri¢no polje E ostane nepromijenjeno, treba se skalarni potencijal istovremeno transformirati
u

oS
=g+ 2, 5.64
Q=0 ot (5.64)

odnosno prema izrazu za jakost elektri¢nog polja (5.58):
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E:—6—A—grad¢)=—%+égradS—grad(oo—grad?£=
ot ot ot ot
o (5.65)
=% oradg,.
o grad g,

Transformacije potencijala prema izrazima (5.62) i (5.64):

A=A4,-gradS
o+ 8
@ =@ o

nazivaju se bazdarskim transformacijama (engleski: ,,gauge transformations®), a invarijantnost polja u
ovim se pretvorbama naziva bazdarskom invarijantno$éu.

Zadavanjem potencijala “predodreduju” se polja i obratno: jedno te isto polje posjeduje vise od jednog
skupa potencijala. Pomocu proizvoljne skalarne funkcije S, moguce je, matematicki korektno, za jedno
polje (par B i E') odabrati beskonatno mnogo odgovarajuéih parova potencijala (A4 i ).

U tom beskonaénom izboru moguéih potencijala, od posebnog su znadaja dvije grupe potencijala,
nazvanih Lorentzovi potencijali i Coulombovi potencijali. I jedni i drugi dobivaju se zadavanjem
odgovaraju¢ih dodatnih uvjeta. Pogodni su zato, jer u prvom redu daju takve matematitke modele, tj.
pridruzene sustave jednadzbi potencijala, kojih se rjeenja u potpunosti podudaraju s realnoéu i
eksperimentalnim &injenicama.

Par Lorentzovih potencijala je povoljan s obzirom da vodi k valnim jednadZbama koje Adi @ tretiraju
na isti nadin i jer je taj koncept neovisan o izboru koordinatnog sustava, §to je posebno prikladno u
relativistickoj teoriji polja. '

Par Coulombovih potencijala povoljan je zato, jer se u tom sluéaju postiZe najpotpunije razdvajanje
potencijala 4 i @ 1 njihovih takozvanih transverzalnih i longitudinalnih polja, koje nijedan drugi
izbor ne dopusta.

U posebnim se slu¢ajevima moze izabrati da ¢ i3¢ezava, pa se elektromagnetsko polje moze prikazati

samo jednim, vektorskim potencijalom 4. Velika prednost sustava Coulombovih potencijala je u
njihovoj jednostavnosti.

5.4.1 Lorentzovo baZzdarenje

S namjerom da se razdvoji par jednadzbi za potencijale neka se prepide uvjet za razdvajanje
potencijala 4 i ¢ uprvoj jednadzbi izraza (5.61):

div21+yg‘3a—‘;’=o, (5.66)

§to je u biti jedna skalarna jednadzba. Taj se dodatni uvjet naziva Lorentzov uvjet, pa se stoga par
potencijala 4 i ¢ koji ga zadovoljavaju, naziva Lorentzovim potencijalima. Rijetko se upotrebljava
naziv Maxwellov uvjet. Neka se jo§ uo¢i da je Lorentzov uvjet posljedica jednadzbe kontinuiteta (veza

- . .= 0
izmedu vektora gustoée struje J inaboja p odnosno: divJ = —5; £)
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Naime, iz opéeg rjedenja odgovarajuéih Poissonovih jednadzbi za staticki slu¢aj magnetski vektorski i
skalarni elektri¢ni potencijal su:

i H '7 '
A= |||V, =dr'. 5.67
4r J:;” R 47[5 I I B0)
Neka se sad izracuna -l—div 4, a zatim pomo¢u jednadZbe kontinuiteta izrazi divJ = —% p:

| divJ ., 1. 0p\

; divA= ”I—-—a’V ry ”J.E(—Et‘)d e
5 (5.68)

Pav 4

= =———(4re =—&—

47r or I i ( O

$to je zapravo jednadZba kontinuiteta:

ldiv A+ e‘%ﬂ =0,
H f (5.69)

R op
divAd+eu—=0.
"

Proizvoljnost uklju¢ena u bazdarske transformacije omogucava izbor para potencijala A4i @ na takav
nacin da Lorentzov uvjet (5.66) bude ispunjen.

To ¢e se osigurati tako da proizvoljno odabrana skalarna funkcija S zadovoljava jednadzbu:
2

oS . 5 oy
AS —,uga—tz— =div4,+ ya—at—o, (5.70)

a dobiva se uvrStavanjem bazdarskih transformacija (5.62) i (5.64) u Lorentzov uvjet (5.66,

.= op
divA+eu—=0):
vAd+aus=0)

ot ot

Gl7) 'S
div A, + pue—2=AS — ue—-.
At pey ™

div(4, —gradS)+,ug—q((oo +§j =0,
(5.71)

Par potencijala ;10 i ¢, partikularna (posebna) su rjeSenja jednadzbi potencijala. Naravno da posebice

moze vrijediti opet Lorentzov uvjet, ali sad za par ;10 ig,:

div 4, +yga—(;pt2=0, (5.72)

pa kad se ovaj uvjet za ;10 i ¢, uvsti u (5.71) dobiva se da skalarna funkcija S koja takoder
zadovoljava homogenu valnu jednadzbu:
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AS —pue—-=0. (5.73)

Uvodenjem Lorentzovog uvjeta (5.66) u jednadzbe za potencijale (5.61), 4 i @ su sad jedinstveno

definirani. Tim ée se separirati parcijalne diferencijalne jednadzbe za potencijale, pa se dobivaju dvije
nehomogene valne jednadzbe oblika:

- 8*A _
A — ue o =—ulJ,
Fo (5.74)
Ap—pe—=-—.
AP £

Gomje jednadzbe zajedno s Lorentzovim uvjetom &ine skup jednadzbi, ekvivalentan skupu

Maxwellovih jednadzbi po veli¢inama polja. Po analogiji s valovima u elasti¢nom mediju valovi po 4
nazivaju se transverzalnim, a valovi po ¢ longitudinalnim valovima. Ovdje je potrebno istaknuti da

Je, na primjer, druga jednadzba gradena sli¢no kao i Poissonova jednadzba u elektrostatici:

Bo _Op D9 Fo 9  p
W T T w w s G79)

2
s tim da se ovdje javlja dinami¢ki (vremenski) &lan ,ua—aa—z) .
t

Koriste¢i D'Alembertov operator:

o =A—,ut-§:—z

posljednja se jednadzba mozZe pisati i u obliku:

Na isti bi se nacin mogla zapisati i jednadzba za vektorski potencijal. Provedeni postupak pokazuje da,
ako su zadani “neovisni” izvori polja (pobude), to jest prostorna razdioba naboja p i gustoéa struje J

u promatranom prostoru, moze se elektromagnetsko polje ( £, B ) odrediti iz sustava valnih jednadzbi

za A i ¢ njihovim deriviranjem po prostornim koordinatama odnosno vremenu:

o magnetska indukcija: B =rot 4 i:

= A
e jakost elektri¢nog polja: E = _?3_1 —gradg.

To je sustav od samo 4 skalarne diferencijalne jednadzbe drugog reda s po jednom nepoznatom
funkcijom. RjeSenja tih jednadzbi moraju biti podvrgnuta Lorentzovom uvjetu (5.66), tj. jednoj
skalarnoj diferencijalnoj jednadzbi. Za svaku posebnu zadaéu rjeSenja trebaju biti i u skladu s

posebnim rubnim i po&etnim uvjetima. Nakon $to su jednom potencijali 4 i ¢ izralunati iz njihovih

definicijskih valnih jednadzbi jednozna¢no se mogu odrediti vektori polia £ i B na veé izloZeni
nacin.
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5.4.2 Coulombovo baZdarenje

Drugi par potencijala za ista polja (E,B) dobiva se ako se primijeni Coulombovo ili transverzalno
bazdarenje, to jest ako se umjesto Lorentzovog uvjeta izabere Coulombov dodatni uvjet:

divd=0. (5.76)
Iz druge jednadZbe pocetno izvedenih jednadzbi za vektorski i skalarni potencijal:
-
Ad - ,ug%—f—grad[div;H ys%ﬂJ =—ul,
5 ! ¢ (5.61)
7 P
Ap+—(div4) =——.
ety A} ==

moze se vidjeti da skalarni potencijal u ovom slucaju zadovoljava Poissonovu parcijalnu diferencijalnu
jednadzbu:

Agficed : (5.77)

a koja uvijek odreduje polje u stacionarnom stanju. Kako ovdje nije bilo zahtjeva da zadani naboj bude
neovisan o vremenu, skalarni elektri¢ni potencijal ¢, kao rjeSenje Poissonove jednadzbe (5.77)

trenutno slijedi promjenu prostorne gustoée naboja p bez ikakva ka3njenja, jer ta jednadZba nema
L o’ S " . .
vide dinami¢kog ¢lana a—?—, koji bi uzrokovao retardaciju (kaSnjenje). Kako god, Poissonovu
t

jednadzbu lakie je rijesiti nego nehomogenu valnu jednadzbu. Dobiveni istodobni (neretardirani,
nezakasnjeli) Coulombov skalarni potencijal ¢ uzrokovan je gustoéom “neovisnog” slobodnog

naboja prostorne gustoée o(x, ,z,¢). Kad je Poissonova jednadzba rijedena, jednadzba za vektorski
potencijal A prelazi u oblik:
i

0°A - o
M- pe—=-uJ + d == 5.78
pe—g=—pJ + pegra (6t] (5.78)

i moze se bez daljnjega rijesiti uz zadane rubne i poGetne uvjete, uzimajuci skalarni potencijal ¢ kao

poznatu funkciju i gustoéu struje J kao “neovisni” zadani izvor polja. Po rjesenju para potencijala A
i @ deriviranjem po prostornim koordinatama odnosno vremenu, na isti nacin kao i u slucaju

Lorentzovog bazdarenja mogu se izraGunati veli¢ine polja EiB.
Rezultantno rjedenje posljednje jednadzbe po 4, (5.78), uzrokovano je samo transverzalnom strujom,

tj. strujom neslobodnih naboja, pa je zato pogodno zadanu gustocu struje J rastaviti na dva dijela:
J=J,+J, (5.79)
na longitudinalni i transverzalni dio tako da za longitudinalnu komponentu bude:

rotJ, =0 (5.80)
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te za transverzalnu komponentu:
divJ, =0. (5.81)

1z jednadzbe kontinuiteta je uz (5.81):
T SR .3 __0Op
d1vJ=d1v(J,+J,)=d1vJ,=—§, (5.82)

a koja povezuje longitudinalni dio vektora gustoée struje J s promjenom slobodnog naboja. Iz

Ag =L lijedi:
&

div grada—w = ——l—-aﬁ,
ot g ot
9 _ div(a grada—(p] =divJ,. (5.83)
ot ot

_ 6(0
J, =¢ggrad| —|.
! 5ga(at)

Sad se jednadzba (5.78) u kojoj figurira 4 moZe napisati samo s transverzalnim dijelom gustoée

3 . . . . 0
struje J,, koji nije vezan s promjenom slobodnog naboja p posto se u (5.78) umjesto HUE grad(—ai—))

prema (5.83) uvrsti J e

- 0’4 - - -
AA—,ugyz—,uJ,—,uJﬁ,uJ, (5.84)
odnosno:

- 024 _
AA— ue % =-ul,. (5.85)

Ovo je naravno izvoriste naziva “transverzalno bazdarenje”. Jednadzbe (5.77) i (5.85) pokazuju da se
skalarni potencijal ¢ ratuna iz slobodnog naboja, ali da on na vektorski potencijal 4 ne djeluje, $to
je posljedica uvodenja Coulombova uvjeta bazdarenja.

Partikularno rjesenje valnih jednadzbi po potencijalima A i Q:

- 0*4 i
AA — e o =-uld,
o (5.86)
Ap - pe az(f =-£
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uz Lorentzov uvjet je:

(5.87)

gdjeje c = brzina svjetlosti u vakuumu.

1
Nue
Predznak “-* u rje$enjima za par potencijala A i ¢ znati da pojava za promatraca u to¢ki P odredenoj

F-F

radijusvektrom 7, kasni u odnosu na to¢ku izvora (radijusvektor 7 ") za vrijeme |—| = . Zbog

c
toga se ti potencijali nazivaju retardirani odnosno zakasnjeli potencijali. Predznak “+* nije fizikalno
nacelo kauzaliteta (uzro&nosti)), s obzirom da bi promatraé u tocki P primijetio pojavu prije nego li se
je dogodila. Ti se potencijali nazivaju avansirani potencijali.

5.4.3 Hertzov potencijal i Hertzov vektor

.= 0 . ; .
Lorentzov uvjet (5.66, div A+ ,uga—¢ =0) dovodi u vezu oba potencijala A (magnetski vektorski) i
t

o (elektri¢ni skalarni), [3], [17]. Ideja je Hertzovog potencijala da ujedini oba ova potencijala, a $to je i
moguce uvodenjem vektora IT (superpotencijal) takvog da je skalarni potencijal ¢ :

p=—diviT. (5.88)
Lorentzov uvjet (5.66) daje vezu s magnetskim vektorskim potencijalom A (pri k =0):

div2+ye%(il=0. (5.66)

Uvrstenjem @ = —div I7 u Lorentzov uvjet (5.66) dobiva se:

divA- yf:%div IT=divd- div(,uaa—ajtl) =0 (5.89)

ili:

- or7

A= pus— 5.90
HE— (5.90)
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) ETfW“
odakle je jos i:
- 5
3—;1 = ,ugaaT]Z (5.91)

Ovdje se /7T zove Hertzov vektor poznat pri odredivanju polja Hertzovog oscilatora. Dalje, magnetska
indukcija B i jakost elektriénog polja E izrazeni pomoc¢u Hertzovog vektora su:

B=rotd= ,ueérotﬁ
Ot

(5.92)
. -
Ez—grad¢—§é=grad divﬁ—,ue‘a 127 (5.93)
ot 0
518
Uvrstavanjem (5.91, %j— = ue G 127 ) u prvu jednadzbu izraza (5.86):
- 0*4 -
A — pe— = (5.94)
ot
te (5.88, ¢ = —div /7 ) u drugu jednadzbu izraz (5.86):
o _ p
Ap — ue—=— Y =-= (5.95)
dobiva se:
0 - o7 -
s—| AIT — ue =- 5.96
Iz az( HE—Za J w (5.96)
odnosno:
5
—div(AIT - yaaaTIZ) =L (5.97)

Primijeni li se na prvu jednadZbu nakon dijeljenja s u operator divergencije, a na drugu poslije
mnoZenja s & derivacija po vremenu 0/0¢ dobiva se zapravo jedna jedinstvena jednadzba

2
d1v[€§[4117 UE 66 H:—divj,
(5.98)
5.2
div eg Aﬁ—,uga 127 =6_p.
ot ot ot

S obzirom na jednakost lijevih strana ove jednadZbe otito moraju biti jednake i desne strane ovih
Jjednadzbi. A i one moraju biti jednake prosto zato §to jednakost desnih strana ovih jednadzbi slijedi iz
jednadzbe kontinuiteta:

. = Op
divJ =-—-—, 5.43
iv = (5.43)
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Uvede li se vektor:

5 =

=AM -pe 5.99
% HE—5 (5.99)
iz izraza (5.96):
0 = oI -
oz t( HE—3 J W (5.96)
slijedi da je gustoca struje:
Fusl® (5.100)
ot
aiz (5.97):
-
" = I
—div(AIl — ue aatz )= _£ (5.97)
prostorna gusto¢a naboja:
p=—cdivp. (5.101)

Izraz za Hertzov potencijal:

ot -
o p

AT — e
prostorno-vremenska je jednadzba koja je jednako gradena kao i valne jednadzbe ve¢ uvedenih
potencijala, (5.86):

5

A4 — #6—67 =—u J,
& (5.86)
@ P
Ap— pue—5=——
[P £
pa je i rjeSenje za vektor Hertzovog potencijala IT jednakog oblika odnosno:
(. -7
= | r.t—
_ c
oFEHy=— |———4V". (5.102)
4 ]r e r"

-0

Osvrne li se na izraz za elektri¢ni skalami (elektrostaticki) potencijal dipola prema izrazu (2.242):

o)=L _iv(l)z_div( p ) 242)

dng”®  Ame \r 4rer
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moze se iz @ = —div 7 zakljugiti da je kandidat za Hertzov vektor:

F=-L (5.103)
4rer

ali da se dipolni moment p uzme kao dinamicka veliCina to jest kao p(z), a koja se, propagirajuéi se

= -
. - . i . = r—r
iz pozicije 7' (pozicije izvora), odekuje na mjestu 7 nakon vremena

c

Sto se zapisuje u

c

7 — 7'
obliku: p(7)=p| t— I | odnosno kao zakasnjela (,,retardirana‘) veli¢ina na mjestu 7. O ovome
p p B

¢e jos biti rije¢i u poglavlju (7) o Hertzovom dipolu.

TEORIJA POLJA I VALOVA



o ETF 211

5.5 POYNTINGOV VEKTOR

Iz prve i druge Maxwellove jednadzbe:

rotH = J+6—D

" ot (5.104)
rotE=—-£

ot

mnoZenjem prve Maxwellove jednadzbe s (— E),adruges Hi njihovim zbrajanjem dobiva se:

HrotE—-Erot H=div(ExH)= HZ—B—JE E%—? (5.105)

pri &emu je J ukupna gustoca struje koja se opcenito sastoji od dva doprinosa:

J=k(E+EY).

Prvi doprinos potjece od slobodnih naboja (KE ), a drugi je od aktivnog izvora («E@ ) paje:

-EY. (5.106)

Uvritenjem ovog izraza u izraz (5.105) dobiva se:

, L
div(ExH) = —(J— -JED + Q—E:D—’L—Iﬁ]. (5.107)
K

ot 2

Pomnozi li se ovaj izraz s dV te prointegriraju li se obje strane izraza po cijelom volumenu V' dobiva
se:

jjjdw(ExH)dV_ m dV+”jJE<'>dV ——m (ED+ HB)dv . (5.108)

Primjenom Gaussovog stavka na lijevi ¢lan iz gornjeg izraza: ”jdiv(E xH)dV = cﬂ (ExH)dS
v S

slijedi nakon prebacivanja drugog ¢lana s desne strane JE®AV na lijevu stranu, te mnoZenja obje
y p

strane s (-1):

m JEPAV = m—dV+—jjj—(ED+HB)dV+ﬁ(ExH)dS (5.109)
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Clanovi ovog izraza znace sljedece. Clan na lijevoj strani: '[ '”.jE Ogy predstavlja ukupnu snagu koju
Vv

daje izvor i koja se distribuira na :

° ” I—"{;dV djelatne gubitke,
14

0 lime o

* — ”J.—(ED+HB)dV vremensku  promjenu  pohranjene  energije  (snagu)
Ot <72
elektromagnetskog polja i

° CH(E xH)dS tok snage iz promatranog volumena (isijana snaga) u okolni
N

prostor, slika 5.5.

Slika 5.5 Uz definiciju Poyntingovog vektora

U slucaju da nema izvora: ” JEDdV =0, za linearnu sredinu (D=¢E i B=puE)biiz (5.109)
Vv

slijedilo:

_S;IJJ%(SE2+;JHZ)dV= jy”%dmg;j@xﬁ)ﬁ 510
. 5.11
——j;W:Pﬂgfdﬁ, P= IV”J?‘W

Sto se moze izre¢i i na sljede¢i nain: smanjenje pohranjene energije elektromagnetskog polja u
sustavu troi se na gubitke i isijanu snagu. U literaturi (npr. [5]) gomnji se izraz (5.110) bez djelatnih
gubitaka naziva jo§ i Poyntingovim teoremom u integralnom obliku koji izrazava relaciju oCuvanja
elektromagnetske energije. Vektor:

T=ExH (5.111)
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zove se Poyntingov vektor, okomit je na ravninu u kojoj leze vektori jakosti elektri¢nog polja E i

magnetskog polja H , amjeri se u VA/m’ odnosno W/m’. Vektor je od posebnog znataja u odredivanju
smjera prostiranja elektromagnetskih valova. Glede detaljnijih karakteristika Poyntingovog vektora
pogledati jos i u Matemati¢kom prilogu.

5.5.1 Primjeri

5.5.1.1 Vod istosmjerne struje

K= 00 vodié bez gubitaka (idealni vodi¢, elektricki supravodljivi materijal, slika 5.6)

tril
Tl
=

— v |

H&—_

g

Slika 5.6 Smjer Poyntingovog vektora za slu¢aj idealnog vodica kao voda istosmjerne struje

k# o vodi¢ konaéno velike vodljivosti, slika 5.7

ﬁ El IO s T

®_4' Etz E = _;}__
X
= p—
i T gt
—;, — Z‘

T

H E
Slika 5.7 Smijer Poyntingovog vektora za slu¢aj realnog vodica kao voda istosmjerne struje

Vodi& samo usmjerava energiju od izvora prema trosilu i stvara gubitke.
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5.5.1.2 Punjenje kondenzatora (slika 5.8)

i
_ﬁ—-—_
+Q
H @ 1O H
Slika 5.8 Smjer Poyntingovog vektora za slu¢aj punjenja kondenzatora )
. 5_ 5. 0D § e ® s
Ako je opéenito: rot H =J + F— , a unutar plo¢a kondenzatora nema provodnih struja J (slika

t

~ 0D . . 0D . . :
5.8) odnosno: rot H :a— i ako struja i/ raste s vremenom raste i 6_ te je u tom je slucaju
t t '

rot H>0.

5.5.1.3 Porast struje u prigu$nici

L4 4] H2t+Hl1 =K
i
o o \L K= T’ , (slike 5.91 5.10).
O o H,=0 H, =K
oH, o H,
O O
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I rF_ = g, H
E, E, 3
R - g: §2
H, H,
r, LI;
3.5 zavoja
Slika 5.9 Smjer Poyntingovog vektora za slu¢aj porasta struje prigusnice

. -~ OB : LB . ; -
Ako je: TotE = —a— , a struja i raste s viemenom raste i B te je u tom je slucaju rotE < 0.
t

|
E=———grad
E=-—-gradg
b b b - b b
Y 1% d%-
o —0 = [do=—[eradods = | E+22 s == [Jds + 2 [ Ads =
Uy =Py~ Py aj(p ajgracos I[ 6t)d§ K;[ 3 dtaj 5

b b
wlls; 2 [4ds _ir+S [4ds :iR+i(Li);iR+i(Nq>)=
d: a: dt dt

KS,
d Ni
=iR+—| Nuy,—S
! dt[ Ho ] 2]
as——-1 __— \
ﬂ U
uab % | o
| Y =1 jol
I
b @ | J 4
Uy =1R

Slika 5.10 Izmjeniéni strujni krug

MAXWELLOVE JEDNADZBE I VALNE JEDNADZBE



216

5.6 NAPREZANJA U ELEKTROMAGNETSKOM POLJU

Pomnozi li se prva Maxwellova jednadba vektorski s B, a druga vektorski s D te nakon $to se
zbroje te dvije jednadzbe:

rotFI:J+a—D, / xB (5.112)
ot
rotE‘:—a—B / xD (5.113)
ot
dobiva se:
rotExD+rotI:1xE=.7><B+%(Dxl—?). 5.114)

Raspisat ¢e se prvo prvi ¢lan s lijeve strane jednadZbe (5.114) te potraziti samo komponenta u x
smjeru:

(tot ExE)i = 2 E} Lp +3( E,)+ E(EXEZ)—EX divE =
Ox 2 oy oz
5 { 5 5 (5.115)
-2 |E? ———E2J+ ~(E.E)+=(EE,)-EL
Ox 2 oy 7 oz &
Moze se vidjeti odmah da je to divergencija sljedeéeg vektora:
z‘e“)zg(Ej—%Ez)thxEyj+gExE21€ (5.116)

umanjenaza E p/¢&.

Na sli¢an se natin moze zakljutiti da su izrazi (rotExE); i (rotE x E)k nakon raspisivanja

divergencije sljedeéih vektora:

TO=eEE T+e|E2-1p|j+sEE K 5.117
e =& x yl 2 y 2 j & y=z o ( s )

T‘e(3)=gEIEzf+gEyEzj‘+a(Ezz—%E2)1€. (5.118)

umanjenih za E,p /& odnosno E,p/¢ .

= = =(2) y . oy
Komponente (7, j,k) vektora 7:,“), Te( )Tem reci su simetri¢nog tenzora T, :

- -
8(52_11_?:2] ¢EE ¢EE
X 2 x"y x=z
T,=| ¢E,E, g[Ej—%Ezj ¢ E,E, (5.119)
¢EE, EEE, S(Ef—%ﬁz)
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Divergencija simetri¢nog tenzora T, je vektor:
divT =divT." T +divZ” j+divT,” k. (5.120)

Razvije li se u cijelosti izraz (rotE xE ) prema (5.115) po ostale dvije komponente usporedbom s

(5.119) dobiva se za :
rotExD=erotExE=divl,—-EdivD=div,-pE.
Sli¢no se dobiva i za drugi pribrojnik u (5.114) :
rotA xB=divT,,
gdje su (lT,j,/; ) komponente vektora:

- 1 - . -
TO= ﬂ(Hj —EHZJI +uH H, j+uH H. k,
TO=uH H i+y H’ Lp2)3 H k

m - ‘L‘Hx y 1+ H y —E J + #Hy z s

T =pH H, i+uH H,j+ ;{H} —%HZ) k.

reci tenzora magnetskog naprezanja, ([26], [28], a pogledati i u Matematicki prilog):

N(Hf-%ﬁz) HHH, pHH, |
1 -
T,=| wHH, ,u(Hyz—EHz) uHH,
A, uHH, u[HZ—%ﬁz]

Tenzor ukupnog naprezanja jednak je zbroju dva tenzora:

|

T=T,+T,
paje:
rotExf)+rotF]x§:div(Te+Tm)—pE=.7xB+§(DxB)

odnosno:

divf=pE+jx§+§t-(DxB).

(5.121)

(5.122)

(5.123)

(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

(5.129)
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Suglasno izrazu za ukupnu Lorentzovu silu 7 = g(E +i x B) na naboj, sila u nekom prostoru
opdenito je:

F=F+F, = ”I(pEJrij)dV, (5.130)
14

a uz jednakost koja se izravno dobiva iz (5.129):

pE+.7xE’=diVT—§(D><B) (5.131)

dobiva se:

F=F+F,= [[foE+7x Byav = [[feivTav - [[[(D < Byav (5132
Vv vV Vv

Primjenom Gaussovog teorema na ¢lan j”div TdV dobiva se izraz za silu:
Vv

injTﬁdS—gw(DxE’)dV

= ”de—gm(DxB)dV_ (5.133)
S 14
Veli¢ina:
I, = j J'I(D x BYdv (5.134)
Vv

naziva se elektromagnetskim impulsom.
Vektor G =D xB predstavlja prostornu gustoéu elektromagnetskog impulsa i u vezi je s
Poyntingovim vektorom /" = E x H tako da je:

G=gy1‘"=i21‘“. (5.135)
C

Vektor naprezanja (tlaka) 7 je za sludaj prisutnosti samo stacionarnih komponenti polja

P L
( jyjj(D xB)dV =0):

f=Tn, (5.136)
f=T%)i+T%) ] +T )k, (5.137)
t=Th=¢ (Eﬁ)E—%g E*n, (5.138)
t =T n=uHi)H —% uH 7, (5.139)
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a ukupni vektor naprezanja je:

- - - =g = 1 D R 1 -

t=te+tm=g(En)E—E£E n+;1(Hn)H——E;1Hn (5.140)

pri ¢emu je njegov modul:

|f‘=l€E2+lﬂH2 (5.141)
2 2 '

5.6.1 Elektromagnetski impuls

Sila na neki mehanicki sustav jednaka je vremenskoj promjeni impulsa (koli¢ina gibanja), pa integral
na desnoj strani izraza (5.133) predstavlja ukupni elektromagnetski impuls promatranog prostora, [3].

Sila na naboje i struje moZe se takoder izraziti impulsom. Nazovimo ga mehani¢kim impulsom I .
Tad jednadzba:

[[7ids = P+ 2 [[[(Bx Byay = F+ L (5142
S Vv

prelazi u:

[[TAds = %(imk +1,). (5.143)
A

Ako se plosni integral u (5.143) protegne u prostor gdje nema plo$nog naprezanja elektromagnetskog

polja odnosno .“.T_' 7idS = 0, dobiva se stavak o odrzanju impulsa elektromagnetskog sustava:
s

d - -

—, ., +1 =0, 5.144
dt ( meh eIm) ( )
odnosno:

I,,+1,, =const. (5.145)

To govori o tom da elektromagnetsko polje i u praznom prostoru ima odredenu tromost. Ono se ne
moZe trenutno niti stvoriti niti nestati. Uvijek je potrebno neko vrijeme.
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5.6.2 Primjeri
5.6.2.1 Induktivitet vodi¢a u utoru
Primjenom prve Maxwellove jednadzbe za kvazistacionarno stanje:
<§Flds‘ = HJdS (5.146)
s N
dobiva se:
-~ i i
H . (y)b+ |Hds =——(yb)=—1y, 5.147
L) j o 0= (5.147)
a odavde je:
Iy
H = —=, 5.148
() 7o b (5.148)
Dio pada magnetskog napona koji se odnosi na Zeljezo se zanemaruje, (slika 5.11).
b
Ay
Ay
h >
Hpe =0
h,=h, 1
h, Ho=y
®—
a * H, H,0)
bV
Slika 5.11 Uz izradun induktiviteta u utoru
Induktivitet vodia se moZe odrediti i iz energije:
h,+h h, h,+h
1 H2 3 1% ]
~Li? = ([ dvaydz = 20 b1 [H2ay _ #bl [H2dy+ [Hody|. (5.149)
2 poo 2 2 0 205 h

Prvi je integral po uvrStenju gore dobivenog izraza za H,(y), (5.148) odnosi se na vodi¢ i jednak je:
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=i, 5.150
302 (5.150)

. ; . i
a drugi se odnosi na prostor utora bez vodi¢a (H, = —):
b

h,+h h
j Hozdy=H02h=i2b—2, (5.151)
paje:
1. bl h
L= ”02 2[3[)2 +-b7] (5.152)

Rasipni induktivitet vodi¢a u utoru je:
L=L,,=ulA. (5.153)

Usporedbom s prethodnim izrazom dobiva se parametar 4 koji se zove bezdimenzionalna vodljivost
utora:

bk (5.154)
3 b

Gornji izraz vrijedi za jedan (1) masivni vodi€ u utoru pa je ve¢ spomenuti izraz za induktivitet:
L, = plA . (5.155)

U slu&aju da postoji 7, masivnih vodi¢a u utoru tad je izraz za induktivitet:

L, =n ulA. (5.156)

5.6.2.2 Sile na vodi¢ u utoru

o Od poprecne komponente polja (slika 5.12)

h, .
i ll / .
-F, =1 J.Lbh b, y][h—%)l— Lo _[dy—';% tz—yo—z—b—tl—ﬂo H il. (5.157)

Sila bez obzira na smjer struje pritiskuje vodi¢ na dno utora (Zeli povecati induktivitet vodi¢a u utoru).

Sila se moze odrediti i preko naprezanja, (slika 5.13):

1 1 (iY
—t=—pu H) ==y — | , 5.158
2,”0 0 zﬂo(bj ( )
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-F, =tb1:/;—‘gi2. (5.159)

Hpe =0

Ba
F
Slika 5.12 Sila na vodi¢ u utoru od popre¢ne komponente polja
Za sinusni oblik struje je:
i=1,sin(wt+9)
i? =—12ﬂ[1—cos2(wt+¢)] (5.160)

pokazane su frekvencije sila u utoru u sljedecoj tablici.

Tablica 5.1  Frekvencije sila u utorima elektri¢nih strojeva za slu¢aj frekvencije napajanja £=50Hz

Vrsta stroja stator rotor

sinkroni 100Hz 0Hz

asinkroni 100Hz sx100Hz (s je
klizanje u jv)

Slika 5.13 Sila na vodi¢ u utoru od popre¢ne komponente polja
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o Sila od uzduine komponente polja u utoru, (slika 5.14)

Za to se treba uzeti u obzir kona¢na permeabilnost Zeljeza jer jedino tad postoji uzduzna komponenta
polja u utoru. Za sludaj da ne tede struja postoji samo narinuto vanjsko polje (indukcije iznosa B, u

lijevom i desnom zubu utora istog su smjera).
Iz grani¢nih uvjeta uzduzna komponenta polja u utoru je:

2w, (5.161)

uo

Sila na vodi¢ je nula i sila na zube je nula.

BolLE A &
Tor
Slika 5.14 Uz izradun sila na vodi¢ u utoru od uzduZne komponente polja, vodi¢em ne teCe struja
I | 1
7| =[F,| == poH 2| 2 =1 |4~ ppH P 1- 52 |. (5.162)
2 luO 2 ¢
za lijevi zub je:
o =1 _
[ =7 =—y0Hj[i—1jn,, (5.163)
2 Ho
a za desni je:
fy=—1 (5.164)
pa je zbroj:
I=5+1,=0. (5.165)

Sli¢no se dobiva da je sila na vodi¢ nula ako promatramo naprezanje u zraku izmedu zuba i vodica
(slika 5.15).
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H, H,
n, Lz J
Slika 5.15 Uz izradun sila na vodi¢ u utoru od uzduzne komponente polja u zraku izmedu zuba i

vodica, vodi¢em ne teGe struja

Ako struja te¢e voditem, pored narinutog polja imamo i polje uzrokovano strujom vodica, (slika 5.16).

Uzme li se da je:

h ; "
1% : " +H
HYG:—,[thy:HiazHia’aHx=Hm:i2_u—7 (5166)
u 0
gdje je H,, polje na vrhu (y=h,+h),a H; polje na dnu utora.
N ", P
i
|| 7
T &
Z I
Pu—
g
Slika 5.16 Uz izratun sila na vodi¢ u utoru od uzduZne komponente polja u zraku izmedu zuba i
vodi€a, vodiéem tece struja
Prva Maxwellova jednadzba za kvazistacionarno stanje:
<jﬁd§= ”de‘zi (5.167)
§ N
daje:
2Hyahu +2H b=1,
i b
=—-—H_. 5.168
Y 2h, h, ¢ )
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Ukupno polje na lijevoj strani vodica je:

H,=H.+H,/(y), (5.169)
a na desnoj strani:

H,=H,-H,(»). (5.170)

Ukupno naprezanje na desnoj i lijevoj strani na mjestu y je:

1) =%/‘0 [H.+H,» ] (%—1)—%/10 [H.-H,] [%—1) (5.171)
0 0

s obzirom da je doprinos zbog normalne komponente nula, zbog istog iznosa H,(y), a suprotnog

smjera na lijevoj i desnoj plohi.
Ukupno naprezanje na ordinati y je:

1(y)= %/10 (—Zi—lj[Hf +2H,H,(y)+ H, ()~ . +2H.H ()~ H,}(7) ]
0

L. [i‘i—l}wzﬂy(y). (5.172)
2 Ho

Za silu na zube moze se, dakle, radunati sa srednjom vrijednos¢u polja H ,, pa je sila:

F.=hlt, =hlt,=hl(u,—p)2HH,=Bl-2hH, - ,HI2hH, =
= BI(i—2bH,)— u,H I(i - 2bH.). (5.173)

Sila na vodic je:

H, +H,

F,= po =il = pyHil (5.174)

v

a ukupna sila na zube i na vodic je:

F=F +F,=BJ(i-2bH )+ pH I(2bH,) =
= B.li—2bH I(B, — ytyH,) = B.li —bH (h, + h)(B, — tt,H.)I . (5.175)
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5.7 RAVNI VAL

Sustav Maxwellovih jednadzbi dopunjen relacijama grade i bez utisnutog vanjskog elektri¢énog polja

(EV =0)je, [41, [3]:

ob

rotH =J+—, (5.176)
ot
rotE =—9§, (5.177)
ot
divD=p, (5.178)
divB=0, (5.179)
D =¢E, (5.180)
B=uHA, (5.181)
J=x(E+E")=«E. (5.182)

Uz konstantne vrijednosti parametara sredine &, 4, K za neogranieni prostor bez slobodnih naboja

prethodni sustav jednadzbi koristenjem relacija grade za homogeno, linearno i izotropno mirujuce
sredstvo prelazi u sustav:

rotI—7=xE+ea—E, (5.183)
ot
= oH
otk =—pu—, 5.184
H— (5.184)
divE=0, (5.185)
divH =0. (5.186)

Primjenom operatora rotacije na prvu i drugu Maxwellovu jednadzbu (vidi 5.48 i 5.49) dobiva se:
rotrot H =V xVx H =V(VH) - (VV)H = -AH , (5.187)
rotrot E = —AE . (5.188)

pa iz prve i druge jednadzba proizlazi:

_ .

rotrotﬁz—Aﬁ=—yx%—Ij—y€%§, (5.189)
z .-

rotrot £ = —AE = —yk%—f—ys% (5.190)
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odnosno:

AE - ,u;c—aﬁ—y OE =0, (5.191)
ot o

AH - yrc%li—,u 862 =0. (5.192)

To je sustav koji se sastoji od dviju vektorskih jednadzbi odnosno od 6 skalarnih parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi 2. reda odnosno valnih jednadzbi. RjeSavanje parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi drugog reda zahtijeva slozeni matematicki aparat. To je bitan razlog da se osnovno
promatranje elektromagnetskih valova nagini na ravnom valu &ija ¢e se svojstva ovdje postupno

definirati.
Veligine polja u ravnom valu ovise samo o jednoj koordinati u Kartezijevom sustavu. Postoji uvijek

jedna karakteristi¢na ravnina u prostoru u kojoj su veli¢ine polja konstantne, [3]. Njena je jednadzba:

rn =const., (5.193)

gdje je 7 radijus vektor od ishodista Kartezijevog koordinatnog sustava do tocke karakteristi¢ne
ravnine ¢ija je jedini¢na normala 7, (slika 5.17).

AS

n
S
Slika 5.17 Karakteristi¢na ravnina 7 -7i = const.
Veligine polja, dakle, u konkretnom slu¢aju ovise samo o koordinati z:
E=E(&n,¢)=E(2), (5.194)
A=H(En.¢)=H(z). (5.195)
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Takoder je vidljivo da vrijedi, (slika 5.17):

0 _,0 o0_,9 L ol (5.196)

Pl G o n
o¢ 0z 0n 0z 0¢ 0z

Zato “nabla” (V') operator dobiva jednostavan oblik:

= 6 0
v=£ 9 7l 5.197
50 aﬁf é'o ¢ nﬁz ( )
i =& +ijon, + fong : (5.198)

Maxwellove jednadzbe za ravni val poprimaju jednostavan oblik, gdje postoji ovisnost samo o jednoj
prostornoj koordinati, ovdje o koordinati z i glase:

x5 s ot =B+ e, (5.199)
0z ot ot
ﬁxa_E:_ﬂa_H (mtE__#a__) (5.200)
oz
ﬁ§£=0 (divE =0), (5.201)
z
oH
—=O (leH 0). (5.202)
0z

Sad je moguce istraziti neke karakteristike ravnog vala. Zbog:

2l s =(ﬁxﬁ)6—H=0, (5.203)
oz oz

il axE :(ﬁxﬁ)gE:O, (5.204)
oz oz

je:

ﬁ(KE” + ga—EJ =0, (5.205)

ot
ﬁa—H=0. (5.206)
ot

Pomnozi li se jednadzba (5.205) s dt/e, a jednadzba (5.201) s dz, a tako dobiveni se izrazi zbroje, dobit
ée se:

n(aEd +—dtj+ AEdt=0. (5.207)
oz ot

TEORIJA POLJA I VALOVA



@ ereod e

Pomnozi li se pak jednadzba (5.206) s dr, a jednadzba (5.202) s dz, a zatim se tako dobiveni izrazi
zbroje, dobit ée se:

ﬁ[ﬂma—’{mj:o. (5.208)

oz ot

S obzirom da su izrazi u zagradama totalni diferencijali od E odnosno H to dobivene jednadzbe
postaju:

7AdE+XaEdt=0, (5.209)
&
AdH =0. (5.210)

Te su jednadzbe ispunjene kad je:

AE =0, AdE=0 (5.211)
i:

iH =0, ndH=0. (5.212)

Ovo se svojstvo ravnog vala i§¢itava tako da se konstatira da su vektori jakosti polja E i H okomiti
na normalu odnosno oba vektora elektromagnetskog polja leze u karakteristicnoj ravnini. Ujedno je
ovo prvo svojstvo ravnog vala.

Dalje, iz skalarnih produkata proizlazi:

H ﬁxéf—l =7 aﬁxﬁ =0 (5.213)
oz oz
ili poslije uvrstenja izraza (5.199, 7 x ot =xE+ ga—E):
0z ot
H(KE+86—E)=0, (5.214)
ot
te:
E ﬁx@ =6—E(Exﬁ)=fz a—ExE =0 (5.215)
oz oz 0z
ili poslije uvrstenja izraza (5.200, 71X — =— y—aﬁ ):
oz ot
. o0H = 0H
El-u— |=E—=0. 5.216
[ . atj ar B250)
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Pomnozi li se (5.216) s i zbroji s (5.214) dobiva se:
_ 0H —~  _0E I
€E6—-+K‘HE+8H—=K‘HE+£—(EH)=O (5.217)
ot ot ot

ili poslije dijeljenja s x jednostavna diferencijalna jednadzba:

s B0 e

HE +——(HE)=0 (5.218)

K Ot

&ije je rjedenje po HE :

o - =L £

HE =(HE)je *, 1=—. (5.219)

K

I nakon odredenog vremena ovisno o 7 i poetnim uvjetima je:

HE=0. (5.220)

Ovo je 2. svojstvo ravnog elektromagnetskog vala: vektori jakosti polia E i H i medusobno su
okomiti.

Dakle ravni val karakterizira ravnina ¢ija je normala u smjeru prostiranja vala, a u kojoj leze oba
medusobno okomita vektora elektromagnetskog polja ovisna samo o jednoj prostornoj koordinati.
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5.7.1 Rjesenje valnih jednadZzbi

U odredenoj se literaturi, [4], [7] rjeSavanju homogenih valnih jednadzbi tipa:

OE 0*E
AE — uxk—— ——=0, 5.191
e ue P ( )
= 0H 0*H
AH — ux —— ue——=0. 5.192
H Ey H o ( )

pristupa matematickom metodom separacije varijabli. Bit metode sastoji se u pretpostavci da se
matematicki moze odijeliti vremenski dio (oznaka funkcije 7(f)) od prostornog dijela (oznaka

vektorske prostorne funkcije ¥V (7)) na nacin da se opée rjeenje postavi u obliku njihovog produkta:

W(r,H)=V(F#)T(1). (5.221)

Uvritenjem ovog izraza u prethodni skup valnih jednadzbi dobiva se:

AV - f(t)V =0, (5.222)
gdje je:

e 4
f(n= —Q’Z—T—ﬁ. . (5.223)

Deriviranjem izraza (5.222) po vremenu ¢ dobiva se:

d i f(t)aV df(t)

=27 =0. 5.224
a (5.224)

S obzirom da su AV i V' neovisni o vremenu to je:

) _, (5.225)
dt

odnosno:

f =const =k .

(5.226)

S —ky2 oznadena je proizvoljna konstanta koja je uzeta negativnom ¢&ime se osigurava da gore

navedene valne jednadbe prijedu u Helmholtzovu jednadzbu oblika:
AV +kV =0 (5.227)

koja ne sadrzi vrijeme ¢ kao varijablu.
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Uvrsti li se pak (5.226, [ =—k; ) u (5.223) dobiva se:

o'T or
yg—at—2+mc—67+ij=0. (5.228)

JednadZzbe (5,227) i (5.228) formalno su neovisne, ali imaju zajedni¢ku konstantu ky kojom se ipak

dovode u vezu. Vektorska se jednadzba AV+k7217 =0 moze rjeSavati numericki, ali i analiticki

metodom separacije varijabli. S obzirom da se vektorska funkcija ¥ odnosi i na elektri¢no i na
magnetsko polje (svako polje po tri prostorne komponente) jednadzba AV +k7217' =0 sadrzi Sest

skalarnih jednadZbi po V,(7) oblika :
o, oW, o,

ale +E;+5;+kfl/’ =0. (5.229)

Sad treba pretpostaviti rjeSenje V,

i

u obliku produkta svojstvenih funkcija X(x), Y(») i Z(z) dakle
funkcija jedne varijable:

V,= X(x)Y(»)Z(z). (5.230)

Uvrsti se sad (5.230) u prethodnu diferencijalnu jednadbu (5.229) ona se nakon neznatnih
manipulacija razlozi u tri diferencijalne jednadZbe oblika:

v 1 0%,

1 .
SOy gy 1OV g LOF, s 5.231
X ox? Yy o VA : ( .
gdje je:
ki+k+k2=k. (5.232)

Opce rjedenje ovog sustava jednadzbi moZe se napisati u obliku :

~

V; — -[/ioet(kxx+kyy+kzz) - V;Oei‘ﬂ;y , (5233)
gdje je:

k =ki+kj+k /?,

r SR TGIT (5.234)

F=xi +yj +zk.

Druga se jednadZzba (5.228) moze relativno jednostavno rijesiti posebice ako se ograni¢i na analizu
kvazistacionarnih stanja odnosno sinusnih harmonijskih polja pa se za 7(7) pretpostavi da je u obliku
operatora rotacije:

o'T oT .
P + ﬂK_t+k72T =0) daje:

T(t) =e’™, §to nakon uvritenja u (5.228, pe 5
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k; = @ us ~ joux = -7’

(5.235)

gdje je y valna konstanta o kojoj ¢e jos biti rije¢i u daljnjem dijelu teksta o svojstvima ravnog vala, a

posebice u odjeljku o harmonijskom valu.

A x
E-E i
T=ExH
B-Bj
Slika 5.18 Smjer komponenti jakosti polja E i H ravnog vala u karakteristi¢noj ravnini

Definicija ravnog vala i njegova svojstva znatno olakSavaju rjeSavanje jednadzbi i daljnju analizu
njegovog ponasanja. Svaki se oblik vala moZe svesti na ravni val, ako se promatra u dovoljno malom
prostoru. Tako se svojstva ravnog vala mogu primijeniti na bilo koji oblik vala. Koordinatni se sustav
moze uvijek tako postaviti da karakteristi¢na ravnina padne u ravninu x-y, a vektori jakosti polja svaki
u jednu od osi x i y. Korisno je da se Poyntingov vektor I = E x H poklopi sa smjerom osi z, (slika

5.18). Kako se radi o desnom koordinatnom sustavu, E mora pasti na os x, a H na os y. Sad se mogu
ispustiti oznake koordinata. Pritom jedino treba voditi ra¢una da sad postoje samo komponente jakosti

elektri¢nog polja E, i magnetskog H .

Jednadzbe polja sad glase:

__a_l_izKE+ga_E’
1574 ot

OE __ OoH

&

Valne jednadZbe koje proizlaze iz ovih dviju jednadzbi polja su:

0’E0E  OE

= UK —+ pe ;
a2 M T

OH_ oH  OH
oz* & ot # ot

(5.236)

(5.237)

(5.238)

(5.239)
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Laplaceova transformacija znatno pomaze da se lakse rjesavaju i analiziraju gornje jednadzbe. Treba
pretpostaviti da je za t = 0, £=0 i H=0. Tad je jednostavniji oblik jednadbi u Laplaceovu podrudju

(s« a—). Poletni iznosi polja razli¢iti od nule doprinose u smislu konstantnog iznosa koji se
t

superponira na prolazno stanje. Uz ovu pretpostavku smije se staviti operator s umjesto vremenske
derivacije. Na taj je nagin zapis gornjih jednadZbi (5.236 — 5.239), [3]:

‘;_H=_YE, ¥ =ihas, (5.240)

Z

i—f=—ZH Z=s, (5.241)
2

%—f: 7'E, (5.242)
Z

d*H

FEN H, (5.243)

7 =ZY =\ ues* + pxs . (5.244)
Rjesenje jednadzbi je jednostavno i prikazuje se eksponencijalnim funkcijama:

E=Ee” +E,e”, (5.245)
H=He"+Hy,e™”. (5.246)
To je rjesenje u Laplaceovu podrudju i mozZe se takoder izvesti i iz opéeg rjeSenja homogene
Helmholtzove jednadzbe (5.233). U (5.246) pojavljuju se Cetiri integracijske konstante

E,E, H iH,.

Dvije (ovdje H, i H>) se eliminiraju iz (5.241) tako da se u taj izraz uvrsti (5.245):

H=-L1_ ~L(Ee” ~E,e”)=He" + Hye,
Zdz Z (5.247)
d /4

= —EEI, H, = EEz.

odakle je:

E 7 Z \/? s
i SO S U / = Z.(s). 5.248
H, H y Jzv Y Vk+s ) S

Konstanta y zove se valnom konstantom i ima dimenziju (1/m), a Z (s) valnom impedancijom.
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Konstante se mogu pisati i u preglednijem obliku. Za valnu se konstantu moZe pisati:

L 1
2
y=s ‘ue(nﬂJ =5(1+-1—j2,
gy €y P (5.249)
c= 1 2 T=£’
HE K

te valna impedancija:

Z(S)z\/zf il :\/Z 1 __, !
Y eVk+es E\/l-l——’i "O\[ i’
&s

1+
75 (5.250)

ZvO =

™ .|‘:

5.7.2 Val u sredstvu bez gubitaka

. £ . . o
Za sredstvo bez gubitaka odnosno: &« =0,7 =— — o valna konstanta i valna impedancija prema

K
(5.249) odnosno (5.250) postaju:
s, ' (5.251)
c
Z(s)Y=2,. (5.252)

To znadi da valna impedancija postaje vremenski neovisan valni (djelatni) otpor.

Jednadzbe za jakost elektri¢nog (E) i magnetskog (F) polja prema (5.245) i (5.241) glase:

s

E=Ee® +Ee °, (5.253)
o LdE_ _Li{Elezz E) _
Z dz Us ¢
(5.241.1)

= —L{Elezz - Eze;zj = —\/E[Elezz - Eze_zz] = —L[E,e;z - Eze_;z}
7 7z Zy

Eksponencijalni oblik u Laplaceovu podrugju zna¢i pomicanje u originalu po vremenskoj osi za 2l
¢

kad se poginje brojati vrijeme. Polja u originalu odnosno vremenskom podrucju glase:

E =f1[t+£j+fz[t—£j, (5.254)
C c
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-
= 4

1 1
H=Z—v0ﬁ[2‘+§)+af‘2(t“§j. (5.255)

Potpuno je jasan valni karakter polja. Oba se polja sastoje od dva vala, pozitivnog vala i

negativnog vala f;. Prema pravilima Laplaceove transformacije mora biti f=0 za t-=<0,
c

z . . z z . ..
odnosno ¢ < —, a isto tako i fl =0 za t+=<0, odnosno 7 <—=. To se moZe razumjeti samo tako
c é c

da je polje sastavljeno od dva vala koji se gibaju suprotnim smjerovima: pozitivnog i negativnog vala.

Pozitivni se val (s komponentama E,, H,) giba u pozitivnim smjeru osi z brzinom &ela vala jednakoj
1

brzini svjetlosti ¢ = —‘/_= Ovo je bilo i ishodiste Maxwellove teze da je svjetlost elektromagnetski
ue

val. Impedancija ovog vala (u smjeru +z) je pozitivna : —2=Z > 0. Celo se negativnog vala giba

2
istom brzinom u suprotnom ili negativnom smjeru. Negativni val (komponente £y, H,) ima svojstvo da

mu je valna impedancija negativna odnosno : —-=-Z <0.
1

5.7.3 Brzina ¢ela vala

Promatranja funkcije u Laplaceovom podrugju omogucuje stanovitu analizu. Poznato je da je:
e teorem poCetne vrijednost funkcije f(7): lir{]l f@)= lim[sF (s)],
11— §—>00

e teorem konacne vrijednost funkcije A7): lim £ (¢) = lin(}[sF (s)].
t—0 R

Ova se pravila iskoristavaju da se utvrdi ponasanje &ela vala opéenito u bilo kojem sredstvu. Treba
pogledati kako se ponasaju funkcije sE(s) i sH(s),ako s =0 (£—>0).

U tom je slu¢aju valna konstanta :

2, (5.256)
C

a valna impedancija :

Z,(s)>Z,y= \/Z . (5.257)
&

Takve su vrijednosti kod sredstva bez gubitaka. Celo vala se ponasa uvijek kao da sredstvo nema
gubitaka. Ono se giba brzinom koja je jednaka brzini svjetlosti. Elektromagnetski se impuls rasprostire
kroz prostor brzinom svjetla.
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5.7.4 Harmonijski val

Najlaksa je analiza harmonijskog vala. Ona pruza mogucnost da se dobije najvise podataka o ravnom
valu. Ona trazi da se govori o frekvenciji i duljini vala. Retardirano vrijeme dobiva konkretniji oblik
buduéi da se dovodi u vezu s trajanjem jedne periode. Sam pojam vala nekako odmah upucuje na
harmonijski ili sinusni val. Harmonijski val omoguéuje da se primijene pravila kompleksnih brojeva
pri rjedavanju jednadzbi polja. Zamjenom s = j@ dobiva se:

e valna konstanta opéenito je kompleksan broj:

=j2%1+fL—=a+jﬂ, (5.258)
= ¢ jor

e prigusna konstanta :

<

1 w 1

azﬁ.c— 1+a)2r2 -1, (5.259)
e fazna konstanta :
1
1D e, (5.260)

s

o valna impedancija opéenito je takoder kompleksni broj:

2, =7, =|Z |
1
1+4_—‘
\/ jor
v=—~£°——, tg(p:g=\/1+a)2r2—a}r$1, (5.261)
41+ ——
o't

gdje je vremenska konstanta relaksacije naboja :

r=2. (5.25)
K
Iz (5.259) i (5.260) se utvrduje da prigusna konstanta nikad ne moze biti ve¢a od fazne.
Valne jednadzbe za harmonijski val su Helmholtzove jednadZbe:
dZE . 2 2
d2=(mwx—wuﬂﬁ=7§, (5.262)
7 L
2
H
dd7 =(joux-o’us)H =y H . (5.263)
7 L
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Ovdje su :
E(z,on) =(E;” + E,e ¥') &’ = E(z, jo)e’”, (5.264)
H(z,0t) = (He" + Hye' ™) e’ = H(z, jw)e’ . (5.265)

rjeSenja elektrinog i magnetskog polja u kompleksnom podrugju pri Semu su izrazi u zagradi

E(z, jo) i H(z, jo) zapravo odgovarajuéi fazori. Rjefenja u vremenskoj domeni su:

E(z,0t) = iRe[l.?(z, ja))ej”’j = Qﬂle”" cos(at + fz + @ )+ y§|e-‘” cos(t - fz + ¢, )), (5.266)

H(z,ot) = Re I:I(z, jw)e™™ | =H,|e” cos(at + fz + @, )+ |H,|e™* cos(awr — Pz + @, )],(5.267)
1] H, _ 2] H,

pri emu je:
|, _[E.
H = IZ' H,= IZ o PH, =Py, X @y =0 (5.268)

Izrazi (5.266) i (5.267) predstavljaju transverzalni elektromagnetski (TEM) val s linearno
polariziranim elektri¢nim i magnetskim poljem. Dakle, dva ravna vala ((E;, H;) u smjeru -z, a (Es, Hy)
u smjeru +z). Za svakog od njih postoji jedna ravnina konstantne faze, okomita na smjer prostiranja

vala, u kojoj se nalaze medusobno okomiti vektori £ i H . Pritom vektor jakosti magnetskog polja
Hu svakoj to¢ki prostora zaostaje za prema vektoru £ za kut .

5.7.5 Harmonijski val u sredstvu bez gubitaka

Valne jednadzbe za sredstvo bez gubitaka (k = 0) su:

= - CuE-7E, (5.269)
o L

dz__ 2 .2

e —o'usH =y H, (5.270)
gdje je :

y_=—w pe ili: y = joi ue = jB. (5.271)

Rjesenja valnih jednadzbi su:
e elektri¢no polje:

E=Ee" +Ee”, (5.272)
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e magnetsko polje:
H=-L(Ee" + By =L (B - ™) = Hie" + Hoe ™ (5273)
VA Jjou

Valna impedancija je realni broj:

P
E__E__Jjou _E_z (5.274)

H, H, joyue €
i ne ovisi o frekvenciji polja ®.
1z gornje jednadzbe slijedi da je:

e pozitivni val: Py, = Pk, (jakost elektri¢nog i magnetskog polja su u fazi, prigusna

konstanta a=0),
e negativnival: @y =@ trz.

Za vakuum je valni otpor :

Z = f—‘g’i =376.740. | (5.275)
0

Valovi su, (slika 5.19):

E=E @) L g e (5.276)

ml
s vremensko-prostornim prikazom:
E(t)=Re(E)=E,, cos(ax + fz+ ;) + E,, cos(aft — fz + ¢g,) - (5.277)
Sad se vidi koje je znagenje fazne konstante S . Ona zakreée prostornu fazu polja tako da se prostorna
faza polja Sz promijeni za 27 radijana na duljini koja je jednaka valnoj duljini vala koja ¢e se ovdje
oznaitis A paje: A = _2—,81 Faza elektridnog i magnetskog polja (@t — Bz ) ukazuje na gibanje valnog

efekta. Bfekt se primjecuje, jer se za vrijeme promatranja vala fiksira jedno mjesto na valu, na primjer
tjeme vala 3to odgovara odrzanju uvjeta konstantne faze: «t — Bz = const . Tako se dolazi do pojma

fazne brzine koja se dobiva iz tog uvjeta njegovim deriviranjem po vremenu odnosno:

(ot £ Pz + @) = const. /% (5.278)
wiﬂ%zo (5.279)
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ili brzina konstantne faze odnosno fazna brzina (brzina gibanja ravnine konstantne faze):

@ o _
—=F——— =Fc. 5.280
dt p W~ pe k )

Prikaz polja (slika 5.19) za trenutak ¢ = 0:

?5 . _“’ 2 2 gp a2 2 5281
,B ,6’ . B - ﬂf i, 7w (5.281)

zZ=—
Valni otpor (Z,, ) i fazna brzina (c) neovisni su o frekvenciji polja. Ostaju isti odnosi bez obzira o
kojoj se frekvenciji radilo. Bilo kakav oblik vala se moZe rastaviti na harmonijske ¢lanove, a za sve
njih valne impedancije su uvijek: E/H =Z , jednake kao i brzina c. Dakle, val ée zadravati oblik
za bilo koju vrijednost koordinate prostiranja z (nema gusenja).

Svaki se impuls Fourierovim integralom moZe pretvorm u spektar frekvencija, pa se moze tvrditi da se
i ¢elo vala giba brzinom c.

3
Y b 4 & e

%

.

Ha

Slika 5.19 Ravni elektromagnetski harmonijski val (jakosti polja £ i H ) u sredstvu bez
gubitaka

5.7.6 Harmonijski val u sredstvu s gubicima

Polazi se od odnosa (5.264) - (5.267). Kvocijent vektora polja sad je kompleksan broj:

L __L_jw_, =Ze® (5.282)
H, H

gdje je:

7 =vjoux-ous =a+ jp. (5.283)
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Da se bi se odredile prigu$na i fazna konstanta ¢ i f onako kako je to navedeno izrazima (5.258) —
(5.260) treba kvadrirati posljednju jednadzbu (5.283) :

a?-p+2jaf = Jwik - o s . (5.284)

Izjednadavanjem realnih i imaginarnih dijelova dobiva se:

2af = oux , (5.285)
a’ - B =-w'ue, (5.286)
o= (5.287)
2p
(0ux) >
——— - =—-w uc. 5.288
Y H (5.288)

Uvede li se privremena supstitucija S ? = a, dobiva se:

(a),urc)2 —4a* +daw’ ue =0, (5.289)
4a* —4aw* pe —(opx) =0, (5.290)
2 + 2 2 4 2
a4, = 4o e \/(460 gte) + (4oux) . (5.291)
2 1 2 x Y
,H :"2—60 HE| 1+,[]1+ ; ’ (5.292)
a odatle je fazna konstanta:
w x Y

Kvadrat prigusne konstante je iz izraza (5.286):

2 ] 2
a2=—w2y5+la)2ye 1+Jl+(—’(—j =37 l+(£j -1, (5.294)
2 ws 2¢ we

a odatle prigu$na konstanta:

(5.295)
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Valna je impedancija kompleksan broj:
. . + . .
Zv = ] a),u = Ja)ﬂz(a {ﬂ) — wlu(zﬁ Jza) — Zv e/(ﬂ — ZveM’. (5.296)
— Ta+jp a +p a +p —
Ovdje su:
Z,=—2 | ep=-Z (5.297)
\laz + ﬂz B
modul i tangens kuta valne impedancije.
Za pozitivni val vrijedi:
E,=Z,H,=Z H,e””. (5.298)

pa magnetsko polje zaostaje za kut ¢ za elektri¢nim poljem. Oba su polja medusobno prostorno
okomita, ali su fazno pomaknuti. Naravno, u sredstvu bez gubitaka oba su polja u fazi (¢ = 0).
U vremenskoj se domeni jakosti elektri¢nog i magnetskog polja mogu zapisati u sljedecem obliku :

e elektri¢no polje :

E =E, % cos(axt+ fz+¢;), (5.299)
E =E,e” cos(at+ Bz + o). (5.300)

e magnetsko polje :

H, =Eleie"z cos(ar + fz+ ¢y —ptr), (5.301)

v

H,=E, Zie“’“ cos(wt — fz+ ¢y — ). (5.302)

v
Brzine konstantne faze su:

p B n B (5.303)
i B

Jednadzbe polja govore da se stanje mijenja duZ osi z po eksponencijalnom zakonu (samo zbog
vremenske jednostavnosti uveden je pojam fazne brzine na isti nadin kao i ranije). Fazna brzina i
priguSenje ovise o frekvenciji i val se deformira i amplitudno i fazno ako je sastavljen od spektra
frekvencija. Vie frekvencije imaju veéu faznu brzinu, ali su i jage priguiene. Iz sloZenog vala prije
nestaju vise frekvencije.

Amplituda vala padne na vrijednost 1/ e = 0.37 na udaljenosti:

d=— (5.304)
[

koja se zove dubina prodiranja vala.
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e grupna brzina

Ako se pak radi o valu koji nije sinusnog karaktera tad se ne moze vise govoriti o faznoj brzini s
obzirom da nema jedinstvene kutne frekvencije . Pogotovo se to odnosi na signale kratkog trajanja u
koje spadaju i impulsi Sirokog frekvencijskog spektra (pravokutni impulsi). Umjesto fazne brzine
uvodi se pojam grupne brzine. Sintetizirajuéi nesinusni signal s(#,z) inverznom Fourierovom

transformacijom iz uskog frekvencijskog pojasa F(@):

(0, —dw) < 0 < (@, +dw) (5.305)

u okoli§u noseée komponente frekvencije @, moze se funkcija faze B(@) u okoliu te nosece
frekvencije razviti u Taylorov red tako da je, [6]:

ﬂ(w>=ﬁ<wo>+(w—wo)§—§+... (5:306)

Vremenski transformat u tom slu¢aju postaje:

ay+do j(wut—ﬂozw(ww)[t—%% z]
s(t,2) = jF(w)e o o =
wy—dw
wy+do ) j(w—%){t—% z}
= jF(w)e»"“’O""ﬂ”e o Jdo = (5.307)
ay—do ‘
) oy +de f(“”"’o)["j_f) z] ) -
= /(@ ~ho2) IF(a;)e = ldo = e/ (1, 2).
wy—dw
Ovdje je:
ay+do j(w—wo){t—j—f) z}
5,(t,2) = J'F(w)e = ldw (5.308)
wy—dw

srednja amplituda grupe signala frekvencija bliskih nose¢oj @, . Ova srednja amplituda konstantna je

u plohi:
t—g’ﬁ z |=const. (5.309)
do|,.,,
Deriviranjem (5.309) po ¢ dobiva se grupna brzina:
vg=£=i“_’ . (5.310)
dt dp -
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Za dva sinusna signala bliskih frekvencija grupna brzina je fazna brzina modulacijske ovojnice
(anvelope). Modulacijska ovojnica ima frekvenciju jednaku razlici frekvencija signala.

5.7.7 Polarizacija

Vektor elektri¢nog polja sluzi za utvrdivanje polarizacije elektromagnetskog vala. U optici je to vektor
magnetskog polja. Ravnina polarizacije utvrduje se na temelju smjerova vektora elektricnog polja i
Poyntingovog vektora. Vektor magnetskog polja je tad okomit na polarizacijsku ravninu. Ako Jje
polarizacijska ravnina nepokretna radi se o slucaju linearne polarizacije vala. Upravo je takva
predodzba dosad eksploatirana. Postojala je dakle samo x komponenta elektri¢nog polja, a ravnina x-z
bila je ravnina polarizacije. Drugi su oblici polarizacije moguéi samo superpozicijom dvaju ili vise
linearno polariziranih valova. Dva su harmonijska vala linearno polarizirana ako imaju istu
frekvenciju (valnu duljinu) te razli¢ite amplitude i faze.

KruZno polarizirani val sastoji se od dva linearno polarizirana vala jednakih amplituda:

E.=E_, cos(wt),
E, =E, cos(wl+ %) =7FE,, sin(ar), (5311)
E_=E

xm ym*
Vektor ukupnog elektri¢nog polja ima konstantnu amplitudu £, = E \m = E,, i rotira konstantnom

brzinom u jednu ili drugu stranu ovisno o faznosti E, i E,. Magnetsko se polje mijenja u fazi s
elektri¢nim poljem te oba vektora zajedno rotiraju.

Moze se pokazati da kruzno polarizirani val moZe nastati i iz viSefaznog (m faza) sustava linearno
polariziranih valova gdje je:

E = ﬂEm cos(at),
2 (5.312)

m .
E = ~—2—Em sin(at).

Elipticki polarizirani val nastaje od dva kuZno polarizirana vala iste frekvencije ali suprotnih
smjerova:

E,=E,ccos(wt+a,), E,=E, sin(at+a,),

E,=E,cos(at+a,), E,, =—E,,sin(ax +,),

EY (EY

< S| [ =1’

E;o qu
E, = E, cos(at + a,), (5.313)
E,=E, sin(ex + ),
E§0:Em1+Em2’ quzEml_EmZ’

a+a

(ZO =—%.
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5.7.8 Podjela na vodice i izolatore

Zbog razli¢itog ponasanja u elektromagnetskom polju dijeli se sve materijale na vodice i izolatore, a
ponekad se spominju i poluvodi¢i, koji bi se mogli smatrati logim vodi¢ima ili pak lo§im izolatorima.
Ovdje se ne misli na poluvodi&e, koje u jednom smjeru dobro vode, a u drugom lose s obzirom da oni
nisu predmet ovih razmatranja.
Iskustvo pokazuje da ne postoje medu materijalima idealni vodi€i niti idealni izolatori. Postoje samo
dobri vodigi i dobri izolatori, ali ne i idealni. To zna¢i da svaki vodi¢ ima neku kona¢nu vodljivost, a
niposto ne beskona¢nu, kao §to ne postoje idealni izolatori, koji ne bi u stanovitom stupnju vodili
struju.
Metale u supravodljivom stanju moglo bi se smatrati idealnim vodi¢ima. Medutim to stanje prakticki
je neodrZivo te se ono ovdje ne uzima u obzir. Tako se jednako moze suditi o slobodnom prostoru, koji
je idealni izolator, ali ujedno i idealni vodi¢, ako se u njemu nadu slobodni naboji. Takvo je stanje
prostora prakticki tehni¢ki nedostizno.
Ostaju prakticki realna sredstva, kojima se uvijek mogu pripisati tri konstante: ¢, x4 i x, konaénog
iznosa.
Razmatranja pona$anja elektromagnetskog polja omoguéuju podjelu sredstava na vodiée i izolatore, a
ujedno pokazuju, da je moguée jedno te isto sredstvo jedanput ubrajati u vodice, a drugi put u
izolatore.
Valna konstanta, karakteristiéna za ponaSanje vala u pojedinom sredstvu sadrzi sve tri konstante
sredstva: &, u, k. Posljednja konstanta (x), specifitna vodljivost sredstva, je presudna hoce li neko
sredstvo biti ocijenjeno kao vodig ili izolator. Idealni izolator ima & = 0. Idealni vodi¢ ima x = o, te
u njemu ne moze uopée polje postojati, te po tom otpada moguée promatranje polja u takvom vodicu.
U prigusnoj i faznoj konstanti (5.259 i 5.260 odnosno 5.295 i 5.293) opaza se da je kvocijent -
e

mjerodavan u koju ¢e se grupu ubrojiti promatrano sredstvo. Iz prve Maxwellove jednadzbe slijedi, da
je taj kvocijent u stvari jednak omjeru iznosa provodne struje prema iznosu pomacne struje za
odredenu frekvenciju. Ovdje treba utvrditi da je upravo provodna struja karakteristi¢na za vodice, a

pomacna za izolatore. Dakle kvocijent —— najbolje je mjerilo klasifikacije odredenog sredstva na
weE
vodié ili izolator. Na primjer, ako prevladavaju pomacne struje, treba ocijeniti doti¢no sredstvo kao

izolator. Sad se tek vidi da frekvencija polja moZe biti odluéna, u koju grupu ¢e se svrstati neki
materijal, a da se pri razli¢itim frekvencijama moZze naci u razli¢itim grupama.

K
5.7.8.1 Slucaj: izolatori —<<1:
weE

Prigusna i fazna konstanta te valna impedancija su prema (5.295) i (5.293) odnosno (5.296):

(5.314)
=2, (5315)
C
we _ou _ p _ @
z =B E - |E
(0] &
p vHE (5.316)
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O 5

U tom se sluCaju val pona3a kao u sredstvu bez gubitaka, iako postoji stanovito prigusenje, koje je
neovisno o frekvenciji. Isto tako je i fazna brzina neovisna o frekvenciji. Prema tome ne moZe se
ocekivati nekakva izrazita distorzija, samo se izvori polja smanjuju. Takvo se sredstvo moZe ocijeniti

kao izolator.

Vrlo mala vrijednost karakteristi¢nog kvocijenta provodne i pomaéne struje moze znaditi da se uzme

orijentacijski:

X <o001.
e

(5.317)

Tablica 5.2 Vrijednosti za specifi¢ne vodljivosti k (S/m) nekih materijala

Aluminij, komercijalni, tvrdo vugen 35,4-10°
Bakar, elektrostrojarski 57,0-10°
Zeljezo, isto 99.8% 10,0-10°
Celik, ugljikov 5.10° —10-10°
Olovo 48-10°
Nikal 12,8-10°
Volfram 18,1-10°
Bakelit 108 —.1071°
Staklo, obi¢no 10712

Tvrda guma 107 —.10716
Mramor 107 .10°
Tinjac 10" —-.107"
Porculan 3.10°°
Kremen, taljen <2.107"7
Drvo, parafirano 1078 —.10™
Petrolej 10"

Voda destilirana, 18° C 2-107*

Voda morska 3-5

Voda slatka 1072.1073
Vlazno tlo 107-10°7°
Suho tlo 107 .10

Tablica 5.3  Vrijednosti za relativne dielektri¢nosti € nekih materijala

Petrolej 2,13
Voda, destilirana 81,1
Staklo 6,6-9,5
Mramor 8,3
Tinjac 5,6-6,0
Papir(kabelska izolacija) 5,7
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.. K
5.7.8.2 Sluéaj: voditi —— >>1
wE
Prigusna i fazna konstanta su prema (5.295) i (5.293):
a~,b’~1/1a),u/<—1 (5.318)
N2 d’ '
a valni otpor, kut izmedu elektri¢nog i magnetskog polja te fazna brzina su:
, 20
- /_# p=2 v= / (5.319)
K 4 i

Tu je karakteristi¢no, da magnetsko polje fazno zaostaje za elektri¢nim poljem za osminu periode

odnosno za 45°.

vodig¢ima postojati snazna distorzija vala.
Orijentacijski se za vodi¢e moze uzeti da je:

X >100.
wE

Sve tri karakteristi¢ne konstante («, 8,Z,) vala frekvencijski su ovisne, te ¢e u

(5.320)

Analizom se moze utvrditi da suza k& >10°S/m uvijek vodi&i, aza & <107'°S/m uvijek izolatori.

Vlazno tlo sa specificnom vodljivoscu k=10"S/m i €, =10 je izolator za frekvencije

f>200MHz (duljina vala 1.5m).

Tablica 5.4  Dubine prodiranja harmonijskog vala za razlicite frekvencije za neka sredstva
f, (Hz) 50 10° 10* 10° 10°
Cu, d(m) 9,410 21-107 0,63-107° 0,21-10° | 0,067-107
Fe, d(m) 2,05-107° 0,46-107° 0,15-107° 0,046-107 0,015-107°
Vlazno tlo, 2251 503 159 50,3 16
d(m)
Tablica 5.5  Parametri gore navedenih sredstava

Cu: x =57-10° S/m, p, =1

Fe: k = 6-10° S/m, u, =200

Vlazno tlo: k¥ =107 S/m, p, =1
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5.7.9 Strujanje energije

Poyntingov vektora / = E x H gleda u smjeru Sirenja vala. Definiraju li se efektivna vrijednost
elektri¢nog i magnetskog polja za pozitivni val:

1 - e
E, = —2Emze =E e %, (5.321)
1 E E
H,=—"meg=_"d 5322
Y 2z Z, (5:322)
7 - QU B

» W’ CosQ = W (5323)

srednja vrijednost plo$ne gustoce snage je kao i za izmjeniéne struje:

T,= E H, cosp, (5.324)
E 2 2, B
Ir,=-—< cosqo:—ucos(arctgg)Eef2
Z, op B
- , (5.325)
_Na+p B E2=£E2=E"f
o Jrap T e T |

Za izolator je efektivna vrijednost Poyntingovog vektora:

&
&
N

T, = , (5.326)

N

a za vodic je:

7 = 28 ol ue 22 (5.327)
Y K ? 4 HK
2 2
=Lty N2 ES L (5.328)
,% 2 20u 2Kk
K K

Iz bilance energije mogu se odrediti gubici po jedinici volumena. Kao $to se veé ranije utvrdilo
(5.110), za prostor bez izvora je vremenska promjena energije (snaga):

—gW - Vj jJEdV+<_£;j(Exf1)d§. (5.329)
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Za slugaj stacionarnog stanja je: OW /dt =0 pa se koristenjem Gaussovog teorema za isijanu snagu
[ﬁ(f‘? x H)dS = .[Hdiv dej dobiva:
s v
0=P, + mdiv rdv, (5.330)
Vv

P, =-divl (5.331)

ili za sluaj ravnog vala i op¢i sludaj sredstva u kojem se val rasprostire:

E 2
r = —ﬁ—Eef _Ey (5.332)
ou v

__ai a[ﬁE 2j:—ﬁE zae_zm

P =
g ) ) o e 0 P)
, G ¥ ‘ (5.333)
= _aﬁ Eefozevzaz,
O
Prvi faktor u ovom kona¢nom obliku izraza je zapravo:
w K w K
2— 1+ (—)? —1—\/ ~1+(—)* +1
2af _ oA we J2c VYV e _
(o)) [o)7] (5.334)
= /1+(L)2 =0 =x
Y7, wE ws
paje:
gy 2
P =xE e =xE,". (5.335)

Ovdje se usput moZe spomenuti solarna konstanta. Ona predstavlja snagu po jedinici povrSine Zemlje,
koju emitira Sunce. Solarna konstanta iznosi priblizno 1.5[kW /m*], $to je Poyntingov vektor
zratenja Sunca na Zemlji. U toj konstanti jakost elektri¢nog polja sudjeluje s oko 750[V /m], a
magnetskog 2[4 /m].

Dalje je kvocijent magnetske i elektri¢ne energije polja:

2 2
&:#—HEI—Z?S%: 1+(Lj (5.336)

W, &k, we

Prema tome uvijek prevladava akumulirana magnetska energija. Samo u slugaju sredstva bez gubitaka
obje energije su medusobno jednake. Ukupna energija jednaka je zbroju obiju energija.
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5.8 POLJE NA GRANICI DVAJU SREDSTAVA

Dosad je prikazano polje u izotropnim, homogenim i linearnim sredstvima, u neograni¢enom prostoru.
U stvarnosti ne postoji takvo idealno stanje, jer je prostor ispunjen sredstvima razli¢itih svojstava.
Svojstva se mijenjaju postupno ili skokovito. Takva mjesta diskontinuiteta izazivaju promjene u polju,
a one su znacajne za izratunavanje procesa u polju.

Utvrdilo se je da su odnosi u polju ovisni o konstantama sredstva. Polje uzrokuje polarizaciju sredstva
ili struje u njemu. Oboje su sposobni da izazovu novo polje, koje ée se superponirati narinutom. Oboje
se opiru prodiranju polja, a u doti¢nom sredstvu inducirana polarizacija i struje djeluju uvijek suprotno
polju koje ih je induciralo. To se manifestira kao refleksija polja od promatranog sredstva. Dakle, ako
neki elektromagnetski val naide na sredstvo veée dielektridnosti, permeabilnosti ili vodljivosti,
reflektirat ¢e se na tom mjestu, a u manjem ée iznosu uéi u njega.

Cim je dimenzija zapreke mnogo puta veéa od duljine vala, nastupit ¢e refleksija (odbijanje) i
refrakcija (lom) vala na povrsini zapreke. Ako su njezine dimenzije malene, opet ée ona biti izvor
novih valova, ali ona nece sprijeciti prodiranje vala, veé ga samo promijeniti. Tad je to difrakcija vala
ili ogib. U slu¢aju postupne promjene svojstava sredstva, nastaje i postupna promjena polja.

Podrugje studija elektromagnetskog polja na granici dvaju sredstava jedno je od najvaznijih. Ono
obuhvacéa u Sirem smislu $irenje valova na granici dvaju sredstava, a zatim u uZem smislu prijenosne
valovode, vodove, te kona¢no vrtlozne struje, odnosno skin (povrsinski) efekt, [3].

Polazna tocka opet su Maxwellove jednadzbe, koje moraju biti zadovoljene. Osnovni uvjeti na granici
dvaju sredstava bili su ve¢ prikazani, a sad ée se promatrati valovi, koji moraju zadovoljiti spomenute
uvjete.

5.8.1 Refleksija (odbijanje) i refrakcija (lom)

Problem refleksije i refrakcije razmatrat ¢e se najlakSe na ravnom valu. Njegove su karakteristike
zadane valnom konstantom:

y=a+jp (5.337)

i valnim otporom é , koji je opéenito takoder kompleksna veli¢ina za harmonijski val. Ravnina S
dijeli sredstvo 2 od sredstva 1, a njena je normala 7 . Ona je definirana jednadzbom:

nr=0 (5.338)
pri ¢emu je 7 radijus vektor iz ishodista 0 do neke to¢ke u ravnini S, (slika 5.20).

Iz sredstva 2 nailazi val ¢ije su veli¢ine polja E, i H, u smjeru 7, to jest. ik, =0, i,H, K =0.
Ravnina poloZena vektorima 7 i 7, naziva se ravninom upadnog vala. Poyntingov je vektor upadnog
vala I:u = Eu X FIu , 8 ima smjer jedini¢nog vektora 7, .

Reflektirani val ¢&ije su komponente elektri¢nog i magnetskog polja Er i H ,» odlazi u smjeru 7,, a
ravninakroz # i 7 , zove se ravnina reflektiranog vala.

Prolazni val ¢ije su komponente elekiriénog i magnetskog polja E , 1 H , odlazi u smjeru 7, u

sredstvu 1, a ravnina vektora 7 i 71, je ravnina prolaznog vala.
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Valne konstante iznose ¥, i 7, za sredstvo 2 odnosno 1, a odgovarajuéi valni otpori su Z,, i Z, .

. 2
n —_—
n;
9 |
P i e A
No | S
|
|
|
0 I
Ne, |
| | 1
!
LT
Slika 5.20 Grani&na i upadna ravnina ravnog elektromagnetskog vala

Sad se mogu napisati jednadzbe pojedinih valova za bilo koju to¢ku na grani¢noj ravnini.

Jer—y Py [y ’—70 X Eu

E,=Ege H,= (5.339)
Zvl

E =E ™ g ="k (5.340)

=ty =2 - sz ¢

- — ey 7 _ i xE

E,=E"™™ A, = n‘Z"’ : (5.341)

vl

Iz grani¢nih uvjeta (jednakosti tangencijalnih komponenti jakosti elektri¢nog i magnetskog polja)
slijedi:

e (5.342)

v (5.343)
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Da bi taj uvjet bio ispunjen moraju u prvom redu biti jednaki eksponenti:
Y,rh, =y Fi, =y i, (5.344)
ili:

Y, PRy =y Fh,, Y, TRy =y Fh, (5.345)

Sto u biti predstavlja jednakost faznih brzina na granici (z=0). Odatle je:

riy—rn, =0, (5.346)
Y,y =y =0. (5.347)
Dalje je:

nx(ixr)=(ar)a— (AR)F = -7 (5.348)
Zbog nir =0 (7 lezi uravnini S, a /i je normala na ravninu). Zamjenom (5.348, — 7 = /i x (AxF))u
prvoj od dvije gornje jednadzbe: (5.346, Fii, — 77i, = 0 ) dobiva se:
nylnx(nxr)]—-n,[nx(mx7)]=0,

[(Oﬁ[0 x ﬁ() — (71)2]>< ﬁ;][(ﬁ x(F) = ())] (5.349)
odnosno:

flg XA =M, %x7. ‘ (5.350)

S obzirom da su moduli ovih vektora: |ﬁ0 x ﬁl =sin(r —8,) = sind, te: |7z2 x ﬁ| = sin§, proizlazi da
je iiz njihove jednakosti:

sing =sing,, 4 =39 (5.351)

Sto predstavlja prvi Snelliusov zakon ili zakon refleksije (odbijanja). Vektori iy, 1 7, uistoj su

ravnini (jednakost smjera vektora — iz uglate zagrade, takoder pogledati i u Matemati¢kom prilogu,
,»Osnove varijacijskog ra¢una‘).

Dakle kut refleksije (8,) jednak je kutu upada ( 8,) Sto vrijedi i za svjetlo koje je takoder
elektromagnetski val,

Dalje, iz druge jednadzbe (5.347, szﬁo “7_’1’7’71 =0 ) takoder po uvrstenju (5.348, — 7 = 71 x (/i x 7))
slijedi:
7, ol x (i x 7)] -y mlax(@xr)]=0

[y, (7 x 1) — y (A, x 71)](7 x F) = 0 (5.352)

¥,y x )=y (7 x71) =0. (5.353)
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S obzirom da su moduli ovih vektora: lﬁo X ﬁ] =sin(w —8) =sin9, te: ’ﬁl x ﬁ] = sind, izlazi da je i

iz njihove jednakosti:

7,sind, =y sind ili:

sing

: L (5.354)
sind, 7,

Sto predstavlja drugi Snelliusov zakon ili zakon refrakcije (loma). Vektori i, i i 7, u istoj su
ravnini, (pogledati jo$ i u Matematickom prilogu pod ,,Osnove varijacijskog rauna®).

Ravnine propagacije svih valova padaju u zajednic¢ku ravninu.

Sad se moZe prije¢i na konalne uvjete za amplitude (amplituda upadnog vala EO, amplituda

reflektiranog vala E , te amplituda prolaznog vala amplitude E | ) veli¢ina polja (grani¢ni uvjeti):
ix(E,+E,)=nxE,, (5.355)
ﬁX(I_‘—]_0+E2)=ﬁ><EI
X(ﬁoXEo+ﬁ2><E2j=ﬁXﬁl><E, (5.356)
Z, Z, Z

E=2)

il

Gore navedene jednadzbe (5.355) i (5.356) za elektri¢no i magnetsko polje elektromagnetskog vala na
granici dvaju sredstava zovu se Fresnelove jednadbe.

Vektor E , upadnog vala mozZe biti po volji orijentiran, ali ga se moze uvijek zamisliti rastavljenog u

dvije komponente, okomito na upadnu ravninu vala, definiranog s 7 i 7, , i paralelno s njom.

5.8.1.1 Vektor E o Okomit na upadnu ravninu

Tad je _I*Z o U toj ravnini (paralelan s tom ravninom), a E o je paralelan grani¢noj ravnini, (slika 5.21,

lijevo). To se jos zove i tako da je ravnina polarizacije (elektri¢nog polja) okomita na upadnu ravninu.
Zato su sljedeéi skalarni produkti za upadni val jednaki nuli :

AE,=M,E,=0, (5.357)

a moze se oCekivati da su E 5 1 E | paralelni s E o » Pa su skalarni produkti i za reflektirani val takoder
jednaki nuli:

AE, =nkE,=0. (5.358)

Prvu Fresnelovu jednadzbu (za komponente jakosti elektri¢nog polja u oba sredstva) treba vektorski
pomnoziti s 7 te se dobiva na primjer:

7ix (i x Eq) = (RE, )i — (AR E, = ~E, (5.359)
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Kad se to nacini i s ostala dva &lana prve Fresnelove jednadzbe iz nje se dobiva:

E,+E,=E,. (5.360)

Slika 5.21 Lijevo: vektor elektri¢nog polja okomit na upadnu ravninu, desno: vektor elektri¢nog
polja paralelan s upadnom ravninom

Iz druge Fresnelove jednadzbe (za komponente jakosti magnetskog polja u oba sredstva) dobiva se na
primjer:

sme E _ _
ax0 e - L [GE, A, - (i), ), (5.361)
sz ZVZ

a s obzirom da je 7 E o =0 ostaje samo drugi ¢lan u zagradi:

ixXEo - 1 GaE, =

ZvZ Z"z

1 (5.362)
=——[-cos(z — $)E,]=—-cos 4 E,.
2 ZVZ

Na sli¢an je nadin:
_ A, xE L ooc o s 7iii ) E
Ax—2=2 [((RE,)n, —(An,)E,] =

_Z_v2 Z"z

1 ’ (5.363)
=————cos$E,.

2
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a takoder i za ¢lan na desnoj strani:

A xE 1 = ST
nX—lz—;lz—[(”_E_l)"ﬁ_("n])EJ:
1—”‘ = | (5.364)
=———cos(7 —3)E, =——cosd E,
Zvl Zvl

tako da je iz druge Fresnelove jednadzbe nakon mnoZenja obiju strana sa Z o

E,cos9,—E,cos 9, =—§—£EI cos . (5.365)

vl

Konagno se dobivaju komponente jakosti elektri¢nog polja prolaznog i reflektiranog vala:

- + 9 =
5= _305‘90_2"05_2_ E, (5.366)
=v2
cosd, + cos Y,
=A%
te.
cosJ) — ?z cos 9,
E,=—51 [ (5.367)

Z —
cosd, + =2 cos 9,

=20

5.8.1.2 Vektor E o paralelan upadnoj ravnini

Drugi je slucaj kad je E » Daralelan upadnoj ravnini odnosno polarizacijska ravnina paralelna je
upadnoj ravnini, a tad je Eo okomit na nju, to jest r_on =n,H,=0, (slika 5.21, desno). Ako se

vektori £ zamijene s H dobiva se:
Ax(H,+H,)=rxH,, (5.368)
nx [sz(ﬂo XTy) + sz(Ez X 7,)] =7 x Z_vl(.lzl X7,). (5.369)

Odatle se na isti nadin kao i za sluéaj elektri¢nog polja mogu izraunati komponente jakosti
magnetskog polja prolaznog i reflektiranog vala:

a, - cos 9, +cos G, a,, (5.370)

Z
cos 3, + =*--cosd

Zv2
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Z
cosd, — =2 .cos G

H,= = H,. (5.371)
cosd, + = . cos 9,

=2

Cim je jedno sredstvo vodljivo, pripadni je valni otpor kompleksna veli¢ina, a isto tako je kut vala
kompleksan, $to dovodi do promjene faze i reflektiranog i prolaznog vala u odnosnu na upadni val.

Razmjerno se jednostavni odnosi dobivaju, ako je upadni val okomit na graniénu ravninu S, to jest
& =0.Tadjei 4 =9, =0, asvejedno je dalije E, okomit na upadnu ravninu ili nije:

E = A—Lo, (5.372)
Zvl + ZvZ

E,=%nZnp . (5.373)
Zvl +Zv2

5.8.2  Val na granici dvaju dielektri¢nih sredstava

Problemi se u mnogome pojednostavljuju, ako su oba sredstva izolatori, odnosno: K, =k, =0.Tad se
dobiva (4, =9, a, =, =0):

sin g, _ sin =Q=L82_:ﬂ (5374)
sind, sind, y  JB ¢
S obzirom da je za slucaj izolatora:
jﬂza) = & =7
. v
| K+ je,0 \} &g,
’ (5.375)
JH® {
1. = i = Zvl'
Yl K+ jgo g
paje:
A |1
U zZo_mNa Vs _ [me
7,

= . (5.376)
Z,Z,, W f H \/ 1 Hé&
& Hhé,

Uz u, = pu, to postaje:

sin§ €
—t= |2 (5.377)
sin g, o
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U prvom slu¢aju, kad je E o okomit na upadnu ravninu (ﬁEO =0)je:

= cos g, +cosy, 5 2-cos -
E=—20—2 F,- 0 E,=
& Sin v,
cos S+ [cos, cosd, +— g cos§
£, sing (5.378)

2cos§,sin G =

= E,.
sin g cos Y, +cos P sin G,
ili za prolazni val:

= 2<.:os g,sin 9 E, (5.379)
sin(§, + %)

te za reflektirani val:

B _cos 9, sin Y, —sin 3, cos G, P

E,=— —LE,, (5.380)
sin g cos 9, + cos & sin G,
_ in(g -9 -
g, =S =%) (5.381)
sin(§, +9)
Za slucaj kad je E » paralelan upadnoj ravnini odnosno 7 E o =0, dobiva se:
i =Ln 008 Gy A 208% Gcg,)-
Zs cos 9, + =1L cos I, sind cos 9, +——-cos§,
Z, sin &, (5.382)
_ 2sin§, cc?s 9, (B, x B,) = '4 sin g, C(?S 4 i BB
sin 9, cos 9, +sin J cos 3 sin29, +sin28,
Iste jednadzbe slijede iz normalnih komponenti Poyntingovog vektora:
B sin29, —sin29, (7, x Ey) (5383)

nyXL,=—= :
sin24, +sin29,

Pri okomitom upadu vala, (=% =3 =0) dobivaju se jednostavniji izrazi bez obzira na

polarizacijsku ravninu ako se u izraze :

= cosd +cosd =
= —02—2—§0 (5.384)

cos 3 + EVZ cos

vl

It

te:

MAXWELLOVE JEDNADZBE 1 VALNE JEDNADZBE



258

sz

cos, —=*cos I,
E, = ———Z—”—_E_O. (5.385)
cos 4, + =2 cos g,

i

uvrsti: =8, =9 =0:

E_ZZ -

1 F, 5.386

= Z + sz ( )

. 7 _

E,==4 ~Zy E,, (5.387)

Z + sz
§to je vec¢ upravo bilo izvedeno, a za sludaj kad su oba sredstva dielektrici s 4, = g, :
B 2-

(5.388)

e J_ o
= afE

E,= Ji \/E (5.389)
Prolazni val jednako je polariziran kao i upadni val, dok reflektirani val moZe biti i obrnuto (&, > &, ).
Vremenska faza ostaje ista kod svih valova. Zato se moZze promatrati i trenutna vrijednost

Poyntingovog vektora.
Upadni val nosi sa sobom energiju.

r=|%2.E2, (5.390)
U

a reflektirani i prolazni val:

- B ()

\/E \/E[ ] Er-_2N&& (5.392)
Ve + «fg (e +4e)* '

Uvedu li se faktori refleksije (R) i transmisije (7):

2
r=lr_ Vo e , (5.393)
T \/Z+\/El—
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r-Te_ _ - (5.394)
T, (\/51*’\/'6:)2 481482
Ly
52 81
dobiva se:
£,—-2g&, +& +4g¢€
R+T =2 i %2 1. (5.395)

(e +ve )

Za & < &, (sludaj prolaza vala iz izolatora u vakuum) je E, > E, paipak jeopet T <1.

Tablica5.6  Vrijednosti faktora transmisije za neke kvocijente dielektri¢nosti dvaju sredstava

£ >&
& JN r-_—_ 4 _4
> N
£, [ ’51 fgz ]
4— +4|—=
& £
1 2.0000 1.0000
2,0301 0.9706
2,1641 0.8541
10 2,3406 0.7301
20 2.5876 0.5974
50 3.0352 0.4342
100 3,4785 0.3306

&
Dakle, za bilo kakav kvocijent dielektri¢nosti ~L faktor transmisije je: T <1. Izlazna je energija
&
uvijek manja od upadne. Izlazna energija vala postaje sve manja, kako val prelazi iz jednog dielektrika
u drugi.
Za izlazni kut mozZe vrijediti:

sin 9 = }‘9—2 sing, >1, (5.396)
&

a to nastaje za:

: ’a
sing, > |-+ . (5.397)
2

To je sludaj totalne refleksije, a grani¢ni je kut odreden sa:

. &,
sing, = |=L . (5.398)
0 &
2
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Totalna refleksija moze nastupiti samo kad je & < &,. Na granici zrak-voda nikad ne moze nastupiti
totalna refleksija, nego samo za slucaj voda-zrak, te kad bi se vodu smatralo izolatorom. Uvjet da
postoji totalna refleksija, moze biti zadovoljen samo ako je 3 kompleksna velitina, a cos 9 ¢&isto
imaginarna:

cos 9 = /1—%sin2 8, =j ﬂ% [sin® 8, -—?—. (5.399)
1 1 2

5.8.3 Granica izolator-vodi¢

Veg je uoCeno da je kod vodica:

n="s51, " (5.400)
e

a pretpostavlja se da val dolazi iz izolatora u vodi¢ (iz sredstva 2 u sredstvo 1). Tad su valna konstanta
i valna impedancija za vodi¢ (sredstvo 1) :

7, =2a(+)), (5.401)
1 N

o= EWM’Q =8, (5.402)

Z, =—JW—‘.=—W—‘j(l—j) =%(1+j), (5.403)
a,(1+j) 2e 2¢q,

a za sredstvo 2 (izolator):

Ya=JB, = joy s, , (5.404)

Z,= L Zy: (5.405)
82

Prema drugom Snelliusovom zakonu je:

IP, sind) = (1+]) L2 sin g, . (5.406)

sin 191 zl—;)—
1 l

Prolazni val ima jednadzbu, (slika 5.22):

E,=Ee"™M (5.407)
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X
o
¥
2
1 z
¥,
™ faz@
tannd
: Kons U,
/f\ konstantna amplituda
ny
Slika 5.22 Val na granici izolator-vodic¢

U (5.407) 77, je projekcija radijus vektora u x-z ravnini u vektor 7. Odatle slijedi:
Fi, = —xcos$ +zsin, (5.408)

a po uvritenju cos¥ i sind:

2
i, = —x [1-(1+ j) —'Bz—zsinz 8, +z(1+ j)ﬁsin 9, . (5.409)
4a, 20,
y i = (1+ i = —xy2ja;’ = B, sin’ &, + jzf, sin§, (5.410)
y i ==x(p+ jg)+ jzp,sin G, (5.411)

Zamjenom: p + jg = \/Zjalz - ,6’22 sin* 9, odnosno:
P +2jpg-q* =2ja’ + B, sin* 9, (5.412)

dobivaju se izrazi iz kojih se dalje ratunaju p i g:

2
2jpg=2je;’, q=%, (5.413)

te:
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4
P —q¢* =B, sin’ g, =p’ —%= B, sin* 9.

Odatle se dobiva bikvadratna jednadzba u p:

P4 - pzﬂzz sin® 8- al4 =0

odakle se na sljedeci na¢in dobivaju njena rjeenja:

o B2 sin> 8, ++/(B,} sin> 4,)? + 4a,*

2

pa je kona¢no:

2| 1
==

=a 1+l
N ; 4 Q

B, sing, J4 +l[ﬂ2 sin §, ]2
5 .

a,

Za eksponent prolaznog vala vrijedi uz primjenu (5.411):

jat_zl_lf'ﬁl = jot—(—x(p+ jq)+ jzf3,sin8)) =
= px+ j(at — xq + z 3, sin8,)

(5.414)

(5.415)

B, sin 9,

2[ a,

2 \( Bsin 9 2
J+ 1+—[ﬂ2l2—°] , (5.416)
4 a

(5.417)

(5.418)

Plohe konstantne amplitude (x=cons?) paralelne su z osi, a plohe konstantne faze slijede iz:

—xq+zf, sing, = const.

B, sin 9, const.
x= z- .

q q
Uz:
foys, = B,sin 9,
te:
cosy, = A

izraz (5.420) postaje:

ny,

si
-xq+z
cosy,

q = const.

—XCosy, +zsiny, = const.

—t siny, =
VG* +B,} sin? 3,

B, sin§,

G+ By sin® 9,

(5.419)

(5.420)

(5.421)

(5.422)

(5.423)
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(5.424)
Fazna brzina slijedi iz (5.418):
d .
E(a)ﬂrxq—zﬂ’2 sing,)=0, (5.425)
odakle je:
w:——cj—jq+—ﬂ2 sing,. (5.426)

Fazna brzina je u smjeru normale 7, pa je uz pretpostavku da je komponenta fazne brzine u smjeru z

osi zanemariva (dz/dt=0, kut ¥, zapravo je blizak nuli) priblizno:

) 2
L =—f"—l,/q2+(ﬁ2sin30)2=—§ 1+(MJ. (5.427)

dt cosy, g4 q

S obzirom da je za granicu izolator-vodic:

ﬂz_wﬁsz \Fﬂzgz (5.428)

\"mﬂll(l

¢ak u relativno $irokom opsegu frekvencija @ (do oko 10"Hz) to su ostali parametri iz prethodnog
razmatranja, a prema (5.417), (5.413, (5.421) te (5.427):

pzax,qzal,d=—l—, (5.429)
al
w
ng)=—-1,y,20,v,= , (5.430)
ﬂz o

Iz kvocijenta valnih impedancija izolatora i vodica:

Zo_ |t X o, (5.431)
Z, &, Wl

proizlazi da je valna impedancija izolatora puno veéa od valne impedancije vodica. Val se prakticki
totalno reflektira. Iznosi polja u metalima su neznatni.
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5.8.3.1 Vektor E, okomit ne upadnu ravninu: AE, =0

Polozaji vektora elektriénog i magnetskog polja prikazani su na slici 5.23.

E =0, E,=-F, "L _pg (5.432)
ZVZ
7i xé=ﬂ =i xi. (5.433)
2 2 2
ZVZ ZVZ

7,
T \X'
q"'/ \/ Hpynz 0

Slika 5.23 Vektor £ o okomit ne upadnu ravninu : 7 £ 0=0

5.8.3.2 Vektor E, paralelan upadnoj ravnini: iH, 0=0

PoloZaji vektora elektri¢nog i magnetskog polja za ova su sluéaj prikazani na slici 5.24.

IR

2 s
_ (5.434)
i,

[ [

R

1
2

o |m,
~m

|m
N b
mn
o

Slika 5.24 Vektor E, paralelan upadnoj ravnini: 7 H 5="10
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Iz prethodnih razmatranja ponasanja vala na granici vodi¢ - izolator proizlazi da na povrsini idealnog
vodi¢a ne moZe postojati tangencijalna komponenta elektri¢nog polja ni normalna komponenta
magnetskog polja. Dakle, u izolatoru postoji samo normalna komponenta elektri¢nog polja i
tangencijalna komponenta magnetskog polja.

Kod realnih vodita ipak postoji neznatna tangencijalna komponenta elektri¢nog polja, zbog njihove
konaéne vodljivosti.
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5.9 PRIJENOSNICI ENERGIJE

Prijenosni vodovi sluze za usmjeravanje prijenosa elektromagnetske energije u odredenom smjeru.
Obi¢no se govori, da se vodi¢ima energija ne moZe prenositi veé samo izolatorima, ali oni imaju takav
znalaj pri prijenosu da se njima bukvalno pridaje zadaca prenosenja energije. Postoje dvije tipi¢ne
vrste prijenosnika elektri¢ne energije. Jedna je vrsta konvencionalni vod koji se sastoji od dva ili vise
vodica. Oni se protezu paralelno jedan drugome, a razmak im je mnogo puta manji od duljine vala
polja, koje se stvara u njihovoj okolini. Isto su tako i dimenzije presjeka vodia malene prema duljini
vala. Kad to ne bi bilo zadovoljeno, moralo bi ih se promatrati kao antene. U jednoj su dimenziji po
volji dugacki, a na jednom kraju imaju prikljuen izvor napona i struje. To su prijenosni vodovi u
uzem smislu, [3].

Drugu vrstu predstavljaju Suplji vodi&i kroz koje se Salje elektromagnetski val, nositel; energije. Vodic
predstavlja zaslon prema okolnom prostoru, te je polje prisiljeno da se rasprostire samo u Supljini
vodi¢a. Dimenzije $upljine u vodi¢u moraju biti ve¢e od pola duljine vala. U jednoj su dimenziji po
volji dugacki, a na jednom se kraju prikljuduje oscilator polja. Ovi se prijenosnici energije zovu
valovodi.

U osnovi i za jedne i za druge vrijedi ista teorija polja, to jest Maxwellove jednadzbe, odnosno
jednadZbe potencijala. Ovdje ipak treba naginiti razliku, kad se ulazi u dublju razradu, jer bi opcenito
rjeSavanje dovelo do takve sloZenosti, da bi se izgubila preglednost.

Energija se prenosi u smjeru uzduzne dimenzije vodi¢a brzinom svjetla, koji odgovara dielektriku u
okolini vodi¢a. Smjer Sirenja energije ujedno je i smjer Sirenja polja. Za prijenosnike energije
karakteristi¢an je oblik polja ili modus odnosno mod (prema angloamerickoj literaturi »mode”) u
odnosu na smjer rasprostiranja polja, odnosno energije.

Prijenosni vodovi imaju uvijek i elektri¢no i magnetsko polje transverzalno u odnosu na smjer §irenja,
kao za slu¢aj ravnog vala. To je TEM oblik ili (mod) polja (transverzalno elektri¢no i magnetsko
polje).

Valovodi mogu imati transverzalno samo jedno od polja, te se u osnovi razlikuju dva oblika: TE i TM
(TE - transverzalno elektri¢no i TM - transverzalno magnetsko). Ako je oblik polja TE, magnetsko
polje moze imati i longitudinalnu komponentu i obrnuto.

5.9.1 Prijenosni vod

Prijenosni se vod sastoji od dva okrugla vodi¢a prema slici 5.25, [3].

3
w7 Iwh 10111 ;
. I e — 2 —
‘n‘ g—n
0 xo‘i "
L ? 4 & 3 b
I ............................. K .
T““f‘T 11T
Slika 5.25 Prijenosni dvoZi¢ni vod
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Na lijevoj je strani voda prikljuden izvor tako da je vodi¢ 1 na pozitivnom potencijalu i u njemu tece
struja u pozitivnom smjeru osi z (u smjeru Poyntingovog vektora).

Pri prikljugivanju izvora na stezaljke voda stvori se elekiri¢no polje izmedu stezaljki. Izgradivanje
elektri¢nog polja popraéeno je stvaranjem magnetskog polja, koje stvara movo elektri¢no polje
suprotno narinutom. Tako nastalo elektromagnetsko polje Siri se brzinom svjetlosti duz voda.

Ono prodire iz okolnog prostora u vodi¢, te tamo izaziva pojavu vrtloznih struja i gubitke. Uvjeti na
granici su kao i za slu¢aj ravnog vala: elektri¢no je polje normalno, a magnetsko polje tangencijalno
na grani¢nu plohu, te postoji mala tangencijalna komponenta elektri¢nog polja, zbog konacCne
vodljivosti vodi¢a. Tangencijalne komponente jednog i drugog polja daju radijalnu komponentu
Poyntingovog vektora, &iji plo$ni integral daje gubitke u vodu.

Duljina voda je /, a tolika je i duljina vodi¢a. Koordinatni se sustav postavlja tako da je z=0 u tocki
0,a x =x, =1 jekraj (izlaz) voda.
S obzirom da su naponi i struje osnovne veli¢ine vodova pa treba upotrebljavati integralni oblik

Maxwellovih jednadzbi.
Da se odredi stanje na vodu, treba primijeniti drugu Maxwellovu jednadzbu:

{Eds = i (5.435)
ot

te jednadzbu kontinuiteta:
i= ﬁJdS' = cﬁjﬁdsz—% jvjj'pdV, (5.436)

dakle obje u integralnom obliku.

5.9.1.1 Naponska jednadiba

Naponske ¢e se jednadzbe prema (5.435) primijeniti na petlju 1-2-3-4-1 prema slici 5.25. Linijski
integral jakosti elektriénog polja po vodi¢u od 1-2 je pad napona u vodicu 1:

2
[Eds = Eyx, = u,. (5.437)
1

Linijski integral od to¢ke 3 do to¢ke 4 daje pad napona #,, u vodicu 2.

Ostala dva linijska integrala daju napone na njegovu kraju (teretna strana) i na njegovu pocetku
(generatorska strana):

3 1

[Eds =u,, IEds =-u,. (5.438)
2 4

Sad je naponska jednadzba prema(5.435):

dy
= (13~ =u +—. 5.439
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5.9.1.2 Strujna jednadiba

Druga jednadzba (5.436) primijenit ¢e se na zatvorenu plohu prema slici 5.26, a koja se sastoji od
plasta kruZnog vodica te baza S, na generatorskoj i S, na teretnoj strani voda:

o

Slika 5.26 Integracijski cilindar jednog vodi¢a: strujna jednadzba

jjﬁdS =-i,, JjﬁdS =i, (5.440)
s s,

g

Plogni integral po plastu daje struju odvoda zbog lose izolacije:

[Jads =i, (5.441)

Sp

pa je strujna jednadzba:

. . dg
—(l,—lg)=lp+5. (5.442)

Naboj g je elektri¢ni tok koji zavrSava na vodicu, a prikazuje se naponom prema drugom vodi¢u voda i

. .. dy . . . . dg .
odgovaraju¢om kapacitivnoséu. Jednadzbe —(u, — ug) =u, +—d_'/t/ i—( - zg) =i,+ 7(] sli¢no su
t

d
gradene. JednadZba —(u,—ug)zuv+7yt/- govori o gubitku odnosno padu napona u vodiéu u

uzduznoj dimenziji, a druga — (i, —i)= i, +% daje gubitak ili odvod struje vodita u popre¢noj
dimenziji. Iz ovih se jednadzbi izvode sve ostale jednadzbe &ak i najzamrienijih elektri¢nih vodova.
Na njihovoj su desnoj strani u,, I,, ¥ igq. Velitine u, i I, postoje jer postoje gubici u vodicu (tzv.
uzduZni i popreéni gubici). Veli¢ine i g predstavljaju elektromagnetsku spregu vodica i susjednih
vodi¢a u vodu. Magnetski tok y predstavlja magnetsku (induktivnu), a elektriéni tok g elektri¢nu
odnosno kapacitivnu spregu medu vodi¢ima.
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d d
Sad ¢e se prvo u izraze —(u, — ug) =u, + —d—l/t/, (5439)i —(i,—i,)=1i,+ 7‘5 , (5.442) uvrstiti izrazi

za uzduZni pad napona i popreéne struje:
u,=ilRii,=1Gu, (5.443)

gdje su R i G djelatni otpor i vodljivost po jedinici duljine. Zatim Ce se u iste izraze uvrstiti za
magnetski tok:

w=IL,+L)i=ILi (5.444)

pri ¢emu je: L=L +L =L, +L,+L, ukupna induktivnost voda po jedinici duljine. Dalje,
elektri¢ni se tok g predstavlja kao g = Cu gdje je C kapacitet voda po jedinici njegove duljine. U
tom sluéaju jednadzbe (5.439) i (5.442) konacno postaju:

—(u,~u,)= I(Ru 4 L’%j , (5.445)
-(,—i)= I(Gu + C%) (5.446)

Dugi se vod predstavlja s mno$tvom kratkih, u seriju spojenih vodova, a koji su diferencijalnih
razmjera. U nekim praktiénim slu¢ajevima to moZe biti i nekoliko kratkih vodova. U tom slucaju
kona&no velike razlike napona na dijelu voda postaju diferencijalne razlike, a to se takoder odnosi na
struje odnosno:

lim £, (5.447)
1-0 / Oox

i,—i, Oi
lim—=%=—. 5.448
1-0 / ax ( )

U tom slucaju naponska (5.445) i strujna jednadzba (5.446) prelaze u oblik:

_Q.”_zRHL?i, (5.449)
ox ot

LY (5.450)
ox ot

Ovdje ée se uvesti operatorske impedancije i admitancije Z1i Y-

Z=R+L%=R+SL, (5.451)

Y:G+C%=G+Cs, (5.452)
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pa jednadzbe (5.449) i (5.450) postaju:
—%=Zi, (5.453)
Ox
B v, (5.454)
Ox
Deriviranjem prve jednadzbe (5.449) po Ox, a zatim druge (5.450) po Of dobiva se:
2 . N
—a—’;’= G p o (5.455)
Ox Ox Ox Ot
5 . 2
iQ’-=ﬁ§’—=—c-‘9ﬁ—cizﬁ. (5.456)
Ox Ot Ot Ox ot ot

: 0 0i .
Zatim se u prvu jednadzbu (5.455) umjesto drugog ¢lana uz L (a—a—;) uvrsti desna strana druge
X

ou ou

. . 0i o ;
jednadzbe .( —Ga——C —) te se prvi ¢lan 8— uz R zamijeni s negativnom desnom stranom
t X

or’
Ou . .
(5.450,-Gu-C 5) pa se konaéno dobiva:

2 2
Tu_pg Gu+Ca—uj+L @2l g fi ]
Ox ot ot ot

odnosno:

2 2
U RGu+ (RC+LG)@+LC‘3—’2‘.
Ox ot ot

2.

Sli¢no se dobiva i za 8—; 3
Ox

o’

v % .
2L _RGi+(RC+16)% 4 LC
Ox ot

Uz oznake prema (5.451) i (5.452) dobiva se (sad se moZe pisati i totalni diferencijal):

d*Uu

dx2 =},2U’
d’I
@

pri emu je:

7> =ZY =(R+sL)(G+sC)=RG+s(LG+RC)+s’LC

(5.457)

(5.458)

(5.459)

(5.460)

(5.461)

(5.462)
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odnosno:
y=~NZY, Z=R+sL, Y =G +sC (5.463)

valna operatorska konstanta.
Rjesenja jednadzbi (5.460) i (5.461) su:

U=Ue" +Uy,e™, (5.464)
I=Ie" +1Le™. (5.465)
to jest postoje dva vala: pozitivni (U, , 1, ) i negativni (U, , ;).

Naponska (5.460) i strujna (5.461) jednadzba zovu se telegrafskim jednadzbama, a prvi put ih je
primijenio Heaviside pri rjeSavanju problema telegrafskih kabela izmedu Europe i Amerike. One u
primjeni na vodove nadomjestaju Maxwellove jednadzbe, a mnogo su jednostavnije u rukovanju, s
obzirom da nema vektorskih veli¢ina, a radi se s naponima i strujama, koji su mnogo blize osnovnom
razumijevanju.

Ovdje je unaprijed nadinjena jedna pretpostavka da su struje medusobno jednake, a suprotnog
predznaka na istoj udaljenosti od ishodista. To je mogude jer su vodi¢i razmjerno blizu, a zanemarene
su pomacne struje.

Drugi oblici vodova rje$avaju se na sli¢an nacin, na primjer trofazni vodovi, ili vodovi gdje postoji
utjecaj zemlje.

5.9.2 Sekundarne konstante voda

Konstante U,,U,, I, i I, integracijske su konstante u rjeSenjima telegrafskih jednadzbi (5.464) i

(5.465) koje se dobivaju iz grani¢nih uvjeta, [3]. Napon i struja na vodu vezani su izrazima (5.453) i
(5.454) i &Gime se eliminiraju dvije integracijske konstante. 1z (5.454) je:

y=_1d (5.466)

Y dx’

a posto se derivira izraz (5.465, [ = I,e” +1 ,€ ™) po x i uvrsti u ovaj izraz te se na kraju izjednaci s

rjeSenjem za napon (5.464, U =U,e” +U,e™™) dobiva se:

Us-Bigr o gm _yerpue™, (5.467)
Y Y

12=&:ﬂ:1=iJZY=\/Z=ZV, (5.468)
y I, Y Y Y

=YY Uor Ly =\/Z=ZV, (5.469)
14 I, Y Y Y
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ﬂz_ﬂz\/zzzvz |RsL (5.470)
1, 1, Y G+sC

Ovaj se kvocijent zove karakteristitna impedancija voda Z, ili ¢ei¢e valna impedancija voda, a

rjeSenja telegrafskih jednadzbi (5.464) i (5.465) se mogu pisati u obliku:

U=U" +U,e™, (5.471)
= —%e}“ +%e‘”. (5472)

Dakle, preostale su samo dvije integracijske konstante U, i U,, a za to su dovoljna dva podatka na
vodu. Konstante y i Z, uvedene umjesto R, L, C, G zovu se i sekundarnim konstantama voda.

Jednostavno se rjesenje dobiva za kvazistacionarno stanje kad su napon i struja harmonijske (sinusne)
veli¢ine. Tad se napon i struja trebaju prikazati simboli¢ki odnosno fazorski u kompleksnom zapisu:

dU

- Z==(R+jal)l, 5.473
o (R+ joL)I (5.473)

_4L_ G+ jecyu (5.474)
dx

ili:

PU_

LY (5.475)

d’l

o I (5.476)

gdje je:

7 =R+ joL)G + jaC) (5.477)

valna konstanta voda i ima dimenziju m™ s obzirom da su R, L, G i C zadani po jedinici duljine.

Sad su rjeSenja jednadzbi voda:
U=Ue" +U,e™, (5.478)
I=1e"+1e ™. (5.479)

Kao i u opéem sluaju, derivira li se prva jednadzba (5.478) po prostornoj koordinati x, dobiva se:

‘;—i—] =yUe” —yU,e’™ (5.480)
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§to uz jednadzbu:

du
- —==(R+jal)I 5.481
, (R+ jol)L (5.481)
daje:
[=——L (U -Ue™) (5.482)
- R+ jol — -

Uy _ U _Rtjel _Z2_ Z _|Z_ |R+joL _, _; e (5.483)
I, I Y y JZ¥Y Y NG+ joC

Taj se kvocijent naziva valnom impedancijom ili karakteristicnom impedancijom voda za slucaj
sinusnih veli¢ina. Valna se pak konstanta moZe rastaviti na realni i imaginarni dio:

y=a+jp . (5.484)
gdjesu ai f
1 R’ G RG
a=w ELC 1+ pETE )1+ ey y-(1- szC) , (5.485)
f 1 R? G’ RG
p=w ELC\/\ﬁlJr w2L2)(1+ 2C2)+(1 C). (5.486)
G

Ranije je pokazano da je L C = ue, E = £. Cim se zanemari otpor voda prelaze gornje jednadzbe,
£

u jednadzbe, kakve smo imali za slu¢aj ravnog vala. Otpor vodi¢a unio je malo odstupanje, koje nema
bitnijeg znacaja.

Za valnu se impedanciju moZe prema (5.483) pisati:

7 - R+ joL a— ]ﬂ Ra+ joLa - JRﬂ‘HULﬂ (5.487)

v

— a+jf a- Jﬂ at+ p

Modul i kut impedancije su:

+a)L
o +wC2’
wLa—-Rp
olf+Ra’

tgp = (5.488)
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Uzme li se u obzir da je: U, = U ej( +¢,,1), U; = U ej( ) iz r'eéenja valnihjednadibi dolazi se
] =1 ~ml =2 =m2 y)
do Zakljuéka da je:

e o - prigu$na konstanta,
e f-fazna konstanta te:

@ ;
e y=x— fazna brzina.

Pozitivni predznak fazne brzine definira val koji se giba u pozitivnom smjeru voda, a negativni
predznak je za suprotan smjer. To ujedno pokazuje da na vodu postoje dva vala: pozitivni i negativni,
Sto je bilo i za slucaj ravnih valova. I a i 8 su frekvencijski ovisni te se zato pojavljuje amplitudno i
fazno izobli¢enje (distorzija) napona i struje, ako se oni sastoje od vise frekvencija. Sto je veéa
frekvencija vece je i prigusenje, ali je i fazna brzina ve¢a. Neki sasvim strmi val spljostit ée svoje &elo
Sire¢i se duz voda, jer Ce Celo sadrzavati s vremenom samo vise frekvencije sa smanjenom

amplitudom.
Uz oznake:
By =aVLC, tge, 22% i tgé'g z—a%— (5.489)

te normiranje iznosa' @ i £ s f,:
1-cos(d, +¢,) B _ [I+cos(d, +¢,) (5.490)
2cosb,cose, B, 2c0s8, cose, '

i:

%= Jcosé‘g cos &, (5.491)

umjesto gornjih izraza za valni otpor Z, (5.487 i 5.488) i njegov kut ¢ dobivaju se sljedeci izrazi:

fcosé‘ L 1
Z =7 £ Z =1=ip=—(5. -¢.). 5.492
v v0 COS&‘g vo \/; 1o 2( g g) ( )

Gubici u vodu pokazuju se pute kutova gubitaka 5g i &, (kutovi popre¢nih i uzduznih gubitaka).

; K Lo .
Faktor tg é'g bi se mogao, kao i za ravni val, prikazati kao — kad ne bi bilo povrsinskih efekata na
we

izolatorima voda, ali su kut gubitaka 5g odnosno tg 5g uistinu mali za izolaciju. Faktor gubitaka

tge, ovdje figurira zbog gubitaka u vodi¢ima voda. Cesto se ti gubici takoder zanemaruju.

Recipro¢na vrijednost prigusne konstante kod vodova ne zna&i dubinu prodiranja nego doseg vala.
Ako su gubici maleni doseg vala uvijek je veéi od valne duljine §to se moze utvrditi postavljanjem
ovih dviju veli¢ina u sljedeéi kvocijent:

d lUa B 1
d_ B s e, 5.493
A 2zlB 2rma Zﬂcg( s ¥ ) £493)
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Pri ekstremno velikim gubicima doseg vala moze biti i manji od duljine vala. Prema definiranom
kvocijentu dosega vala i valne duljine pojave na vodu dijele se prema [3] na difuzijske i valne prema
sljede¢em kriteriju:

o difuzija:

I ) 1) 09°

;—E;ctg( g+eg)<1, ( g+sg)>18. (5.494)
o val:

Lo J, 09°

—Z—Ectg(ég+£g)>1, (0, +¢&,)<18.09 (5.495)

5.9.2.1 R =0, G = 0, vod bez gubitaka

Vod bez gubitaka nema prigusenja a=0, a fazna je konstanta f = w,/L,C . Fazna brzina je:

(5.496)

1 1
AN

’L
dakle jednaka brzini $irenja vala. Valna impedancija prelazi u valni otpor: Z, = —Cl bez faznog

pomaka §to zna&i da su napon i struja, pripadnici jednog vala uvijek u fazi.

5.9.2.2 5 = 9— , vod bez distorzije
L C

Prigusna konstanta voda bez distorzije iznosi: & =+ RG te je neovisna o frekvenciji. Fazna je

1
JLC
frekvenciji. Zato se takav vod zove vod bez distorzije. Val $ire¢i se ne mijenja svoj oblik, ve¢ samo
mijenja svoju veli¢inu zbog prigusenja, §to je jednako za sve frekvencije. Valna impedancija prelazi

konstanta: f=wVLC §to daje faznu brzinu v= . Fazna je brzina takoder neovisna o

L
opet u otpor: Z, = \/g , bez faznog pomaka. Val na vodu bez distorzije ponada se kao val na vodu

bez gubitaka, samo §to postoji stanovito priguenje, jednako za sve frekvencije. To je ujedno i razlog
zasto se u telefonske kabele ukljuéuju i induktiviteti, da bi se kompenzirao relativno veliki kapacitet i
tim dobio vod sa $to manjom distorzijom.
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5.9.2.3 G=0, R << wL, vod bez odvoda s malim gubicima
Konstante prigusenja i faze iznose priblizno:

1 R2
__\/7( 2Lz

2

B= a)JZE(1+1 Rc)

amodul i kut valne impedancije takoder su priblizno:

L. 1R
Zv: E(l 2L2)
tep=—_R_
= 2L

PriguSenje raste s frekvencijom, a takoder i fazna brzina.

(5.497)

(5.498)

Opéenito na vodu postOJe dva vala: pozitivni i negativni val. Za prvi val Je valna impedancija
pozitivna a za drugi je negativna, §to omoguéuje odredivanje odnosa napona i struja, za svaki val

posebno.

Za zadani napon i struju na podetku voda, U »1 £, mogu se odrediti napon i struja na bilo kojem

mjestu na vodu.
Za x=0 §to odgovara podetku voda je:

Q=Qp=Q1+Q.2’

£:1p =-Z—1—(—Q1+Q2).

v

Odatle je:

Ql t QZ = l_]p s
—g_l + [_]2 = .lpgv
odnosno:

1
Ql = E(Qp —Zvlp) ’

u, =—;—(t_f,, vZ,1,).

(5.499)

(5.500)

(5.501)
(5.502)

(5.503)

(5.504)

Uvrstavanjem ovih konstanti u rjeSenja jednadzbi voda (5.478 i 5.479) dobiva se:

1 v 1 o
Ui=3W0,-Z.L)e" +-U,+Z,1,)e ™",

1 " s
L :_Zv_( ~-Z,1,)é +T(U +Z,1,)e"

(5.505)

(5.506)
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ili:

U, =U,ch(yx)~Z,L,sh(zx), (5.507)
U

I,=1,ch(yx)- —;Lsh(zx)- (5.508)

=AY

Obrnuto, ako su zadani napon i struja U _ i I, na nekom mjestu x pojedini valovi su:

U,=Ue" +Ue ™, (5.509)
I=Le" +Le" = L %e”l” ; (5.510)

=A% =v

Iz ovih se izraza sad mogu izratunati konstante U, i U, na sljede¢i na¢in. Nakon mnoZenja (5.510) s
valnom impedancijom Z, te prvi put odbijanja (5.509) i (5.510), a zatim i njihovog zbrajanja
dobivaju se sljedece jednadzbe:

Uer =2 U, ~Z.L) : 5511)
Ue™ = %(Qx +Z,1,), (5.512)
ili:

U = %(Qx —Zd.)e ", ) (5.513)
U™ =W +Z.L). (5.514)

Odavde se vidi da povratni val definiran s (5.513) nestaje ako je:

g‘—:Zv'
I

=x

(5.515)

Ovo se zove prirodni teret, a vod radi bez refleksije. Pomoc¢u ovih jednadzbi mogu se izradunati iznosi
napona i struje na bilo kojem drugom mjestu na vodu iz opéeg rjeSenja jednadzbi voda. Naime, za
zadane iznose I, U, na nekom mjestu x na vodu izralunaju se prema gornjim jednadzbama

konstante U,, U, pa kad se uvrste u ishodne jednadzbe za napon (5.499) i struju (5.500) na pocetku
voda:

Q=QP=Q,+Q2, (5.516)

1
1=1, =Z—(—Q1+Q2). (5.517)

=v
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dobivaju se vrijednosti napona i struje na poéetku voda:

U,= %(Qx ~Zl.)e = + —21—(Q,r +Z,1,)e" =U, ch(yx)+Z,1, sh(yx), (5.518)
: U, ~Z,L)e™ + 5+ Z,L)e" = L ch(zn) + Lo sh(ro) (5:519)
._P 2_‘, Shytg ZZV b i Ly Z Zv Z i )

Na primjer, ako su zadan napon i struja na kraju voda (,vod pod zadanim teretom*, x=1,
u,=U,, I,= L, U,=U, I,=1,)iz(5518)i(5.519) dobivaju se veli¢ine na strani generatora:

Ug=U, ch(yl)+Z,1,sh(y]), (5.520)

I,=1, ch(yl)+Z sh(y1). (5.521)

Zy

Ako su pak zadani napon i struja na poéetku voda (,,vod na zadanom generatoru, x=0) tad se iz
jednadzbi (5.520) i (5.521) U,, I, za x=I (velitine na strani tereta) izraunaju kao dvije nepoznanice

pri ¢emu je lijeva strana U, [, zadana:
U, =U, ch(yl)~ Z,1,sh(yl), (5:522)

U
L, =1,ch(yl)- E—gsh(zl) o = (5.523)

Zy

Isti bi se rezultat dobio izravno i iz (5.518) i (5.519) ako se u njih uvrsti x=-/ te
v,=U,1,=1,U.,=U, I.=1,.

5.9.2.4 Prazni hod

Ako se u jednadzbe (5.513, U =l(g -Z,1)e")i(5514, U, =—(U +Z,1,)e" ) postavi na
1 2 %

teretnoj strani (x=/) I, =1, =0 dobiva se prazni hod voda:

(5.524)

—z = Z, cth(y1).

Minimalna ¢e se vrijednost impedancije na ulazu otvorenog voda Z, = Z min POjaviti za: / = —
Znati, kad vod ne bi imao gubitaka djelovao bi na ulazu kao kratki spoj iako je na izlazu otvoren. Cak

A
iu slu¢aju gubitaka impedancija gledana s ulaza je mala. Za realni vod to iznosi: Z, = §R ;
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5.9.2.5 Kratki spoj

Ako se u jednadzbe (5.513, U, =%(Q_V—Zv1x)e‘”) i (5514, U, =%(QX+Z‘,1X)9U) pak

postavi: U_ =U, =0 dobiva se kratki spoj voda:

(5.525)

Z, =7, th(yl).
1

A
Za | ZZ i vod bez gubitaka Z, je maksimalan (beskonatan) iako je na izlazu kratko spojen

2 A
(naponska rezonancija). Ulazna impedancija za realni vod je: Z, = AVO pri / = re

—R

8

5.9.2.6 Kratki vod

Razli¢iti se kriteriji mogu upotrijebiti za ocjenu §to je to kratki vod. Najjednostavnije je uzeti da je

apsolutni iznos argumenta u jednadzbama voda: / ‘}/‘ << 1. Naime, pritom je:

sh&l}zll
1 . (5.526)
chlyl)=1+sh? yl =1+ =(y1)’
(p1)= 1+t p1 =1+ =D
U [3] spominje se i sljede¢i kriterij:
Gl
l}ZY|12= M 1 (5.527)
4 2

odnosno: lm << 0.2 za vod s gubicima, a za vod bez gubitaka lw << 0.034 gdje je A duljina vala u

izolatoru.

1
Uzimajuéi bzir da je lutaju kratkog voda sh(y/)= ylichlyl)=/1+sh’>yl ~1+— 1)?
zimajuéi u obzir je u slucaju g Vv (yD=y: (Z) 7! 2(Z)
jednadzbe dugog voda:
U, =U,ch(y)+Z,1,sh(y]) (5.528)

I, =1ch(y)+ %Sh(zl ) (5.529)

Sy
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= ETF
prelaze u jednadzbe:
(7))’
U, = Q{l M 2% 1) (5.530)
@' U
I =1t 1+=—|+=L(yl 5.531
I,=1 { 5 Z (7D (5.531)

ili ako se napise u obliku jednadzbi potencijala &vorova dobiva se:

U | U U
=G, ) =——g—%(1+lzdzd]:——g—g, —eiy,] s
é(zl) Zv(}_/l) 2 Z, Z, 2 Z, Z, 2

Loelu v [ o] w e*Y
lg“l‘[” 2 }zv@”zv(g){“ 2 ] ;(ﬁ)ﬂ” 2 } ®)

1) 0*
:Q L.,._Xi __Q__' 1+(Z) :Qg L.}.&. _% 1+(_Q zgg ..1_+é _%.
\Z, 2) Z, 4 Z, 2) Z, 4 Z, 2) Z,

(5.533)

Ovdjesu: Z, = ZI = (R+ joL)l te Y, =Y =(RG + jaC)l .

Ovo omogucuje da se kratki se vod nadomjesti 77 shemom s koncentriranim parametrima prema slici
5.27, desno. Alternativni je prikaz s 7' nadomjesnom shemom na slici 5.27, lijevo.

1 1
524 224
¥,
Slika 5.27 T odnosno 7 shema kratkog voda s koncentriranim parametrima
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Granicne duljine kratkih vodova

1. Energetski zra¢ni vod, visokonaponski, 50 Hz 180km
2. Energetski kabel, visokonaponski, 50 Hz 90km
3. Telefonski zra¢ni vod, 20 Hz 450km
4. Telefonski kabel, izoliran papirom, 20 Hz 250km
5. Koaksijalni kabel, 1 MHz 9km
6. Antenski kabel za TV, 200 Hz 45km.

Za kratki vod opcenito vrijedi da se pojave na pocetku i na kraju prakti¢no odvijaju istovremeno, to
jest bez ka$njenja.

5.9.2.7 Primjer:

Kao primjer neka posluzi vod dug /=20km, na kraju opterecen trosilom djelatne snage 3MW, napona
17,3kV, 50Hz, zanemarivih gubitaka. Struja tereta iznosi 1734. Valni otpor neka je 400£.

e Fazna konstanta iznosi:

_@. 314 5 o050 L

c 3 m

B

~

ili:
fr= Al =1,05-20-10" 20,021,

e Pozitivni je val:

Uy = %(17,3 +400-173-107)~/2 cos(eat +0,021)
= 43,342 cos(et +0,021)[k V']

e anegativni:

u = %(17,3 —400-173-107)4/2 cos(ar - 0,021)
= ~26+/2 cos(ar —0,021)[kV]

e Struje su:

L

- % =108+/2 cos(a +0,021)

v

i = ——;L = 6542 cos(et - 0,021)

v
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Pozitivni val nosi snagu: U,I, = 4,68 MW , a negativni vraéa U\l =1,68 MW , te troilu preostaje
3MW, kako je i bilo zadano. Jedan dio snage njie izmedu trosila i generatora te tako dodatno
optereéuje vod. Kao §to je ve¢ refeno, iz jednadzbi (5513, i 5.514) za U, i U,

U . . . g
U, = 5 (U =-Z,1 ) =0 za '1“" =Z,) se vidi da, ako je impedancija troila upravo jednaka
valnoj impedanciji, nema povratnog vala nego postoji samo direktni val. Takvo se trodilo zove
prirodnim, a vod radi bez refleksije na kraju.

Iz navedenog se primjera (/=20km) vidi da je za frekvenciju 50Hz (valna duljina: A = 6000 km)

razlika u fazi na pocetku i kraju voda 1,2°. Moze se, dakle, uzeti da su pojave prakti¢ki istofazne na
poCetku i kraju voda, pa se moZe koristiti standardna shema (T ili 7) s koncentriranim parametrima

odnosno impedancijama (slika 5.27). S obzirom da su linearne dimenzije dak i velikih energetskih
objekata (transformatori, generatori) male prema valnoj duljini 50Hz vala (6000km) to se ti objekti
mogu promatrati s koncentriranim parametrima.
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5.9.3 Putujuéi val na vodu

Rjesenje valnih jednadzbi za prijenosni vod je:

U=Ue"+U,e %, (5.534)
l;_%_lemg;efzz_ (5.535)

Egzaktna teorija putujuéih valova ili gibanja impulsa po vodovima vrlo je zamrSena zadaca. Celo vala
je izvor zraenja prostornih valova, a s tim i izvor gubitaka energije, §to se ne uzima u obzir. Gubici
vodita nelinearan su proces, a uzima se u ratun kao da su odnosi linearni. Gubici u vodi¢u ¢ela vala ne
mogu se predstaviti kao gubici u stacionarnom stanju na nekoj dovoljno visokoj frekvenciji. Ako su
valovi visokonaponski, &esto nastaje korona na vodi¢ima, koja je izvor dodatnih gubitaka. Dvozitni je
vod najjednostavniji za promatranje putujuceg vala. I on se promatra kao vod od jednoga vodica iznad
vodljivog poluprostora, koji je ujedno povratni vodi¢. Tako se zadaca pojednostavljuje, a ne gubi se
fizikalna slika, [3].

Ovom teorijom neée biti prikazano ponasanje vala u gibanju
po vodu. Teorija ¢e obuhvatiti ponasanje vala na mjestima )
diskontinuiteta, gdje se val reflektira i djelomi¢no prolazi r
kroz njega. Reflektirani se val superponira na dolaze¢i val, te L S

se njihovi efekti zbrajaju. To su efekti prolaznog stanja na 4 N, T
vodu, te nisu interesantni u komunikacijskoj tehnici. Vodovi
komunikacijske tehnike ne smiju imati takve diskontinuitete,
koji bi 3tetili kvaliteti prijenosa. Njihovi impulsi smiju
mijenjati oblik, ali ne toliko da $tete kvaliteti. Rasprostiranje
komunikacijskih signala ne predstavlja poseban problem.
Tako je ovom teorijom obuhvaéeno prolazno stanje na vodovima, koje nastaje razliCitim
perturbacijama u prijenosu impulsa, u teretu voda, vanjskim utjecajima i sli¢no.

Grani¢ni su uvjeti jednostavni na mjestu diskontinuiteta na vodu. Naponi su jednaki s obje strane
mjesta diskontinuiteta, a isto je i sa strujama.

—

U =U, I-=1I, (5.536)

Naponski val koji je nai$ao na takvo mjesto, reflektira se jednim dijelom, a njegov ostatak prolazi. Isto
se dogada sa strujnim valom. Mjesto diskontinuiteta ima dvije strane. Ono ima stranu dolazeceg vala i
stranu prolaznog vala. Na strani dolazeéeg vala su dolaze¢i i reflektirani val, a na drugoj je strani samo
prolazni val. Dolazeéi valovi imaju indeks d, reflektirani valovi indeks 7, a prolazni valovi indeks p.
Prema tome na mjestu diskontinuiteta moraju biti zadovoljeni uvjeti:

U,+U,=U,, (5.537)
I,+1=1,. (5.538)

Kako su to vodovi malih gubitaka, njihova je impedancija jednaka valnom otporu. Ovdje ¢e se valni
otpor Z, pisati malim slovom z. Veliko slovo Z oznaka je za koncentrirane impedancije uklju¢ene u
vod. Kvocijent izmedu naponskog i strujnog vala glasi kao i prije po definiciji valne impedancije:

U, U

By O :_zl,ﬁzzz, (5.539)
I, I I

r P
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5.9.4 Val u ¢voristu u vodu

Vodom 1 dolazi val U, (slika 5.28). On nailazi preko impedancije Z; na &voriste éz , gdje se radva u
nekoliko vodova. Isto je ¢voriste uzemljeno impedancijom Z, - Tim se hoce prikazati opée Evoriste, a

vodovi nemaju medusobne sprege. Val nailazi samo jednim vodom. On susreée u &voristu c,

~

koncentriranu impedanciju. Val se reflektira na njoj, a jednim dijelom prolazi i stize u &voriste G,
gdje se vodovi raévaju.

Slika 5.28 Dolazak putujuéeg vala na mjesto diskontinuiteta

Svi su vodovi vezani na ¢voriste C, preko koncentriranih impedancija, a ono je uz to i uzemljeno

preko impedancije. Cvoriste sa svojom impedancijom djeluje na nailazeéi val kao cjelina, kao jedna
koncentrirana impedancija Z,. Pritom vod djeluje kao valni otpor na nailazeéi val. Impedancije u

¢voriStu C, spojene su medusobno paralelno, te se admitancije zbrajaju, a izuzima se vod nailazeéeg
vala.

Tad je admitancija ¢vorista éz jednaka:

11 1 1
R P , (5.540)
Z Z, Z,+z, Z, +z,
—1-=L+Z ! (5.541)
Z 7, 2Z,+z

ako se u ¢voristu sastaje n vodova.
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Impedancija u G&voristu Cl je ujedno i cjelokupna impedancija ¢vorista C,, a zadana je sa
Z,=Z,+Z . Ta ukupna impedancija djeluje na nailazeéi val, koji se na njoj reflektira, a jednim
dijelom prolazi kroz nju.

Struja 1, koja prolazi njime, vezana je uz napon U, &vorista C, odnosom: U, = ZyI,,. Napon U, i

struja /, su sastavljeni od nailazeceg i reflektiranog vala:

Uu,=U0,+U,, (5.542)
U
=% g o, =Ya Y (5.543)
Z, 4 4
Navedene jednadzbe omoguéuju izradun reflektiranog vala U, :
Un Un U _Un . (5.544)
Z, Z, Z Z
1 1 1 1
U =—+—|=U,—=]|. (5.545)
Zy, z z, Z :
odnosno za faktor refleksije p:
1.1
b= U, _ 211 210 , (5.546)
Udl —
Z, z
ili:
p=dn_Za (5.547)
Uy Zy+z

Impedancija Z, je teret voda 1 nailazeéeg vala. Faktor refleksije ima op¢i znadaj za vodove, bez
obzira o kakvom se vodu radi. Cim je impedancija ¢vora Z, jednaka valnom otporu voda 1, z, , nema
refleksije (p = 0). To je opée pravilo za vodove.

Jedan dio vala prosao je kroz impedanciju Z; . Kako je impedancija koncentrirana, govori se o padu
napona. Napon u &voristu C, je naprosto: U =Uy—Z, 1.

Faktor transmisije 7 se definira kao kvocijent napona prolaznog vala i nailazeceg vala:
T:_g__:Uo“leozﬂ 7 ]0 Uo 7z Uo

Udl Udl Udl 1 Ua’l Udl 1 ZOUdl

[ _QJ_&%—ZI Lz
ZO Udl ZO Udl ZO

(5.548)

LA
Ua
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Dalje je:
= Ua "'Urlz_:(l_,,p)_z_:[l_,_ﬁ]i:
Ua 2, Z, Zyt+z)Z, (5.549)
_Zytz+Zy-z, Z _ 27
Zy+z Z, Zo+zll

ili konaéno:
r= 22 . (5.550)

Zy+z

Poznavajuci oba faktora, faktor refleksije i transmisije, rje§avaju se svi problemi putujuéih valova na
vodovima, ako oni nemaju medusobne sprege.

5.9.5 Jednostavni prijelazi u vodu

Opcenito postavljanje diskontinuiteta na vodu pomaze da se rijese pojedina¢ne zadace, [3]. Ekstremni
su sluajevi pogona voda prazni hod i kratki spoj. Faktori refleksije iznose 1, odnosno -1. Prvi se
odnosi na pozitivnu totalnu refleksiju, a drugi na negativnu totalnu refleksiju. Napon se podvostrucuje
na vodu u praznom hodu nakon refleksije, a poni§tava na vodu u kratkom spoju. Navedeni su neki
jednostavni prijelazi, ako je doti¢ni val jedini¢an. Impedancije se izradunavaju u Laplaceovom

podrugju, te se umjesto operatora ; stavlja operator s, a umjesto vremenskog integrala pojavljuje se
i ; :
dijeljenje sa s. Prema tome su reaktancije:

e induktivna: X, = Ls
1

e Kkapacitivna: X = s
s

5.9.5.1 Dvavoda

Dva voda valnih otpora z, i z, (bez koncentrirane impedancije) sastaju se prema slici 5.29, a val
nailazi vodom 1. Faktori refleksije i transmisije iznose:

= 2~z ’ (5.551)
22 +Zl
.
r="%2_ (5.552)
22 +Zl

Neka su to zratni vod z =400£2 i kabelz, =50¢2. Faktori refleksije i transmisije iznose
p=-0,78 i 7=0,22, a kabel preuzima na sebe val znatno nizeg napona, ovdje svega 22%. Zato

kabel djeluje povoljno u zatiti postrojenja od visokog napona putujuéih valova. To se iskoristava i u
praksi.
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5.9.5.2 Otpor u seriji

Slika 5.29

Putujuéi val na spoju dva voda

Vod valnog otpora z rastavljen je na jednom mjestu, te je tu uklju¢en djelatni otpor, (slika 5.30).
Faktori refleksije i transmisije iznose:

R 2z

P=R+2z’

T = .
R+2z

Slika 5.30

Otpor u seriji

(5.553)

Na slici su odmah skicirani valovi nakon refleksije. Ovdje je refleksija je uvijek pozitivna. Pad napona

na otporu iznosi:

Up=(4p-1)U, =

2R
R+2z

FE

(5.554)
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5.9.5.3 Induktivitet u seriji

Opet je vod valnog otpora z rastavljen na jednom mjestu gdje je ukljudena zavojnica induktiviteta L,
(slika 5.31).
Faktori refleksije i transmisije iznose u Laplaceovom podrudju:

_sL+z-z s ;o272 _ @
sL+z+z s+a’ sL+2z s+a’ (5.555)
2
7
U,

Slika 5.31 Induktivitet u seriji

u
Kako je dolaze¢i val u Laplaceovom podrugju U, (s) = —< jedini¢ni val, iznosi i oblik reflektiranog i
s

prolaznog vala u originalu (vremenskom podrucju) glase:

u=ue”
oy (5.556)
u,=u,(1-e*)

Reflektirani je val odrezan, a prolazni je postao spljosten. Induktivitet ne dopusta u prvi trenutak
prolazak vala, te nastaje prolazna totalna refleksija kao u praznom hodu. Kako struja po¢inje postupno
prolaziti induktivitetom, tako se ublazava efekt refleksije. Induktivitet ne predstavlja otpor u
stacionarnom stanju za istosmjernu struju, te val prolazi kao da on nije ukljuéen u vod. Induktivitet
zagtiéuje priklju¢eni vod od strmih valova. Spljosteni val nije opasnost za postrojenje. Njegovo &elo
iznosi oko 50us, a strmina je neto iznad 10" Vs ili ispod 100¥/m duljine voda u zraku. Uz ove
strmine ne mogu nastati opasne razlike potencijala u postrOJen]u ¢ije se dimenzije mjere na nekoliko
desetaka metara. Cak i nekoliko stotina metara nisu opasne dimenzije. Zradni vod 4002 treba
induktivitet u seriju od 13mH da bi se postigla strmina 100¥/m pri dolazeéem valu od 500kV.
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5.9.5.4 Kapacitet u seriji

Faktori refleksije i transmisije za ovaj slucaj, (slika 5.32), iznose:

1

o ETE a 2z s
T Bl +2z Sta
Cs Cs
_ 1

2:C°

Slika 5.32 Kapacitet u seriji

u
To daje valove refleksije i prolaza za U, (s) =—%:
s

u, = ud(l - e*ﬂﬂ)’

_ —at
u,=ue”.

(5.557)

(5.558)
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5.9.5.5 Odvod na vodu

Vod ima valni otpor z, a na jednom mjestu prikljuuje se koncentrirani djelatna vodljivost (odvod) G,
(slika 5.33). Faktori refleksije i transmisije iznose:

1
e
1 1
- 1-z| G+—
p_G+z B Z( z]_l—zG—l_—zG_ . (5.5
=— = = = = , )
bz 1+Z(G+1] 1+2G+1 2+zG 2y+G
G+— z
zZ
2~—11
G+—
— Z - 2 : =22G=223’G, (5.560)
Tkl 1+z[G+~j e e
G+— z
b4
1 .
y==, (5.561)
V4
U,
z z
G
=
u."
Slika 5.33 Djelatna vodljivost (odvod) G na vodu valne impedancije z

Refleksija je uvijek negativna, te je prolazeéi val uvijek manji od dolazeéeg. Tako djeluje odvod na
izolatorima i stupovima visokonaponskih dalekovoda.
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5.9.5.6 Induktivitet spojen paralelno odnosno poprecno na zemlju

Induktivitet se prikljutuje na vod valnog otpora z izmedu njega i zemlje, koja se smatra da je nultog
potencijala, (slika 5.34). Faktori refleksije i transmisije iznose:

1
-z
L_'_l 1 Z(%"'lj _i o
p:le z - 1s i = Li =, (5.562)
+z 14z —+-]| 2+= T4
L1 ( s ) Ls
Ls =z
1
1,1
r=2 Lls z - 21 == 22: . (5.563)
+z 14z —4-] 2+4= St4
L+l Ls z Ls
Ls =z
z
a=—. 5.564
2L ( )
=z z
L
- —U,
-}
u,
Slika 5.34 Induktivitet spojen popre¢no na zemlju
Reflektirani i prolazni val iznose za dolazeci val U, (s) = Ya
s
u =—u,(1-e*),
r= ) (5.565)

— —at
u,=u.e”.
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5.9.5.7 Kapacitet spojen paralelno

1”

i = 7

rol

Slika 5.35 Kapacitet spojen popreéno na zemlju

Faktori refleksije i transmisije za ovaj slugaj, (slika 5.33) iznose:

1
-z
1 1
- 1-z| Cs+—
p_Cs+z _ Z( S+z)_ -zCs -5
=— = = = ,
4z 1+Z[Cs+lj 2+zCs s+a
Cs+~ z
z
1
1
CS+; 2 a
f=2 1 = = .
1+z 24zCs  s+a
Cs+—
z
2
a=—.
zC

Odatle slijede reflektirani i prolazni val za U, (s) = Ya
K

— —at
u, =-ue”,

u,=u,(1-e).

(5.566)

(5.567)

(5.568)

(5.569)

TEORIJA POLJA I VALOVA



w ETEosY 293

6 SKIN EFEKT

Pri analizi pojava na granici izolator - vodi¢ nije bilo rije¢i o podrijetlu polja. Polje moZe biti stranog
podrijetla koje, rasprostiru¢i se, nailazi na vodljivu ravninu u kojoj inducira struju. Zbog induciranih
struja dubina prodiranja polja je prakti¢ki kona¢na, kako je to prije utvrdeno. Vodi¢ u ovom slucaju
ima samo pasivnu ulogu. On je samo sijelo gubitaka energije, te se tad govori o gubicima zbog
vrtloznih struja. Tehni¢ki se treba boriti protiv takvih gubitaka, [3], [S], [6], [7].

S druge strane, postoje aktivni vodici, koji su elementi strujnih ili magnetskih krugova, koji provode
strujni odnosno magnetski tok. Na prvom su mjestu vodiéi struje. Oni u svojoj okolini induciraju polje.
Ono se ponasa u odnosu na vodi¢ kao strano polje , koje je naislo na vodic, samo se pri proradunima
treba voditi ratuna o grani¢nim uvjetima. Razlika izmedu “aktivnog” i “pasivnog” vodita mogla se
uoditi pri razmatranju problema prijenosnih vodova i valovoda. I jedni i drugi podlijezu Maxwellovim
jednadzbama, dakle opéim jednadzbama polja.

Feromagnetski materijal u nekom magnetskom krugu mogao bi se takoder ubrojiti medu aktivne
vodite. Magnetski tok kruga mora proéi kroz krug Zeljeza (limove). Ovdje je ipak bliza slika da polje
prodire iz vanjskog prostora u feromagnetski materijal. N

U oba slutaja imamo pojavu da se struja kod jednih, a magnetski tok kod drugih materijala natiskuju
prema povrsini graniénog izolatora, dok se u njegovoj unutragnjosti mogu o¢ekivati, dapace, podrucja
sasvim bez polja, dakle bez struje, odnosno magnetskog toka. Ta se pojava zove skin efekt. Kad se
govori o skin efektu misli se na aktivne vodice, koji trebaju provesti izvjesnu struju odnosno
magnetski tok.

Ako se u svim slu¢ajevima usvoji da polje prodire iz izolatora u vodi¢e, moraju biti zadovoljeni
grani¢ni uvjeti. Kad se radi o aktivnim vodi¢ima, najéesée je povoljno poci od promatranja polja u
aktivnim vodi¢ima gdje su pomagne struje zanemarive. .

Maxwellove jednadZbe za taj slucaj glase:

rot H = «E, (6.1

tE=—pu——u:. 6.2
O o (6.2)

Uzevsi gore uvedenu pretpostavku zanemarenja pomaénih struja, sli¢no kao i pri izvodenju valnih
jednadzbi primjenom operacije ,,rotor* na obje jednadzbe, nakon preuredenja se dobiva:

" oE
AE = ux—, 6.3
HE— (6.3)
- oH
AH = ux—, 6.4
= (6.4)
- oJ
A = — 6.5
HK =, (6.5)

pri ¢emu je K djelatna vodljivost vodica (S/m).

To vise nisu valne jednadzbe, ve¢ su one karakteristitne za vodenje topline u sredstvu s toplinskim
izvorima i u literaturi se zovu difuzijske jednadZbe. Tre¢a jednadzba koja se odnosi na gustocu struje
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proizlazi iz prve jednadzbe uvritenjem £ =.J/x . Rjesavaju se od slutaja do sludaja uz zadovoljenje
grani¢nih uvjeta.

Za ocjenu skin efekta od bitne je vaZnosti dubina prodiranja harmonijskog polja u vodi¢ za neku
odredenu frekvenciju :

1 1 1
d =—= = . 6.6
a ‘/1 Jfux 58

— UK
2,U

Priblizno nakon tri do pet dubina prodiranja prakticki ne postoji polje u vodi¢u, dakle nema niti struje.
Posljedica je toga da to podru¢je vodita nije uopée interesantno, te ono prakticki ne postoji ¢im je
debljina vodi¢a veca od tri do pet dubina prodiranja (6.6), a debljina se u tom slu¢aju moze smatrati
beskona¢no velikom. To mozZe olak3ati promatranje pojave.

AX

E_(J
izolator/ E () . vodi&

.VK/

<

Slika 6.1 Smjerovi veli¢ina polja na granici izolator-vodi¢

A
v

i

Tangencijalna komponenta (fazora) elektri¢nog polja £, (slika 6.1) vezana je za vektor gustoée struje
J . odnosom, [6], [7]:

J,=kE,, 6.7)

a takoder je vezana za magnetsko polje preko valnog otpora Z, :

V4

L.z Lo _Jdor __ Jor (1, pEoz 5 6.8)
4 L1
(1+J)\/5ww<

NG
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7 - /% _ /% (6.9)
K K

Valna je konstanta za slu¢aj vodica:

y=0+j)a,a= —;—a)yx=,/7;fyx, (6.10)

a kvocijent apsolutnog iznosa valne impedancije i a (prigusna konstanta jednaka je faznoj) je:

L= (6.11)
a K
Buduéi da nema povratnog vala, prodiranje polja je u pozitivnom smjeru osi z:
E, =E@™7, J =kEe™ " =J,"7, (6.12)
H,=He"™". (6.13)

Na nekom mjestu povrsine vodiéa struje teku u smjeru x-osi (slika 6.1). Njihov se iznos po jedinici
duljine y-osi zove strujni oblog, koji se oznacava s K . Jakost polja na granici vodi¢ - izolator jednaka

je upravo strujnom oblogu K:
= [Jdz=He™. (6.14)
0

Dalje se moze radunati:

.[lxdz = .[Kﬁoj”"”dz = Kgoej“”(——lje’” | =xE e ———1— = Lo g/ ? , (6.15)

- r) 1+ a2

Ke'™ =E, ———11———ej“’=%ej“’=ﬂoej”’. (6.16)
A+ )= “"‘" Ey

Srednja vrijednost Poyntingovog (kompleksnog) vektora je:

1, 1 1 E2 _\2E
F=—EH,=—E,=t=——3—=—-0(+)), 6.17
D e 22 l—j 4 ZV( 7 (6.17)
a takoder je iz istog izraza
r-‘gm -1z unm 1 (1+ ))H: = 1Z, 1+ HK? (6.18)
L =R =5 &t \/— \/5 J . .
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Realni dio predstavlja djelatne gubitke u vodicu:

-1k

20 2

a imaginarni dio jalovu snagu, koja ulazi u vodi¢. Ako je povrsina vodi¢a zakrivljena, tad polumjer
zakrivljenosti mora biti mnogo puta veci od dubine prodiranja. Kad elektromagnetsko polje nastaje iz
tockastog izvora izvan vodi¢a mora njegova udaljenost od vodida biti mnogo puta veéa od dubine
prodiranja. U svim tim slu¢ajevima moZe se radunati kao da ravni val nailazi okomito na ravnu plohu
vodica, koji je beskona¢no debeo (slika 6.2).

U protivnom slu¢aju, kad je debljina vodica reda veli¢ine dubine prodiranja, treba ratunati s
Maxwellovim jednadzbama za vodic.

Neka se jo$ promotri izraz za plo§nu gusto¢u djelatne snage:

(6.19)

V2E V2., 1 g Jog Y 1 (Juy Y d
=—=—0=22g2 - -xo |20\ __ _7%0| & (6.20)
4 7, 4 , fou 4 1 V2 ) e (\2) K
Ko\ |— K,|—oukx
K 2
A
J Ar x
z
Xo
Yo
d
y
Slika 6.2 Razdioba gustoce struje i jakosti magnetskog polja u debeloj vodljivoj plogi
Snaga na povr3ini S, = Xy, je:
LYd 1
I:Sz =1—;x0y0= . —xoyo: g_i:IgR’ (621)
yd) K xy,d
1 x J
R=—— [, =22y 4. 6.22
xy.d 0 \/5 % (6.22)
. Joef 1 X,
Dakle, dobiven je rezultat, kao da struja /, = —=y,d te&e kroz otpor R = — 2,
V2 K y,d

Za x, =y, =1m dobiva se:
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R=—-—. (6.23)

Za ratun gubitaka smatra se da je struja jednoliko rasporedena po dubini d.

6.1 VODLJIVA PLOCA

Vodljiva plo¢a protjecana je strujom /,, u osi x, tako da gustoca struje nije ovisna o koordinati y i x,
veé samo o koordinati z. Ako je visina vodi¢a y, mnogo vec¢a od debljine (y,>>2a), moZe se postupiti
kao da je (vodi&) beskonaéno visok, [3], [11], (slika 6.3).

K
y
kNI
Yo | >
N
v
4
2a
Slika 6.3 Vodljiva ploca visine yy>>2a

Jakost magnetskog polja na povrsini dobiva se iz zakona protjecanja odnosno prve Maxwellove
jednadzbe u integralnom obliku:

q'f?d:s‘ = ”JdS +% HDds‘, (6.24)
s s S

a uz zanemarenje pomacénih struja i doprinosa jakosti magnetskog polja po koordinati z (y,>>2a) to je:
ﬁAya _ﬁBya ;lm g (625)
Takoder je zbog simetrije:

H,=-Hy=H =in (6.26)

° 2y,

Ova posljednja dva izraza (6.25 i 6.26) predstavljaju ujedno i grani¢ne uvjete za rjeSavanje jednadzbi:
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d’H _

L H, (6.28)
daJ

=7 J . (6.29)
gdje je

y=a+jfz(+j)a,azf= %a},u/c (6.30)

ve¢ dobro poznata valna konstanta.

Rjesenja prve i druge jednadZbe glase:

E=Ee" +E;e”, . (6.31)
H=He +H,e'* . (6.32)
Odnosi izmedu polja su:

L E_; _Z 4. (6.33)
H, H, V2 .

Granicni su uvjeti:

e zaaz=—qa: H=H,, (6.34)
o zaiz=+a: H=-H,. 6.35)
Uvrsti li se to u opée rjeSenje za jakost magnetskog polja (6.32, H = H,e” + H,e ™ ) dobiva se:

H,=H,e" +H,e", (6.36)
~H,=H " +He". (6.37)

MnozZenjem (6.36) s €™ i(6.37) s ™™ posljednja dva izraza postaju:

H,e" =H, +H,e™, (6.38)
—H,e™=H +H,e™. (6.39)

Sad se (6.39) odbije od (6.38) pa se dobiva:

H, (e +e )= H,( - ") = H,(" +e ") (e - ™), (6.40)
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a nakon kracenja s (e + e ™) dobivase za H
(6.41)

__H,
2shya '
Uvrsti li se ovaj izraz, u na primjer, izraz: H e~ = H,+ H,e™ dobiva se
(6.42)

2ya ]

—d

L .
ZShza

(2¢" sh ya= L )—
h;/a
jakost magnetskog polja u vodicu

H =H," -H,e'’l =H,| e -
2sh}/a

eZza) - _

2sh ya
Uvrétenjem konstanti H, i H, u osnovno rjeSenje za
=H,eX + H,e'© dobiva se konatno rje3enje:
shyz
He=—l,—. (6.43)
shya

Funkcija sh yz moze se i drugadije izraziti i to kao
(6.44)

sh}/z:sh[(l+j)w]=shazchj0&z+chaz shjoz =
=shaz cosaz + jchoz sinoz = [shyzle’”

QOdavde je apsolutni iznos ‘sh Zz‘
2 -2
, (6.45)

‘shyzl fsh azcosaz)’ +(chazsinaz)® = \/(chz az —1)cos® oz + ch® azsin® oz
1

rz|=~(
= VJchiaz cos® az + ch® azsin oz—coszoz=x/chzoz—coszaa=\/z(cth cos20z)

a tangens argumenta prema (6.44)
choz sinaz
tgy, = =(cthaz)(tgez). (6.46)
sh oz cos oz
(6.47)

Odatle je takoder za z=a:

ish;_/a‘ e 1%(ch 2aa —cos2oa) ,
(6.48)

tgy = _CPM = (cthaa)(tgaa).
shaa cosaa
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S obzirom da je i shya = sh[(l + ])afa] = ‘sh }_/a‘ej Y moze se pisati za veé izvedene konstante:

= H,

I 2‘ e ‘ e, (6.49)

a zatim i izraz za jakost magnetskog polja:

H=-H, ISh}/ ‘ ](WZ—V/). (650)
'sh }/a‘
_y o . E, E, Z N
Da se dobije jakost elektriénog polja prvo treba prema === “ =7 = ; (14 j) izratunati
=22 =1
konstante E, i E,:
Z vz
Ey=7—"—H,e ( 4]=E1=Ea, (6.51)

a zatim ih uvrstiti u op¢i izraz za jakost elektri¢nog polja E = E e” + E,e™” paje:

E=E, (e +e¥)=2E,chyz (6.52)
E-7ZH, chyz . J{W—;J -z, ch }/z|_1;[_,,ej ? vw+§) (6.53)
sh ya[ ‘sh }/al

Ovdje su:
chyz= ch[(l + j)oz]= choz ch joz +shoz sh joz =

- , A (6.54)

= choz coscz + jshaz sinaz =|ch yz|e’*
Odavde je apsolutni iznos ‘ch Zz‘ :
’chzzl = \/chz oz cos’ oz +sh® az sin® oz = \/ch2 oz cos® az + (ch? az — 1)sin’ oz =
] . (6.55)
=+/ch’ oz -sin’ oz = \/E(ch2az +cos2az)
a tangens argumenta prema (6.54):
oz i
tgp, = ZSNE _ ih )tgaz). (6.56)
choz cosaz

Odatle je takoder za z=a:
‘ch ya‘ = \/l(ch 2aa+cos2oa) , tgp = dlessings = (thaa)(tgaa). (6.57)

= 2 chaa cosaa
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Prema gornjim izrazima nacrtane su razdiobe jakosti magnetskog i elektri¢nog polja (gustoce struje) u

ovisnosti o relativnoj debljini plo¢e (z/a) normirane s H odnosno s E, (J,). Parametar aa u
podrudju je vrijednosti od 1 do 5.

Slika 6.4 Razdioba apsolutne vrijednosti magnetskog polja (H,) po relativnoj debljini

(z/a) vodljive ploge visine yp>>2a

Na slici 6.4 prikazana je razdioba apsolutne vrijednosti magnetskog polja, a na slici 6.5 njegova faza u
skladu s odabranim smjerom struje prema slici 6.3 odnosno prema uvjetima (6.25, 6.34 1 6.35).

Faza, rad

Slika 6.5 Razdioba faze magnetskog polja (H,) po relativnoj debljini (z/a) vodljive

ploce visine yy>>2a
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Na slici 6.6 prikazana je razdioba apsolutne vrijednosti elektri¢nog polja odnosno gustoée struje, a na
slici 6.7 njihova faza u skladu s odabranim smjerom struje prema slici 6.3.

o
™

abs(| EIEn), abs(JIJo), i1
£
o

0.4,

0.2

Slika 6.6 Razdioba apsolutne vrijednosti elektrinog polja odnosno gustoée struje
(E., J;) po relativnoj debljini (z/a) vodljive ploce visine yp>>2a

Slika 6.7 Razdioba faze elektri¢nog polja odnosno gustoce struje (E,, J,) po relativnoj
debljini (z/a) vodljive plo€e visine y,>>2a

Gubici u plo¢i mogu se odrediti na dva nadina. MoZe se promatrati Poyntingov vektor ili izravno
raCunati volumen i integral Jouleovih gubitaka. Za ovaj je slu¢aj jednostavnije po¢i od Jouleovih
gubitaka. Apsolutna vrijednost gustoce struje iznosi:

e ZH, /ch2m+c052az , (6.58)
ch2aa —cos2oa

chyz

sh 7a’

V|=«lE|=xZ,H,
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a uz veé poznati odnos apsolutnog iznosa valne impedancije i prigu$ne konstante za vodice:

KZ,=\2a, K*Z} =2a’ (6.59)

2
1%L
te izraz za gubitke P, = 5 J.;‘—dz dobiva se dalje:
K
0

a

x,y,20°H, J- ch2az +cos2az e x,y,0H’ sh2aa+sin2aa

ch2aa —cos2aa K ch2aa —cos2aa
(6.60)

Y Ll
znxoyu_xoyoza[z x© dz = P

0

ili:

x,y,0 I, sh2aa+sin2aa _ I, x, sh2aa+sin2aa —iR 661)
x4y’ ch2aa—cos2aa 2 2xy, ch2aa—cos2ea 2 ‘

2%y, =

Ovdje je R_ djelatni otpor za izmjeni¢nu struju, a djelatni otpor za istosmjernu struju je:

R =1 % (6.62)

© Kk2ay,
pa je poveéanje otpora kp :

k _R._ x,a sh2aa+sin2aa K 2ay, e sh2aa +sin2aa
® R 2xp, ch2aa—cos2aa x, ch2aa —cos2aa’

(6.63)

Magnetski tok kroz plo¢u odreduje unutarnji induktivitet L,_. Ovaj se induktivitet moZze odrediti iz

magnetske energije pri demu se rauna s tjemenim vrijednostima struje /, pa se dobiva jo§ jedan
faktor 1/2:

LI

=

11, o 5L ipp
S5 Ll 22!2;1]19] dz x,y, . (6.64)

S obzirom da se odredeni integral ra¢una samo od 0 do @ vrijednost integrala valja udvostruciti. Dalje
slijedi:

a _ 2 el
LuJi=2#H§ICh20’Z cos2oz e :2#’502)’(,[,,, _sh2aa —sin2aa (6.65)
s ch2aa—cos2aa 4y,;2a ch2aa—cos2aa
ili:
h2oa —sin2
_ M x, sh2aa —sin2aa 6.66)

ux

" 4a y, ch2aa—cos2aa’
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Unutarnji induktivitet za istosmjernu struju izradunat ée se prema:

i

2
¥ 1D 1
Lu_l,i=2,uH02_[(£] xoyodzzzﬂx"#—l—zf:wli (6.67)
o\a 4y.  3a 6y,
ili:
= HX4a (6.68)
6y,
Induktivitet se za izmjeniénu struju smanjuje prema onom za istosmjernu struju, a faktor je:
kL:L”“ _ M x, sh2aa—sin2aa 6y, __3 sh2aa-sin2aa (6.69)

L._ da v, ¢h2aa—cos2ca px,a 2aa ch2aa—cos2aa

Za vrlo izraZen skin efekt: aa >>1 faktor (povecanja prema onom za istosmjernu struju) djelatnog
otpora za izmjeni¢nu struju priblizno je k, = . Faktor (smanjenja prema onom za istosmjernu

struju) induktiviteta priblizno je k, = S Sto se moZe uociti 1 sa slike 6.8.
oa

I R R s Bt iy o) S B R B
| | I I i
| | I | | I
45 - - - — - | | el - == o e e D
I
| |
4- RN FRS e g || RN Y
: :E—Fak!ord]elatnogotpora: kRJ ;
! || s Faktor induktivi H
s Hattt B R e S| R
|

25 - - ———l-————d4-- - e Bttt e A = o D e - - -
| I | | |

Faktori kR, kL, ]

i
;
I
;

| | | ;

1 - | 1 | = J

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Slika 6.8 Ovisnost faktora djelatnog otpora k, i induktiviteta k, o aa

6.2 LIM UMAGNETSKOM POLJU

Zeljezne jezgre u transformatorskim limovima i elektriénim strojevima sastavljene su od tankih
limova, ¢ija je uzduzna dimenzija u smjeru polja. Zbog funkcioniranja spomenutih uredaja potrebno je
provesti stanoviti magnetski tok, koji mora pro¢i duz limova. Pri prolazu toka kroz limove induciraju
se vrtlozne struje u limovima, koje izazivaju skin efekt magnetskog polja. Zadatak je slican vodljivoj
plo¢i, samo elektriéno i magnetsko polje mijenjaju svoja mjesta, [11], (slika 6.9).
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4,
¥
2a
Slika 6.9 Lim u magnetskom polju
Grani¢ni su uvjeti:
e zaz=ta: H=H,
pa iz jednadzbe:
H=He" +Hye™ (6.70)
slijedi:
H,=H." +H,e™, (6.71)
H,=He™ +Hy,e". (6.72)

Nakon mnoZenja prve jednadzbe s €, a druge s e ™ te oduzimanja druge jednadZbe od prve dobiva
se:

H,e" —~H,e ™ =H (" -e"") (6.73)

odakle je nakon kraéenja s (e — e *):

—Hy=—Ee (6.74)

el 2chza'

Ove se konstante uvrste u opce rjeSenje za jakost magnetskog polja H=He +H e X pase
konaé¢no dobiva njegova razdioba:

h chyz|l .
H-H, chyz :EO‘_Z_‘QM:—«:) 675)
chza chza\
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gdje su kvadrat apsolutnog iznosa ‘ch }/z’ itangens argumenta ¢, :

)ch ;/zl2 . l(ch 20z + cos2oz)
- 2 . (6.76)

tgp, = (thaz)(tgoz)

Sad se magnetsko polje ponasa kao prije elektriéno polje u plo¢astom vodicu. Elektridno polje dobiva
se iz poznatog odnosa prema magnetskom polju.

PR S A Ay ©.77)
2chya 2‘ch Za’

Odatle je elektri¢no polje:

E=Ee’ +Ee”, . (6.78)
shyz| j{Zy.-

E:—Zvﬂo' L lej(4 ) (6.79)
chydl

gdje su:

2 1
‘sh }/z‘ =—(ch2az —cos2az),
=7 (6.80)

tgy, = (cthaz)(tg oz).

Na taj su se nadin dakle, odredile jednadzbe, kojima su definirane razdiobe magnetskég i elektri¢nog
polja unutar lima za zadani iznos H , na povrsini lima. H , je jednak u izolatoru i limu, dok indukcija

¢ini skok za iznos permeabilnosti Zeljeza. Pomoéu tih jednadzbi moze se odrediti magnetski tok u limu
1 gubici vrtloZnih struja. Oboje je najbolje izraziti po jedinici visine tj. y,= 1m

Magnetski tok po jedinici visine lima iznosi:

D= Zy]ﬁdz = 2'uéth(}/a) = ﬁﬁﬂa |Sh Za‘ ejwvw—%) = \/E—l—ﬁo ’Sh Za‘ ejw_w%) . (6.81)
5 14 = a ch }/al a ch ;/al

Magnetski tok kroz lim prethodi fazno za kut ( — ¢ — %) jakosti magnetskog polja na povrsini lima.

U zraku je magnetski tok u fazi s poljem, a u vodi¢u (koji je ujedno i magnetski i elektricki vodic)
fazni pomak nastaje djelovanjem vrtloznih struja.
Taj se tok mozZe izraziti nekom srednjom indukcijom u limu:

_® _ 5B, hra| )
2a 201 ‘ChZal

=m

(6.82)
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koja je prema indukciji B, neposredno ispod povrsine lima pomaknuta za fazni kut ((// -@p- %j To

moze posluZiti za proradun indukcije B, odnosno H ,, ako je zadan magnetski tok kroz lim, §to je

obi¢no slucaj. Fazni kut (7 — @) slijedi nakon sljedecih jednostavnih transformacija uvritavanjem za

tangense kutova y i @ uizraz tg(y — @)= gy -tgp .
I+tgy tgg
choaa sinaa
tgy = —— = (cthaa)(tg aa)
sh aa cosaa
te:
sh aa sinaa
tgp= = (thaa)(tgca),
chaa cos

a koji su ve¢ prije definirani izrazima (6.47) odnosno (6.56). Dalje je:

tgy — ¢, cthaatgaa —thaatgea  tgaa (cthaa—thaa
gy —p) =BV P g goa _ tgaa ).

1+tgy tgp l+cthaatgaathaatgon 1+tg’ aa
chaa shoa 1 .
sinaa cosaa shga  ch . ch’ aa —sh’ aa Esm20fa
tgly —¢) = Shaa CLad _ gin gg cos o =2
.- ; cosqa cosaa | sin” aa shaa choa L.
cos’ aa

pa je konacno:

sin2oa

tg(y —p)=——"—.
(7)) shoaa

Za 2aa < 0.7 je:

B, :ﬁ_l_ ZMBO =0.9981 B, ,
0.7 Vch2aa +cos2aa

_ o =arct sin2aa
. gshZaa

=40.34,

T
—p-Z=—466".
v-o-

(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.87)

(6.88)

(6.89)

Dakle, moZe se uzeti s pogreikom manjom od 1% da je srednja indukcija u limu jednaka B,. Pri tom
srednja indukcija zaostaje fazno za B, za <5°. Toliko je fazno pomaknuta struja prema induciranom
naponu (90°-5°) u namotu, koji se nalazi oko jezgre, te se manifestira kao djelatna snaga, $to

predstavlja stvarne gubitke u limovima jezgre.
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Gubici u limu (y,=x,=1m) iznose:

a 2 -
_ lj-_l 7 HZJ‘ChZCE cos2oz dz=KZ” e sh2aa —sin2aa (6.90)
F 2 &

ch2aa +cos2aa 20 ° ch2o0u +cos2aa

pri ¢emu je apsolutni iznos gustoce struje u magnetskom limu:

h _
V|=xlE|=x Z,H, s Z,H, |[h20=—coslda (6.91)
ch ya' ch2aa + cos2aa

U gornji izraz za gubitke P, treba jo3 uvrstiti:

_2B,oa ‘ch7a| 2B oa fch2aa+cos20ra
(6.92)
,u\/—— ’sh 7a‘ ,uf ch2aa —cos2aa’

shyel
l) pa se za djelatne gubitke £,

a koje dobiva iz izraza za indukciju (6.82, B, =~/2 =0 pH, B
2ca ‘ch ya

dobiva:

v

z,(18, 2aa ch2aa+cos2an sh2aa — sin 20a

Jf ch2aa—cos2aa ) ch2aa+cos2aa (6.93)
_Z, (2aa) B2 sh2aa —sin2aa
V2 ch2aa —cos2aa
gdje je: B, w/_ B,
|ch |
Specifi¢ni gubici u W/m izraZeni preko indukcije su:
P L
_g Z, (2oa)’ B sh2aa —sin2aa 6.99)

Ps =5, "~ 22a 27 "ch2aa—cos2aa’
a nakon mnoZenja i dijeljenja s 2_(;(41 :

» _2aa Z, (2oa) B3 3 sh2aa-sin2aa  @’Z, (2ay B 3 sh2aa-sin2aa
£ 3 2J_a 244 " 20a ch20a - cos2aa 6«/5 2 " Do ch2aa — cos2aa

a nakon uvrstavanja o = 1’%@;{1{ iZ, = Wf% dobiva se:
K

(6.95)
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lco Kla) P e
2 a 2 2 2K 5> 3 sh2oa-sin2aa
Py = 3 Qa)y B, —————— (6.96)
61 2aa ch2qa —cos2aa
ili:
K s> 3 sh2aa-sin2aa W
=—w(a)B, ——m— —. 6.97
Pe =4 (2a) By 2aa ch20a —cos2aa m’ (827

Ocjena gubitaka u limu za dva krajnja slucaja skin efekta je:

a a L .

aa = 7 <<1, aa = 7 >> 1, jako izrazen skin efekt
K 3

Pg =—0’(2a)'B, D, Ef—aa)z—1~B,f1 = (LB aw’B}.
24 4 1 2\ 2u

B,=B, 5 CHK
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6.3 SKIN EFEKT OKRUGLOG VODICA

U okruglom vodi€u polumjera R, postoji centralno simetri¢no polje. Velidine polja ovise samo o
polumjeru r, [11]. Elektri¢no polje i gusto¢a struje u voditu imaju samo aksijalnu komponentu, a
magnetsko polje samo tangencijalnu. Stoga je pogodno koristiti cilindriéni koordinatni sustav.

Uvodi se veli¢ina:

; ¢ . WUK 3
==y =1+ jaf =-2ja’ = —21% =—joux,

k2

- (6.98)
k=(1-ja.

Kao §to je ve¢ poznato jakost magnetskog polja ima tangencijalnu komponentu (&) koja je ovisna o
udaljenosti od sredista r» H = a, H(r). Na povriini vodia je jakost magnetskog polja:

, .
H(R)=H, = zﬂ; . (6.99)
0

Za slutaj da voditem tede istosmjerna struja (/) u pozitivnom smjeru osi z (ovdje bi to moglo, na
primjer, biti u smjeru iz ravnine papira), a koja je jednaka efektivnoj vrijednosti izmjeniCne struje

I, /\/5) odnosno:

I
== 6.100) .
N} (0.100)

otpor vodi¢a po jedinici duljine za istosmjernu struju je:

R==l 1 ) (6.101)
K Ry

a djelatni gubici po jedinici duljine su:

" I 1
P_=I'R =———. (6.102)
2 KRy

Jakost magnetskog polja unutar vodica je:
B0 ra (6.103)

V2R Y '
a unutarnji induktivitet okruglog vodi¢a po jedinici duljine poznat je od prije i iznosi: L_= g‘—o .

T

Za slu¢aj da voditem tece sinusna izmjeni¢na struja amplitude J, promjena jakosti magnetskog polja u
vodicu definirana je rjeSenjem jednadZbe ravnog vala u cilindri¢nom koordinatnom sustavu:

AH=y'H (6.104)
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Aﬂza{Aﬂ —i(H +2aaﬂ“ﬂ+a{Aga—%(ga—zaﬂ-’ﬂmAﬁz:yzﬂ,(6.104.1)
r r -

- a oa

7 . . .. OH
S obzirom da postoji samo komponenta f,(r) koja je iskljutivo ovisna o r pa je 1 —a—_—’ =0 od
a

gornjeg izraza ostaje:

AE%(AL—%&):/;H- (6.105)
E Z
Dalje je
2 1 2
Aﬁa=l£(i’aﬂ‘”j=l 6ﬁ“+ra EZ" =—aﬁ‘“+a ﬂz"’ (6.106)
ror\ or r\ or or r or or
ili poto se ovaj izraz uvrsti u prethodni dobiva se:
16H, &H, H, .
S g =t 2w H . 6.107
r or or’ I & L ( )

U daljnjem se razmatranju moZe izostaviti oznaka @ u indeksu polja pa se dobiva Besselova
diferencijalna jednadzba:

2
d ﬁ+lﬂ§+(_z2_i)ﬁ=o (6.108)

ar’ r dr r2

o . 2 2
ili uz ve¢ uvedene oznake k™ = —y":

d’H 1dH (
— =+

1
K —— |H=0. 6.109
ar’ r dr rzj_ ( )

Sli¢na se jednadzba dobiva i za jakost elektri¢nog polja:

2
‘ZZE+1%€+&2E=0, (6.110)
¥ ¥y ar

Ovdje ¢e se prvo razrijesiti jakost magnetskog polja, a jakost elektricnog polja dobit ¢e se iz prve

Maxwellove jednadZbe ( E=== rot A ). Naravno da se moglo po¢i i od diferencijalne jednadzbe za
K

jakost elektri¢nog polja (6.110), ali bi se onda, obrnuto iz rjesenja za elektri¢no polje dobilo rjeSenje
7 2

za magnetsko polje sad prema drugoj Maxwellovoj jednadZzbi (rot E=- ,u% =—jouH ==
K
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Opc¢e rjeSenje Besselove diferencijalne jednadZbe za magnetsko polje glasi:

H=CJ (kr)+C,N,(kr). (6.111)

C, i G, sunepoznate konstante. J,(kr) i N,(kr) su Besselove funkcije prve odnosno druge vrste

(Neumanova funkcija), prvog reda. Ako argument kr teZi k nuli funkcija druge vrste N \(kr) tezi ka
beskona¢nosti. S obzirom da magnetsko polje u sredi§tu ima kona¢nu vrijednost to je konstanta

C,=0.
Na sli¢an je natin rjesenje jednadzbe za elektri¢no polje E = C\J, (kr)+ C,N, (kr) gdje su J, o(kr) i
N, (kr) Besselove funkcije prve odnosno druge vrste nultog reda.

Besselove funkcije nultog i prvog reda imaju brzo konvergentne redove (z=kr ):

sim gl o3 -l
’ n*2) @*\2) @n:l2) 7

, ) . (6.112)
z 1 (z 1 (z 1 (z

J@==|l-—|= | +—| = | ——| =] +...},
2 1121\ 2 2131\ 2 3141 2

a za neke velike argumente, to jest za z>>1 pribliZno iznose:

J(2)= 1/% cos(z —%j,

(6.113)
2
J(2)=— cos(z —3—”)
Tz 4
Za Besselove funkcije p-tog reda vrijedi pravilo deriviranja:
i[J @)|=-L7,(2)+J,,(2) (6.114)
dz" " 7 P p-1 . :
Preostaje da se odredi konstanta C, a iz rubnog uvjeta H = H (=R, z= kR,)) pa je:
H
C =—=2— (6.115)
J(kRy)

Ova se sad konstanta uvrsti u izraz za jakost magnetskog polja H = C,J,(kr) i dobiva se kona¢no
izraz za jakost magnetskog polja:

(6.116)
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Za razligite vrijednosti parametra aR, (od 1 do 5) dobivaju se razdiobe apsolutne vrijednosti jakosti
magnetskog polja i njegove faze u ovisnosti kako je prikazano na slikama 6.1016.11.

Slika 6.10 Razdioba apsolutne vrijednosti magnetskog polja (H,) po relativnom promjeru
okruglog vodica, parametar aR,

Faza, rad

‘o 08 06 04

N — S [
0.2 0.4 0.6

Ry 1j
| S

Slika 6.11 Fazni kut magnetskog polja (H,) po promjeru okruglog vodi¢a, parametar
aR,

Jakost elektri¢nog polja odreduje se iz prve Maxwellove jednadzbe primjenom operacije ,,rofor na
s . oA - J,(k
rjeSenje za jakost magnetskog polja H =a, H ﬁ)—

H, odnosno:
J,(kR,)
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rotH=J. (6.117)
N . & _ 5 OH
Postoji samo z komponenta rotora magnetskog polja (H = H,, —==0):
a
_ 1 _ H 1 -
rotH =a,— i(rﬂm)—L =az—3(r§a), (6.118)
r|or oa r Or
Jakost elektri¢nog polja je:
E=L-H_5 19 .5 (6.119)
K K T kror

Uzevsi u obzir da je:

d d d d

B P = _=]_cf1_ (6.120)
dz d(kr) kdr dr dz
primjena gore navedenog pravila (6.114) deriviranja Besselovih funkcija daje:
oL Tl 1 H, Jilir]) +rH, . —-]—Jl(lg’)+J0(l£r) =
Kk wr| CUR) TR
—a g, D) g W& g kg —aLrH,—E g
| S GR) T (R T (KR, w0 T (kR,)
(6.121)

ili konaéno:
E-g Ly L&) (6.122)

K J(kRy)

Za razlicite vrijednosti parametra aR, (od 1 do 5) dobivaju se razdiobe jakosti elektricnog polja i

njegove faze kako je prikazano na slikama 6.12 i 6.13. Da bi se pravilno normirala jakost elektri¢nog

1 0
ol

polja odnosno gustoca struje u vodi¢u u gornji izraz treba uvrstiti H 0= pa se dobiva:

Eog kLo R Jytk) VKR, 1, Jo(kr) . 1R, , Jy(kr)

_ kR, Jo(kr) _

L=a, = 2 - = 00 a,= E, a.,
K2Ry Ry J\(kR)) 2 x Ryzm J\(kR,) 2 x Ji(kR,) 2 J(kR,)

(6.123)

, E,==% (6.124)
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jednolika gustoéa struje po presjeku vodi¢a za istosmjernu struju iznosa /y odnosno odgovarajuca
jakost elektri¢nog polja.

abs(E/E), abs(JNy), rj

Slika 6.12 Razdioba apsolutne vrijednosti elektri¢nog polja odnosno gustoce struje (£,
J.) po promjeru okruglog vodi¢a, parametar aR,

Preostaje jo§ odrediti kvocijente djelatnog otpora i induktiviteta i istoimenovanih veli¢ina za
istosmjernu struju. Kao i u slugaju vodljive plo¢e krenut ¢e se od gubitaka. Gubici ¢e se odrediti na
temelju Poyntingovog vektora primijenjenog na harmonijske veli¢ine (fazore).

Poyntingov je vektor usmjeren prema unutra$njosti vodi¢a, a po oplosju vodica je konstantan.

e R S B | A+ T 5 S S o Gt ) | i o S iR |
| i | ! i |

Faza, rad

Slika 6.13 Fazni kut elektri¢nog polja odnosno gustoce struje (E., J-) po promjeru
okruglog vodi¢a, parametar aR,
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Integral:
2
w, :—lI(ExE*)ﬁdS:AM (6.125)
2% 4rzxR, J,(kR,)
se racuna po oplo§ju S (2R, 7).
Djelatni gubici po jedinici duljine su:
2
P_=%Re L I(E xH idS | == ly Re kJO(/fR") ) (6.126)
& 21y 4rxR, J (kR,)
Kvocijent gubitaka za izmjeni¢nu i istosmjernu struju je:
IR,

p s
= B _ ARaR me[ 2 Jo(zgRo)j _aR, me[(l AW pa&)]. 6.127)

P L Ji(kRy) ) 2 Ji((1=)aRy)

2R 7k

Magnetska energija po jedinici duljine jednaka je imaginarnom dijelu integrala kompleksnog
Poyntingovog vektora po oplosju S (2Ry7) (za harmonijske velitine je: j@ < d /dt, a takoder je
zanemarena prostorna gustoca energije elektri¢nog polja u vodi¢u u odnosu na prostornu gustoéu

magnetske energije, [11], tocka 9.3):

2
W, = S| [(E xS | == Lo g LoERD) )
ols Brok, "\ J,(kR,)

S druge je strane magnetska energija:

W, =11,
5

Ny Eo)

pa je unutarnji induktivitet:

T 2noKR, ~J(kR)

Kvocijent ovako izraunatog induktiviteta i induktiviteta za istosmjernu struju je:

[04
k, = Lo 270NR, Sm[(l_ ) Jo((l—f:)aRo)}.
L. th J((= j)aR,)
8

(6.128)

(6.129)

(6.130)

(6.131)
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Faktor ispred znaka JIm(...) je:

8ar _ 4a _ 2a N 20(2 _ 2 . (6.132)
2rorR u,  @kRp, Ry(wxu,)/2 R~ Ry
Konacno je:

2 J((1—j
PR U, W 1- pLold=JaR) | (6.133)
L. oR, Ji (1= j)aRy)

. . R : . . .
Za vrlo izrazen skin efekt: oR, :7°>>1 faktor (povecanja prema onom za istosmjernu struju)

aR,
djelatnog otpora za izmjeni¢nu struju priblizno je 2—20—. Faktor (smanjenja prema onom za

istosmjernu struju) induktiviteta priblizno je k, = —— $§to se moZe uociti i sa slike 6.14.

0

R —

Faktori kR, kL, T

05- - - === 1 -

|
25-- - - o | == Faktor djelatnog otpora: le
L— Faktor induktiviteta: k|

i Syl |

=T

Slika 6.14

Ovisnost faktora djelatnog otpora k, i induktiviteta k, o aR,
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7 HERTZOV DIPOL

Elektri¢ni dipol, kojem se mijenja iznos dipolnog momenta s vremenom u neograni¢enom prostoru
zove se Hertzov dipol. Dakle, Hertzov dipol je dinamicki elektri¢ni dipol i najjednostavniji je zrace¢i
element. To je u biti tanki ravni vodi¢ (Zica) i kratak da se razdioba struje po njegovoj duljini moze
smatrati jednolikom. Izvor promjenjive elektromotorne sile prikljuuje se priblizno na sredini vodica
(slika 7.1). Vodi€ je za izvor trosilo. Izutavanjem Hertzovog dipola se postavlja prvi put dosad nadin
nastanka elektromagnetskih valova proizvedenih pretpostavljenim razdiobama naboja i struja u
slobodnom i neograni¢enom prostoru.

Prema ve¢ poznatoj definiciji je:

p=qa (7.1)

je dipolni moment, a vremenski promjenjivi elektriéni dipol je:

P_%U5. 4, (7.2)
ot Ot

a razmak negativnog i pozitivnog naboja a prema veé izloZenom moze se smatrati da je diferencijalne
veli¢ine.

Slika elektri¢nog polja za slu¢aj kad se dipol napoji iz istosmjernog izvora (frekvencija nula) dana je
na slici 7.1, lijevo, [31]. Za slu¢aj izmjeni¢nog napajanja oscilacije struje duz vodi¢a proizvode polje
koje se takoder mijenja u istom ritmu te se §iri dalje od dipola, a silnice elektri¢nog polja zatvorene su
linije (slika 7.1, desno).

>l i ~
G-

/ E\
i |
g | !
\ \ /)

\ /
- /
v
= - 7
Slika 7.1 Hertzov dipol — slika elektri¢nog polja dipola pri istosmjernom, lijevo i pri

izmjeni¢nom napajanju, desno

U sljede¢em dijelu teksta dat ée se matematicki model Hertzovog dipola pomocu kojeg je donekle
to¢no moguce opisati mehanizam zraéenja elektromagnetskog vala.
Veé je ranije u poglavlju o elektromagnetskim potencijalima, a posebice Hertzovom vektoru odnosno

potencijalu (5.4.3) utvrdeno da bi Hertzov vektor bio: /7 = 417 , ali uzimajuéi u obzir da je sad

ey
dipolni moment p =ga dinamitka veli¢ina. Mogao bi se prema istom poglavlju odmah racunati

magnetski vektorski potencijal, [3], [17]:

- oI o( p
A= el - 2| P 73
HE o #86t£47mj 3)
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$to u slobodnom linearnom, izotropnom i homogenom sredstvu daje izraz:

- oI op

A =y5——zi—p_ (7.4)
ot 4w ot

S druge strane, neovisno o razmatranjima Hertzovog vektora, moze se krenuti od poznatog izraza za
magnetski vektorski potencijal:

Jo B i g ds
A_47r : ’Rt CArx i-ﬂ?—?’l' (7.5)

U ovom je kontekstu nevazna pozicija dipola pa ée se postaviti u ishodiste u smjeru osi z: (slika 7.2)
pa je:

Y ids _ u 0p

"I { ama 9

Sto je ve¢ dobiveno i iz definicije Hertzovog vektora. Daljnja razmatranja o Hertzovom dipolu mogu
te¢i na sljedeci nacin.

Slika 7.2 Hertzov dipol — oznake veli¢ina u kuglinim koordinatama

S obzirom da je elektri¢ni dipol u ishodistu u smjeru osi z, tad su ostale dvije komponente jednake
nuli:

—_— = 7.7
ot o P a7

magnetski vektorski potencijal 4.:
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KM

7.8
4w ot 4Amr (75)

Skalarni potencijal slijedi iz Lorentzovog uvjeta koji je u vezi je s Lorentzovim baZdarenjem odnosno

, = 0
jednadzbom kontinuiteta, a prema izrazu 5.66 (divA + ;185’@— =0), odnosno:

%__Cz%__ﬁi(ﬂj___ﬂc_zﬁ(ﬂlﬁﬁ (7.9)
ot 0z 4z oz\ r dr or\ r )oz’ '

¥
Sad se ovdje treba uzeti u obzir kasnjenje (,retardiranje”) potencijala. Prvo treba izracunati —a—(ﬂj .
r\ r

Cinjenica da se propagacija veli¢ine p(t) iz ishodista o¢ekuje na mjestu 7 nakon vremena r/c zapisat

¢e se u obliku: p(?) = p[t —lj )
c

Odavde je:
o __ op 6(t—r/c)_6_p6(t—r/c)__l@__p'(t—r/c)__ﬁ' (7.10)
or 0o(-rlc)y O) ot or c ot c c’ ‘
odnosno:
d_1»__r (7.11)
or c ot c
a druga vremenska derivacija izvodi se na sli¢an na¢in:
@p_ 0 [6p)_ 0 [ p’j_ 1op'o(t—r/c) p"
i o e RV T
or 6r' or) or\_ c c ot or c 7.12)
o__r
or c
Prema tome je i(_p_)
or\ r
o
ﬁ(&' _o P p (7.13)
or\r r re ¥’
a elektri¢ni skalarni potencijal ¢ je:
2 " {
§£=£(£_+%jﬂ. (1.14)
o 4r\rc r)oz
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U kuglinim je koordinatama:
e z=rcosd
o r=x +y2 +2z* odakle je:

27'g:22,@23200519. (7.15)
oz oz r

Kona¢no je vremenska derivacija skalarnog elektri¢nog potencijala:

—62:+L(p—+£]cosz9, (7.16)

ot dmue\ re 1

a poslije jedne vremenske integracije dobiva se potencijal s neodredeno3éu do izvjesne konstante:

:LEQJF%)coss. (7.17)
4re\rc r

Neka se na trenutak zapazi da iz ove jednadzbe uz p'=0 (stacionarno stanje) slijedi izraz za
elektrostaticki potencijal dipola koji je ve¢ prije bio definiran.

Koriste¢i (7.8) komponente magnetskog vektorskog potencijala u kuglinim koordinatama su:

A,=Azcos.9=£cosl9, (7.18)
4mr

ne ovisi o azimutalnom kutu o,

Ay=-A sind=-2 sing, (1.19)
4ar

takoder ne ovisi o azimutalnom kutu « te:

A4,=0. (7.20)
Jakosti magnetskog i elektri¢nog polja mogu se odrediti iz definicijskih jednadzbi preko magnetskog
vektorskog potencijala (tocka 5.4):

_ 1 -

H=—rotA, (7.21)

E=-——gradp. (7.22)

Pojedine komponente jakosti magnetskog polja (H,, Hy, H ) su redom:

e radijalna:

(7.23)
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e tangencijalna (meridijalna):
H, = Lrotd ay= A3 L &4 oled,) )} 0, (7.24)
Y7 M r|sing da or
e azimutalna:
H,= l tda, _ 1 [—-—a(rAS)~%}=—l—l _E[,Up sxn@) omw ——cos |, (7.25)
y7, ,ur or 08| ur| or 4r 89 4mr
ili:
H, = L[ﬁ— + ﬁ} sind. (1.26)
qaorl ¢ r
Prema definicijskoj jednadzbi jakost elektri¢nog polja je:
E=-———gradgp=
=—3ﬂa‘z—[ari+agli+aa 1 ij ! (p p)cosg (1.27)
ot 4mr or r 09 sin9 oa )| 4re r

=-—ﬂ’;cos.%r-+&sinl969—[&r£+a‘gl—(—a—+aa ,1 _é’_) L(—‘IL+% cos§
r dmr or r 09 sin% da )| 4me\rc r

Odatle su pojedine komponente jakosti elektri¢nog polja (E,, Eg, E, ):

e radijalna:

L e e e
4 rc- rc r'c r

" 4mr dre or\rc r r e
(7.28)
Erz—ip—cosx9+ “ >-cos 9+ ! z(p chos.Q (7.29)
4r 47rec 2mer-\ ¢ r
0
E = ——1—[" p)coss (730)
2rer’ r
e tangencijalna (meridijalna):
E, =+ Ging+— L (2 pz 1smS (7.31)
4mr 4re r)r
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E, =L[£2-+£+£2]sin9, (7.32)
drer\ ¢ rc r

e azimutalna:

E =0. (7.33)

Treba napomenuti da je obicaj da se » - komponenta zove jos i radijalna komponenta, 9 - komponenta
— tangencijalna, a & - komponenta — azimutalna.

Dakle moZe se ustvrditi da ¢e kod Hertzovog dipola postojati samo azimutalna komponenta
magnetskog polja (kao paralele na kugli) te radijalna i tangencijalna komponenta elektri¢nog polja (u
meridijalnoj ravnini). Oba su polja su medusobno prostorno okomita.

Da bi se dobio pregledniji uvid u veli¢inske odnose, najbolje je primijeniti izvedene jednadzbe na
harmonijski dipol, u kojemu se naboj mijenja po zakonu sinusa s kruznom frekvencijom @ .

U simboli¢kom nacinu pisanja p = p e’ postoji odnos p'= jop, p''=-a’p.
: P=P, P P, P £

Jednadzbe polja prema izrazima (7.26), (7.30) i (7.32) sad glase:

H, = ip[_ﬂﬂ'ljsins, (7.34)
dr =\ ¢ r
E = Lp(f—ah—l;Jcosg, (1.35)
,,2”‘57_. rc r
o1 2o .
E, =—p[—%+ﬂ+ins1n3. (7.36)
drer — ¢ rc r

Svaka se komponenta sastoji od nekoliko pribrojnika &iji se iznosi medusobno mogu usporedivati.
Oznace li se komponente magnetskog polja na sljedeéi nagdin:

2

@ w ’

H, = £sin9 iH,= %sing, (7.37)
4mre 4mr

tad je:

da = _ﬁal + jﬂaZ H (738)

a njihov je kvocijent:
=—. 7.39
I (7.39)

.. s € .
Komponenta H ,, se moZe zanemariti prema H ,,, kad je — << 1, odnosno kad je:
re

ros oM _ A

o 2 27 (7.40)
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pri ¢emu je:

M =c. (7.41)

. [ . A L
Ovdje je jo§ A= 7 duljina vala koja odgovara frekvenciji /. S druge strane za » << 2— moze se
V4
zanemariti komponenta H ,,, a ostaje samo kvazistacionarno polje.

Komponente elektri¢nog polja su:

e radijalne:

(0]
E,=-22 cos9,  E,=-Licos8, E =jE,+E,. (7.42)
2rer’c 2rer

e tangencijalne:

o' p
2 3

Eg = 3
drerc drerc

. wp . p . .
sin@, Eg = = sin9, Eg=—"7sin®, Ez=-Eg3+Exn+JjE,.
4rer
(7.43)
Ako se uzme mjerodavnim kvocijent svih ostalih komponenti prema E g , dobiva se da je opet vazan

. c
kvocijent —.
re

Cim taj kvocijent postaje manji od 1 (ili » >> 2—), mogu se zanemariti sve ostale komponente u
V4

odnosu na E g, . [ obrnuto, kad je r << Py elektriéno se polje svodi na staticko (kvazistacionarno),
V4

te preostaju komponente Eg, i Eg; te E,; i E,,. Tako su ti kvocijenti:

202
:"E—_'l:.2£ctg'9’ EJZ :z—cz—ctg,g, (7.44)
E;, ro Ey ro
2
E_&:i, _E_-”_: 20 = (7.45)
Ey; ro E, ro

A
Za elektromagnetsko polje Hertzovog dipola zanimljiv je samo slucaj za udaljenosti 7 >> py kad su
/4
iznosi magnetskog i elektriénog polja priblizno:

" 2

; @ . .. ’
e H,= P sing J(-H,=- - sin & za harmonijsko polje), (7.46)
4mre 4mre
" a)zp
o E,=—% _sing,(~E, =———=;sin9 zaharmonijsko polje). (1.47)
4rere 4rerc
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Na velikim udaljenostima od dipola preostaju samo azimutalna komponenta magnetskog polja i
tangencijalna komponenta elektri¢nog polja koje su medusobno okomite i okomite na smjer $irenja
vala u smjeru radijus vektora, dakle preostaje tipi¢ni kuglasti val. Brzina $irenja vala u smjeru radijus

i F o G . v s gk : .
vektora opet iznosi c, jer je uzeto da je p = p| t——|, avalni otpor §irenju vala iznosi:
c

E, _1_
H(Z

&c

L_|# (7.48)
&

kao i za ravni val. Silnice polja su postavljene kao paralele i meridijani na kugli. To se podrudje polja
zove emisijska zona.
Harmonijski dipol na velikim udaljenostima ima efektivne jakosti magnetskog i elektri¢nog polja:

O Dy
H,,=—sing, 7.49
“ " Ame (7.49)
2.
@ Py .
E, =—Lsind. 7.50
" dperc? (7.50)

Karakteristi¢no je za ovo dinamicko polje da opada razmjerno s udaljenoséu r . Polje statickog dipola
opada s treéom potencijom udaljenosti 7°. Longitudinalna komponenta polja postoji samo u
neposrednoj blizini dipola, a naro€ito u njegovu smjeru, gdje uopée nema transverzalne komponente.
Ona je mjerodavna za razdiobu naboja na dipolu.

7.1 ENERGIJA ISIJAVANJA

Neka se promotri Hertzov elektri¢ni dipol, s obzirom da se polje magnetskog dipola bitno ne razlikuje.
Ovdje ¢e sad dobro posluziti Poyntingov vektor. Odmah se moze eliminirati radijalna komponenta
elektri¢nog polja, jer ona s azimutalnom komponentom (a to je jedina komponenta) magnetskog polja
daje tangencijalnu komponentu Poyntingovog vektora, dakle predstavlja kruZenje energije oko dipola,
a ne doprinosi isijavanju energije u prostor.

Prema tome preostaje samo tangencijalna komponenta elektriénog polja. Ona s azimutalnom
komponentom magnetskog polja daje radijalnu komponentu Poyntingovog vektora. Ta je komponenta:

L (P2 ,pp", po+p” pp). s
I =FEH,=———|—F+2"—+25—-L 4+ I5in* g, 7.51

T 167:2.572[ c rc? rc r (7.5
a dobivena je mnoZenjem:

e tangencijalne komponente elektri¢nog poja:

E,= L[p—ﬁ £, ﬁz)sing, (7.52)
4rer\ ¢ re r

e azimutalne komponente magnetskog polja:

H, =—1—(p—+£)sinl9. (1.53)
dmr\ ¢ r
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Radijalna komponenta Poyntingovog vektora (7.51) ima Cetiri pribrojnika, od kojih je samo prvi
uvijek istog predznaka s obzirom da je prvi pribrojnik kvadrat. Za harmonijski dipol ostala su tri ¢lana
&iste periodi¢ne funkcije, te ne doprinose strujanju energije ve¢ zapravo znace titranje energije. Dakle,
iznos Poyntingovog vektora je:

"2 G112
p'"sin® @ 4 .,
lera e g s
gdje je s 4 oznaceno:
"2
a=-2L (1.55)

8rec’

A

Dijagram I', =T, (3) za neki odredeni kvocijent Py zove se emisijski dijagram, a za Hertzov dipol
w

prikazan je na slici 7.3.

Pomoéu Poyntingovog vektora dolazi se do izraza za emisijsku snagu dipola kao njegova integrala po
zatvorenoj plohi (element povrsine je: dS = r* sin 9d9da ):

2rx . 2 . T T
P=§JTdS = zi j | Em—zgrz sin 9d9da = A [sin* 949 = 4 j (1-cos’ 9)(~d cos 9), (7.56)
h) T 00 r 1] 0

\Z

!

Slika 7.3 Emisijski dijagram Hertzovog dipola
1 i 1. 1) 4
P=A -cos§+—cos’ 9| =4 1——+1——]=—A (7.57)
3 A 3 3) 3
ili nakon uvrstenja izraza za 4:
12
p=2> (7.58)

6rec®
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Za slu¢aj harmonijskog dipola iznosila bi srednja snaga:

4 2
(2]
p=2P¢

6rec’

(7.59)

Emisijska snaga raste vrlo brzo s porastom frekvencije. Daljnja razrada snage ovisit ée o praktinoj
realizaciji dipola. Ako ga se zamisli kao kondenzator razmaka elektroda a (to mogu biti dvije kugle ili
dvije plo¢e kao na slici 7.1 iz uvoda u ovu to¢ku) na koje je priklju¢en napon frekvencije @, teéi ée
struja odredena impedancijom kruga. Iznos naboja ¢e se mijenjati s frekvencijom @, a njegova ée
efektivna vrijednost biti:

I
0, = = (7.60)

Efektivna vrijednost dipolnog momenta ée biti:

Ia
= a=—. 7.61
D Qef e ( )

Uz:

Z, = \/Z ic=Af (7.62)
&

emisijska snaga Hertzovog dipola poslije uvrStenja (7.61, Do :_a) u izraz (7.59) te zamjene
(0]

' .
(Af)? 7.63)
Jue (

03=

1znosi:

(7.64)

472 2 2 p2 2 2,
P_w[a Jue An’f P (g) 12=2”Zw,(£) I3

S oene(if) 6 A 372

Ta je snaga jednako oblikovana kao i snaga utrosena na nekom djelatnom otporu kojim protjete struja
efektivnog iznosa I:

P=R,I’ (7.65)

pa kad se to usporedi s izrazom (7.64) dobiva se izraz za otpor isijavanja:

R =275 (ET (7.66)
isH 3 vo ﬂ. : s

R, je otpor, koji predstavlja energiju isijanu u prostor nepovratno.
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On se zove otpor isijavanja, u ovom slu¢aju Hertzovog dipola. On ovisi 0 valnom otporu prostora te o
valnoj duljini i dimenzijama dipola. Veliki zna¢aj ima medusobni razmak a izmedu naboja, odnosno
elektroda. Izvedene jednadbe vrijede uz uvjet da je duljina dipola mnogo manja od valne duljine:

a<<A.
Tako na primjer, valnom otporu vakuuma Z, =377€2, duljini vala A=10m te razmaku naboja

dipola 0.5m odgovara otpor isijavanja R, =1.97Q.
Za ocjenu emisije dipola znagajni su u prvom redu emisijski dijagram i otpor isijavanja.
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7.2 STAPNA ANTENA

Ako ravnim vodi¢em ograniCene duljine tece struja, on pobuduje elektromagnetsko polje u okolnom
prostoru, (slika 7.4). Po njemu struja moZe biti i nejednoliko raspodijeljena, a uz to i vremenski
promjenjljiva. U njegovom duzinskom elementu oz’ postoji naboj dQ koji duljinu dz’ prode
brzinom v.

dQ = adz', 1 =2, (7.67)
daz'
40 _do& d0,_ i, (7.68)
dt  dZ' dt d?
ili:
dQv =i dz'= p' (7.69)

§to se izvodi prema definiciji elektriénog dipolnog momenta p i njegove prve vremenske derivacije p"
dg

=qa, p'=—a=ai. (7.70

p=qa,p=— )

Struja u $tapu opéenito iznosi:

i=f(z)cos(wt+9), (7.71)
gdje se s funkcijom f(z") uzima u obzir razdiobu struje u trenutku t, = ¢ na duljini z".
w

U ovom razmatranju treba uzeti u obzir kasnjenje (,retardaciju®) struje, pa je:

i=f(z") cos[a)(t - Ej + (p:’ . (7.72)
¢
Dalje je:
; R
p'=idz'= f(z')cos{(o(t - —J + ¢7:'dz’ . (7.73)
c

Radi lakseg ratuna moZe se upotrijebiti simboli¢ki nacin prikazivanja za harmonijsko polje, paje:

p'=f(z") ejw[l CJdZ', (7.74)

of R
p'=jo f(z')em( dez'. (7.75)
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Slika 7.4 Stapna antena

Prema jednadzbi za jakost elektri¢nog polja elektri¢nog dipola izraz:

”

P s
dE, = sin & 7.76
*~ 4zec’R (7.76)

vrijedi kao dobro priblizenje za elektri¢no polje na velikim udaljenostima od Stapne antene.
Takoder dalje, iz geometrijskih odnosa vrijedi:

Rsin@=rsing, R=r—z'cosd. (7.77)

(R
jo| t-——
Posto se (7.75, p''= jo f(2' [ ”]dz') uvrsti u izraz za jakost elektri¢nog polja (7.76) i primijeni
p=J

integracija po cijeloj duljini $tapa dobiva se:

j i jol == | 'a)z—'cos\9
L Josin® =3 § f(2)dz'. (7.78)

=9 =
drec’r

—

0|~

Kao $to je veé poznato, magnetsko se polje dobiva iz kvocijenta elektri¢nog i magnetskog polja

odnosno putem valnog otpora é = £ ako se polje promatra u sredstvu bez gubitaka (na primjer
—_—a g

vakuum ili zrak). Kao $to se vidi za konagno rjesenje polja, potrebno je poznavati razdiobu struje po
voditu odnosno funkciju f(z'). Na razdiobu struje u vodicu utjee oblik vodica i nadin njegova
napajanja. Isijavanje energije nepovratno u okolni prostor odrazava se kao povecanje otpora vodica,
odnosno povecanje njegovih gubitaka.

To ima za posljedicu prigusenje amplitude struje duz vodica, dakle kona¢no utje¢e i na razdiobu
struje, pa bi se morali popraviti iznosi polja. Potpuno egzaktno rjeSenje problema trazi metodu
postupnog rjesavanja. U mnogo slutajeva ne treba voditi o tom rafuna, kao kod svih vodiGa koji
svojom duzinom ne prelaze duljinu vala.
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2 2
Faktor u eksponentu dijela podintegralne funkcije u (7.78) wi=72'=7ﬂz je malen ako je
c
duljina vodi¢a mala prema duljini vala / << A to jest odgovaraju¢i je eksponent jednak nuli, a cijeli

eksponencijalni ¢lan podintegralne funkcije priblizno je jednak jedinici:

.z
Jjw=—cos 3
c

~1. (7.79)
Tad se jednadzba za jakost elektri¢nog polja pojednostavljuje i postaje:
I

. . " r
jwsing fw(“;
=———¢
dzectr

E

)e/'w i[f(zv) dz' (7.80)

pa integral predstavlja povrsinu u dijagramu razdiobe struje ovisno o duljini vala.

lm
Y2 t/2
Slika 7.5 Trokutasta razdioba struje po duljini dipola

U slu¢aju trokutaste razdiobe struje (slika 7.5), koja se javlja pri / << A i napajanju strujom u sredini
) . . 1 5k .
vodica, povrsina ispod funkcije razdiobe struje po duljini $tapa iznosi %, te je jakost elektri¢nog

polja:

E, = wlsm&j.m sin[w(t—£)+(p]. (7.81)

8zec’r c

Iz Ey se moZe izradunati H,,. Isijana je energija proporcionalna kvadratu polja, pa je kvocijent
kvadrata polja Stapne antene s trokutastom razdiobom struje i kvadrata polja Hertzovog dipola

(I=1,/2):

wlsin§ I,
I 2
M = L . (7.82)
sind  , Ia 2a
7,0 —
drecr @
Otpor $tapne antene je, dakle:
2 2 2 2
Riss'a = RisH(-l_) . levo(ﬂj [Lj = zZvo [’l—) N (783)
2a 3 A1)\ 2a 6 A

TEORIJA POLJA I VALOVA



333

Oblik emisijskog dijagrama se uopée ne mijenja prema emisijskom dijagramu Hertzovog dipola, samo

je otpor veci (a s tim i snaga), (slika 7.6).

Slika 7.6 Emisijski dijagram $tapne antene istog je oblika kao i emisijski dijagram Hertzovog

dipola

Poseban slutaj predstavlja sinusna razdioba struje po vodi¢u pri €emu je duljina
mnogokratnik duljine poluvala A/2, odnosno:

Tad je funkcija razdiobe struje:
. z'
f(")=1,sin|2r—-a|.
A
Kut « dobiva se iz uvjeta da je struja na krajevima vodic¢a nula:

+
f[iéjzlmsin(2;r£—/i—a)=0—>27zé{—a:m7r,

A
gdje je m bilo koji pozitivan cijeli broj. Stoga je zbog (7.84, l=m 2 ):

2”__111(/1/2) —mr="" _mn mr

/
a=2r—-mrx=
22 22 2 2

te je kona&no funkcija razdiobe struje f(z'):

z’ 21 mrr
V=1 sin|2r—-a |, A=—,a=——,
f(z") msm[ 71‘/1 aj >

f@)=1, sin(mn§+m_;j=zm sin[m,{;%ﬂ.

vodi¢a (/)

(7.84)

(7.85)

(7.86)

(7.87)

(7.88)

Sad se s tom funkcijom razdiobe struje po duljini vodi¢a moZe izraCunati polje. Jakost struje

predstavlja tjemenu vrijednost struje, koja iz izvora dotjece u sredinu vodica.
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Integral:

.z
Jjw—cos 3

e ©  f(z"Hd

I

Iy =

0~

po uvrstenju (7.88, f(z')=1, sin[m;r[ZT + %ﬂ) te uz:

i‘Qz':j27riz'=j272'£i=j27r z' =jﬂzv
c A 21/ m) l
postaje:
L '
Iy =1, ]'ejmimss sin m;r(ZT' + l)dz’

1
2
azjﬂccsé‘, b:m—”, =22
/ I 2
Dalje je jos:
1
a’ =-m’n*—cos’ 9,
/
1
b2 =m27r21—2,

2 2
a+b’ = (ﬁlﬁ) (l—cos2 9)= (—ml—”J sin’® 4.
Za sinus funkciju moZe se pisati:
. z' . ' mrw zZ' . mrx
sinmz| —+— | = SInmxT —CcoS—— + COS M —Sin ——
[1 2) 1 2 /

pa su sljedece tri etape rjeSavanja integrala:

az

e cosbz'dz' |,

e O~

]

2
M g . . mx
I=1,|cos— Ie‘” sinbz'dz' + sin——
2 2
2

|~

(7.89)

(7.90)

(7.91)

(7.92)

(7.93)

(7.94)

(7.95)

(7.96)

(7.97)
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L
az' 2

(asinbz'-bcos bz')+sinm % . Ze 5 (acosbz'+bsin bz')} (7.98)
a +

H

2

a*+ b’

!

(7.99)
/]

2

I1=1, %{cos mZ (asinbz'-bcos bz')+sinm % (acosbz'+bsin bz')}

Nakon uvrstavanja koeficijenata a, b i ¢ prema (7.92) te evaluacije na gornjoj i donjoj granici
odredeni integral prema posljednjem izrazu (7.99) postaje:

mm
j——cos
3

e n( .mm . T mrxw T
1=1, ——z—[cosm—[J—COSSSmm————cosm—)+
(mﬂj s 2 / 2 1 2
— | sin° 9
/
. nw .mrx T mm . T
+sinm—| j——cos$cosm—+——sinm— | |-
2[ 2 1 Zﬂ
2

e V4 .m . T mr T
—————| cosm—| —J—i—cosgsmm—z——Tcosm— +

. 7w .mmw T o mm . T
+sinm—| j——cosdcosm————sinm—_ ||¢.
2( / 2 1 2]}}

(7.100)
Poslije kracenja's mz /[ iz gornjeg se izraza dobiva:
jlnz—”cosg
(. . V4
I=1,———]cosm—| jcosdsinm——cosm— |+
[mir} . 3 2 2 2
—— |sin” ¢
/
.o, T . T
+sinm—| jcosgcosm—-+sinm—||—
2( 2 2)}
—jﬂcosﬂ
e 2 (. .7 7
———————|cosm—| — jcossinm——cosm— |+
(7}172'] . 3 2 2 2
—— |sin” &
/
.o, T . T
+sinm—| jcosdcosm——sinm—||,.
2( 2 2)}
(7.101)
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U gornjem integralu za neparne m =1,3,5,... nestaju svi ¢lanovi uz cos(mz /2) pa je:

‘mcos&‘ - ‘MCOSS
I=ImL - 12 2 sin? M L o i MR | (7.102)
mr sin” @ 2 2
1 :I,,,L - 22 ch(jln—”coszslj = Im—[— - 22 cos| 2= cos 9 |. (7.103)
mzm sin” 2 mmr sin® @ 2

azapame m = 2,4,6,... nestaju ¢lanovi uz sin(mz/2) paje:

l — 27 cos 9 —2Z cos9
I=1 —— 21 e 2 cost I g ot ME | (7.104)
mz sin® @ 2 2
Feg e —2 sh[jm—”cos.sa]:—jlmi 22 sin m—”cos&'). (7.105)
mzm sin” 2 mr sin® @ 2

Vrativsi se na izraz za jakost eléktriénog polja, (7.80):

!
P . ol 4-F 2
z—ffs’r;‘ge-’”ej - [f@)az (7.80)
nee’r N
2

=9

zaneparne m = 1,3,5,..., a prema (7.103) ono iznosi:

. . ol =" .

Egy EM; ( ”]e""lm——l— 22 cos| 2% cos 9 , (7.106)
4rec'r mrm sin® 9 2
; i of =L |+

E, ;%i .2 cos M—cos&)ej[ ( “) 4, (7.107)
Azecr 27 sin @ 2

a poslije kracenja sa sind te zbog f =c/A, fA=c ikraéenjas c dobiva se:

- j\/%lm cos[%”—cos 3) ef[“’("fj*"}

27 sin &

(7.108)

U ovom je izrazu jo§ eliminirana i brzina svjetlosti ¢ =1/4/gu pa se u vremenskom podrucju
konaéno dobiva:

min
) cos[Tcos 8) p
E,=Re(E,)= —\/% e sin[a)(t - ZJ + (p} . (7.109)

27 sin ¢
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Jakost elektri¢nog polja za parme m = 2,4,6,...je:

. (mm
| s1n(~—2—cos.9j .
Eszw/ﬁ————,——lmcos w[t——j+(o . (7.110)
& 2mr sin & €

Poyntingov vektor iznosi:

r—E;f—EZ\/? (7.111)
z, \u’ '

a za posebne slu¢ajeve iznosa m:

1z 0052(% cos 3]

I = 8;’;2;’; e za m=135,... (7.112)
iy sinz[m—zﬂ cos 3)

Ir=-r>2 za m=2,4,0,.... (7.113)

8721’ sin* 9

U jednadzbama za jakost polja pojavljuje se funkcija F(§), u kojoj je sadrzana ovisnost o kutu DA
karakteristi¢na za tip zradeéeg vodica (radijatora). U Poyntingovom se vektoru ta funkcija pojavljuje
kao kvadrat odnosno F*($).

70° 60°

m=1 m=2 m=3 m=4

Slika 7.7  Oblici emisijskih dijagrama $tapne antene sa sinusnom razdiobom struje po duljini Stapa
za razlidite iznose cijelog broja m (kvocijent duljine vodi¢a antene i polovice valne
duljine)

Funkcija F*() ima nulto¢ke za sljedece vrijednosti cos

mnr
cosz(—— cos 9]

[ ] legz
2 sin* 9

, cosd =

>

3w

ER (7.114)
m m m
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za neparne omjere te:

sinz(ﬂcos 3)
® Fz(g) = _2—_

- , cosd =0
sin® 9 ’

SHEN]

b
m

I

ey (7.115)
m

za parne omjere duljine vodica i polovice valne duljine .

Broj latica u emisijskom dijagramu jednak je mnogokratniku m (slika 7.7). Najjade su izrazene latice
koje su prve uz vodi¢. Kad bi se pustilo da m raste, dobila bi se interesantna slika, prema kojoj bi
energija prakticki strujala uz vodic, a bila bi zanemariva energija koja struji okomito na njega. Ovu
sliku mogu znatno poremetiti gubici u vodidu. Zbog njih se mogu znatno smanjiti latice uz vodig, jer
se iz toga podrudja pokrivaju djelatni gubici.

Ukupna se emitirana snaga dobiva kao i kod dipola plo§nom integracijom Poyntingovog vektora I+

2 z2r 2 E 3 2
P=§{7ds = L2 [ [ L F*(9)rsin 8 dar rag =LnLe [F(@singag=Lale g 7.116)
& 8z sor dr 4

Preostaje da se intergral K rijesi za dvije inadice funkcije F 2(9) prema (7.114) te (7.115). Uz
supstituciju # = c0s9, (— du = sin 9d9 = —d(cos J) dobivaju se integrali:

1 cos® ——
_ 2 _ 2 o
. i —du= .1[ T duam=135,., (7.117)
a sinzT 1 sinzg
e — du = du za m=24.6,.... 7.118
;[ 1-u? ‘J; 1-u° ( )

Treba uzeti u obzir sljedece ekvivalencije:

1 1( 1 1
=i 7.119
1-4? 2(1+u+1—uj ‘ ( )
te:
, MTT _l . T _l a
cos Ty u-2[1+cos(mﬂu)], sin 3 u—2[1 COS(mﬂ'LI)]. (7.120)

Uz daljnje supstitucije:

1+u=L odnosno 1—u=—v— (7.121)
m m
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dobiva se:

‘% - 1 1 1
2" Ty [ —+—t =
[ j[ . j[ cosbamali

(7.122)

Treba zapaziti da alternative predznaka ,.£%, kO_]e se jo§ pojavljuju u pretposljednjem koraku
prethodnog izraza, kona¢no nestaju zbog toga $to je:

e za m neparno (predznak ,,+):

1+ cos[m;r(—v— — 1)} =1+cos(v—-mrx)=1+cosvcosmr =1-cosv, (7.123)
mr

e za m parno (predznak ,,-*) opet:

1- cos[m;r(i - lﬂ =1-cos(v—mr)=1-cosvcosmm =1-cosv. (7.124)
mr

Donju granicu treba oznatiti s a te promatrati grani¢nu vrijednost: lim K.

a0

I T 4 o]‘ COSY v (7.125)

v

2mnm

Ovdje se pojavljuje transcedentna funkcija, integral — kosinus, koja se definira prema:

Cx)=-["dv= Comp—LZ 412 (7.126)
Iy 202 44
paje:
© w 2 4
- [av+ jCosvdwq(a)-c,.(zmn)=C+1na+l“—+lf’—+...-c,.(2mn). (7.127)
Sy N 22 44
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Ovdje C =0.5772...konstanta, a naziva se Eulerovom konstantom.

Dakle je:
2K' =In(2mz)-Ina+C,(a)-C,(2mx), (7.128)

2mx
d
pri ¢emu su prva dva ¢lana posljedica rjeenja integrala I —v, a druga dva pripadaju definicijski
v
1a*> 14
prvom odnosno drugom integral — kosinusu: S obzirom da dio reda N7 + na +...u(7.127) tezi k
nuli kad a tezi k nuli, a /na ¢e se u izrazu (7.128) ponistiti s onim u (7.127) te konaéno ostaje:

K= %[C+ln(2m7r)—Ci(2mﬂ)]. (7.129)

Snaga isijavanja je dakle:

2

P:I_Zzﬂ]{:_;.]i]{m : (7.130)
V4

odnosno:

R, =Ze k= ZuC 4 in(2mr)-C (2mr)].
2z 4r

Za slobodni prostor (vakuum i zrak) valni je otpor Z, , = 377£2, pa je otpor isijavanja:
R, =72.454+301n(m)-30C,(2mx). (7.131)
C,.(Zmﬂ) se za m > 2 moze zanemariti (C, (27r) =-0.02).

U sljedecoj su tablici navedeni otpori isijavanja za razli¢ite mnogokratnike od m:

Tablica 7.1 Otpori isijavanja za razlitite iznose omjera duljine vodi¢a i polovice valne duljine 7.

m 1 2 3 4 10
R.(2) 73 93 105 114 142

Kod Stapne antene ne isplati se produljiti antenu preko pola duljine vala, jer je dobit na otporu
isijavanja mala. S druge strane, ako postoje vi§i harmonijski ¢lanovi u struji visokofrekvencijskog
generatora, tad ¢e za svaki ¢lan biti razli¢iti otpori isijavanja, a moZe se govoriti o razliitom dosegu
vala. Visi harmonijski ¢lanovi imaju veéi otpor isijavanja, te oni mogu prenijeti veéu energiju. Osim
toga oni mogu biti razli¢ito usmjereni, §to se moze zakljuéiti iz emisijskih dijagrama. Kod pojedinih
antena moZe se dogoditi da postoje pojedina podrudja, koja primaju emisiju preko harmonijskih
¢lanova.

U ovim izvodima odredena je funkcija razdiobe struje tako da je struja na krajevima bila nula.
Posljedica toga je bila da su postojale &vrste &vorne totke, medusobno razmaknute za A/2.
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Struja je bila rasporedena u obliku stojnih valova. Kad vodi¢ ne bi bio mnogokratnik polovice duljine
vala, a na krajevima ne bi bio optereéen, dobio bi se u osnovi sli¢an rezultat, a otpor isijavanja bi se
neznatno razlikovao od vrijednosti u tablici, samo bi vrijednost otpora bila izmedu navedenih iznosa.

Prili¢no se drugaiji rezultat dobiva za vodite optereéene na krajevima, a narocito tako opterecenih da
ne postoji uopce refleksija strujnih valova s krajeva vodica. U tom se slu¢aju dobiva veéi otpor

isijavanja. Za duljine vodi¢a /= Eﬂ. otpor isijavanja iznosi 84€2, a za punovalne duljine je oko

1258 , sto je znatno vise nego u prethodnom slucaju vodi¢a sa stojnim valovima.

7.2.1 Napajanje antene

L1

Slika 7.8  Napajanje antene po sredini vodica

Pri prikljucku struje na sredinu (slika 7.8) antene vidi se da se na taj nac¢in mogu realizirati slucajevi
m=13,5,..., dok za m=2,4,6,... nastaje razliCito stanje od pretpostavljenog. Na primjer, za m =2
nastaje slugaj koji je prikazan na slici 7.9 pa je emisijski dijagram (i otpor isijavanja) drugaciji od
izvedenog. Emisijski dijagram ima jednu laticu. Pri takvom napajanju ulazna impedancija za m = 1 je
malena a za m =2 velika (u prvom slu¢aju na slici 7.8 je struja na sredini antene maksimalna, a u
drugom slika 7.9 minimalna).

Slika 7.9  Napajanje antene po sredini vodi¢a pri m=2

Pri uzemljenju antene uz (i— >> 1) nastaje dobro odslikavanje, pa na primjer $tap duljine A4
we

djeluje kao antena s duljinom A/2 (slika 7.10)
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Slika 7.10 Uzemljenje antene

Na slici 7.11 prikazan je i impedantni dijagram antene: Z ..

=R, +jX

antene

x[al

L
100 | \x\
0,90
50
0,48
70 T T T
: 500 1000 1500 2000 RI[Q]
I
|
-50- |
I
I
I
I
|
|

m=1

Slika 7.11 Impedantni dijagram antene

m=2
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8 MATEMATICKI PRILOG

Osnovni pojmovi vektorske analize, vaZniji izvodi i teoremi

e Krivolinijski (zakrivljeni) koordinatni sustavi,

Pravokutni Kartezijev sustav, osnovne i slozene vektorske operacije i funkcije u Kartezijevom
sustavu,

Cilindri¢ni sustav i vektorske funkcije u cilindriénom sustavu,

Sferni sustav i vektorske funkcije u sfernom sustavu,

Tenzori, osnovni pojmovi,

Gaussov i Stokesov teorem,

Helmholtzov teorem,

Rjesenje Poissonove jednadzbe,

Osnove varijacijskog ra¢una.
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8.1 KOORDINATNI SUSTAVI I MATEMATICKI PROSTORI

Prostor i koordinatni sustav ne predstavljaju isti pojam. Sa stanovista, ne samo elektrotehnike, razligite
fizikalne veli¢ine postoje u prostoru i neovisne su o izboru koordinatnog sustava. Pravac je primjer
euklidskog jednodimenzionalnog prostora koji se proteZe na obje strane iz bilo koje totke na njoj u
*oc. Koordinatni sustav pridruzen pravcu definiran je jedini¢nom intervalu koji se kopira jedan
drugome na pocetne tocke. Pravac se zato oznadava s brojevima i tako oznaten predstavlja pravac
realnih brojeva. Ravnina je primjer euklidskog prostora dimenzije 2 i prostire se u +oc svim
smjerovima pravaca koji leZe u toj ravnini. Ravnina ima takoder linearnu metriku i to povrsinsku
metriku, jedini¢ni kvadrat. Pripadnu geometriju odnosno geometrijski prostor definirao je Euklid, 300
godina prije Krista. Euklidska geometrija formirana je od totaka, a ne od vektora. Svojstva naseg
prostora prvotno je sustavno opisao sam Euklid. Sam je Euklid sugerirao 5 postulata da se opise ta
geometrija. Sa suvremenog stajalista euklidski se prostor opisuje &ak s 20 aksioma odnosno postulata,
a grupirani su u 5 grupa: incidencije, reda, sukladnosti (sli¢nosti), neprekinutosti i paralelnosti.

U euklidskoj geometriji se objekti, likovi kao §to su trokuti, kvadrati ili krugovi mogu gibati u ravnini
bez deformacije, usporedivati medusobno koriste¢i sli¢nost. U euklidskoj geometriji paralelni pravci
se prostiru u toc, a da se nikad ne sijeku. U ravnini se odabire Kartezijev sustav kojeg ¢ine dva pravca
realnih brojeva koji se sijeku pod pravim kutom. Moguéi su naravno i drugi izbori koordinatnih
sustava.

Najbliza fizikalna analogija tom prostoru je podrudje u kojem se materijalni objekti i/ili svjetlosne
zrake gibaju bez deformacije, [27]. Medutim, s obzirom da gravitacija prozima cijeli prostor i vrijeme
zapravo ne postoji takvo podrucje u svemiru. Stoga je A. Einstein napustio euklidski prostor kao bazu
opce teorije relativnosti te je odabrao diferencijalnu metriku neeuklidskog prostora.

Ploha kugle (sfera) je primjer eliptickog dvodimenzionalnog prostora. Kao i ravnina, sfera takoder ima
dvije dimenzije ali se sfera ne proteze u beskonacnost ve¢ je konagna i zatvorena poloha. Kuglina
ploha ima diferencijalnu linearnu metriku i diferencijalnu povrsinsku metriku. Ima, dakle i geometriju,
ali razli¢itu od one euklidske. Diferencijalna se metrika koristi tamo gdje je jedini¢na metrika tesko
primjenjiva, a zbog diferencijalne razine ,,u malom* se ponasa kao euklidska. U ravnini se Pitagorin

poucak /* = x? + y? koristi kao algebarska metrika za pravokutni trokut bez uvjeta diferencijalnosti s
obzirom na svojstva ravnine. Na sferi bi se odgovarajuéi odnos zapisao kao: /> = ax” + fy* + mxy .

Diferencijalni ¢e zapis infinitezimalne duljine d/ biti: dI* = dx” + dy?*, dakle kao i u euklidskom

prostoru. Dakle, na sferi se uvijek moze odabrati dovoljno mali dio povrine koji se moze smatrati
ravnim. Na sferi, medutim nema euklidskih paralelnih pravaca. Nikakav se Kartezijev sustav ne moze
konstruirati na sferi. Koordinatni se sustav moze konstruirati koristeéi velike kruznice (kruznice &iji su
polumjeri jednaki polumjeru kugle), ali ovaj koordinatni sustav nema jedinstvenog ishodista. Tako je
zbroj unutarnjih kutova u trokutu u ravnini uvijek jednak 180°. Zbroj unutarnjih kutova trokuta na
kuglinoj plohi moze biti i 270°.

Ploha jajeta je pak drugi primjer eliptitkog prostora koji takoder ima dvije dimenzije, zatvorena je i
kona¢na, a na koju se takoder moZe primijeniti diferencijalna metrika. Relacije sli¢nosti se ovdje ne
mogu primijeniti kao na kuglinoj plohi s obzirom da se objekti ne mogu micati bez deformacije osim
za posebne slu¢ajeve (zakrivljenost se mijenja). Lokalni koordinatni sustav i ovdje je mogué, ali za
vrlo mala podru¢ja gdje se promjena zakrivljenosti moze zanemariti. Koordinatni sustav kao na sferi
ovdje nije mogu¢. Mogu se zamisliti i drugi tipovi ploha, ali s razli¢itim svojstvima.

Uobitajeno je da se osnovni pojmovi u vektorskoj analizi definiraju prvo u euklidskom prostoru pa ni
nad se slucaj u tom smislu nece razlikovati. Na odredenom ¢ée se mijestu dati opéi pristup
transformacijama opcenito krivolinijskih koordinata putem diferencijalne metrike te primjena na
uobicajene pravokutne krivolinijske sustave kao $to su cilindri¢ni i sferni.

Takoder Ce se navesti i neki osnovni pojmovi o tenzorima kao (fizikalnim) veli¢inama ¢ija svojstva ne
ovise o izboru koordinatnog sustava kako je ve¢ na samom podetku ovog priloga izjavljeno, ali se sam
naziv jos nije spomenuo.

TEORIJA POLJA I VALOVA



(wprEoct 345

82 TRANSFORMACIJA KOORDINATA I KRIVOLINIJSKE POOPCENE
KOORDINATE

Mogu li se pravokutne koordinate x, y, z bilo koje totke u prostoru izraziti pomocu uy, w2, us, [26]:

x = x(uy, Uy, U43), ¥ =y(ul,u2,u3), z = z(u;,U,,U;) (8.1
te postoji li obrat:

u =1, (X, 9,2), U =ty (x, ¥, 2), ty =15(x, ,2) (82)

tako da su sve navedene funkcije jednozna¢ne i neprekinutih derivacija (jakobijana) tad se zadanoj
tocki P u prostoru moZe na jedinstven nacin pridruziti i skup koordinata ui, us, u3 koje se zovu
krivolinijskim koordinatama. Navedene jednadzbe definiraju transformacije koordinata.

8.2.1 Ortogonalne krivolinijske koordinate

Plohe na slici 8.1 u1=c,, u;=c,, u3=c pri ¢emu su ¢, ¢, i ¢3 konstante zovu se koordinatnim plohama, a
svaki par ovih ploha sije¢e se u krivuljama koje se zovu koordinatnim krivuljama (linijama). Ako se
koordinatne plohe sijeku pod pravim kutom sustav krivolinijskih koordinata je pravokutan.
Krivolinijske koordinate u;, uy, 3 analogne su koordinatnim x, y, z osima pravokutnog Kartezijeva
sustava.

Slika 8.1 Koordinatne plohe u,=c\, uy=c,, us=c; i koordinatne krivulje (linije)
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8.2.2  Sustavi krivolinijskih koordinata i jedini¢ni vektori
Prema gore navedenom radijus vektor 7 = xi + y]— +zk totke P (slika dolje) moZe se napisati kao

¥ =¥ (u,,u,,u,) . Vektor tangente i;l na krivulju u; utogki P (u, = const, u, = const) je:

: (8.3)
Ou,
Jedini¢ni vektor koji pripada fll je:

oF
h LFl g _o|OF| OF oF
& == =—1 odnosno: e,’hl‘ =eh =¢ =, h = . (8.4)
‘ 1! OF u,| Ou, Ou,
Ou,
"
Slika 8.2

Jedini¢ni vektori €,,€,,e; tangencijalni na koordinatne krivulje i jediniéni vektori

E \ ,Ez E ; normalni na koordinatne plohe

Takoder su ostala dva jedini¢na vektora ( €,,&, ) tangenti Ez i l_13 na krivulji %, odnosno u,:

o
_ _h,  ou, Tl -, -|OF| &F oF
= —== d; :elh =eh=e——=—, == 8.5
e, hz’ o odnosno 2| 2‘ L h, 26u2 o, o, (8.5)
Ou,
o
e, =T3=Eli_3—— odnosno: E3IE3I=E3h3 =E3a—r _ér_’ = a_r (8.6)
h3| o7 | Ou, bu,
Ou,
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Veligine /1, ha, h3 nazivaju se metri¢kim koeficijentima (engleski: ,;scale factors). S obzirom da je

. e o = _ Vu
gradu, = Vu, vektor okomit na plohu #;=c; jedini¢ni vektor u ovom je smjeru: E, =|v—l| (slika
U

o s . = Vu,

gore). Ostala dva jediniéna vektora okomita na plohu #,=c; odnosno na plohu u;=c; su: E = |V ‘
u,
5 u S . = s B . g ¢
odnosno E; = IV 3|. Jediniéni vektori g i E, identi¢ni su samo u slu€aju ako su krivolinijski

Uy

koordinatni sustavi ortogonalni. To se odnosi i na preostala dva para jedini¢nih vektora e, i E, tee i

E3 . S obzirom da je:

Vs = du, = Vat| Tl + Ty + Tl | =
ou, u, Ou,
o = i 8.7
=Vuy, —r—a'ul +Vu, ——r—du2 + Vi, —rdu3,
Ou, ou, Ou,
odakle usporedbom diferencijala ( du,) na lijevoj i desnoj strani slijedi:
Vu, 21, v, =0, vu, =0 88)
u, ou, Ou,
Potraze li se dalje i Vu,dr =du, te Vu,dr = du, dobiva se redom:
= _ oF
Va, &0, v, &1, v, T o, 8.9)
Ou, Ou, Ou,
v, T 0, v, =0, vu, &1, (8.10)
u, Ou, Ou,
Zakljutuje se da skupovi vektora o o o i gradu, =Vu,, gradu, = Vu,, gradu, = Vu,

ou,’ —6u—2 " Ou,

opéenito grade medusobno reciproéne sustave vektora.

Neki vektor e se predoditi bilo u bazi jedini¢nih vektora €, &,, & bilo u bazi jedini¢nih

A mo
vektora El, EZ, E3:
A= A + A2, + A%, = o E, + ,E, + o, E,. (8.11)
Isti se vektor A moze predogiti i u bazi ve¢ spomenutih unitarnih (opcenito ne i jedini¢nih) vektora
or or OF
ou,” ou, ~ ou,

koordinatne plohe, 8.8, 8.9, 8.10) na sljedeci nacin:

(tangente na koordinatne krivulje, 8.3, 8.5, 8.6) i Vu,, Vu,, Vu, (normale na
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A= Ctl _al”_ +C, i +Cy '(?L = Cnﬁl + C:zﬁz + Cz317’3’
Ou, Ou, Ou, (8.12)

A= CaVu +C,)Vu, +C,;Vu, =C, 8, + C,,8, + C, 185
A= A8 + A8, + Ag, = oE, + a,E, + a,E,. (8.13)

Komponente C;, C,,, C; se zovu kontravarijantnim, a C,,C,, C,, kovarijantnim

komponentama vektora A . Ovdje bi se negdje mogli poceti postavljati i temeljni pojmovi o
tenzorima. Kao $to je ve¢ redeno, za slucaj da je sustav ortogonalni ovi su vektori identi¢ni.

8.2.2.1 Duljina luka, plosni i prostorni element u ortogonalnim krivolinijskim sustavima

S obzirom da je:

F=T i+ Z e+ T, btz + hydu,@, + hydu,z, (8.14)
Ou, Ou, Ou,

to je duljina luka:

ds* = drdr = hhdu? + hhydudu, + hhdudu, +
hyhydu,du, + hyh,du? + hyhyduydu, + (8.15)
izizd uydu, + hyh,du,du, + hhdu?,

3 3 o
ds* = Zz,gpqdupduq, 8y =hh,. (8.16)

Veli¢ine g, elementi su (3x3) metrikog simetri¢nog tenzora. Ako bi vandijagonalni elementi bili
jednaki nuli (g,, =0,p#q) krivolinijski je sustav ortogonalan §to znali da je za te sustave

€e, =0, &8, =0, 2,6 =0. U tom sludaju kvadrat duljine luka ds* postaje:

3
ds® = hldul + hidu? + h2du? = h’du’. 8.17)
| AUy T nyau, + hyduy AUy

k=1

8.2.2.2 Plosni se elementi racunaju na sljedeéi nacin:

e mnaplohi u, =¢: dS, = |a’§2 X ds‘3| = hyhydu,du,, (8.18)
e maplohi u,=c,: dS, = ld§3 X d§l| = hyhdu,du, (8.19)
o naplohi uy =c,: dS, =|ds, xds,| = hh,du,du, (8.20)
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8.2.2.3 Prostorni element

o dV =ds,(ds, xds,) = hh,hydu,du,du, (8.21)

8.2.3 Vektorske funkcije u krivolinijskom ortogonalnom sustavu

Gradijent ée se izvesti na sljedeéi nagin. S obzirom da je gradijent opéenito u bazi jedini¢nih vektora
e, &, &:

Vo= fe+ /e, + 18 (8.22)
te da je prema (8.14):
dF = ﬁr—arul B T, = hdu@, + hydus@, + hydusz, (8.14)

Ou, u, u,
to je totalni diferencijal dg :
do =V dF = h f,du, +h, f,du, + h, fydu;, (8.23)

a s druge je strane:

dp=22 s +.22 2, .22 gy, . (8.24)
Ou, Ou, Ou,

odakle usporedbom proizlaze komponente gradijenta u ortogonalnom krivolinijskom sustavu:

1 ¢ 1 op 1 ¢
8.25
h= h, Ou, S2= h, Ou, /= h, Ou, (8.25)

a nakon njihovog uvritavanja u (8.22, Vo = fié + f,é, + f,&;) dobiva se i gradijent:

_& 0% & 0p & 0p

. (8.26)
h, du, h,0u, hyou,
Divergencija vektora A= A8, + 4,2, + A2, je:
div A= VA= V(48 + 4,8, + 42,) = V(48) + V(4,8,) +VA4e). (8.27)

Da bi se izveo izraz za divergenciju potrebna su i sljede¢a razmatranja. Uvrsti li se ¢ =u, u izraza za
gradijent (8.26) dobiva se:

e 1
Vu, =-—L, |Vu,|=—. 8.28
, h}l A i (8.28)
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Na sli¢an je nadin:
e e
Vu, =2, Vu,=—2, |Vu 8.29
2 I 3 A, 31 (8.29)
Odavde slijedi da je:
e, e e
Vu,xVu, =—2x2=_"L_ | 8.30
> T h (8.30)
e, =hhVu, xVu,. 831
Sli¢no je i:
e, =mhVu,xVu,, & =hhVu,xVu,. (8.32)
Razvije li se samo prvi ¢lan V(4,¢):
V(4e) = V(AhhVu, xVu,) = V(4 hh)Vu, x Vu, + AhhV(Vu, x Vu,) =
e, e 2 , (8.33)
= V(A1hzh3)h—2 X h_z +0= V(Alhzh:,)—hj
a uz pomo¢ izraza za gradijent (8.26) dobiva se:
V(4e)=V(4hh, = hyhy) + Ahh
(4e) = V( )hh {ha( )h62 ( )}23
(8.34)
= —(4h,h,).
hlh2h3 aul ( 172 3)
Razvoj druga dva ¢lana (V(4,¢,) , V(4@&,)) na slican natin daje:
V(4,e,)= —a-(Ahh) V(4e)=—— (8.35)
T by duy Y T kb bu, '
pa je konaéni izraz za divA u ortogonalnim krivolinijskim koordinatama:
- - 1
divd=V4= Ahh + Ahh + Ahh 8.36
i, { " (4mhy) ( ) ( )} (8.36)
Rotacija vektora A je:
10t A=V x A=V x (42 + 42, + 42) =V x (48) + V x (42,) +V x 43,). (8.37)

Da bi se izveo izraz za rotaciju potrebna su i sljede¢a razmatranja.
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Razvije li se samo prvi ¢lan V x(4,€,) dobiva se na temelju prethodnog:

Vx(48)=Vx(4hVu)=V(Ah)xVu + AV xVu, =

= V(A4h)x L +0 s
hy
pa je:
e
Vx(Ae)=V(4h Ah +2 Ah Ah) |x—L=
(4e)=V(4h)= {h,au( 1) ha ( 1)+ h363(”)} T
(8.39)
hha (11)_hha (11)
Razvoj druga dva &lana (V x(4,8,), V x(4:&;)) daje:
V(A =B =B L ), Vx(48) =T () =B ()
2 ‘hza ) ow, 2 ) ) = Th ou, ) ou, 3
(8.40)
pa je konacni izraz za rotA u ortogonalnim krivolinijskim koordinatama:
rot;I—Vx;I— ( )———a—(Ah)+
h3h1 a i | a a1l
—l 8.41
hha(“)hha(”) (841)
hh ou, ! “)_ﬁa—( ).
Ovo se mozZe izraziti i kao:
he,  he, he
oticvxie—r |2 2 2 (8.42)
hhh, | ou,  Ou, Ou,
Ak Ak, A

Da bi se izratunao i laplasian od ¢ odnosno divgradg =V(Vg) = Vg = A treba samo zapaziti
»

da se u izraz za divergenciju (8.36) umjesto komponenti vektora A trebaju uvrstiti komponente

gradijenta V ¢ prema (8.26):

1 oY,

1 op
h, du,’

~% 59
hy Ou,

(8.43)
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U tom se slucaju dobiva:

1 0 10¢p o 1 6(p Op
Ap=Vp=—— —hh)+—(— —(——=——hh, 8.44
@ p= {6% h, ou, ,h3) ou, b, Ou, hyhy) + Py (h o1, ¥ |- (8.44)

Nakon ovih razmatranja, izrazi za vektorske funkcije u pravokutnom Kartezijevom, cilindri¢nom i
sfernom sustavu mogu se relativno jednostavno izvesti. Prethodno je potrebno samo izradunati
metri¢ke koeficijente:

or or or
==, b =|—, by =|— (8.45)
Ou, Ou, Ouy
za svaki od navedenih sustava.
8.2.4 Primjena na pravokutni Kartezijev koordinatni sustav
Prema prethodno utvrdenom metriki su koeficijenti definirani prema izrazima (8.3) do (8.6):
6 6
ho=h =|— h=h, by =h, =|— (8.46)
6ul 8u2 6u3
gdjeje x =u,, ¥y =u,, z=u, pasunjihove konkretne vrijednosti:
h =1, hy=1, hy=1, (8.47)
a odgovarajuci jedini¢ni vektori su
6 =i,8,=/,86=k. (8.48)

U tom ¢e se slucaju dobiti izrazi za vektorske funkcije kao i ostali odnosi koji vrijede u pravokutnom
Kartezijevom sustavu.

8.2.4.1 Linijski element (8.17):

o ds’=dx’ +dy* +d? (8.49)

8.2.4.2 Plo$ni elementi (8.18-8.20):

e naplohi x =c¢,: dS|, =dydz, (8.50)
e naplohi y=c,: dS, =dzdx, (8.51)
e mnaplohi z=c,: dS, =dxdy. (8.52)
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8.2.4.3 Prostorni element (8.21):

o dV =dxdydz. (8.53)

8.2.4.4 Osnovne definicije i jednadibe vektorske analize

Neka su:

o i, J» k - jedini¢ni vektori pravokutnog Kartezijevog koordinatnog sustava,
e a= aj + ayj + azlz - zapis vektora a u Kartezijevom koordinatnom sustavu,

e a,a,,a, - komponente vektora @ u smjeru x, y iz osi,

e a= |ﬁ‘ = Jaf + ai + af - modul ili apsolutna vrijednost vektora, euklidska duljina vektora.

8.2.4.5 Skalarni produkt

N}

B=ABcosa, » v (8.54)

N}

B=AB,+AB, +AB,, (8.55)

cosa:l%,wz LA A= E BB (8.56)

8.2.4.6 Vektorski produkt

C=AxB=-BxA, (8.57)
i J Kk

AxB=|d, A, A|=i(4,B -4B )+j(4,B.-4B)+k(4B,-4,B,). (8.58)
B, B, B.

Iznos vektorskog produkta:

C=]C|=|fo}\: ABsina . (8.59)
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Vektor C ima smjer napredovanja desnog vijka, ako A4 pri tome prelazina B u smjeru manjeg kuta
desno. Vektor C je okomit na ravninu vektora 4 i B .

8.2.4.7 ViSestruki produkti

Neposrednim razvojem skalarnog produkta po komponentama mogude je pokazati da je:

A, A4, A,

C(AxB)=A(BxC)=B(Cx4)=B, B, B, (8.60)
C, C, C

Za ratun dvostrukog vektorskog produkta:

F=A4x(BxC)=B(4C)-C(4B) ) (8.61)

prvo se lako utvrduje da taj vektor leZi u ravnini vektora B i C $to znaéi da se moze napisati kao
njihova linearna kombinacija:

F=pB-)C. (8.62)
Prema tome je skalarni produkt F' i 4 zbog njihove okomitosti jednak nuli:
FA=(BB-yC)A= 4B —-yAC =0. ' ’ (8.63)

Poslije diobe ovog izraza s (AC) (4B) dobiva se:

% N (217—3) - (8.64)
§to je moguce uz:

B=ky(AC), y=-k,(4B). (8.65)
Uvrstenjem u (8.61)

F =k (AC)B~k,(A4B)C. (8.66)
Nije tesko pokazati da je &k, =1 pa se konaéno dobiva (8.61).

8.2.4.8 Vektorske funkcije u pravokutnom Kartezijevom koordinatnom sustavu

S obzirom da vrijedi:

ixj=k, jxk=i,kxi=], (8.67)
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to su vektorske funkcije prema izrazima (8.26), (8.36), (8.42) i (8.44) te postavljanjem

A=A, A=A A4 =4,

% ,72+E2=vy,

radp =i —+
e "
- 04 -
dlvA—aA 'V+%=VA,
ox Oy Oz

6A ~( 04,
rotA—z[%-—)+][§A— BAJ k[ 6A

Oz 0z Ox Ox

0’ (o 62(0 o*p
Ap=Vip=V(Vp)= ,
p=Vp=V(Vp)= e 6y2 e

_ 2 2 24 ). (6°4, &°4
M=a€*+a’3‘+a/§*i+ S ——
Ox oy 0z ox oy

=A47 +A4,j+ ALk =V A

8.2.4.9 Vektorske funkcije sloZenih velicina

div(A+B)=V(A+B)=VA+VB=divA+divB,
grad(py )= V(py)=yVo+¢Vy =y gradp + pgrady
grad(cp) = V(cp)=cVp =cgrade, c = konst.,

div(pd) = V(pd) = pVA +V A = pdiv A+grade 4,

rot(pd) = Vx (pd) = gV x A+ Vpx A=gprot A+gradpx 4,

(8.68)

(8.69)

(8.70)

(8.71)

(8.72)

(8.73)
(8.74)
(8.75)

(8.76)

8.77)

div(Ax B) = V(Ax B)=V(AxB)+V(AxB) = B(Vx 4)— A(V x B) = Brot A— 4rot B, (8.78)

(AV)B = AXE+A b — 4+ A — e B=A — 2B,
ax Yoy oz '

S obzirom da je usmjerena derivacija vektorske funkcije B po vektoru A= Aa,:

0B _0Bdx 0Bdy 0B dz _
A oxdd Gydd czdd

0B

X

0B OB -
=—cosa +— +—cosy =(a,V)B
G Cosa+ 5 cos B4 cosy =(@)

(8.79)

(8.80)
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ili:

oB -

—=(a,V)B 8.81
o1 @Y) (8.81)
pri emu je:

a,=1icosa+ jcosf+kcosy (8.82)
to je nakon mnoZenja obiju strana izraza (8.81) s A4 i zamjene strana:

0B

AV)B=A—. 8.83
(4V) o (8.83)
rot(Ax B)=Vx(AxB)=Vx(AxB)+V x(Ax B) (8.84)

uz (8.61, Ax(BxC)=B(4 C)-C(4 B))
postaje:

Vx(AxB)=(BV)A-B(VA)+ A(VB)—-(AV)B = (BV)A— (AV)B + AdivB - Bdiv 4.

(8.84.1)
grad(4B) = V(AB) = V(4B) + V(A4B) (8.85)
uz sljedece odnose:
o Bx(VxA)=V(BA)-(BV)A=V(4B)-(BV)A4, (8.86)
o V(4B)=(BV)A+Bx(VxA), (8.87)
o Ax(VxB)=V(4AB)-(4AV)B, (8.88)
o V(AB)=(AV)B+ Ax(VxB), (8.89)
o V(A4B)=(BV)A+(AV)B+Bx(VxA)+ Ax(VxB), (8.90)
postaje:
grad(AB) = (BV)A+(AV)B+ Axtot B+ Bxrot 4. (8.85.1)
(AV)p=A4(Vp)=Agradep. (8.91)

Ako su 7 radijus vektor koji gleda od ishodita (izvora pojave) prema tocki promatranja te 7, njegov
jedini¢ni radijus vektor tad je:

grad £(r) = Vf () = ‘W) 8.92)
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auz:
ir——— 2 +y +z =2 = = i (8.93)
Ox 0 2 xz + yz +22 r
Dot 2, 2 (8.94)
r 0z r
te:
vroJXtiytiz T _g (8.95)
*+y+t
izraz (8.92) postaje:
grad f(r)= L (r) = f (P - (8.96)
div[ f ("7 ]= VI (7= VI (D7R]+ VL ()R], (8.97)
R / ’
VR L 5= 1), (5.8
S obzirom da je:
_ (-0 =0 0 )\(x+ =y iz s
Vi=|TZ+j—+k—|[ZF+FE+R= 8.99
4 [16x+16y+ 6ZJ(rl+1r+ rj (8.99)

ili kad se raspise:

X2 +yiez?
0 X \/x +y*+ 27 y +z (8.100)

6xe2+y2+z x4y 4z
2 2
0 y _X ;LZ , (8.101)
ay\/x2+y2+z2 rr
i
2, .2
g z =2 (8.102)
aZ\/xz+yz+zz rr
to je:
Vi, =—
ili kona¢no za (8.97) se dobiva:
div[f(rn]=2 21 )+f (QF (8.103)
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Vxr=0,
(EV)F=[cx%+cy%+02§](x7+yj+zl€)=E
_ _ _ _, OF(r) _ _
rot[f(r)ro]:Vx[F(r)r]zVx[E(r)r]+V><[F(r)£]=—a——Vr><r+F(r)V><r=
r
ij ok (8.104)
FO s rermS 2 2o
or ox Oy oz
x y z
sy e 1 )
Koriste¢i izraz (8.103) uz f(r) =— dobiva se za:
r
div%:%—%zo (8.105)

itozasve r#0. Ako je pak r =0 (8.105) se ne¢e mo¢i primijeniti pa treba postupiti na nagin

kako je to pokazano u (8.7.4).

8.2.4.10 SloZene vektorske funkcije

divgradp =VVp=Vip=Ap.

(8.106)
V(VA)=graddivd=A44. (8.107)
V x(V x A) = rotrot A = V(VA) — (VV)A = graddivA—A4. (8.108)
i j ok
Vx(Vp)= LRI ) =rotgradp =0. (8.109)
ox oy oz
e d¢ Op
ox Oy oz

Ako je vektorsko polje takvo da se moZe prikazati gradijentom skalarne funkcije (konzervativno
polje), npr. E =— grad ¢, tadje ot E=0 i polje je bezvrtlozno, to jest nema zatvorenih silnica.

V(VxA)=(VxV)A=0;V(VxA4)=divrot A=0.

(8.110)
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Ako je vektorsko polje takvo da se moze prikazati rotorom vektorske funkcije, na primjer: B=rotd,

tad je divB =0 i polje je bez izvora, a silnice su zatvorene krivulje. To je polje vrtloZno i naziva se
solenoidnim.

Alpy)=V(Vop) =YV p+gVy) =
=V(yVe+oVy)+V(y Ve +oVy) =
=VuyVo+VeVy +ydp+pdy =
= Ay +yAp +2grado grady.

(8.111)
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8.2.5 Primjena na cilindri¢ni sustav (0 20,0<a <27, -0 <z <®)
or or or
o=, by = by =2 (8.112)
Ou, Ou, Ou,
P=uU,d=1U,,z=1Uu,,
x=pcosa, y=psina, z=1z, (8.113)
F=pcosai + psingj + zk.
Metric¢ki koeficijenti za cilindri¢ni sustav koordinata kao na slici 8.3 su:
or - . =
h, = had =’cosai +s1n0g"= 1
op
or L= =
haz—:‘—psmaz +pcosog|=p, (8.114)
oa
h=Z=Jf|=1.
oz
8.2.5.1 Linijski element
o ds’=dr’ +r’da’ +d:*. (8.115)
8.2.5.2 Plosni elementi
e maplohi p =c¢,: dS, = pdadz, (8.116)
e naplohi a =c,: dS, =dpdz, (8.117)
e maplohi z=c¢,: dS, = pdpda . (8.118)
8.2.5.3 Prostorni element
e dV = pdpdadz . (8.119)
8.2.5.4 Vektorske funkcije u cilindrinom koordinatnom sustavu
S obzirom da vrijedi:
a,xa,=a,, a,xa,=a,, a,xa,=a,, (8.120)
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to su vektorske funkcije prema izrazima (8.26), (8.36), (8.42) i (8.44) te postavljanjem:

A4,=4,4,=4,, 4. = 4

op 1 0p op

rad o =—-, grad ¢ =——"—, grad, p =—,

grad, ¢ p grad, ¢ 7 Bar grad. ¢ =—
_ _ _ _0p _ 10p _ Op
qu=apgradp(p+aagrada¢+a_,gradz(p:ap$+aa;£+azg,

Slika 8.3 Cilindri¢ni koordinatni sustav

104, o4
=

z

- 10
divd=——-:(pA4 ,
v pép(p 2 p 0a 0Oz

- . o4 = A
rotpAzl%-ﬁ—Ai, aarotaA=——"—%, ézrotzA=l —6—(pAa)—
r poa 0Oz oz 0op plop

[N
S
Il

pop op ) poat oz’

(8.121)

(8.122)

(8.123)

(8.124)

(8.125)

(8.126)

(8.127)
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8.2.6 Primjena na sferni sustav (>0, 0<a <27, 0<9<7)

or

F| | T =l
Ou,

a—u, Ou,

r=u, a=u,, $=u,,

hl= 7h2= , Ny = 5

x=rsindcosa, y =rsindsina, z = rcos 9,

7 =rsingcosai +rsin $singj + rcos k.

Metricki koeficijenti za sferni sustav koordinata kao na slici 8.4 su:
or,

h =
0

5
r

= Isin;SlcosozzT +sin Jsin of + cos 3k| =1,

OF. : . . - .
— :l—rsm.951na1 +rsm9c05¢y‘:rsm3,

a

67 - " her 4 . 7
‘; =|rcos.900sm + rcos 9sin gj —rsm&k‘ =r.

9

8.2.6.1 Linijski element

ds® = drdr = dr* + r* sin® 9da’ +r*d$* .

8.2.6.2 Plosni elementi

e naplohi r =c,: dS, = r* sin dad 9,
e mnaplohi @ =c,: dS, =rdrd9,
e mnaplohi $=c,: dS; =rsinJdrda .

8.2.6.3 Prostorni element

o dV =r’sin9drdad$ .

8.2.6.4 Vektorske funkcije u sfernom koordinatnom sustavu
S obzirom da vrijedi:

a,xa,=day, dgxad, =a

(8.128)

(8.129)

(8.130)

(8.131)

(8.132)
(8.133)
(8.134)

(8.135)

(8.136)
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to su vektorske funkcije prema izrazima (8.26), (8.36), (8.42) i (8.44) te postavljanjem

A=A, A=A, Ay =4

op 1 0p 1 O
d p=—", grad,p=——"-, grad , o = ————,
grac, ¢ ==, > 8Gs 0= 5 g B0 0= ind da

op 516(p+a 1 6_¢’
" or rod “rsin oa

Slika 8.4 Sferni koordinatni sustav

_:_1;6(r2Ar)+ 1 6(sin0AS)+ 1 o4,

divA4 . - ,
or rsing 09 rsinf oa
& yot, A= 1 6(51n3Aa)__%’
rsin g 09 oa
ayrot LG 10004).
rsind oa r Or
a, rota/’i:li(rAg)—laA' ,
ror r 04

2
Ago:%i(rza(p j+ 21. 2 (Sin&aﬁ]+————2 _12 5¢2J’
r-or or r*sin@ 09 09%) rsin” 9 oa

(8.137)

(8.138)

(8.139)

(8.140)

(8.141)

(8.142)

(8.143)
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= ETEo: ]
AM=a, AA,—E2 A +ctgdd, + .1 %+%j +
r sind da 08
1 1 0A. 2cos$9 04
tag| A4y —— | —— A, —2—L+ —= ||+ 8.144
as[ 9 rz(sinzg '8 s g aaﬂ (8.144)
+a, AA,%( 2y~ 2 aA*—2_°°f‘96—A’ij .
r~\sin” 9 sind da  sin“ % Oa
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83 TENZORI

U uvodnom dijelu ovog priloga ve¢ je bilo re¢eno da su tenzori matematicki objekti odnosno fizikalne
veli¢ine &ija svojstva ne ovise o izboru koordinatnog sustava. Opcenito fizikalni zakoni moraju biti
neovisni o bilo kojem posebnom koordinatnom sustavu. Studiranje posljedica ovog zahtjeva vodi do
tenzora i tenzorske analize koja se vrlo intenzivno koristi u op¢oj teoriji relativnosti, diferencijalnoj
geometriji, mehanici, a posebice u grani o &vrstodi, hidrodinamici, ali i u teoriji elektromagnetizma,
[27], [26], [16].

Takoder se u literaturi navodi da su tenzori objekti razli¢itog ranga. Tako je tenzor ranga 0 skalar
(3°=1 odnosno jedna komponenta), a tenzor ranga 1 (3'=3 komponente) je vektor. Tenzor ranga 2
(3%=9 komponenti) prikazuje se u matri¢nom obliku. Opis naprezanja u anizotropnom materijalu
zahtijeva 81 komponentu (3*=81) dakle tenzor ranga 4. Opéenito tenzor ranga » ima 3" komponenti.
Cesto se ispusta iz vida da obrat ne vrijedi: nije svaki skalar tenzor ranga 0 niti je svaki vektor tenzor
ranga 1. Neka to ilustriraju sljedeci primjeri, [27].

Neka je jedan promatra¢ u mirujuéem sustavu S, a drugi promatrac u sustavu S’ koji se giba. Ako oba
promatra¢a neku fizikalnu veli¢inu vide jednako tad je ta veli¢ina tenzor. Na primjer, temperatura koju
¢e i jedan i drugi promatra otitati na svojim termometrima bit ée jednake: 9 ="

Temperatura kao skalar u ovom je slucaju tenzor ranga 0.

Neka na primjer izvor monokromatske svjetlosti u nekoj to¢ki prostora P zradi frekvencijom iznosa f
koju u tom iznosu registrira promatra¢ u sustavu S'. Promatra¢ u mirujuéem sustavu S nece mjeriti taj
iznos frekvencije veé neki iznos f i to prema efektu Dopplera koji se moze pokazati i putem
Lorentzove transformacije frekvencije. U tu se svrhu treba iskoristiti ¢injenica da je faza vala neovisna
o sustavu motrenja. Zbog jednostavnosti to se moze demonstrirati na ravnom valu, [16]. Zamjenom
koordinate x' i vremena ¢’ iz gibajuéeg sustava S’ s odgovaraju¢im koordinatama x i ¢ iz mirujuceg
sustava prema tocki 3 (izrazi 3.13.1 i 3.21) dobivaju se odnosi izmedu frekvencija i valnih duljina u
oba sustava:

u, 1 1 uf!

VP LA N LI A ) 8.145
f=rf /1,) ) 7[/1, = j (8.145)
Eliminira li se 1/1’ iz prvog izraza pomocu drugog izraza te uzimajuéi jos u obzir da je: 1/A=f/c¢
dobiva se odnos izmedu samih frekvencija u oba sustava:

1 o |Mrule ., l+4ulc
Al-u/c) 1-ulc N

f=r (8.146)

To znadi da se za male iznose brzine gibanja u sustava S’ prema brzini svjetlosti ¢ odnosno ulc=0
dobiva za frekvenciju f:

f= f(lizj (8.147)
c

pri &emu ée predznak .+ vrijediti za slu¢aj da se izvor svjetlosti (sustavu S’) priblizava promatraéu u
sustavu S (frekvencija se pomide ka ljubitastom dijelu spektra), a predznak ,,-,, za slu¢aj da se izvor
svjetlosti (sustav S') udaljava od promatrada u sustavu S (frekvencija se pomige ka crvenom dijelu
spektra). Cak $to vise sustav S takoder ne mora biti mirujuci. Vazno je iskljugivo relativno gibanje,
Frekvencija je ovdje takoder skalar, ali nije tenzor ranga 0.
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Ako za dva vektora @ i @' promatradi u sustavima S i S’ utvrduju da je:
a=a' (8.148)

tad je vektor & tenzora ranga 1. Opcenito ako se transformacijom utvrduje da je bilo koja veli¢ina
jednaka u oba sustava:

T=T (8.149)

odnosno da je neovisna o izboru bilo kakvog sustava, rije¢ je o tenzoru odredenog ranga. Na primjer,
neka je vektor pozicije odnosno radijus vektor 7 = xi + yj + zk povuéen iz ishodista nekog sustava
S do totke u prostoru P. Ako je #'=x'7 + ' j +z'k vektor pozicije povuden iz ishodista sustava S’
u istu tocku u prostoru P tad je opéenito:

P (8.150)

To prosto znati da vektor pozicije 7 = xi + yj— +zk nije tenzor ranga 1 (iako ima 3 komponeénte).
Neka se sad u dvije to¢ke u prostoru P; i P, povuku po dva radijus vektora iz ishodista svakog od
koordinatnih sustava S (u to¢ku P;: 7, a u totku P,: 7, ) odnosno S’ (u totku P;: ', au toku Py

7,"). Utvrduje se da je:

Ay A (8.151)

Dakle razliku radijus vektora i jedan i drugi promatra¢ (u sustavu S odnosno S’) vide jednako pa je
razlika vektora 7, — 7 tenzor ranga 1. Kao izravna posljedica ovog takoder vrijedi i za diferencijale -
vektora pozicije:

a7 = di (8.152)
pa je diferencijal dF takoder tenzor ranga 1.

Za ilustraciju tenzora ranga 2 neka posluzi skraéeno razmatranje prema [16], a odnosi se na
razmatranja napetosti u €vrstom tijelu. Neka se uoce tri plosna elementa dS,, dS, i d.§'3 u ¢vrstom
tijelu prema slici 8.5. Plo¥ni su elementi smjesteni u odgovarajuéim koordinatnim ravninama.

Slika 8.5 Tetraedar u ¢vrstom tijelu
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Napetost se definira kao tlak odnosno sila po jedinici povrSine i oznaCit e se vektorima 7, 7, i f3

Neka se sile na plosne elemente oznace redom kao dFl s alF"2 i dF_; pa je:
dF, =1dS,, dF, =t,dS,, dF,=1ds;. (8.153)

Svaki od vektora 7, , 7, i 7, ima po tri komponente (x, i 2):

SH

i

f
x —komponenta T,

o
[N

(8.154)
y —komponenta T,

g B’\] ~
53 B’ﬂ 2

z—komponenta T,

2 3

pa je stanje napetosti odredeno s devet veli¢ina koje se mogu rasporediti u kvadratnu shemu. Te
veli¢ine se zovu komponentama tenzora napetosti, ranga 2.

Neka je sad plosni element diS &ija se normala ne poklapa niti s jednom od koordinatnih osi, a iznosi
projekcija na pojedine ravnine su upravo prije definirani plo$ni elementi ili:

dS, =dScosa, dS, =dScosf3, dS, =dScosy. (8.155)

Cjelokupna sila na uoCeni tetraedar jednaka je nuli odnosno:

tdS—1dS, —1,dS, —1,dS, =0 (8.156)
odnosno: .
7 =1 cosa+17,cosfB+1cosy (8.157)

ili po komponentama:

t. =T, cosa+T,cosf+T;;cosy,
t, =T, cosa+1T,,cos f+T,cosy, (8.158)

t, =T, cosa+Ty,cos B+ T cosy.

U kompaktnom zapisu je:

T=ri (8.159)

pri ¢emu je:

L T, Ty
=T T, Ty (8.160)
L, T, T

tenzor napetosti, a 7 vektor normale na plo$ni element dsS tako da je: dS =dS7 . O transformaciji

komponenti tenzora iz jednog u drugi sustav bit ¢e rijedi u sljede¢em dijelu teksta, a u uskoj je vezi s
razmatranjima krivolinijskih sustava odnosno transformaciji koordinata.
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Ovdje se moze samo napomenuti da se svaka transformirana komponenta tenzora ranga 2 dobiva kao
linearna kombinacija svih devet komponenti u ishodnom sustavu.

U tenzorskoj je notaciji uobicajeno izostaviti znak zbrajanja (obi¢no je to znak X'), a zbrajanje se
podrazumijeva po bilo kojem ponavljajuéem indeksu koji se pojavljuje u odgovarajuéim izrazima i
transformacijama.

n
Tako se zbroj Za j.x’ prosto oznacava kao:
j=1

ax’, (8.161)

a znaCi zbrajanje po (ponavljaju¢em) indeksu j te predstavlja konvenciju zbrajanja u tenzorskoj analizi,
[26]. Oznaka j u nadindesku nije dakle eksponent veé, u tenzorskoj konvenciji, oznaka za komponentu
kontarvarijantnog vektora odnosno tenzora ranga 1. Obicni (pod)indeks oznadava komponentu
kovarijantnog vektora odnosno tenzora ranga 1. Indeksi koji se pojavljuju samo jedanput slobodni su
indeksi. Treba li se negdje pojaviti potencija komponente tad se ona stavlja, na primjer, u poluokrugle
zagrade i iznad desne se stavlja eksponent. Pojmovi komponenti kovarijantnog i kontarvarijantnog
vektora ve¢ su uvedeni pri razmatranju opcenitih krivolinijskih koordinata. Dakle, skup vektora
vezanih za tangente na lokalne koordiname (krivulje) osi naziva se skupom kontravarijantnih
vektora, a skup vektora normalnih na lokalne koordiname plohe naziva se skupom kovarijantnih
vektora. Tako, znaci postoje dva tipa tenzora ranga 1: kontravarijantni i kovarijantni.

Neki se tenzor ranga 1 & opéenito moZe odnositi ili na skup jedinidnih kontravarijantnih ili
kovarjantnih vektora. Izbor ovih jedini¢nih vektora nema utjecaja na sam vektor & s obzirom da se
radi o tenzoru ranga 1.

Formalno, iz razmatranja transformacija op¢ih krivolinijskih (Eest je naziv i ,,zakrivljenih®) sustava

o .. . L |2 )
proizlazi transformacija za diferencijal iz sustava (x',x",...,x") usustav (x",x",..,x"):

x"=x" (x, %, x"), x?=x" %%, x"), X = X" (!, 2 ey x™) (8.162)
odnosno:
Y
de' = gy (8.163)
ox’

$to u notaciji tenzora zna¢i zbroj 3 komponente.
Ne samo diferencijal nego i bilo koji drugi vektor 4 s komponentama A',A4%,...,A" koji se

o 12 12 12
transformira iz sustava (x,x",...,x") usustav (x",x",...,x") s komponentama 4", A"”,..., A" na
takav nacin zvat ée kontravarijantnim vektorom (oznaka s nadindeksom) odnosno tenzorom ranga 1:

=L g (8.164)
ox’

= 1 s : ) .
Vektor A s komponentama A', 4°,..., A" koji se iz sustava (x',x*,...,x") transformira u sustav

1 by . pun @
(x",x",...,x") s komponentama A', ,A'5,..., A', nasljedeéi nadin:

n ox’

=4 8.165
Loox"t Y ( )

zvat ¢e kovarijantnim vektorom (oznaka s podindeksom) odnosno tenzorom ranga 1.
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o) s il .. . 1 2 e ik
Ako se n’ velitina 4" transformiraju iz sustava (x,x7,...,x") u veli¢ine 4" u sustavu

1 2 -
(x",x",...,x") prema izrazu:

Auik — ai” ax'k Aj/

: 8.166
ox’ ox' L)

tad se one zovu kontravarijantne komponente tenzora ranga 2, a zbrajanje je po konvenciji o zbrajanju
naginjeno po indeksima /i j.
I obratno, komponente kovarijantnog tenzora ranga 2 su:

,ox" o'
Aik:W—QFAﬂ. (8.167)

Postoje jo$ i mjeSoviti tenzori, a komponente takvog tenzora ranga 2 su:

1

ox' ox'
=S A (8.168)

Zbrajanje ili oduzimanje tenzora istog ranga nadinit ¢e se kao i u matri¢noj algebri. Vanjski produkt
dva tenzora je tenzor &iji je rang jednak zbroju rangova pojedinih tenzora. Treba napomenuti da nije
svaki tenzor moguée predstaviti s produktom dva tenzora niZeg ranga tako da dijeljenje tenzora nije
uvijek moguce. Dalje, ako se izjednace jedan kontravarijantni i jedan kovarijantni indeks, a to po
konvenciji znati odmah zbrajanje 3to rezultira sniZenjem ranga rezultiraju¢eg tenzora za dva u odnosu

na ishodni tenzor.

Postoji jo§ i unutarnje mnoZenje dva tenzora. Unutarnji produkt generira se pri vanjskom mnozenju
dva tenzora, a zatim primjenom kontrakcije na dobiveni rezultat. Unutarnji produkt tenzora i vektora
je opet vektor. Kvocijentnim zakonom se za veli¢inu A utvrduje da li je tenzor ili nije mnozenjem s
proizvoljnim tenzorom. Veli¢ina A je tenzor ako je rezultat takvog mnoZenja opet tenzor.

Ako je A; =A; pri i+ j tad se radi o simetriénom tenzoru i to bez obzira na koordinatni sustav, a
takav tenzor ima 6 razli¢itih komponenti. U slutaju da je 4, =—A; pri i# j,a A, =0 tad je rije¢ o

antisimetri¢nom odnosno koso simetri¢nom tenzoru koji ima tri razli¢ite komponente.
Na primjer, umnozak koso simetri¢nog tenzora A i vektora X je vektor y:

0 -4, 4y ||x Ay x;, — A,x,
y=| 4, 0 -4, x |=| 4px, — 4sx, (8.169)
-4y Ay 0 X3 Ayyx, — Ay X,

$to se dobiva i kao rezultat veé dobro poznatog vektorskog produkta:
a= Ayl + ABlj + szl; (8.170)

I jo§ jedan primjer za ova slu¢aj je Poyntingov vektor. Poyntingov vektor zapravo nije vektor u
klasi¢nom smislu, a niti tenzor ranga 1. Naime smjer Poyntingovog vektora I = E x H ima isti smjer
ako oba u njega ulazeéa sastavna vektora promijene smjer za 180° §to je razumljivo s obzirom da se
radi o umnosku vektora. Obi¢ni ¢e vektor promijeniti smjer za 180° ako mu sve tri komponente
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promijene smjer takoder za 180°. Radi se zapravo o tom da je Poyntingov vektor antisimetriéni tenzor
ranga 2 koji ima samo tri komponente (kao i vektor) za razliku od simetri¢nog tenzora ranga 2 koji
ima Sest komponenti ili nesimetri¢nog tenzora ranga 2 koji ima devet komponenti. Operator rotacije na
nekoj vektorskoj funkeiji takoder ¢e generirati antisimetri¢ni tenzor. Medutim, na primjer, magnetski
vektorski potencijal je vektor i ima smjer strujnice na koju se odnosi.
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8.4 GAUSSOV STAVAK (TEOREM)
[J’jdivﬁdV:cj’:jZdS:ﬁZﬁdS, @8.171)
14 s S

gdje je 7 jediniéni vektor normale na element plohe (dS), a usmjeren je iz promatranog prostora.

8.5 STOKESOV STAVAK

Hrot/i ds = ”rotZﬁdS:n{st‘. (8.172)

N N s

Normala 7 i povriina koju zatvara put § vezani su pravilom desnog vijka.

8.6 HELMHOLTZOV TEOREM

Neka se promotri opée vektorsko polje F za koje vrijedi:

VF=p (8.173)
VxF=¢, (8.174)

gdje je p skalamé, a ¢ vektorska funkcija prostornih koordinata x, y, z. Kako je divergencija
rotora bilo kojeg vektora nula, to je V& = 0. Po Helmholtzovu se teoremu moze opée vektorsko polje
F prikazati kao zbroj dva vektorska polja X i Y. Jedno je polje solenoidno (divergencija tog polja
jednaka je nuli: VX =0), a drugo je polje bezvrtlozno (rotor tog polja jednak je nuli: V x ¥=0),
dakle:

F=X+7, (8.175)
pri ¢emu je:
e X solenoidno (bezizvorno polje): VX =0, (8.176)
e Y bezvrtlozno (polje s izvorima i ponorima): V x ¥=0. (8.177)

Uz te pretpostavke takoder vrijedi:

X=VxA, (8.178)
-Vg, (8.179)

~i
1

atad je prema (8.175):

F=VxA-V¢. (8.180)
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Teorem se dokazuje tako da se utvrdi odredivost velidina 4 i 0.

Divergencija vektora F je:

VF=V(VxA-V¢)=-V=—Ap=p (8.181)
ili:

Vig=—p. (8.182)
Ta je jednadZba poznata kao Poissonova jednadzba.

Rotor vektorskog polja F je:

VxF=Vx(VxA-V§)=V(V A)-V?4=¢. (8.183)

Kako 4 jo8 nije odreden, moZze se pretpostaviti da je VA=0, pa se dobiva:

Vii=—z, (8.184)
V4, =—c,, (8.185)
Vid,=-c,, (8.186)
V4, =—c,. (8.187)

To su_opet oblici Poissonove jednadzbe. Za potpuni dokaz Helmholtzovog teorema treba rijesiti
Poissonovu jednadzbu.

Prije toga ¢e se uvesti funkcija @ = 2 , gdje je & konstanta, tako da Poissonova jednadzba (8.182)
&

glasi:

Ap=-L (8.188)
&

8.7 RJESENJE POISSONOVE JEDNADZBE

Eksplicitno Poissonova jednadzba u pravokutnom koordinatnom sustavu glasi:
¢ o 9 p(x,,2)

Ao = —_—— X, ¥, 2 e A Ml . 8.189

2 [axz ayz P (0( y ) p ¢ )

To je nehomogena parcijalna diferencijalna jednadzba drugog reda. RjeSenje ée se prvo potraziti
Fourierovom transformacijom. Treba rijesiti problem:

1
e za danu funkciju —p(x,y,z) treba odrediti funkciju @(x,y,z), koja zadovoljava
£

Poissonovu jednadzbu i grani¢ne uvjete tako da ¢ —0,kad x -0, y —>00 iz — o,
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8.7.1 Fourierova transformacija

Dvije funkcije f(x,,2) i f(&,1,{), koje zadovoljavaju relacije, [4]:

fuyﬁ)( } JHanoa@W¢uﬂW¢ (8.190)
i

fénd)= ( jmj'”f(x 9,2)e 7 E M Oy 8.191)

beskonaéne su Fourierove transformacije.
3/2
- . . 1 = 2 . .
Pomnozi li se sad Poissonovu jednadZbu s (2—— e/ A dvdydz i integrira od —o0 do o
Vs

dobiva se:

(] e (L] P20 B2

(8.192)

Lijeva je strana jednadZbe uzimajuéi u obzir izraz (8.190):

( j _.‘ jj I:( j I Ir(f 7,6) 61(5x+rzy+é’-)d4:dnd§j| */(bmpércz)dxdydz _
B (i) J ” [?IE) J ?JT/’@ 1,0)e/ S E(I)(E + 7 + §P)dgdndS e D dvdydz =

3/2 «
= (—1)(%} J. “‘(xz + 3+ 2% o(x, y,2)e” " D dxdydz =
T -

=—(&+7" +¢) (€18,

(8.193)
dakle vrijedi uz (8.192):
(§2+772+42)<_0(§,77,C)=&£ﬁ, (8.194)
odnosno:
5(&%4)=ﬁ7ﬁ)—. (8.195)

e(&+n’+4%)
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*erres”

Sad se obje strane jednadzbe (8.195) izmnoze s:

1 )2
(E—) ej(§’r+'zv+é‘2)dé:d77d; ,
T

a zatim integriraju po &,71¢ od —o do + nakon &ega se dobiva:

(] 1B

Takoder je i:
pEnS)= ( ) Jj.j.p(x,y 2') e & E N g gy !

paje:

g GemxYen(y=y g (z-2)]

o(x,y,2) = ( )j”p("’y Z)(jjj ﬁdgdndg’]dx'dy'dz'.

s+’

(8.196)

(8.197)

(8.198)

(8.199)

Sad prvo treba rijesiti integral u poluokruglim zagradama izraza (8.199). Neka se sad taj integral

oznadi s I.

Integral se moze rijesiti prijelazom u sustav kuglinih koordinata (sferni koordinatni sustav, slika 8.6).

4
R
P
9
n
9
Slika 8.6 Sferni koordinatni sustav — uz rje$avanje integrala / u poluokruglim zagradama

izraza (8.199)

Neka su vektori P i 7 —7':

F-F'=R=(x-x)i+(y-y)j+(z-2")k.

(8.200)

(8.201)
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Neka se uzme polarna os u smjeru R, atad integral glasi:

/P|r r‘coss o -1

j S PdPsin %d%da =2n j j JPIPFI088 Ip(_d cos §) =
P=0 9=0 a=0 P P=01 (8202)

© JjP|F-F - jP|F-F|
1=272'j(_8_ e (0, (8.203)

Podintegralna je funkcija:

PP _ gmiPPTl gh jPlF—F| _sin P|F —F'
e — e - _ ./ J — \ o _l — | (8204)
]Plr—rl ]P1r—rl Plr—r'
a:
__sinPF —F|
el 8 (8.205)
P0 Plr v |
Integral je dakle:
=sin P‘r - r‘
j (8.206)
r O
Prema priruéniku, [25] je:
sinax +Zzaa>0
j_ux -1 2 , (8.207)
o X 2 zaa<0
2
pa je vrijednost trazenog integrala:
2
I= _2” _ (8.208)
=
TraZena funkcija ¢ je konacno:
px,y,.7) ' dy'd'. (8.209)

plon2) 47&"!”\/(7 Aty -2

Pritom se razlikuju koordinate izvora (x',y',z') i promatrada (x,y,z) prema slici 8.7.
3| Y p Yy p
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Uz oznake kao na slici 8.7 traZena se funkcija ¢ moZe pisati i u obliku:
o)== [ [ (6210
dre * 27 R

U elektrostatici funkcija ¢(7) je potencijalna funkcija, a p(7') je funkcija koja opisuje prostornu
razdiobu naboja (poznata ili zadana).

- Slika 8.7 Polozaj izvora (/) i promatraca (P)

8.7.2 Sluéaj foékastog naboja
Za toCkasti naboj g na mjestu (x',)',z') moZe se na¢i razadioba potencijala, prema dobivenom

rjeSenju za prostornu gustocu naboja, uvodenjem Diracove J (delta) funkcije koja ima sljedeéa
svojstva:

S(F-7)=0,F =7, (8.211)

| ojff(F')ﬁ(f —F)dV'= £ (7). (8212)

Detaljnije raspisani gornji izrazi su:
o O(x—x,y-y,z-2)=6(x—x")0(y-¥")0(z—2z")=0ito za:
xEX'iy+yizzz, (8.213)

o J.?J.f(x',y',z')é'(x—x',y—y',z—z’)dx'dy'dz':f(x,y,z). (8.214)

Diracova ¢ - funkcija nije funkcija u konvencionalnom smislu veé se naziva simboli¢kom funkcijom.
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Poissonova jednadzba za sluéaj to¢kastog naboja u tocki (x',y',z') je:

62 2 62 q
dp= [“—+—2+§] ¢’(x,y,2)=—;5(x—x')5(y—y')5(2—2')-

ox? oy

Ponovi li se raniji postupak dobiva se:

~(E+7 4+ e ) = ( j IH Teem 25 (F —F)aV =

3/2 -
- (_L) [_ ‘I_(f_)j oI E )
2z & ’

—J (&' '+ ")

odnosno:

- _[A )" g g
¢(§,n,§)—[2ﬂ) e

(8.215)

(8.216)

(8.217)

q(x',y',z")

—Jj (&' +my'+
o(x,y,2) = [ j 9 I‘[Img_el(é+w+§z)d§d77d§_

47e J(x=x'Y +(y—-y )V +(z-2)

(8.218)

Slika 8.8 Slu¢aj tri (3) to¢kasta naboja

Za n totkastih naboja ¢, (i =1,2,...,n) rjesenje glasi:

¢(x,y,2)—4”£§ 7 -7 47r82.

Na slici 8.8 prikazan je slu¢aj tri (3) to¢kasta naboja.

(8.219)
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8.7.3 Greenov teorem

Prema Gaussovom teoremu je:
I “div Fdv = gﬂ Fds, (8.220)
V M
gdje je F bilo koji vektor, koji je funkcija poloZaja, a ploha S zatvara volumen V.

Akoje F =gV =ggrady, gdiesu ¢ i y skalame funkcije, tad je uz koristenje gore navedenoga
Gaussovog teorema:

[[ [divFav = [ [ [div(g grady) av =
V = fyf [V vy = [[ @y +vevy)av = (8.221)
= {}(gb grady) d = £}<¢v v) ds.
I2 toga slijedi Greenova lema odnosno prvi Greenov identitet:

”I(sz+V¢Vy/)dV = vy a5 (8.222)

Sli¢no, ako je:

F=yV¢=ygradg (8.223)

Greenova lema daje:
[[Joms+vovyyar = ffyvgds. (8.224)

Odbijanjem drugog identiteta (8.224) od prvog (8.222) dobiva se drugi Greenov identitet odnosno
simetri¢ni teorem:

[[J@vy-wvg)av = vy -yve) as. (8.225)

8.7.4 Drugo rjeSenje Poissonove jednadZzbe

Za zadanu razdiobu naboja p(x',',z') treba naéi funkciju potencijala, [4], [5], [6].
Poissonova jednadzba glasi:

1 1 1 \ § \J 1
V'Yp(x',y 2)=——p(x'. )2, (8.226)

TEORIJA POLJA I VALOVA



ey EIE«,? 379

a ¢ i V@ nestajuako 7'—>00.
Uzima se da je funkcija:
1

T

1
‘ 8.227
R (250

Za Greenov teorem treba odrediti laplasian od ¥ odnosno: (V')*y = A'y odnosno Viy=Ay.

Zbog jednostavnosti neka se uzme da je: 7'=0 (R=7),atadje:

Vi = vz[ij = \7{1) = V(Vlj = v[—izfoj = v[— %] #0 ako ¥ > 0. (8.228)
R ¥ r r r

Neka se pokaZe da je to tako. Prvo ée se izraGunati integral u kugli radijusa 7 uz primjenu Gaussovog
teorema kad ¥ — 0
] as =

= cﬁ——r sindd3da =- I J.sm.9d.9da:—27rjsm.9dl9—

74)0 a=0 =0

=2rcosd| =2z(- 1.— 1)=—4z.

~
~ |y

HJA[ )dV ”IV('—ZJ av = ﬁ(-}]c@:ﬁ{_%

r—0

(8.229)

To znaci da je:

j [[v ( jdV (] j(—4;z)5(0)dV = (8.230)

pa je prema svojstvima Diracove funkcije, (8.214):

Vz(l) =—475(0). (8.231)

r

Isti rezultat se moze naéi u [26], s donekle drukéijim pristupom. Neka se oko singularne to¢ke 7 = 0
nacini ploha proizvoljnog oblika S. Oko totke 7 =0 nacini se mala kugla polumjera a Cija je ploha S
kao §to je to prikazano na slici 8.9 tako da se togka =0 izolira.

Izraduna li se integral po prostoru izmedu ovih ploha V_g, dobit ¢e se vrijednost nula odnosno:

H s = ”——ds j 7 s = J'”V av =0, (8.232)

S+Sl Vs-s1
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Slika 8.9 Uz evaluaciju V(— L}) prir=a—>0
¥
s obzirom da tocka # =0 nije unutar plohe S+ S;. Iz gornjeg izraza slijedi:
jﬁ%£=—ﬂf95.' (8.233)
s T s

Na plohi S| su polumjer () i normala na nju (7 ):

r=a, n=—F/a B ' (8.234)

tako da je:

nr (-7/a)F rr 1

—_—= 8.235
P P at a ( .

Zato je kona¢no:

e [ @239
N S N

2
a

3 3

Sto je isti rezultat kao i u (8.229) samo 3to je u (8.229) koristen V(— L) umjesto V(Lj
r r

MozZe se takoder pokazati da vrijedi, [4]:

V2 =Viy =V? % =—4r8(x—x")o(y —y")6(z—-z") (8.237)
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Uvritenjem izraza (8.226), (8.227), (8.231) odnosno (8.237) u drugi Greenov identitet prema (8.225)
slijedi:

gm{ Ral )]’%[‘p—fz}}d”': vy -yv' 9 ds'=

. ; (8.238)
=—4np(¥)e + jjjp—(QdV'
57 R
odnosno:
o(x,y,2)=— j j J’MV L v 1| (8.239)
4re P\ |F rl |F - |

Prvi &lan na desnoj strani jednadzbe predstavlja doprinos potencijalu od prostorne gusto¢e naboja u
volumenu V', dakle unutar plohe, koja zatvara V' (slika 8.10). Drugi ¢lan predstavlja doprinos
potencijalu, koji dolazi od izvora, izvan volumena V'. To je rjeSenje homogene jednadzbe odnosno
Laplaceove jednadzbe V' o(x',y',2') = 0.

Slika 8.10 Uz drugo rjeSenje Poissonove jednadzbe

1
Ukoliko prostor 7' nema Supljina, i ako V'— o0, ¢ i V'@ teZze k nuli brze od & [7] pa u

beskonacnosti, drugi ¢lan i$¢ezava u cijelosti i rjeSenje je:

o(x, y,z)=—j”p(x s Z)dV'— - ij(’)dV' (8.240)

-7
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8.7.5 Dokaz o jedinstvenosti rjeSenja

Neka se pretpostavi da postoje dva rjeSenja ¢, @, Poissonove jednadzbe. Neka se sad definira:
X =@, —@,. Uvrsti li se u Greenovu lemu odnosno prvi Greenov identitet prema (8.222) tako da se

postavi: ¢ = = y, dobiva se:

| ”(;(V2Z+V;(V;()dV= Hrvrds. (8.241)

Voo S

Desni ¢lan nestaje zbog grani¢nih uvjeta u beskonadnosti. Kako ¢, i ¢, zadovoljavaju Poissonovu

jednadZbu to znadi da je i:
Viy=4y=Ap~-9,)=0 (8.242)

pa prema lijevoj strani (8.241) kona&no preostaje da je:

[[[0xvz)av =0, (8.243)
Voo

a §to je istinito ako je svugdje Vy =0 ili ¢, —¢, = ¢, - To prosto znati da se potencijali ¢, i @,
mogu razlikovati samo za konstantu c,, a koja je takoder zbog grani¢nih uvjeta u beskonagnosti

jednaka nuli.
Ovime je dokazana jedinstvenost rjeenja Poissonove jednadzbe.
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8.7.6 Taiti McAulayev teorem
Izvod teorema je nadinjen prema [4], a teorem postavlja da je:

JFxds = [[[(vFya-v(Fm)ds. (8.244)

Da se dokaze da je tako, prvo se desna strana pomnoZi s konstantnim vektorom ¢ pa se dobiva:

anjﬁxdg=<§5(ﬁxd§)=§(axﬁ)d§. (8.245)

c{(e x F)ds = [[rot(¢ x F)dS = j j V x (¢ x F)ids . (8.246)
P s s

Podintegralni se dio razvije koriste¢i formulu za rotor vektorskog produkta dviju velitina danu u
prethodnom dijelu, izraz (8.84.1):

Vx(Ax B)=(BV)A- B(VA) + A(VB) - (AV)B = (BV)A~(AV)B+ AdivB-BdivA (8.247)
tako da se zamjenom A= c, B=F dobiva:

V x (¢ x F)i =[(FV)¢ —(¢V)F + &(VF) - F(V¢)]a. (8.248)

Prvi i etvrti ¢lan jednaki su nuli s obzirom da se operacija deriviranja primjenjuje na konstantni
vektor ¢ pa preostaju samo treci i drugi ¢lan, odnosno:

V x(¢ x F)ii =[¢(VF)—(eV)F]i = e[(VF)i —(VEn)] . (8.249)

Vrati li se na sami pocetak na izraz (8.245) te se u njemu podintegralna funkcija ¢lana na desnoj strani
zamijeni s (8.249) kona¢no je:

eFxds =¢ [[[(VF)a - V(Fn)]ds,
41? xds = ”[(VF Yi — V(F)]ds . (8.250)

S obzrom da je konstanta ¢ sasvim proizvoljna izvod dokaza je s tim zavrSen.
Teorem se koristi pri izvodu magnetskog dipolnog momenta i magnetskog skalarnog potencijala na
temelju Biot - Savartovog zakona u to¢ki 4.2.
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8.8 OSNOVE VARIJACIJISKOG RACUNA

Postavlja se zadaca pronaéi zakonitost odnosno funkciju y(x) tako da funkcional:
J= _[F( y,',x)dx (8.251)

bude minimalan ili maksimalan. Hoée li ekstrem biti minimum ili maksimum ovisit ée o
Lagrangeovim uvjetima, a koji se ispituju preko predznaka druge derivacije podintegralne funkcije u
(8.251) Fyy . Na primjer, za slucaj da je Fy",y, 2 0 radi se o minimumu:

min(J) = min (_[F( ¥, y',x)dx) (8.252)

y(x)
u podru¢ju od x, do x,,auz uvjet da je u krajnjim to¢kama:
S(y(x))=mn(x)) =0, 8(y(x,)) =1(x,)=0 (8.253)

gdje je 6(y(x))=n(x) varijacija funkcije y(x), takoder funkcija koja zadovoljava gore navedeni
uvjet kao $to prikazuje slika 8.11, [33], [32], [29], [30].

Slika 8.11 Varijacija funkcije y(x)
Za sluaj jedne dimenzije postupak tede na sljedeéi nadin. Potrazit ée se prva varijacija funkcionala J :
& =6 [F(y,y', x)dx =
[ 5+ a_F: @,v]dx - (8.254)
@ oy
F oF
_ j{a_,sy ; _'M}dx
o " Oy ax

Provest ¢e se parcijalna integracija ( J. udv=uv— Ivdu) na drugom ¢lanu pri emu je:
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u=6—F, du=— 2 dx,
o' dx |\ oy’ (8.255)

=d(y), v=9.
j—[ j } (8.256)

Sad je cijeli izraz za varijaciju &J :

" %(oF d(oF
5 f(a‘a(ay j]dxciv‘|. (8.257)

Ako se sad iskoristi uvjet 5(»(x,)) =0, §(¥(x,)) =0 vidi se da prvi ¢lan u ovom izrazu postaje
jednak nuli pa onda ostaje:

oF d(oF
&= I(Ey__g[a_y')]dx@)' (8.258)

*

LA 4| OF
N dx

OF
gﬁy

& =

Stacionarna vrijednost funkcionala J nastupa za &/ =0. Za daljnji izvod potrebna je primjena
sljedeceg teorema, [32], [33] koja se ovdje navodi bez dokazivanja. Ako za neku neprekinutu funkciju
f(x) vrijedi da je:

b
If (X)n(x)dx =0 (8.259)
za svaku neprekinutu funkciju 77(¢) za koju je n(a)=n(b) =0, tad je u cijelom intervalu x €[a,b]

f(x)=0.

U konkretnom slugaju to znaéi da integrand gornjeg izraza mora biti jednak nuli bez obzira na granice
X, i x, pa se dobiva diferencijalna jednadzba:

QE—i[aF] 0. (8.260)
o dx(9)

Ova se diferencijalna jednadzba u literaturi zove Euler-Lagrangeova diferencijalna jednadiba i
temeljna je jednadiba varijacijskog racuna. Za visevarijabilni odnosno viSedimenzijski slucaj:

J= '[F(y,xl,xz,...,x,,,yxI T, TN 12 (8.261)
0

to bi bio sustav parcijalnih Euler-Lagrangeovih diferencijalnih jednadzbi:

GF o B OF |_p (8.262)
a)) tlax 6)}
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Dalje, ako je integrand u funkcionalu funkcija ne samo prve »' nego i druge derivacije »"' odnosno:

J= IF (3, ' 3", x)dx (8.263)

tad je Euler-Lagrangeova jednadZba:

2
R

Beltramijev identitet
Totalna derivacija integranda u J za jednovarijabilni slucaj je, [33]:

dF _oF  OF . OF

e 8.265
= 50 o (8.265)
Pomnozi li se Euler-Lagrangeova jednadzba:

%-%[%} -0 (8.260)
X

s ' dobiva se:

oF _ .d(oF
Ey'ydx[ay'j' (8.266)

Ovaj se sad izraz uvrsti u totalnu derivaciju dF'/dx , prema (8.265) pa se dobiva:
dF _OF @ [OF) OF . (8.267)
dx o' dx\oy') oOx

S obzirom da prva tri ¢lana (8.267) &ine totalnu derivaciju od F — y’i po x odnosno:

OF F F
dE SR p @O 8 gOF (8.268)
dx oy dx\oy') dx o'

to se dobiva:

oF d oF
—-—| F-y'—|=0. 8.269
) 269
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Beltramijev se identitet iz (8.269) dobiva prosto za slu¢aj da nema izravne ovisnosti OF /0x (ili:

OF |0x =0):

F- y’£3£ =c. (8.270)
o'

U slu¢aju da treba minimizirati:
b
J= IF(y,y',x)dx (8.271)
uz ogranicenje:
b
H= IG(y,y',x)dx = const (8.272)

tad u Euler-Lagrangeovu jednadzbu (8.260) treba umjesto F (¥, ¥',x) uvrstiti:

F(»,y,x)=F(y,y,x)-AG(y,)',x), (8.273)
te izvesti diferencijalnu jednadzbu kao da se radi o slu¢aju bez ograni¢enja. Ovdje je A Lagrangeov

b
mnozitelj, a odreduje se na temelju ograni¢enja H = J‘G( y,y',x)dx =const i uvjeta u krajnjim

totkama a i b.

8.8.1 Primjeri

8.8.1.1 Drugi Newtonov zakon

Ako se za integrand F u funkcionalu J (8.251) uvrsti razlika kineticke i potencijalne energije pri
&emu je neovisna varijabla x =¢ vrijeme, dobiva se:

2
F(y,y’,t)=T—V=%(%) —V(y)=%y'2—V(y). (8.274)

Uvrstenje u Euler-Lagrangeovu jednadzbu (8.260) daje:

ov. d , v _dy oV .

I A T

oy (8.275)
dy _ .

F=m i =my'.

gdje je sila F' promjena potencijalne energije po prostornoj koordinati:

F= V) (8.276)
oy
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Funkcional J koji odgovara izrazu (8.274 u literaturi se zove akcija, a 2. Newtonov zakon posljedica
je nacela minimalne akcije (djelovanja), [8].

8.8.1.2 Najkraca krivulja izmedu dvije toc¢ke u ravnini

Zadaca je naéi najkraéu krivulju koja spaja dvije toc¢ke a i b u ravnini odnosno minimizirati J :

J= bjdl :bj,ll +y7%dx, F(x,y,y') =1+ y? . (8.277)

MozZe se odmah primijeniti Beltramijev identitet, (8.270) pa je:

oF ;
F-y—=c, 1+ -y =
oy 1+y”
(8.278)
=c,y'=c,y=cx+c,.
1+y”
Dakle, traZena je krivulja pravac ¢ija je jednadzba:
y=cx+c,. (8.279)

8.8.1.3 Brahistokrona

Zadada je naci oblik krivulje gibanja koje nastaje iz mirovanja silom gravitacije tako da se put iz jedne
(P1) u drugu tocku (P,) prijede za najkrac¢e moguée vrijeme.

Brzina gibanja je:

ds
v(t)=—, 8.280
) 7 (8.280)
odakle odmah slijedi:

P

T ds
thp = |—. 8.281
= N (8.281)

Iz jednakosti kinetitke i potencijalne energije dobiva se (poznata formula za brzinu istjecanja
tekuéine):

-;—mv2 =mgy, v=4/2g). (8.282)

TEORIJA POLJA I VALOVA



<&

O 389

Takoder je dalje:

= Jdx* +dy? =1+ y7dx (8.283)

paje:
/1
Iv(t) J. ;y dx (8.284)

odakle se zakljucuje da je:

12

F(y,y',.x)= i iy (8.285)
2gy

S obzirom da nema izravne ovisnosti OF /Ox moze se odmah primijeniti Beltramijev identitet (8.270),
a nakon izratuna OF /0y' se dobiva:

|2

F-y aF' s y —=c. (8.286)

& fgy(l )
Sredivanjem ¢lana u sredini dobiva se:

1
———2—(1+y y )
V2gy(1+y")

(8.287)

Rjesenje ove diferencijalne jednadZbe u parametarskom obliku (= k*sin’ —g ) je:

x= %kz(s -sind), (8.288)
¥ =%k2(1—cos 9). (8.289)
$to predstavlja jednadzbu cikloide koja se dobiva kao krivulja koju opisuje tocka na kruZnici koja se
kotrlja duz x osi.

8.8.1.4 Krivulja provjesa teskog lanca

Zadaéa je naéi krivulju provjesa teskog lanca s konstantnom linijskom gustoéom mase p; odnosno

dm = p,dl za zadanu duljinu lanca [, kao ograni¢enjem prema (8.272) i (8.273):

b b
H = [dl = [+ y2dx = const =1, G(x,y,¥) = JI+y7. (8.290)
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Funkcija koju treba minimizirati je gravitacijska potencijalna energija odnosno:

b b
J =gp; [yl =gp, [y1+ y2dx, F(x,,5") = gpyl+y". (8.291)

a

Funkcija F(»,y",x) se komponira prema (8.273):

E(y,5',x)=(pgy - AJ1+y"°, (8.292)

a moze se odmah koristiti Beltramijev identitet (8.270) s obzirom da nema izravne ovisnosti 0F, / ox
paje:

1+ y2—y”
(pgy- i)(—y—f—] =c (8.293)
1+
odnosno:
-AY
yie= (yTJ -1, C=cllpg), 4 =2/(pg). (8.294)
Uz zamjenu:
y—A =Cchz (8.295)
dobiva se:
z=x/C+c¢ (8.296)

§to konacno daje ovisnost tipa kosinus hiperbolni o x odnosno lan&anu krivulju:

y=A4 +Cch(x/C+c,). (8.297)

8.8.1.5 Snellov (Snelliusov) zakon loma

Brzina svjetlosti u sredstvu (i) koji ima indeks loma », iznosi v, = ¢/n,. Fermat-ovo nagelo u optici

utvrduje da se zraka svjetlosti kroz sredstvo prostire po najbrzoj krivulji (minimalno vrijeme
prostiranja) odnosno:

t= min[iij = lmin[fl n,.lij (8.298)
¢ i=l

i=1 v,'

gdje su: /; i v, =c/n, prijedeni put odnosno brzina u sredstvu ze n,; indeks loma sredstva i. Problem
je srodan problemu s brahistokronom.
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U tom se sad smislu moze definirati duljina optitkog puta u nehomogenom, ali izotropnom sredstvu za
prostiranje po krivulji y(x) kao:

b b
J= j n(hdl = jn(x, W1+ y72dx, F(x,,3") = n(x, y)/1+ 3" (8.299)

b b
umjesto prostorne duljine odnosno duljine luka krivulje u ravnini: /: J = _[dl = I 1+ y2dx.

Ovdje se indeks loma n(x,y) kontinuirano mijenja od to¢ke do totke. Dopusti li se da je indeks loma
n(x,y) funkcija samo y odnosno n=n(y) tad se moze odmah primijeniti Beltramijev identitet
(8.270) tako da se uvrsti:

F(x,y,y")=n(y)1+y" (8.300)

u Euler-Lagrangeovu jednadzbu:

oF '
F=y SomnyWi+ y* -n()y—=—==c,
Y N1+

1 242 (8.301)
+ \l \l
n(y)—= }: =n(y) ==c
Jl +)' Jl +y'
dobiva se:
n(y)cosa =c,
1 (8.302)

cosa =

_ 1
\/1+tga2 —\/17+y'2.

Ovdje kut ¢ kut tangente na krivulju prostiranja svjetlosti y(x), a ovaj se posljednji izraz moze
izraziti i pomoéu kuta izmedu tangente i normale tako da je: $=7/2-a:

n(y)sind=c. (8.303)
Posljednja je relacija zapravo drugi Snelliusov zakon, a poznatiji je zapis za dva sredstva:
n sing =n,sind,, sing /sind, =n,/n =v /v, (8.304)

gdje su kutovi & i 4, upadni odnosno kut loma (refrakcije).
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8.8.1.6 Primjer iz elektrostatike

Ako postoje naboji samo na vodi¢ima (a ne i u prostoru raspodijeljeni naboj) energija elektrostati¢kog
polja je :

W, = g | Vj EdV =§ [ Vj [voyar (8.305)

gdje je @ potencijal. Ako su vodici prikljuteni na napon U tad se ista energija izrazava i pomoéu
kapaciteta:

2
w,= cu (8.306)
2
pa se izratun minimuma elektrostaticke energije svodi na izratun minimalnog kapaciteta C.
Medutim, za razliku od dosadasnjeg pristupa traZenja zakonitosti na primjer y(x) uz uvjet minimuma
funkcioanla ovdje ¢e se oblik zakonitost pretpostaviti unaprijed i to na¢in da se osigura prakti¢na
izvedivost ra¢unskog postupka, a sama minimizacija izvesti na uobi¢ajeni izravni nagin.
Ako je funkcija razdiobe potencijala izmedu vodi¢a poznata tad nije problem izradunati kapacitivnost
konfiguracije pomocu gore navedene elektrostaticke energije uz odredena izvedbena ogranigenja
ratunskog postupka na koja ¢e se poslije dati osvrt. Ovdje ¢e se pretpostaviti da to¢ni oblik funkcije
nije poznat. Umjesto toga pretpostavit ¢e se da je potencijal kao funkcija prostornih koordianta zadan
u polinomskom obliku odabranog reda, ali s nepoznatim koeficijentima. Minimizacijom
elektrostaticke energije odnosno kapaciteta izrafunat ée se iznos kapaciteta suosnog (koaksijalnog)
kabela s unutarnjim vodi¢em polumjera 7 te s vanjskim vodiem polumjera #, , [8], (slika 2.22).
Dakle, neka se model potencijala ¢ pretpostavi, na primjer, kao polinom treceg reda i to po veli&ini

p:

p=(r=n),=r)=(r=r)/dy, dy=1,-rn, (8:307)
akoja je zapravo normirana veli¢ina » —# s razmakom izmedu cilindara 7, — 7 pa je potencijal:
p=U(l+pp+p,p’ +p:p’). (8.308)

Iz pretpostavljene zakonitosti potencijala proistjece i model za jakost elektrinog polja:

d do 0 0 U

E=-P= P8 o UL (p +2p,p+3p,p") === (p + 2p,0+ 3pp?) (8:309)
dr dp or or d,

gdje je skup koeficijenata polinoma:

p'=lp p, P (8.310)

tek treba odrediti.
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Kvadrat jakosti elektri¢nog polja (8.309) je:

E*= [p +4p,p,p+(6p,py+4p3)p° +12p,p:p* +9pip ]— Pz(p) (8.311)

d2 d;

a koji ¢e se potom uvrstiti u izraz za energiju elektrostatickog polja (8.305).

Diferencijal volumena je dV =2zlrdr =27ld(d,p +1)dp pa e se za izraGun W, integrirati po

varijabli 7 u granicama od # do r, odnosno po varijabli p u granicama od 0 do 1.

S kvadratom jakosti polja E : osigurana je nenegativnost energije W, , ali nije izbjegnut slu¢aj kad

moze biti W, =0 $§to se moze dogoditi ¢ak i za trivijalni sluCaj koeficijenata polinoma
= [p] D, p3]= [0 0 0] s obzirom na predloZeni model jakosti polja prema (8.307), a koji je

proizasao iz polinomske ovisnosti potencijala ¢ o p . Slucaj W, = 0 moze se naravno dogoditi i za

beskonaéno drugih kombinacija koeficijenata polinoma pT = [p] D> p3] ;

Da bi se to izbjeglo postavit ¢e se ograni¢enja na skup parametara:
>p, =1 (8.312)
k=1

&ime je osigurano da barem jedan od parametara p’ = [pl §23 p3] bude razli¢it od nula. Tim se
takoder jaméi da minimalni iznos kapaciteta ne bude jednak nuli pri konac¢no velikom kvocijentu
k =r, / ;. Broj parametara uz ovo ogranicenje efektivno je smanjen za jedan.

Energija elektrostati¢kog polja W, se sad moze izraziti kao:

2rle U
W=y T I *(p)pdy + 1) )dp = U j[Pz(mprPz(p)—)}dp—
(8.313)
= nel> J‘{Pz(p)p+P2(p)i)}dp=7rl£U2 I|:P2(p)p+P (p))}dp
] d, ; k-1
pri emu je:
k=n/n, v/d,=1/(k-1). (8.314)

Izjednacenjem izraza (8.313) s izrazom (8.306) dobiva se funkcija koju treba minimizirati po p :

F(p):c—([ll)—:ZﬂgJ.|:P2(p)p+ (p)):|dp 2ms(l, + 1), (8.315)

0

a kao §to se i vidi to je kapacitet po jedinici duljine.
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Prvi odredeni integral /, jednak je:

1 2 2 2
4pp, 6pps+4p;, 12p,p; 9p
I = [p? =P 2P,  OPPs Rl 2 & W < ) 8.316
= [Powpdo= 575 T A (8316)
a drugi:
1_]P7PL,_,Lﬁ 2y L OPPHADY o 9Dy (8.317)
2*0 k-1 p_k—l P PP, 3 PP 5 | :

Za slu¢aj da je dielektrik zrak (& = &) na dolje prilozenim slikama (slika 8.12 lijevo i desno) dani su
rezultati proraduna odnosno minimizacije navedene funkcije F(p)= C(p)// po skupu koeficijenata
polinoma pT = [pl D, p3] za razliCite kvocijente polumjera vanjskog i unutarnjeg vodica
k =7 /7 urasponu od 1.1 do 50. Na slici 8.12, lijevo dani su rezultati za 'to¢nu' (27 /In(r, /1)) i
pribliznu vrijednosti kapaciteta pa se vidi da je do kvocijenta polumjera k=r,/r =10 slaganje
rezultata izvanredno, a tek se dalje pojavljuju znacajnija odstupanja. Na slici 8.12 desno dani su iznosi
koeficijenata polinoma za razli¢ite iznose kvocijenta polumjera vodica k .

3 Kapacitet koaksijalnog zraénog kabela Kapacitet koaksijalnog zraénog kabela - koeficijenti polinoma
EEPA e = 2 _ R S

= ]
Tocna vrijednost | |
| == Priblizni racun

Iznos kapaciteta, pF/m
3

]
S
2

Omier r,/r, Omjer ryfry

Slika 8.12 'Toc¢na’ i priblizna vrijednost kapaciteta susosnog kabela (lijevo) te iznosi koeficijenta
polinoma za razli¢ite iznose kvocijenta polumjera vodi¢a k (desno)

Naravno, daljnja poboljSanja su moguc¢a u smislu izbora matematickog modela potencijala odnosno
jakosti magnetskog polja, zatim varijabilnih rubnih uvjeta kako bi se obuhvatile vrlo komplicirane
geometrijske konfiguracije, a ne samo ovaj $kolski poznati primjer.
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10 KAZALO

Antena
impedantni dijagram, 342
napajanje, 341
Stapna, 330
Bazdarenje
Coulombovo, 205
Lorentzovo, 202
Brzina
éela vala, 236
konstantne faze, 242
Cilindriéni vodi¢
beskonacno dugi, 13
Dielektri¢na kugla u homogenom elektri¢nom
polju, 93
Dielektri¢na sredstva
dipol, 62
dipolni moment, 62
dielektri¢nost
relativna, 71
Dielektri¢nost, 5
Difuzija, 275
Dipol
Hertzov, 319
magnetski, 144
Dopplerov efekt, 365
Dubina prodiranja vala, 242
Dva tockasta naboja, 39
Dvodimenzionalni problemi potencijala, 53
Elektri¢no polje
mnostvo dipola, 66
na granici dvaju sredstava, 72
Energija
dvozi¢nog voda, 173
elektri¢énog dipola, 66
elektrostatickog polja, 35, 37
magnetska, 155
magnetska dviju petlji, 151
magnetskog polja, 153
prostorna gustoca elektrostati¢kog polja, 37
strujanje, 248

Faktor
refleksije, 285
transmisije, 285

Funkcija
analiti¢ka, 53
Diracova, 376

Funkcije
Besselove, 312
Neumanove, 312

vektorske u krivolinijskom koordinatnom
sustavu, 349

Geometrija
euklidska, 344
Gustoca elektrostati¢ke energije
plosna, 74
Gusto¢a naboja
plosna, 14
prostorna, 71, 80
Hertzov dipol
Azimutalna komponenta jakosti elektri¢nog
polja, 324
Azimutalna komponenta jakosti magnetskog
polja, 323
emisijski dijagram, 327
energija isijavanja, 326
otpor isijavanja, 328
Radijalna komponenta jakosti elektri¢nog
polja, 323
Radijalna komponenta jakosti magnetskog
polja, 322
Tangencijalna komponenta jakosti
elektri¢nog polja, 323

Tangencijalna komponenta jakosti
magnetskog polja, 323

Histereza, 163
Identitet

Beltramijev, 386, 388, 389, 390, 391
Greenov 1., 378
Greenov 2., 378

Impedancija
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koncentrirana, 283
valna, 237
Impuls
elektromagnetski, 218
Indukcija
magnetska, 109, 134, 204
Induktivitet
prstena kruznog presjeka, 174
prstena pravokutnog presjeka, 177
unutarnji, 158
vanjski, 151
vodi¢a u utoru, 220
Integral
kosinus, 339

Izolatori, 245
Jakost elektri¢nog polja

normalna komponenta, 72
tangencijalna komponenta, 73
Jakost magnetskog polja
normalna komponenta, 182
tangencijalna komponenta, 182
Jednadzba
Besselova diferencijalna, 311
Euler- Lagrangeova, 385
Helmholtzova, 231
Poissonova, 10
Jednadzbe
Fresnelove, 253
Maxwellove, 187
valne, 187, 198, 199
Kapacitet
dvaju beskonac¢no dugih cilindara, 51
dvije koncentri¢ne kugle, 28
dvije paralelne ploce, 29
parcijalni, 25
suosnog kabela, 29
Stapne antene, 106
usamljene kugle, 26

Kapacitivni koeficijenti, 24
Koeficijenti

metricki, 347
metri¢ki, cilindriéni sustav, 360
metric¢ki, sferni sustav, 362

Koeficijenti potencijala, 23
Komponente vektora

kontravarijantne, 348
kovarijantne, 348
Konstanta
fazna, 237
prigusna, 237
valna, 234
Koordinate
krivolinijske koordinate, 345
krivolinijske ortogonalne, 345
Koordinatni sustav
cilindriéni sustav, 360
pravokutni Kartezijev, 352
sferni sustav, 362
Krivolinijski sustav
divergencija, 349
gradijent, 349
plodni element, 348
prostorni element, 349
rotacija, 350
Krug
istosmjerne struje, 188
magnetski, nelinearni, 162
Kut
prostorni, 16
Linijski naboj i vodljivi cilindar, 47
Magnetska indukcija
normalna komponenta, 181
tangencijalna komponenta, 183
Magnetske veli¢ine na granici dvaju sredstava,
181
Masa i energija, 123
Materijali
dijamagnetski, 149
feromagnetski, 149
paramagnetski, 149
Meduinduktivitet, 150
dvaju prstenova, 178
Metode

rjeSavanje elektrostatickih problema
odslikavanjem, 39

Metrika
diferencijalna, 344
linearna, 344
Moment
elektri¢ni na dipol, 65
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() grpo?
Multiplikator magnetsko, 148

Lagrangeov, 387 magnetsko, jakost, 141, 184, 297, 298, 299,
Naboj 300, 305, 310, 312, 313

kratki linijski, 100
tockasti, 5, 7, 9, 12, 39
Naboj i dvije beskonaéne tanke ploce, 42

Naboj tockasti, 12
Naprezanja

u dielektri¢nom sredstvu, 79
Naprezanje
elektri¢no, na granici dvaju sredstava, 84
u elektromagnetskom polju, 216
Odslikavanje
na dielektri¢noj ravnini, 86
u magnetskom poluprostoru, 184
Operator
D'Alembertov, 204
Laplaceov, 201
nabla, 228
Permeabilnost
magnetska, 148
Poissonova jednadzba
dokaz o jedinstvenosti rjeSenja, 382
drugo rjesenje (Greenovim funkcijama), 378
Helmbholtzov teorem, 372
rjeSenje Fourierovom transformacijom, 372
tockasti naboj, 376, 377
Pokus
Michelson - Morleyev, 111
Polarizacija
elektri¢na, 68
elipticka, 244
kruZna, 244
linearna, 244
magnetska, 148
Polarziacija
vala, 244
Polje
elektri¢no, 6
elektri¢no, jakost, 6, 10, 26, 28, 64, 91, 95,

96, 200, 204, 300, 311, 314, 315, 323,
331, 332, 336, 392

elektri¢no, §tapna antena, sinusna razdioba,
337

elektrostati¢ko, 5

na granici, elektromagnetsko, 250

u sredstvu s gubicima, 240
Potencijal, 7, 8

Hertzov, 207, 319

magnetski vektorski, 144, 150

magnetski, skalarni i vektorski, 140

razlika potencijala, 7

vektorski, magnetski, 320
Potencijali

elektromagnetski, 187, 199

retardirani, 207

Pregled Maxwellovih jednadzbi, 196
Preslikavanje

konformno, 58
Prijenosnici energije, 266
Prostor :
matematicki, 344
Minkowskog, 119
Prvokutni Kartezijev sustav
vektorske funkcije slozenih veli¢ina, 355

Razdioba naboja po vodicu, 16
Relacije -

grade, 197
grade (konstitucijske relacije), 198
Relaksacija naboja, 191
Rjesenje
Poissonove jednadzbe, 10, 144
Poissonove jednadzbe, opce, 31
valnih jednadzbi, 231

Samoinduktivitet, 150
Separacija varijabli, 231
Sila
izmedu ploca plocastog kondenzatora,
izolirani sustav, 76

izmedu plo¢a plocastog kondenzatora,
neizolirani sustav, 77

Lorentzova, 138, 218

na nabijene vodice, 74

na vodi¢ u utoru, 221
Sile

u elektrostatickom polju, 74

u magnetostatickom polju, 179
Silocijev, 32
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OT

Skin efekt

faktor djelatnog otpora i induktiviteta, 304,
317

lim u magnetskom polju, 304
okrugli vodi¢, 310
vodljiva plo¢a, 297
Skin efekt (povr§inski u¢inak), 293
Slaganje

brzina, 120
Stavak

Stokesov, 371
struja

transverzalna, 205
Struja

gustoca, 154

gustoca, jednolika, 165
linijska, 164
linijska gustoéa (oblog), 182
longitudinalna, 206
pomacna, 194
Susceptibilnost
dielektri¢na, 71
magnetska, 148
Sustav
koordinatni, 344
gtapna antena
emisijski dijagram, 333
sinusna razdioba struje, 333
trokutasta razdioba struje, 332

Tanka beskonac¢na ploca, 14
Tenzor, 71

elektri¢nog naprezanja, 82
komponenta kontravarijantnog tenzora, 368
komponenta kovarijantnog tenzora, 368
konvencija o zbrajanju, 368
metri¢ki simetri¢ni, 348
napetosti ranga 2, 367
ranga 0, 365
ranga 2, 366
simetri¢ni, asimetri¢ni (kososimetri¢ni) i
nesimetri¢ni, 369
ukupnog naprezanja, 217
Tenzori
opéenito, 365
Osnovne operacije s tenzorima, 369

Teorem
Earnshawa, 12
Gaussov, 79, 191, 371
Greenov, 378
Greenov recipro¢nosti, 19
Helmbholtzov, 371
Shwarz - Christoffelov, 61
Stokesa, 152
Tait i McAulayev, 383
Thomsonov, 78

Teorija
specijalna teorija relativnosti, 109

Tockasti izvor struje, 90
Tockasti naboj i vodljiva kugla, 44
Tok

elektri¢ni, 32
magnetski, 150
magnetski, ulancani, 156
vektora, 32

Transformacija
bazdarska, 202
brzina, 120
duljine $tapa, 118
Fourierova, 373
frekvencije, 365
Galilejeva, 110
koordinata, 345, 367
Lorentzova, 114
potencijala, 202
sile, 126
vremena, 117

Uze
zastitno, 97

Val
dubina prodiranja, 294
harmonijski, 237

na granici dvaju dielektriénih sredstava,
256

na granici izolator - vodi¢, 260
putujuéi na vodu, 283
ravni, 187, 226
refleksija (odbijanje) i refrakcija (lom), 250
u ¢voristu na vodu, 284
u sredstvu bez gubitaka, 235
Varijacija
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funkcije, 384
mase s brzinom, 121
Varijacijski radun
brahistokrona, 388
drugi Newtonov zakon, 387
funkcional, 384
krivulja provjesa te§kog lanca, 389

najkraca krivulja izmedu dvije tocke u
ravnini, 388

osnove, 384

primjer iz elektrostatike, 392

Snelliusov zakon loma, 390
Vektor

elektri¢nog pomaka, 70

Hertzov, 208, 319

jakosti magnetskog polja, 148

Poyntingov, 211

Poyntingov, Stapna antena, 337
Vektor elektri¢nog pomaka

normalna komponenta, 72

tangencijalna komponenta, 73
Vod

bez distorzije, 275

bez gubitaka, 275

bez odvoda s malim gubicima, 276

doseg vala, 274

dvoziéni, naponska jednadzba, 267

dvozi¢ni, realni, 165

dvoziéni, strujna jednadzba, 268
fazna brzina vala, 274
fazna konstanta, 274
kratki, 279

kratki spoj, 279

pi shema, 280

prazni hod, 278

prigu$na konstanta, 274
prijelazi na vodu, 286
prijenosni, dvozi¢ni, 266
rjeSenje jednadzbi, 272
sekundarne konstante, 271
T shema, 280

valna impedancija, 273

Vodidi, 247
Vodidi i izolatori, 245
Zakon

Ampeéreov, kruzni, 139
Ampéreov, kruzni, 138
Biot - Savartov, 138, 139
Colulombov, 6

Faradayev zakon elektromagnetske
indukcije, 193

Gaussov, 8, 10
Jouleov, 189
Ohmov, 188

Snelliusov 1. refleksije (odbijanja), 252

Snelliusov 2. loma, 253
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